KAPITEL VII: INTEGRALRECHNUNG IN MEHREREN VARIABLEN

§24: Mehrfache Integrale

24.1 DAS DOPPELINTEGRAL

Wiederholung von 10.1: f: [a,b] — R stetig, Z = {xg,-- ,zr} mit

a=x0< 11 < - <T)p =b=

— UD (Z) = éf . (.CL’Z —IL’i_l), OD (Z) = é?z . (%Z —l‘i_l)
Ax;

f, =min{f(z) : x € [z;_1,3]}

fi=max{f(z) : =€ [xi,2]}.

Dann gilt lim UD (Z™) = lim OD(Z™), wenn ¢(Z™) — 0, und dieser Limes

n—oo n—oo

mit

b
wird mit [ f(z)dz bezeichnet.

Bsp.1 f:[0,27n] — R:z+—sinx Y
- ™ B f=f=1 |

Z—{0,2,27r},k 2,

o \/ o
f,=0, =1, 570 & 2m
L - =~ X
Jo ™ ]-7 f2 - 17

— ™ 3T __ 3T
UD(Z) = 5 —1-5=-
OD(Z)=1-Z+1-3F =2m, =1

27

UD(2) < [ f(z)dz =0 < OD(2).

o

Nunsei D CR? und f: D — R: (x,y) — f(z,y) stetig.
D = Dy U---UDjy seieine Zerlegung in Gebiete so, dass D; N D; Fliache 0 hat,
[, =min {f(z,y): (z,y) € D;}, f; =max {f(z,y): (z,y) € D;}
k ko
UD(Z)=>_ f. - Flache von D;, OD(Z) = > f,- Flédche von D; und
=1 i=1

p(Z) = groBter Durchmesser der Gebiete Dy, ..., Dy.

o4



Satz 1 lim UD(Z™) =

n—oo

irreguldr ist) und dieser Limes wird mit [/ f(z,y)dady bezeichnet.
D
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lim OD (Z™) falls ¢(Z™) — 0 (und D nicht zu

Bsp. 2 f(z,y) = x —y, D = Gebiet im 1. Quadranten, das durch z? + 3% =1

1

begrenzt wird, Z = Zerlegung durch ein Raster mit Breite

1
Y L f=-1
/
7/
s/
Ve
/
/
7/
e — -
/ T
,/ 7 1 :
7
. e ) s 7z 08 =f()(,y):x -y
1 ““‘~~\\\;: 06 5§§§§s\'
4 0.4 e
D D, TN, O ~ VRS
3/ 1 ;2 D, , 0.2 ‘W’Ql‘n\‘\\ X
7 3 >\
/ N z = f(z,y) e BN
D/ D D, SN
4 5 , 6 0.2 ..
D f=1/2 £77
1/2 7 . o4
7/ s -
/ Va ~
Dg Do Do Di1 0.6
1/4 ~ ‘ > z -0.8
s / , =1
/
D5 Dis Di4 Dis L7 0
1/4 1/2 3/4 1 X
1 1 X
(Die Nummerierung der D; ist ganz willkiirlich.)
_ _ T 1 3\ __ 1
ZB. f,=f(0,1)=-1 und f, = f(},3) =—5 etc.

Wie in 10.2 hat [[ f(z,y) dzdy 5 Eigenschaften. Speziell gilt 1)
D

é [ ay)dody -

In Bsp. 2 ist daher aus Symmetriegriinden

[ rewasay= [[ @-pazay=o

z>0,y>0

22 4y2<1

[Volumen zwischen zy — Ebene und Fléche, wo f(x,y) > 0]
—[Volumen zwischen zy — Ebene und Flache, wo f(z,y) < 0]
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24.2 ITERIERTE INTEGRALE

Wir fithren nun Doppelintegrale auf einfache Integrale zuriick. D C R? sei beschrinkt.
X sei der kleinste x-Wert in D, X der grofite; wir zerlegen das Volumen iiber /unter
D in kleine Scheiben parallel zur yz-Ebene so, wie man einen Brotlaib in Schnitten

schneidet:
yA
_ y(x) grofter
i ———= =yx = -Wert
yx) / H \(\y ) Q(x)} { kleinster }y “
in D fur FESTES z.
X(X) y y(x) 1mn
X X X

Wir nehmen an, dass D = {(x,y) X <z <X, y(r) <y < @(x)} und dass y,7
stetig sind. (Man nennt D dann Normalbereich bzgl. z.) Ein Kreisring ist z.B.
kein Normalbereich, kann aber in zwei Normalbereiche zerlegt werden:

Der Einfachheit halber sei f(z,y) > 0.

z=f(x,y) tiber der kleinen Scheibe

Die i-te Scheibe tragt zum Integral V; bei, V; ~ Breite - Querschnittflache bei x;

Y(z;)

= (i — xi-1) / f(zi,y)dy

9(\5;1‘)
X
S Vim > (z; —xi—1) - g(x;) ist eine Riemannsumme des Integrals [ g(z)dz und
i i X

daher erhalten wir
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{ grofter

. x-Wert in ganz D,
kleinster

X
Satz 2 (Fubini) D C R2, {X} =

y(x) grofiter
= ) y-Wert in D fir FESTES =z.
g(:l:) kleinster

Es gelte D= {(z,y): X <z <X, y(&) <y <y(x)} und f: D — R sei stetig.

Dann ist

X y(x)
J[ ey [ ( / f(w)dy)dx
z=X y=y(z)
Bsp. 2
p
P =102 =~
=) =/1-x2
D
Y(x)=0 B .
X-o Y =07

1 1—x2 1 9 1—x2
:>//fmydxdy—/( (x —y)dy dxz/(my—%) dx =
z=0  y=0 =0 y=0
1 . ) . 1
= /(:1:\/1—:1:2 _256 )dx:/x 1 :1:2d:1;—§/(1—:1:2)dx:
x=0 0
————
(xi%)‘l=o:%
1
1—z2=u
:/\/1—:1;2xd3:——
3 du du
=0 — =2z, vdr = ——
0 dx 2
d 1 r=0—=u=1
:/\/ﬂ(__u)__
u=1 ,1/2
3/2 10
B U RS W WA S B B
2 32 3 3 3 3 3 ’

u=1

wie wir schon in 24.1 feststellten.
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Bemerkungen: 1) In Satz 2 wird auen nach z, innen nach y integriert. Ebenso

geht es umgekehrt:

J[ st dedy - /Y < Fy) da:) 4y, wenn

Y grofiter Z(y) grofiter
= ) y-Wert in ganz D, = . r-Wert in D
Y kleinster z(y) kleinster
fir FESTES y und D = {(z,9): Y <y <Y, z(y) <z <Z(y)}.
2) Manchmal muss man D zerlegen:

Bsp. 3 Bestimme [z dazdy, wobei D von y? = 4z und y = 22 —4 begrenzt wird
D

(vgl. Ub. 77, Math. A 1996/97).
y=2x—4 baw. x=%+42

festes x (414)= P2
Zur Bestimmung der Schnittpunkte P;, P

setzt man 4x = y? = (22 — 4)?

{1
e
4

2 . T
y® =4dx bzw. y=12\/x baw. x =%

Somit ist X =0, X =4 und fir 0 <z <1 ist y(z) = -2/, y(z) = 2y/7;
fir 1 <x <4 ist hingegen y(z) =2z — 4, ¥(z) =2

1 2V 4 2z
:>//xdxdy: /( / wdy)dm—f—/( / xdy)dx:
D z=0 y=—2\/x rz=1 y=2x—4
— ——
zy|?Y” zy|”YT
y=2x—4

y=—27



—

4
£5/2
4x3/2dx—|—/m 2\/5—2:c+4)dx—4
21

1 5/2 3 2

X T X

) S/ i

5/2 +( 5/2 5 7 2)1
8 4 2 8+4-31 72
— (42 ) P ) +242 1) = 49430 = 2 =144
5+5( b 3(~\~)+ (\,-/) 5 + 5
25 63 15

31

Wenn wir auflen nach y integrieren, brauchen wir keine Unterteilung:

y
4=Y
festes Y
X(y) x(y) X
-2=Y
4 5+2
//mdxdy: / < xdm)dy: u:%—|—2
b y="2 a=yr/d du 1
4 1'2 %"‘2 1 y 2 y4 d_y 5
— 5 oly:5 2t2) — 16 dy = dy = 2du
z=y2/4
y=—2 Yy y 2 N——"
1] 15" ud [t 145 — (=2)°
——/u2 2du— — 2L = — - — =
2u:1 325 |, 3l 32 5
64 —1 1 1
= — £ +20)=21——(2°+1) =144
3 ERAR 5 (Jd)
33

4
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Bemerkung: Beachte, dass [[1- dzdy = (Volumen iiber D unter der Hohe 1) =
D

(Fliache von D) = A.
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y(z

Satz 2 gibt A — f( )dy> dz = j(y@:) _y(@)) da = /b (f(z) — g(x)) do in der
X ) X

a

y(=@
Notation von § 13,13.1.

In Bsp. 3 ergibt sich A =9 (Ubung 77, Math. A 96/97).

24.3 STATISCHE MOMENTE UND SCHWERPUNKT
1) Die z-Achse werde als gewichtslose Stange vorgestellt, auf der bei x; bzw. o
die Massen mj bzw. mq sitzen, die Schwerkraft gehe in Richtung der negativen
y-Achse. Wenn man die x-Achse im Punkt s balancieren will, so muss die

Summe der Momente um s 0 sein, d.h.

(x1 — $)my + (2 — s)mo = 0 = x1my + xoamo = smy + smao = s(mq + mo)
T1mq + HHYILD)

> § =
mi + Mo

m,

100 sl
S A

v

Wenn wir k£ Massen m; bei z; haben, so ist (mit derselben Rechnung)

k k
S = E :L'@mz/ E m;

Wenn eine Massendichte o(z) [kg/m] gegeben ist, so ist m; ~ o(x;)Az; und der
Grenzwert ¢(Z) — 0 liefert

s :/xg(:c) dx//g(w) dx

= statisches Moment/Gesamtmasse.
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Y
m~p(X;)-(x;—x; )
y=p(x)
X, X x”
)
Ay

Def. S = > a;m; bzw. [xpo(x)dx heiBt statisches Moment der Massen-

verteilung.

2) Nun werde die zy-Ebene als gewichtslose Platte vorgestellt, auf der in den Punk-
ten P; = (z;,y;) die Massen m,; sitzen; die Schwerkraft gehe in Richtung der
negativen z-Achse.

Der Schwerpunkt § = (s1,$2) ist der Punkt, um den die Summe der Momente
verschwindet, d.h.

x; — 81 0 . —(yi — s2) ~
Z Yi — S2 X 0 =0:>mei i — 81 =0
i 0 —mig i 0
A
z

= Zmixi :Sl'zmi
Zmiyi :32'Zmi

e Somizg Y, my; ‘ m,g ms;g
Yomy Yy my

v

m]g m4gx y
1
e,
Si )
¥ E“ Bx
rm; g

Wenn das Gebiet D mit der Dichte o(x,y) [kg/m?] belegt ist, erhalten wir
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Satz 3 Der Schwerpunkt § = (s1,s2) ist durch

1= 2 = [ [ atep) oy / [[ et asay,
D D

Sg = % = //ye(w,y) dxdy/ // o(z,y) dzdy,
D D

gegeben. Um diesen Punkt verschwindet das Moment der Schwerkraft.

Bezeichnung: Man nennt

S1 = é/ zo(z,y) dzdy

Sy = é / yo(z,y) dedy
Sy(h Sy

o (S0 (5

Im Allgemeinen haben die statischen Momente die Dimension von z-¢-dx-dy, d.h.

m-X&.m-m| = kgm]|. Wenn p =1, so nennt man x dxdy, ydady statische
|: m
D D

|

statische Momente bzgl. der { } -Achse und schreibt

x(!)

Momente des Gebietes D; sie haben Dimension [m3].

Bsp. 2 D ist der Viertel-Einheitskreis und ¢ = 1. Nach 24.2 ist
[[xdady = § = [[ydady; weiters ist [[ dedy = Fliche von D =T
D D D

A

y

1

/; — 3 (%/i%/i) = <§ %) ~ (0.424,0.424)

Bsp. 3 ffxdxdy:14.4:2:g,
D 5 5
89 g
Jfdzdy=9 = 51 =2 =_-=16
D 5

[[ydzdy =9 (Ubung) — 822321
D

(16
— 1
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24.4 TRAGHEITSMOMENTE
1) Eine Masse m drehe sich am Ende einer r
gewichtslosen Stange der Lange 7. -
Eine Kraft F am Ende der Stange bewirkt eine )
Beschleunigung a und nach Newton ist F'=m - a. ¢

Wenn w = ¢ die Winkelbeschleunigung ist, so gilt v =ryp, a =rp — F =rmg.
Die Kraft F' entspricht dem Drehmoment N =rF = N =rF = r’mg.

Def. 72m heifit Trigheitsmoment und wird mit I bezeichnet (Trigheit = inertia
(lat.)).

Somit gilt

Drehmoment = Tragheitsmoment - Winkelbeschleunigung

(vgl.: Kraft = Masse - Beschleunigung)

2) o(z,y) sei eine Massendichte in der zy-Ebene.
Wenn wir um die Gerade ¢ : a;z + asy = b drehen, so hat der Punkt (x/y) von g

—b
den Abstand r = a1 +” Cjﬁy |
a

bzgl. Drehung um ¢ gleich

Iy = //rgg(x,y) dzdy
D

a1T + agy — b)?
://( - HaﬁQ ) o(z,y) dzdy.
D

(s. LA, § 6,B) und daher ist das Trégheitsmoment

Speziell die x-Achse ist durch 1-y =0, d.h. @ = <(1)> , b=0 gegeben
= I, = Ii-achse = [ y?0(z,y) dzdy und ebenso
D
Iy = Iy—Achse = ‘£f ng(‘rv y) dl’dy
Weiters bezeichnet man [[ zyo(x,y) dedy mit I, .
D

Dann gilt also (mit M = [[ o(z,y) dzdy = Gesamtmasse)
D

1
I, = IEE //(a%x2 + a2y® + V% + 2a1a02y — 2a1bx — 2a2by)o(x,y) dady
a

1
— W(aﬁy + a3l + 2ara9lyy, + b*M — 2a1bS; — 2a2bSs)
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Speziell, wenn die Koordinatenachsen durch den Schwerpunkt gehen, so ist § = 0,

dh. Si=5=0 =

1 b2 M
@::Hmpaﬁ4,+a@;+2aﬂmgmy+ﬂap
N ~ R

Iy d2M

wobei h : (@, @) = 0 parallel zu ¢ ist und durch 0 = & geht und §=0 den Abstand

b
d= ﬁ von ¢ hat. Das ergibt:
a

Satz 4 (Steiner)

I, =1I,+d*M, wenn h| g, S€h,

M = Gesamtmasse, d = Abstand von § zu g

Bemerkung: Die Tragheitsmomente spielen auch bei der Balkenbiegung eine grofle
Rolle, s. Hofstetter 4.4.

Bsp. 2 Viertelkreis. Wir bezeichnen mit z,y verschobene Koordinaten durch den
Schwerpunkt. (Vorsicht: Bei Hofstetter hingegen Znier = THofst., Yhier = Utofst.

jjhier = THofst.» ghier - yHofst.)
4 4
D st =0 ——, =9y — —;
ann ist z = x 50 y=1y 3
I, = // y? dedy
Viertelkreis
1 V1—=a? 1 5 (WIa?
:/</ y2dy)dx:/y— dx
3 =0
=0 y=0 =0
1
_ %/(1 B x2)3/2 da Substitution: x = sint
0 dx = costdt
s r=0%="1t=0
— 5 [ (i cost s r=1%—" t=1/2
0
w/2
1 4 1 37«
= - tdt = (Math. A, S. 137) = - — = —
3/COS (Math. A, ) =316 16
0

Aus Symmetriegriinden ist I, = I,,.
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2
Nach Steiner ist Iz = I, — <?:i7r> % = 17T—6 ~on = I. Weiters ist
1 V122
Imy://mydxdy: /x( ydy>de‘
D =0 y=0
N
el

Allgemein gilt £ = z — s1, § = y — s2 wenn (s1,s2) die Koordinaten von § im

xy -System sind =—

Iy = //Q (x — s1)(y — s2)dady = //Q (xy — s1y — S2x + s152) dzdy,
D D

so-M s1-M
~ =~ ~ =~
= Ixy — 51 Sl- —S89 Sy +8182M = Ixy — 8152M

Somit ist beim Viertelkreis

1 4\?
If~ :I:E — (\/1 _ — — R
g Sey T 8152 8 (37r>

4
971’

O =

™
4_

Fiir die Gerade ¢ : a1Z + asy = 0 mit ||d|| =1 durch den Schwerpunkt ist
2 2 r (I Iy -
Iy = aily+ a3lz + 2a1a0lz5 = a a,

eine quadratische Form in a.

Die Maximal-/Minimalwerte von I, sind daher die Eigenwerte von J = ( L

Def. Die Maximal-/Minimalwerte von I, mit g durch s heilen Haupttragheits-

momente , und die Achsen in Richtung der Eigenvektoren heiflen Hauptachsen der

Dichte o auf D.

Bezeichnung: &£, n seien die Koordinaten in Richtung der Hauptachsen, I¢, I, die

Haupttragheitsmomente.
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T 4 1 4

16~ or 57 or 0.055  —0.016
Bsp-2 J={ ., |F (—0.016 0.055 )

§ 0 16 or

Allgemein: A = (Z b

(a=XN)?=0> = a—A=+4b = 1Ay =a+b und

det(A—X) =0 = (a—N?-0 =0 =

S
N——

die zugehorigen Eigenvektoren

A

sind (}),t(_ll) Somit Y y
%\ n

D\
L—a+tb=" 413 00384
= Qa = — _—— X .
: 16 8 9r ‘
T 1 ¥
I, =a—b=— — =~ 0.071 £
) =a 6 g~ 00713 4 \ ‘

In den neuen Koordinaten &,n ist J = <IO" IO ) diagonal und I, = 0. Bei
€

Drehung um die &-Achse hat der Viertelkreis also Tragheitsmoment I = 0.0384,

d.h. er verhalt sich so, als ob seine gesamte Masse A = 7 im Abstand i¢ von der

& -Achse entfernt ist, wobei Z?A = I, d.h.

I I
ie = ,/Zf ~0.221. Ebenso i, = 1/~ =~ 0.301

Def. i¢ = \/&—5, iy = \/]I\—} heilen Hauptradien der Massenverteilung . Thre
Einheit ist Lange.

24.5 SUBSTITUTION (=KOORDINATENWECHSEL) BEI [/

Bsp. 2 ot
T
N 2 -
y D,
3m| ||
8 N
etc D2
L% E I R I
b - D
do D,
{13 I R I R
8
; A
\=V‘=J
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FEin rechteckiges Raster in r,¢ entspricht einer Zerlegung in x,y. Nach § 21.5 ist

die [Flache von D;]| ~ ggw z;

‘ drde. Essei f(z,y) gegeben,

xy':>//fxydxdy—

g('/’, 90) = f(.’l?(’f’, 30)7 y(T,

, . z,y)
= lim - Flache von D; = lim -drdyp =
«p(Z)ﬂo;L ©(2)—0% ‘8(7“, w)‘ N
\q,—/ =Fliche
von Di

// (r,p) drde —//f rgo ))jmdrdgp

f(r,¢) meist kurz
FOmg), 5.5 19.3

Diese Uberlegung funktioniert fiir beliebige Koordinaten und ergibt:

Satz 5 wv1(x,y),v2(x,y) seien Koordinaten. Dann ist

[ i [ s | 2o

wobei D dem Bereich D in der v1, V2 -Ebene entspricht.

dUl d’UQ,

Speziell in Polarkoordinaten:

//fxydxdy—//f p)rdrde

Bemerkungen: 1) rdrde entspricht der Flache von D; (s.0.) und lasst sich wie in

§ 21.5, S. 54 unten veranschaulichen:

y (p
37de _~“Fliche
dr =rde-dr dr
X r

2) Das analoge zu Satz 5 in einer Variablen ist die Substitution in § 11.4. Dort sind
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die Buchstaben etwas anders gewahlt:

b d g(b)
a9
/h(g( )) Y dr= /h(t)dt
a g(a) -
f xw % dv f xdx

Weiters entspricht [a,b] dem Bereich D und
{ [9(a), g(b)] falls g(a) < g(b)
[9(b), 9(a)] falls g(b) < g(a)

In einer Variablen fehlt der Betrag bei der “Funktionaldeterminante” j—g, weil man

rechts nicht iiber D integriert, sondern ein Kurvenintegral schreibt (siehe spéter).

Bsp. 3 D = Viertelkreis, f(x,y) ==

— Slz//xdmdy: /rcosgo-rdrdgaz
——

D x

} dem Bereich D.

w/2

T/:(w/r )i =
/

/2
dr =
=0

(r2 sin )

Q\H

r2dr =

3
== 1. 24.3
5 .73 V (vg )

o

r=

/2

1
/xdedy://rzcos?go-rdrdgo: /(/rchSQQDdgo)dr:

D D r=0 ¢=0
/2

411

T T
LA S 244,
1, >

cos? pdy dr = 16’

iI:I)\H
CO

»Mﬂ

=0

h\,_/
§ 11.8: halbe Inter-
valllange :%
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Bsp. 4 Berechne [[(z*—y*)dzdy, wobei D das Gebiet im ersten Quadranten ist,
D

das durch die Kreise 22 + 92 =4, 22 +9y?> =9
und die Hyperbeln 2? —y? =1, 22 — y? = 2 eingeschlossen wird.

Wir fiihren die neuen Koordinaten v = 22 + 2, v = 2? — y? ein.

Dem Gebiet D entspricht dann D:4 <u<9 1<v<2.

« X2-y2=2 bzw.

v=2
2—y2=1bzw.
v=1

~ X2+y2=9 bzw. 2
u=9 Ny
VL L]
« X2+y2=4 bzw.
u=4 ‘ I
4 9
atz 6 b}
vyt = (22 +9?) (22 —y?) = uv “ata s //(x4 — M dady = //u v (z,9) dudv.
0(u,v)
D D

Nach Math. B, § 21, Satz 4, S. 55 gilt fiir die Funktionaldeterminanten
z,y) O(u,v) _

d(u,v) 9(z,y)

u  Ou 2 2y
ox 0
= det ( % 6:‘;) = det (2:1: —Qy) = —8xy

oz oy
A(z,y) 1 1 ,
= = d Dxz>019>0.
‘aw?v) [ —8ay| 8z TR

Das miissen wir noch durch w,v ausdriicken:

u2 _ U2 — (ZIZ‘Z + y2)2 _ (272 _ y2)2 — %4 + 2x2y2 + y4 _ (:134 _ 2x2y2 + y4) — 45(:2y2

= Vu? —v? = 2xy|
1 1

= in D gilt =
& 8ry  A/u? — v?

:>//(:1; —y)d:cdy—//—4 ——3 dudv =
D D
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t=u?—0?
9 2
1 v dt
== U —— dv |du = — =2
4/4 </1 u? — v? ) dv !
u= v=
dt
9 u?—4 vdv = ——
1 —dt\ . 2
_Z u 2_\/1_5 du = U:1:>t:?,l,2—].
=4 — —
“ t=ut=l v=2 = t=u’—-14

w2—4 9
1 2 2
du = —- (u\/u —4—u, /u —1>du:
w21 4 ~—— %\,_/

u=4 u=4 S S

1
-7 [773/2-123/2-803/24+15%/%] ~ 1.945

Bsp. 5 Man bestimme die Flache A der Kardioide r = 1+ cos¢ (Math. B, Ubung
31 vom 24. 3. 99).

21

dpfest=r=0..1+cos¢

&2 x

1+4cos ¢

A= //ddsatZ5//rdrdg0 7</rdr)

D D
27

_/r2
a 2

»=0

27
1
dy = 5/(1+cosc,p)2dg0:

14cos ¢

r=0
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27 27 27

1 3
=3 [/1d<p—|—2/cos<pdg0—|—/cos2<pdgp} = ?ﬁ ~ 4.7 FE.
0 0
h\/-/ ~\~ - ~ "~ -
2m 0 halbe
R Intervalllange
=T
('s. Math. A,
11.8, S. 97)

24.6 DIE 1. GULDIN’'SCHE REGEL
Wenn die Kurve y = f(z) um die x-Achse rotiert, so hat nach Math. A, 13.2 der

b
entstehende Korper Volumen V =7 [ f(z)?dx

D sei der Querschnitt

y=f(x) y=f(x)

D/S

v

Q\\
th

P

Dann ist Sy = [statisches Moment bzgl. x-Achse] =

b f(x) b
1
://ydxdy: /(/ydy)dxzﬁ/f(x)de — V=275, =21-A-55 =
D rz=a y=0 a

= A 2msg, wobei A = Flache von D, §= (s1,82) = Schwerpunkt von D.
Dann ist 2wsy = Wegliange des Schwerpunkts bei der Drehung und daher gilt

Satz 6 (Guldin)
Drehvolumen = Querschnittflache - Schwerpunktweg.
Bemerkung: Durch Subtraktion sehen wir, K

V=1
dass das auch fiir Gebiete der Form [jjgm

x

gilt.
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Bsp. 6 Torus = Drehkorper bei Rotation eines Kreises:
V = Flache - Weg
r’m 27 R = 27%r?R. Y

Draufsicht

><V

24.7 DREIFACH-INTEGRALE

Analog zu 24.1sei D CR3 und f: D — R: (z,y,2) — f(x,y,2) stetig und
k
UD(Z)= > f. - Volumen von D; und &hnlich OD(Z).
=1

Dann gilt wie in Satz 1 limUD(Z™) = lim OD(Z™) und wird mit

/// f(x,y,z)dedydz
D

bezeichnet.

Wenn z.B. ein Kérper D mit Massendichte o [kg/ m?3 ] belegt ist, so ist

M = Gesamtmasse = /// o(z,y, z) dedydz.
D

Analog zu 24.2, Satz 2 gilt

/D//f(x,y,z) drdydz =

_ Z(z,y) grofiter
wobei X, X,y,y wie dort sind und = z-Wert in D fiir

X , gz Zzwy)
/Q/ ( / f(x’yﬂz)dz)ng)dm,

z=X Yy=y(z) z=z(z,y)

kleinster
feste z,y.
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Bsp. 7 Der Tetraeder, der durch die 3 Koordinatenebenen und durch die Ebene
x +y+ z =1 begrenzt wird, ist mit Massendichte o(z,y,2) = x belegt. Bestimme

seine Masse!

R A
Offenbar ist X =0, X =1; z
fir festes x ist

y(z) = kleinster y-Wert = 0

x+y+z=1

y(x) = grofter y-Wert = 1 — =z

1 y
festes x
fir feste z,y ist z(z,y) =0, Z(z,y) =1—z—y
1 l-x 1l—z—y 1 1—x l—z—y
Also M = (/( / xdz)dy)dm: /(/ Tz dy)dx:
r= =0 z=0 r=0 y= #=0
1 11—z 1 1 9 11—z
:/< x (1—x—y)dy>dx:/:c~{—( _g;_y)} dz =
z=0 y=0 =0 y=0
1 . ) . 1
:/x (1—2) dx:—/(x—2x2+x3)dx:
2 2
x=0 =0
6

Ebenso gut konnte man in einer anderen Reihenfolge integrieren, z.B.

1 l—2 1—y—=z

M/OQ/( / xdx)dy>dz.
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24.8 SCHWERPUNKT UND TRAGHEITSMOMENTE IM R?

T I
1) Wir gehen nun zur Indexschreibweise iiber, d.h. Z = |y | = | xo |. Fir
z T3

dz1dxodzs schreiben wir dV.

Es sei eine Massenverteilung o(Z) in D gegeben. Der Schwerpunkt § = (s1, s2, s3)

ist der Punkt, um den die Summe der Drehmomente verschwindet, egal in welche

0
Richtung v die Schwerkraft wirkt. Es sei z.B. v =1 0 —
—1

N = Drehmoment um 5 = Z Kraftarm x Kraftvektor

0 82

~[[[ @5 %@ 0 =g [[[ @ _x3+33 av -

=>/// @dV—Sg?// £)dV = sy M

Allgemein gﬂt also

-
=

I
Si = M z;0(% )
wobei M = Gesamtmasse = /// o(Z)dV.

Bezeichnung: S7 = [[[210(Z)dV heiBt statisches Moment bzgl. der zoxs-
Ebene und wird auch mit 59523,33 bezeichnet. Analog Si, 25, Szozs-

1
M(Sw2$37 Sx1m3> 5131132)'

Bsp. 7 Der Tetraeder sei wie oben —

1
1
S]_ m2m3 /// I - dV = = /ZL’% . 5(1 — x1)2 d,fL’l =
0

_'/'Ul

11 2+ 1S _ 160 24 2
~2\37 1 = 60 TTM T 12460 5

1
Anal = —
nalog ist Sy = ///CL‘QQ ) dV = = 150’

Sy = /// x3 0(Z) AV = (hier aus Symmetrie) =
—~—

i |

Also gilt §=
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1
Z///xgxldV:ngm

2/5
und daher §= | 1/5
1/5
X
A
v
X
»

Beim homogen belegten Tetraeder (d.h. o(#) = 1) ist der Schwerpunkt in

. 1/4
1 > Eckvektoren = [ 1/4
hier 1 / 4

Bei unserer Dichte o(Z) = x; hingegen ist wegen der grofleren Dichte bei A der
Schwerpunkt in Richtung A verschoben.

Tragheitsmomente

Der Punkt # hat Abstand /23 + 23

von der x;-Achse

X3

—> [} =Tragheitsmoment
bzgl. Drehung
um die z; -Achse = (() ) X

= [[] @+ et av
Analog I, = / / / (22 + 22)o() AV, I = / / / (22 + 22)0(Z) AV
D D

(Beachte: Statische Momente sind bzgl. Hyperebenen, Trigheitsmomente sind bzgl.
Geraden)

Ebenso wie im R? gilt und beweist man im R3 (bzw. R™) den Satz von Steiner:

=

- ¥x,

I, =1In+d*M, wobei h || g; §€ h, M = Gesamtmasse, d = Abstand (5, g).

Wir wollen nun wieder die Tragheitsmomente verschiedener Geraden h durch den
Schwerpunkt vergleichen. Die Koordinaten seien so verschoben, dass § = 0. Der
Einfachheit halber schreibe ich wieder ¥ dafiir (in 24.4 hingegen Z,7).
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Es sei h: ¥ = A\ eine Gerade = 7\
durch §=0, ||| = 1.

=V

Dann hat ein beliebiger Punkt
Z von h den Abstand

v

[ e

— n= [[[ #-oiav = [[[ @ - 2@ av -

= [[[ (848403 i1 4 7o 4 7w Jol@)av =
D v

22(1 —r}) — 2riromi e + 23(1 — 73) + 22 (1 — r3) —2r1r32103 — 2ror3Tars
—— —— Wd

r3+r3 ri+r3 ri+r3
/// ri(z3 + 23) + r3(x] + 23) + 3 (2F + 23) — 2rrari s — 2rir3T T3 —

— 27’27’333'21133} (_»> dV =
= 7“1]1 + T2IQ + 7’3[3 — 27“17’2[12 — 27’17“3]13 — 27“27‘3]23 = TTJ?" mlt
I —Is —Ii3

J = —112 IQ —123 und Il /// .7132 —|—333 dV
—Ls —Is I3

1o _///xl.rgg )dV etc.

Bemerkungen: 1) aj,as auf Seite 105 entspricht —ry, 77 hier.

Daher sind Ij = Iz, Iz = I; dort in anderer Position in der Matrix J und fehlt
das — bei Ii"g} :Ilg.

2) In Matrixschreibweise ist

Ih=///(fT-f—<fT-:z=’>2>@<:f>dv=
///T pat 3ot ad "t Rel@) av

hier 3x3 Elnheltsmatrlx

/// Z- Ig—ar xT)g(f)dv;-F

Diese Formel wiirde auch im R™ gelten (mit I,, statt I3).
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3) Nach Lineare Algebra § 7F sind die Maximal-/Minimalwerte von I, der grofite
bzw. kleinste Eigenwert von J. Die Eigenwerte von J heiflen wieder Haupttrag-
heitsmomente und die Achsen in Richtung der Eigenvektoren Hauptachsen.

Bsp. 7 Bestimme J fiir einen homogenen Zylinder mit Radius R, Hohe h, o = 1!

Wir wéhlen die Koordinaten durch den Schwerpunkt:

/ b2

X, X

Aus Symmetriegriinden ist [y = Is und I = I13 = Is3 = 0.

(ZB 112 == ///1'11‘2 dV =0
~—~—~—
D

positiv fiir (z1,22) im 1. und 3. Quadranten

negativ fiir (z1,z2) im 2. und 4. Quadranten)

h/2 rdrde

I3 = ///(,1,‘% + x%)dxldfﬂgdl‘:g = / ( // 513'1 +-T2 dxldx2> de
D

x3=—h/2 :L‘2—|—$2<R2

J/

von x3 unabhanglg

" e R hR*
= / dzs - (/rz-rdr)dwzh-z-%r: 27T
x3=—h/2 =0 r=0
————
R4
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h/2 R 27

11212:///(x§+x§)dvz / (//(rzcosiap—kx%)rdgodr)dxg:

=—h/2 r=0¢p=0
3 / v halbe Intervalllange

h/2 R h/2 A
/ </ (mr® + 2madr) dr) dzs = / (WRI + WI%RQ) dxs
z3=—h/2 1=0 —h/2
= hR7 N h3 R%n _ hR?7(3R? + h2),
4 12 12
2 h2
J= hf;” . 0 3R20+ h2 8
0 0 6 R?

Es ist also leichter, den Zylinder um die x3-Achse als um die 1 -Achse in Drehung

h
zu versetzen, solange 6R? < 3R%2+ h%, d.h. R < —.

V3

Bemerkung: Wenn man so wie oben bzgl. xi,zs Polarkoordinaten einfiihrt, nennt

7 COS P
man das Zylinderkoordinaten, d.h. = | rsingp
Zs3

Dann gilt dV = dz1dzedxs = rdrdedas.
Wenn man iiber Kugelteile integriert, sind hingegen Kugelkoordinaten vorteilhaft,
siehe 24.9.
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24.9 Koordinatenwechsel in f f f

Analog zu 24.5 betrachten wir neue Koordinaten vy, vs,v3 und darin eine Zerlegung
von D in Quader D, :

V3 -
|
| I
dv, / dv,
dv,

X 1 V]

Dies entspricht einer krummlinigen Zerlegung D, in den alten Koordinaten x1, s, x3
und es gilt (vgl. § 21.5):

dot oxr 0r O«
8’01 3’1}2 ’ 81)3

Volumen von D; =

dU1 d’UQ d'U3

e ) dzpdzedx lim - Volumen von D; =
///f e so(zwozf

. O(z1, 22, w3) /// O(z1, 2, 73)
= 1 . dvydwved dvyduad
so(;)]iozi:iZ 8(01,02,03) et = Ul,Uzﬂfs) et
Speziell fiir Kugelkoordinaten gilt (§ 21.4)
x1 = psind cos p
Tog = Qsinﬁsingp M — QQ sin 9.

90,0, )  cov. 7o
o QCOSﬁ v.2.6.99)

Schreibweise: Man schreibt oft nur ein Integral statt der 2, 3, bzw. n Integrale im
R2,R3, bzw. R".

Die Uberlegungen oben gelten analog auch im R™ und ergeben
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Satz 7 U(Z) seien neue Koordinaten —

[ st = [ g0

D —f@)

dvy---dv,

Speziell in Kugelkoordinaten:

/ F(ar, 9, 2) AV = / F(0.9, )2 sin 9 doddds

Bemerkung: o?sin?¥dodddy ist das angeniherte Volumen von D; und wird in
Math. B, S. 56 anschaulich bestimmt.

Bsp. 8 Die Tragheitsmomente einer homogenen Kugel sind fiir alle Achsen durch
den Mittelpunkt gleich. Es sei R = Kugelradius und Dichte Q =1.

a) Ig_///:z;1+x2 /ng/smi?dﬁ/dgo—

IZ]|[<R 02sin2 ¥ 0? smq9dgd19d<p

R5/5 27T
OR> - 9 RS 307"
= Jzﬂ /51n19(1—cos ) dd = iﬁ[—cosf}—f—cos 19] =
0 9=0
B 2R’ 4 SR
5 '3 15

Bemerkung: Ein dreifaches Integral / /  f(v1,v2,v3) dvidvadus lésst sich genau
dann als PRODUKT schreiben, wenn i
L f(vr,v2,v3) = fi(v1) - f2(v2) - f3(vs)
(oben: fi(v1) = 0%, fo(ve) =sin®d, f3 (v3) = 1) UND
~—
=
2. das Gebiet D ein Quader ist, d.h.
D= {t:a1 <vi <by, az < vy < by, a3 < vz < by}
(oben a; =0, by = R etc.)
Beachte, dass D = {# € R?: |Z|| < R} NICHT quaderformig war.
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b) Elegantere Berechnung mit Trick:

13:%(11+I2+I3)=%/(§§+x§+x§+x§+x%+x§) v =
D 202 02 sin 9dpd¥dep
2 [ o i 2 R’ SR
:§/Q dg/smﬁdﬁ/dgo:g.?.g.gﬁz -
0 0 0
4R3T

2
Weil M = Masse = Volumen = I3 = EM R?, d.h. es ist ebenso
schwer die Kugel in Rotation zu versetzen, wie wenn ihre gesamte Masse konzen-
triert im Abstand R - \/g ~ 0.63R von der Drehachse ware.

¢) Wenn man in Zylinderkoordinaten rechnet, so wird das Integral schwieriger:

T1 =17Cosp

xo =rsing Kugel: 27 + 23 +23 < R? <= 23] < VR?2 — 12
——
T3 = I3 r2

Also: ¢ =0---2m, r:0---R, x3: —V/R? —712...\/R2 — 12
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é[g ///:C1+372 dV

rdrdedzs

0

t3/2 t5/2

= 97 (R?. — — —_
”( 3/2 5/2)‘

o (28 N 2R°
= — 4T — =

3 5 15
t=R?

27 R R?—r2
/ ( / dxg) r3drdy =
=0 r=0 z3=—+/RZ_r2
~~~ —_——
o 2/ R2 -2

t=R?>—7r% r*=R*—t
dt
— = -2r
dr

r=0 = t=R?,

r=R = t=0

8TR®

Man kann natiirlich auch in einer anderen Integrationsreihenfolge rechnen, was

hier vorteilhaft ist:

zy fest = r < /R? — 23

2_
o R:U

= I3 = / / / r3drdedrs = 27

r3=—R =0 r=0
e —

27
4

T
4 0

R2—z§

R
g-2/(R4—2R2x3—|—m3)dx3 —W(R5 - —
0

;i 1
/ Z(Rz_xs) dzg =

r3=—R

8TR®
15

2R5+R5 _
3 5)
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24.10 DARSTELLUNGEN DURCH EINFACHE INTEGRALE
Wenn g =1 lassen sich viele Doppel-/Dreifachintegrale durch einfache Integrale

ausdricken.

A

y

A) Statische Momente von ebenen Flichen
Wenn D durch y
x
Y
a b

a<z<b, yla) <y<y(z)

gegeben ist,

b Y(x) b
so ist Slz/ /xdyd :/ —y(x )d:c

r=ay=y(z)

b y(x) b )
und Sy = / / ydydx:/§(§(x)2—g(a:)2) dx

r=a y=y(x)

B) Tréagheitsmomente von ebenen Flichen

y b

1
/y dydx:/g(@g—gg)dx
=y a

b
Ebenso ist I, = /

C) Statische Momente von Drehkorpern

Wenn der Drehkérper durch Drehung der Flache 0 < y < f(z) um die z-Achse
entsteht, so ist sein Schwerpunkt auf der x-Achse und in Zylinderkoordinaten folgt

b

Sy = / // x dydzdx y
r=a y2422<f(x)?

y=f(x)

f(z) 2n

b
/ //rdgpdrdx—w/ zf(x)? da
r=a roq; \\

a] p | Ty

f(as)2
2m 2
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b b
und somit §= (fmdem/fyzdx,0,0) (mit y = f(z)).

Auch ohne Dreifachintegrale erhélt man S,. mit einer Zerlegung in kleine Zylin-
der und einer Riemannsumme wie in 13.2. Ebenso wie in 13.5 geht das auch fiir
Oberflachen von Drehkorpern. Dann ist

b
Syz = 27r/a:y\/1 +y'? dz

(In § 25 werden allgemeine Formeln angegeben fiir beliebige Fléchen und o # 1.)

D) Tréagheitsmomente von Drehkérpern

Wieder folgt in Zylinderkoordinaten

11:///(y2 +24)dV
b (z)
/ / (y% + 2%) dydzdz = / 2 r3 drdz

r=a  y2+z2<f(x)? r=0
b b

:g/f(x)4dgc:g/y4dm.

a a

[

Diese Formel entspricht der Rechnung bei der Kugel am Schluss von 24.9. Fiir die
b
Oberflache eines Drehkorpers erhalten wir (wie in C) I} = 27 [y3/1 + ¢/ % da.
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§25: Kurven- und Oberflachenintegrale

25.1 KURVENINTEGRALE 1. ART

C sei eine stiickweise glatte Kurve
im R"™, d.h. mit héchstens endlich

vielen Ecken und Uberkreuzungen.

Problem:
Was ist ihre Masse M,
wenn sie mit der Dichte o(Z) belegt ist?

X

Losung: Eine Zerlegung Z = {Zo, 71, - , T} ist eine Folge von Punkten auf C,

p(Z) = max{[|F; — Tia ri=1,-- k} = M= oy Z o(Ti-1) - [ — T
) —
k
Def. Wenn f:C — R : ¥+ f(Z) stlickweise stetig ist, so heifit (lzlr)n > f(#i-q1)-
v(Z2)—04=1
|Z; — Z;—1]] Kurvenintegral 1. Art und wird mit [ f(Z)ds bezeichnet.
c

Bemerkungen: 1) Wenn [a,b] — R"™ : ¢t — Z(t) eine Parametrisierung von C' ist,

So ist f@ = f(tl) und Hfz — fi—lH = Hf(tz) — f(tz_l)” ~ Hf(tz_l)H . (tz - ti—l)

— /f ds—/f )- [ o

ds

2) Wie in § 24 werden wieder die statischen Momente und die Tragheitsmomente

definiert. Z.B. im R?: S; =S, —fa:g fyg )ds, §= (5%, 52), I, =
fy o(7)ds etc.

Bsp. 1 Bestimme den Schwerpunkt einer homogenen Halbkreislinie!

Essei C = {(z,y) eR?: 22 +y? = R? y >0}

Parametrisierung: £ = R (CPSt) ,t=0---m,
sint

ds:||a'?(t)|\dt:HR-( Smt)H dt = Rdt,

o) =1 = M:/ds: Lange von C = Rm,
C
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us

ng/deZ/Rsint-Rdt:2R2,

C 0
Sy 2R?> 2R
S92 M RT(' - 06R

Aus Symmetriegriinden ist S; =0 = s;.

|

=y

In § muss man stiitzen, wenn die Halbkreislinie auf einer gewichtslosen Halbkreis-

platte aufgelegt wird.

Der Schwerpunkt liegt etwas hoher als beim homogenen Halbkreis (fiir den § =
(0, é—f) ~ (0,0.42R)), weil die Halbkreislinie im Vergleich zur Fliche im Schnitt

hoher liegt.

Bemerkung: In Polarkoordinaten ist ds = v/r2 +72dy (vgl. 18.3) und daher gilt
in Bsp. 1 ds = Rdt, da dort r = R konstant, ¢t = .

25.2 KURVENINTEGRALE 2. ART

Wir bewegen einen I\A{Iassenpunkt auf einer (stiickweise glatten) Kurve C im Kraft-

feld o(z) : Y

</

=y

Problem: Welche Arbeit W wird geleistet?
Losung: Wir zerlegen C' in kleine, praktisch gerade Stiicke.

A

y

v(x;)

B-3,

>‘<V
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(,O(Z) = max{”a?'l — fi—l” 1= 1, s ,k}

k
Dann ist W = lim ) <’L7(£L‘i_1), Ti — T >
SO(Z)HO G N e e e’
Kraft Weg

Def. Dieser Grenzwert heifit Kurvenintegral 2. Art oder Arbeitsintegral.

Schreibweisen:

W = /<17(§:’),d:?:’> = /<17(f),d§> = /vl(f) dz + ve(Z) dy = /vj(f) dz; (TSW)
C C C C
Bemerkungen: 1) Wenn die Kurve durch [a,b] — R? : t — Z(t) parametrisiert

ist, so ist Z; = Z(t;), & — &1 ~ f(ti—ﬂ - (t; — t;—1) und daher
—_——

dt

2) Alles gilt ebenso fiir Kurven im R? oder R™.

3) Beachte, dass W nicht von der Parametrisierung von C' abhéngt (d.h. davon
wie schnell C' durchlaufen wird). W héngt aber von der Durchlaufrichtung ab, d.h.
C ist als orientierte Kurve gegeben, d.h. Anfangspunkt A und Endpunkt B sind

bekannt. Bei umgekehrter Orientierung ergibt sich —W. Wenn die Kurve geschlossen
ist, d.h. A = B, schreibt man oft ¢(7,dZ). Es ist dann zwar unerheblich, wo man

A = B auf C wahlt, aber die Durchlaufrichtung muss bekannt sein.

b
4) Das bestimmte Integral [ f(z)dx ist eigentlich ein Kurvenintegral 2. Art iiber

e — falls a < b
die Kurve , im R!.
DZW. e — fallsa > b

Daher entfallt bei Substitution in einer Variablen der Betrag, vgl. 24.5.

. T
Bsp. 2 ¥(Z) = (x_i/y>, Y 5
1 B

C = gerade Strecke von 0 nach (?)

R g

—_—
o+
RV
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25.3

W:/(ﬁ,df):/xydx+(ac+y)dy
c c

t
t)2

Berechnung: Parametrisiere C' z.B. durch Z(t) = ( ) ,1=0--2 =

= W= /Q<@),@>dt:i(§+%)dt

=0y ()
2
3 32 4 3 5
=4 —| = +=-=2-.
6 8 o 3 2 6

Was ergibt sich, wenn wir auf
einem anderen Weg
von A nach B gehen,

z.B. auf dem Parabelstiick z = 2y??

- 2
Berechnung: Parametrisiere C z.B. durch Z(t) = (2:2 > ,t=0---1

= W= J <U(:z'(t)),.ci‘:‘(t)> dt = /1<(2tzti t), <41t)>dt
23

1
8 2 1
= [(8t*+ 22 +)dt = = + = + = =2—.
/( +267+1) 5373 30
0

Auf dem Weg C' wird also ein biBchen weniger Arbeit geleistet. (In § 26 werden wir
~ 1
mit dem Satz von Green die Differenz W — W = 5 kontrollieren.)

Wir untersuchen als néchstes, fiir welche Vektorfelder v die Arbeit W vom Weg

unabhéngig ist und nur von den Endpunkten A, B der Kurve C' abhéngt.

DAS POTENTIAL

Erinnerung (vgl. 21.2): Das Vektorfeld ¢(Z) heifit konservativ bzw. hat ein Potential
<~ df :v=V/.

Es gilt immer ¢ = Vf = rot7 =0 (d.h. ¢ wirbelfrei ) und in konvexen Gebieten
6?)]' . 6’()1'
61’1 N 6asj

im R3 gilt auch <= . Im R™ ist statt rot =0 die Bedingung Vi, j :

zu nehmen.
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Satz ¢(Z) sei ein stetiges Vektorfeld fiir & € D C R™. Dann sind dquivalent:
) v konservativ, d.h. 3f: 7 =Vf;

—_

(U,dZ) héngt nur vom Anfangs- und Endpunkt von C' ab und zwar ist (mit

n 1)

K"Q%

B
Daher Schreibweise: / (U,dT);
A

3) fiir geschlossene Kurven ist 7{ (v,dz) = 0.

c
Beweis: 1) = 2): Wenn ¢ = Vf und Z(t), t € [a,b], eine Parametrisierung von
C' ist, so gilt

n ettenrege d —
-3 u(at) ) S (L)

A Z(a
wobei B~ Anfangs- bzw. Endpunkt von C' sind.
9) = 3): A=B — f@,d@:f(B)—f(A):o,

3) = 1): A€ D seifixiert. Wir definieren f(Z) := [(7,dZ), wobei C irgendeine
c
Kurvein D, von A nach & ist. (Der Einfachheit halber sei D zusammenhéngend.)

Es ist egal, welches C' wir nehmen, denn wenn
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oist [~ [= § (5.49 =0 nach 3)

Cy Co C1U—Cy

Wenn wir die Gerade von Z nach 7 = (r1+€,x9,--+) durch Z t) (x1+t,m0,--)
parametrisieren, so folgt f () — f(Z) = /<g(f( ), /Ul
0 O l 0
of @ @) 1 e
= a_m(jj = 21_{% B = 21_1)% E /Ul (f(t)) dt e 'Ul(f)
0
N——
F(e) )
F1(0)
und daher Vf = 7. ¥

Ergebnis: Fir ein konservatives Kraftfeld ¢ ergibt sich also f(&) als Arbeit, die
geleistet wird, wenn von einem festen Punkt A aus auf irgendeiner Kurve C' nach

Z gegangen wird. In der Physik wird U = —f potentielle Energie genannt. Es gilt

z

also U(Z) = —/(17, dz), VU = —4. (Vgl. auch 21.2).

A
. e . CZ e mM & )
Z.B. im Gravitationsfeld einer festen Masse M in 0 ist ¥(Z) = _GW (mit
T
1 3 . mM . .

G =6.67-10 ) und U(%¥) = —G——=— bzw. in linearer Ndherung auf

kg sec? 12|

0
der Erde ¥ = 0 , U(Z) = mguxs.

Beachte, dass U (im Gegensatz zur kinetischen Energie) nur bis auf eine additive

Konstante bestimmt ist. Man kann also nur Differenzen der potentiellen Energie

messen!
y cos(zy)
Bsp. 3 ¥(Z) = | y+ zcos(xy) | hat ein Potential, da rot v =0 (vgl. 21.2, p. 47).
eZ

Wir bestimmen f als Arbeitsintegral: f(¥) = /(17, dz).
0

tw

Es sei C die gerade Strecke von 0 nach #, d.h. Z(t)=t-&= |ty |, 0<t<1.
tz

(Vorsicht: 7 ist fix.)
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~
8y

S~—
I

/\
<L

(#(t)). 5(2) ) dt

~

ty cos(t?zy)

ty + tz cos(t?zy) |,

etz

>dt

INIENSE

~

I
g\»—* g\»—* Q\H
—

(2tzy cos(t*zy) + ty* + ze'*) dt

~+

1 2
= sin(zy) + ) +e* —1.

: 2 t2y2 tz
sin(t“zy) + — te

7N

t=0

25.4 OBERFLACHENINTEGRALE 1. ART

Eine Fliche D im R3 ist meist durch eine Gleichung F(z,y,z) = 0 (und evtl
verschiedene Ungleichungen) gegeben. Eine Parameterdarstellung einer Fléche

benotigt zwei Parameter und hat also die Form

x(u,v)
w — Z(u,v) = | y(u,v)
iy z(u,v)

Bsp. 4 2?2 +y?>=4, 0< 2 <3 gibt im R? einen Zylinder.

Wir koénnen ihn parametrisieren durch

SN

2cos /\ o
u=¢, v=2z, dh. Z(p,z)=| 2sinp | mit o T
P T
0<p<2m 0<z<3. / Bl \
B X L] y

Es sei nun auf D eine Funktion f: D — R gegeben. D = Dy U---U Dy, sei eine
Zerlegung von D in viele kleine praktisch ebene Stiicke und

k ko _
UD(Z)= > f.- Flache von D;, OD(Z) =) f, - Flache D; wie in 24.1.
=" i=1
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Satz und Def. Wenn D beschriankt und geniigend glatt ist, und f stetig ist, so gilt

lim UD(Z)= lim OD(Z) und heit Oberflichenintegral 1. Art und wird
p(Z)—0 p(Z)—0

mit [/ f(Z)do bezeichnet.
D

Bemerkung: Wenn D ein Gebiet in der xy -Ebene ist, so erhalten wir das gewohnliche
Doppelintegral (24.1), d.h. dann ist do = dzdy.

Berechnung: D sei parametrisiert durch Z(u,v)

zl X¥(u,v+dv) v
D, (0 V/ D,
¥ dv>‘\c. ]
Fuy) Ty @y ] erdey
ox g '
~ OX | du
N3 du 0

Einem kleinen Rechteck D; mit Fliche dudv entspricht ein krummes parallelo-

grammahnliches Flachenstiick D; und

F(u+ du, v) :f((ij) N (dou)>  Hw0) 4T (dou)

u v du
— 0 0
= (g ) (V)
du  Ov
Oz /ou o
= Z(u,v) +du- | 0y/ou | = Z(u,v) + du - e
0z /0u Y
i ) . . ox ox
Die Kantenvektoren von D; sind also in 1. Naherung du - 90 und dv - 90"
Die Flache des von ihnen aufgespannten Parallelogramms ist
dudv - % X % ~ Flache von D, . Daher folgt
ou  Ov
= - ox 0%
//f(x)da—//f(x(u,v)) : ‘ 9 % B0 dudv
D b N g .
do
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Bsp. 4 Essei D der Zylinder wie oben und o(#) = 22 = Masse = M = [[2?do
D

o —2siny oi 0 of oi —2sing 0 209890
90 2cosp vl 0 ,6—><a—: 2cosp | x| 0] =1 2siny
v 0 ? 1 v oz 0 1 0

R 2cosp

0 ox
— do = L dpdz = QSlngo dpdz

dp 0z

2r 3 33
== M = // -2dpdz =27 - 2 3 = 367

©=02=0 0

Das Moment bzgl. der xy-Ebene ware
3

S3 =Sy = // czdo = / / -2dedz =27 -2 - 44 = 817
=0 z=
= 83 = —3 81 _9_ 2.25 und § = (0,0,2.25) liegt iiber der Mitte, da die
M 36 4

Dichte mit 2z stark wachst.

Bemerkungen: 1) Speziell, wenn man z,y als Parameter verwendet (beim Zylinder

x
oben nicht moglich), d.h. D durch 7 = Y gegeben ist, so ist
— 1 —
% =101, % = 1 dxdy
ox oy
Rx
= —2y drdy = (/1 + 22 + 22 dzdy
1

(Vgl. ds =+/1+y*dz bei Kurven.)

Auf der Kugel z2 4 3% + 22 = 0? hingegen kénnen ¥, als Parameter verwendet

werden
0sin ¥ cos ¢
= Z(W,p) = | osindsingp |, o fest.
ocos v

Wegen der Orthogonalitat der Kugelkoordinaten gilt

dV = dodp
T ) = do = ¢?sind dddey,
02 sin ¥ dpdddep

or OF

was man auch direkt nachrechnet: ‘ Ex] X 8_ = 0%sinv




134

2) Im R? spannen zwei Vektoren @, die Fliche ‘det U. *)‘ auf und das liefert
die Substitutionsformel in 24.5. Im R"™ spannen zwei Vektoren v,w die Flache

V17112182 — (7,@)2 auf und daher gilt allgemein
2 S A= 2
0x 0«
—, — ) dudv.
<8u’ 81}> uew

[ ff e |

Noch allgemeiner, wenn D eine m -dimensionale Mannigfaltigkeit im R" ist,

ox 6:1?

parametrisiert durch Z(¢) = Z(vy,- -+ ,vp,), SO ist

Ox; 0x;
do = |det dvy -+ -dop,
d © ( (Z a'Uj 8vk)j,k:1,--~,m) v 5

~
m X m-Matrix

25.5 OBERFLACHENINTEGRALE 2. ART

D sei eine Fliche im R3, ¥ [m/sec] das Geschwindigkeitsfeld einer stationiren

Stromung.
Problem: Wieviel Volumen fliefit pro sec durch D von einer Seite A zur anderen
Seite B ?
z
Y
4 B
Hier ergibt sich etwas > 0.
\D
X y

Wenn hingegen,

v
A
y
y

so rechnen wir den Durchfluss von A nach B negativ.
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Parallelepiped P

dann von A nach B

7i stehe L auf D; in &;, ||7|| =1, 7 weise von A nach B. Pro Sekunde fliefit

+ Volumen von P = Grundflache

~

~

+ Hohe
Flache von D; - (¥, 1)

Def. D sei eine orientierte Fliche im R3, d.h. VZ € D ist ein Normalenein-

k

w(lzigrio Z (0(@:), 7i(&

(Z;)) - Fliche von D;

heitsvektor (von den zwei moglichen) 7i(Z) gewahlt, sodass 7i(Z) sich stetig &ndert,
Dann heif3t

v sei ein Vektorfeld auf D, D = Dy U---U Dy Zerlegungen, Z; € D; beliebig.

=1

=f(Z)
Oberflachenintegral 2. Art bzw. Durchflussintegral von v.

Nach 25.4 ist es //(17, 1) do.
D

Bemerkung: Bei umgekehrter Orientierung ergibt sich das Negative. Vorsicht
gibt auch Flachen, die gar nicht orientierbar sind, z.B. ein Mobiusband.

: Es
0.5

777
IR
R e gaatili|
Fo |
7 |

y
LI \\‘ \

AR
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or o0r

ou’ Ov’

Offenbar sind #,,¥, tangential an D. Im Allgemeinen sind sie linear unabhangig
Ty X Ty

Berechnung: Z(u,v) parametrisiere D, wir schreiben kurz #,,Z, statt

und daher ist 7 = + , wobei + je nach Wahl der Orientierung. Wegen

[Zy X Zo |
do = ||Z, x Z,|| dudv folgt

//vnda—// _’ :I:xuqu,>dudv

Bsp. 5 D sei der Zylinder aus Bsp. 4 und 7 weise zur z-Achse.

2cos 2cos
Nach Bsp. 4 ist Z(p,2) = | 2sing |, Z, x £, = | 2sine |,
z 0
L Ty X T A B L EyxE _o
|Z,xZ.|| =2, —=——=— = | sing |, hieristalso i = ————— = sin ¢
@<l \ g [Z, x 2] 5
Das erhalt man natiirlich auch direkt: 7i

L, A
Wenn z.B. (%) = | 2° - //<77, i) do, V X
e Y% D =2dedz D
-2 cos %) —Cos hC
— // ;| —sing - 2dpdz
—2z sin ¢ 0

= / / (4cos® p — 222 sin ) dzdyp = /(12008290—185ing0)d<p:127r.
——

p=02z= —0
Die Stromung transportiert also pro sec 127 VE von A nach B, d.h. hinein.
+x

Wenn hingegen w = 22 , SO ist // w,uydo = =127, d.h. die Strémung W
e Y*

transportiert pro sec —127 VE von A nach B, d.h. +127 VE von B nach A.
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Bemerkungen: 1) Wenn D der Rand eines endlichen Korpers K ist, so schreibt

man oft JK statt D und ﬂ statt / . Meist wird 0K so orientiert, dass 7 von

0K D
K nach aufien weist. Es sei zB. K = {7 :||Z]| < R} (Kugel) = D =0K = {Z:
|Z| = R} und 7 = % Wenn z.B. v = &, so folgt
ﬂ(ﬁ, f)y do = ﬂ <:E’, %> do = Rﬂ do = R - Kugeloberflache
oK D N—— D
[E S
R
= R-47R? = 47 R3 (Kontrolle: Satz von Gau$, § 26)
2) Tabelle:
/ 1. Art (nicht or.) / 2. Art (orientierte Mfkt.)
Kurven im R” /f(:f) ds /<17, dz)
c C
Flichen im R3 // f(@) do //(U, i) do
D D
Allgemein: A q S 134
m-dim. Mfkt. im R" /f(‘c> o (s.5.134) /“’
D D
Rechts unten ist D eine orientierte m -dimensionale Mannigfaltigkeit (d.h. die Rei-
henfolge der Parameter vy,--- ,v,, ist geeignet) und in diesen w = g(v) dvy - - - dvy,.
In den urspriinglichen z1,--- ,x,, -Koordinaten ist w eine “m-Form”, d.h. w =
> Wiy iy, dxiy A+ Adz;, . Die Umrechnung erfolgt mit den Regeln
1<i1<ig <+ <im<n
dz; = dvy +- -+ —dv,, und dv; Adv; = —dvj Adv; (speziell dv; Adv; =0).
81)1 87}m
Die Einordnung von Durchflussintegralen in diesen Formalismus geht so: Bei richtiger
Ty Ty
Reihenfolge von w,v ist ndoc = %, X &, - dudv = Yu | X | yo | dudv =
Zu 2y

YuZo — Yo Zu
dudv; andererseits ist dy Adz = (y, du—+y, dv) A (2, du+ 2, dv) =

(Yuzo—Yp2zy) dudv etc. = //(17, 1) do = // vi1dy Adz —vodr Adz + vz dz A dy.
D D
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§26: Die Integralsatze

26.1 DER SATZ VON GAUSS

K sei ein endliches Gebiet im R3 mit stiickweise glatter Randfliche K. Dann
ist 0K orientierbar und wir wahlen 7 so, dass 7 von K nach auflen zeigt. Das

Vektorfeld ¢ sei in ganz K definiert und stetig differenzierbar. Dann gilt der

Satz von Gaufl ﬂ(ﬁ, i) do = /// divodV
K

oK

Bsp. 1 a) 9(#) =& und K = “obere Halbkugel mit Radius 2”7 d.h.
K={ZeR®: 7| <2,z >0}.

T

Hier ist dive' =div | y :1+1+1:3:>///div17dV:///3dV:
z K K
1 4.23
:3-V01umenV0nK:3-§- 37T:167r.

0K Dbesteht aus 2 Teilen:
D, = Halbkugelfliche ||Z]| =2, 2 > 0
0K =

D, = Grundkreis 22 +y? <4, 2 =0

1
In Dy ist ==&

5%
T 1
//(ﬁ,ﬁ>d0 ://<f,g> do =2 - Oberfliche von D, :2-5'4-2271':167?'.
1)1 1)1 N’

3 [1Z]12=2
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0
In Dy ist 7= O

:/pmw_ﬁ<§, 1>®ﬂ
::ﬂymrfpnwﬁymij_ﬁpww

b) Wenn z.B. 7 = 2 (konstantes Vektorfeld), so ist divd =0

— ﬂ(a,mdag'“*:“ﬁ ///OdV:O.
oK K
2
Kontrolle: //( v, da—//x_l_ y+3z =
o O 1

(Kugelkoordinaten: x = gsindcos g, etc., do = p? sin¥dddyp)
27 7T/2

1 0 0
= / /5(2sim9g6sgo+4sim9§fhgo+6cosz9)-22sim9dq9dg0
p=09=0
w/2

/2
=27 / 12sin 9 cos 9 d = 27 - 6sin” ¥

=127

0

1 0
ummwaﬁ<2,o>w;#pwﬁymmmm
D2 D2 3 - 1 D2

= —3 .47 = —127 und daher ﬂ(ﬁ, nydo = 0.

0K
Beweis des Satzes von Gaufl
U1 (ZI_," ) 0 0
Wir konnen v zerlegen: o = 0 + | va(®) | + 0 ; es genligt einen,
0 0 V3 (f)

z.B. den letzten Summanden zu betrachten und zu zeigen

///%dv ﬁ{vg.ngda
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(Fiir die anderen 2 Summanden geht alles analog.) K sei zylindrisch, d.h. von der
Form (z,y) € D, g(z,y) <2 < h(z,y)

(Praktisch jeder Korper lasst sich in solche zylindrische Stiicke zerlegen.)

=N

Ay \
z=g(x,p
SO e

y

Es gibt 3 Randflachen:

1) Deckel: z = h(z,y), (z,y) € D

2) Mantel: (x,y) € C =09D, g(z,y) < z < h(x,y)
3) Boden: z=g(x,y), (z,y) € D

x
Oben bzw. unten (in 1) bzw. 3)) ist & = Y
h bzw. g
= ndo = j:g—i X g—zdxdy
1 0
== 0 X 1 dxdy
Ozh bzw. 0.9 Oyh bzw. 0yg

—0zh bzw. — 0,g
=+ | —0yh bzw. —0yg | dzdy
1

oben, d.h. in 1)

unten, d.h. in 3)
Am Mantel (d.h. in 2)) ist n3 = 0.

Zusammen: ﬂvgng do = // |:’l)3 (z,y, h(z,y)) — vs (x,y,g(:c,y))] dzdy
D

oK

—> ngdo = dzdy {
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h(z,y)

//( / %dz)dxdy_///%dv ]

z=g(z,y)

26.2 DER SATZ VON GREEN

Der Satz von Gauf} gilt (mit demselben Beweis) in allen Dimensionen, d.h.

j{(ﬁ,ﬁ) do = /divﬁdV

0K K
v1(7)
0 ovy,
wobei Ze R, #(@) = | : |, divi=S2 4.4 80
: 5 8x1 (%n
U ()
ndo = £&,, X -+ X &y, _, - dug---dup—1 (vgl. Lin. Alg., § 6C, p. 73) bzw.
(U, 4y do = xdet (Zy,, -, Tu, _,,V)duy - -du,—q fiir eine Parametrisierung
Z(uy, -+ yup—1) von OK. (Im R™ schreibt man nur 1 Integral, s. S. 120).

Spezialfille: 1) n =3, s. 26.1
2) n=1 = U@ = f(x), divd = f’, K = [a,b], 0K = {a,b}, § (U,7)do =
0K

f(b) — f(a), d.h. der Satz von Gauf ist in 1 Dimension der Hauptsatz der Integral-

b
/f’(x) dz = f(b) — f(a).

3) n=2. Im R2 ist x <Z’) — (_ab>’ vgl. Lin. Alg. S. 73, und det (Z _ab) >

rechnung

0, d.h. (Z) , (_ab) sind positiv orientiert:

[2)

—_
o
~——

Wir schreiben den Satz von Gaufl fir w = <w1 gx, z)) auf D C R?2 an —



142

W x0) n

o

By
N

= // diva dedy = %(117, i) do. Offenbar ist divd =

8101 8102

e 8y . Wenn 0D

durch Z(t) so parametrisiert ist, dass es im Gegenuhrzeigersinn durchlaufen wird,

soist ido = — x Z(t)dt = (_yﬂEZ)) dt, weil Z,7 negativ orientiert sind —>
b
J o () (- )
wly — ng

g

wy dy — wo dx

Wir setzen vy = —wz und v = w; =

f@,d@ - jévldx%—vgdy—//(%—%) dady

0D

Dies nennt man den Satz von Green. Beachte, dass 0K im Gegenuhrzeigersinn durch-

laufen werden muss, was man manchmal mit jé andeutet.

Bsp. 2 Essei D = {(m,y) ER?:0<y<1,2y° <z < 2y} und ¥(Z) = (x?y)

¥
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1

( ))dy=i/@y—4f%4@ﬂdy
1
3

0

= — in Ubereinstimmung mit S. 128.

. +2_2
N 5 5 15

Bemerkung: Umgekehrt erlaubt es der Satz von Green Flichen, statische Mo-
mente sowie Tragheitsmomente von D durch Kurvenintegrale 2. Art tiber 9D

F://ldxdy :ﬁmdy:— ﬁydaj
D aD aD

2
51://a:dxdy :jégdy:— jléxydx
D oD oD

y?
52://yd:cdy :jéa:ydy:— jé?da:
D oD

auszudricken:

oD
y?
I, = //yzdxdy:jéxyzdy: — jé gdx etc.
D oD oD

26.3 DER SATZ VON STOKES
Der Satz von Gaufl ist selber ein Spezialfall des allgemeinen Satzes von Stokes
/ dw = j{ w fiir eine orientierte m -dimensionale Mannigfaltigkeit D mit Rand

D oD
0D und eine (m — 1)-Form w. Wenn D eine Fliche im R? ist und

Ch (iE, Y, Z)
U(Z) = | vo(z,y,z) | ergibt sich daraus der (spezielle) Satz von Stokes

v3(z,y, 2)
%(17, dz) = //(rot v, 1) do
oD D

Dabei ist D C R3 eine orientierte Fliche, und die Randkurve 0D wird nach der

Korkenzieherregel orientiert:
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7 oD
o)

n

Bemerkungen: 1) Aus dem speziellen Satz von Stokes erhalten wir den Satz von

v1(x,y) x
Green so als Spezialfall: @(x,y,2) = | va(z,y) |, D CR? = y | €eR3
0 0
0 0
= rotv = vy 0 vy | ndo = | 0 | dedy und das liefert den Satz von
dr Oy 1
Green. Somit:
Gauf3
m:n/‘ \n:Q
allg. Stokes Green
m=2 DCR?
n:3\ v spCeZiell
spez.
Stokes

2) Zusammenstellung

Fine Integration mehr
Randintegral dafiir v differenziert

GauB %(U, wydo = /div vdV
0K K
N _, o 6’02 61)1
Green }g (U,d¥)y = //< o 3y ) dxdy

D
Stokes 7((17, dz) = //(rot v, 1) do
D
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Irz

Bsp. 3 D sei die Halbkugel ||Z]| = 1, z > 0. Dann ist 9D = “Rand des Ein-
heitskreises” = {Z : 22 + 4> = 1, 2 = 0}. Wenn wir 9D im Gegenuhrzeigersinn
)
COS 2

durchlaufen, so muss 7 nach oben zeigen, d.h. nzg > 0. Es sei v =

a) Berechnung von j{ (U, dZ)
oD
cost
Parametrisierung: #(t) = [ sint |, t=0---27
0
2 ‘ 2 [sint —sint
— f@, A7) — /<U(§:’(t)),f(t)> dt — / < 0 || cost > dt
oD 0 0 1 0
27
= —/sinztdt = -7
0
b) Berechnung von //(rot v,mydo :
D
0, Y —x
rotv= |0y | x| zz | = 0
0. CoS z z—1
Parametrisierung durch Kugelkoordinaten:
sin 1 cos ¢ =
sindsing | ; auf der Kugel ist 7 = — = und
0

o=1 = Z(V,p) =
cos v

do = ¢?sin¥dpdd. (s. 133)
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/2 2m snn?cosgo sin ¥ cos
= //(rotv m da—/ /< , | sindsine >sin19dg0d19
920 g COS?9 cos

— sin? ¥ cos? p+cos2 ¥ —cos ¥
/2
= / [—7 sin® 9 427 cos? ¥ sin ) — 27 cos ¥ sin 9] dv
——

(17COS2 9¥)-sin 9

H=0
/2
= /[—7rsin19—|—37rcos2195in19—27Tcosﬁsin19]d19
H=0
/2
:(7TC0819—7TCOS319+7TC08219)19 =—T4+T—T=—-T+
=0

Bemerkung: Beachte, dass es viele Flachen mit demselben 0D gibt, so wie es
in 25.2 vielen Kurven von A nach B gibt. Fiir alle diese Flachen D stimmt

//(rot U,7) do iiberein (und = %(17, dZ)) wie auch der Satz von Gauf} zeigt:

= //(rotﬁ,ﬁ}da—//(rotﬁ,ﬁ)da = ﬂ(rotﬁ,ﬁ}da = ///div(rotﬁ) dV =0,
———
D1 Do OK K =0

wenn K der zwischen D; und D, liegende Korper ist und 7 auf D; von K nach
auflen zeigt.
Etwa in Bsp. 3 kénnten wir auch den Einheitskreis Dy = {Z: z = 0, 2% + ¢y < 1}

nehmen:
—T 0

//(rotﬁ,ﬁ)daz// 0 .10 dxdy://(z—l)dxdy

z—1 1 !
D1 D1 Dl 0

auf D;
= — Fliche von Dy = —7 /.
Beweis des (spez.) Satzes von Stokes:
T
D sei durch z,y parametrisiert, d.h. u=z, v=y, ¥= Y
f(z,y)

(Dies ist nicht immer moglich, vgl. S. 131. Aber D lésst sich immer in Teile zerlegen,
wo entweder z,y oder x,z oder y,z als Parameter verwendet werden kénnen. Und

fir z,z bzw. y,z geht alles analog.)

—0,f
Dann ist ido ==+ | —0,f | dady (vgl. 26.1),
1

6yv3 — 8Zv2
rotv =V x v = | 0,v1 —0yv3 | = //(rotﬁ,ﬁ)daz
893112 — ayvl
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=& // [—&cf - (Oyv3 — O.v2) — Oy f - (0v1 — Opv3) + Opv2 — 3yvl] dxdy.

DcCRZ
dx
Auf 0D gilt d¥ = af " dy f (wie man aus einer Parametrisierung
o 98T 5, W

(dbin)
(t) von 0D sieht).
(1), y(t))

— j{ 7, dT) /{vl (z,y, f(z,y)) +vs(z,y, f(z,y)) - g—ij dz+

e

ui

+ |onlem 1) + onlon s - 5 ay

. J/
v

u2

(Green) | / / (81@ 6u1> dzdy = (Kettenregel)

dy

i / {002 + 0uy - 0, + (Or0y + Do Dek) - 0, + L5~
D

— [Oy01 + 001 - Oy f + (Dyvs +uts -0, f) - Ou f +138yef] | dudy

- [ gegen
Dabei ist 4+ zu wahlen, wenn 90D { " } dem Uhrzeigersinn durchlaufen wird,
mi

>0
d.h. wenn ns { - 0} . Daher erhalten wir dasselbe. O
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§27: Erganzungen zu den Integralsatzen

27.1 DIE KONTINUITATSGLEICHUNG

Wie in 21.1 (Math. B, p. 43) sei 9(t,Z) das Geschwindigkeitsfeld einer Stromung,
o(t,¥) die Dichte, u(t,¥) = o-¥ die Impulsdichte. In einem Gebiet V C R3 ist
dann zur Zeit ¢t die Masse M (t) = /g(t,:ﬁ’) dV enthalten. (Ab hier wieder kurz
1%
/~~dV statt ///dV etc.). Im Zeitintervall [t1,t2] flieBt aus V' die Masse
t

2
M, v, = /(%(U, ) da) dt hinaus.
oV

t1
to

Der Satz von Gauf3 ergibt My, ;, = / ( / diva dV) dt. Andererseits gilt die Massen-

ty V
bilanz M(tg) = M(tl) - Mtl,tg bzw. M(tg) - M(tl) + Mtl,tg = 0, d.h.

to

/L@tz, olt1, %) + /diva(t,f)dt} dV =0

t1

= (t Z)dt
t1

Also gilt Vtq,t2,V

//( (t, &) + divi(t, x)) dtdV =0 (%)

V t

und das fiihrt zur Kontinuitéatsgleichung

do

n —(t, &) + diva(t,Z) =0

0
(Denn wiére z.B. 92 L divi >0 in (to,Zp), so konnten wir V' um # und

ot

0
t1 < tg < ty so wahlen, dass Vt € [t1,t2], VZ € V : 8_5 + dive > 0 und erhielten

einen Widerspruch zu (x).)

Bemerkungen: 1) Speziell fiir eine stationdre Strémung, wo p,7,4 von ¢ un-

abhangig sind, sowie fiir eine inkompressible Fliissigkeit, wo o = konst, gilt daher
divu = 0.
2) divi=div(g-v) =0 -divi+ (Vp, 7).
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27.2 EULER und STOKES

Nun sei ¢ = g9 konstant (inkompressible Fliissigkeit) und es wirke der isotrope
Druck p(t,#) [Nm~2], d.h. zwei kleine Volumina mit Grenzfliche A und Einheits-
normale 77 iiben daran aufeinander die Krafte +mnAp aus:

Auflerdem sei z.B. die Graviation

wirksam bzw. allgemeiner eine
Kraft
Masse
Auf das Volumen V C R?® wirkt

insgesamt die Kraft

F(t,7) [Nkg']. W K

K’:/goﬁdV—fﬁpda, dh. K, :/QOFjdV—j{njde, j=1,2,3.
|4 ov 14 ov
Der Satz von Gauf} gibt

b
j{mpdazj{ 0],n)do=
0

—
=
=

g

0 dV:/@dV ete.
0 oz

ov ov v \%
— X:/(goﬁ—vp)dv
v
— . d d = .
Aus K = Masse - Beschleunigung = T Impuls = T 0o - vdV folgt dann die
v

FEulersche Gleichung

d
Vorsicht: Das Volumen V' bewegt sich mit der Zeit und wir konnen T und /

1%
nicht einfach vertauschen. Zur Zeit ¢ty sei V;, gegeben und V; das daraus bei der

Stromung entstehende Gebiet.
y

N
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Ein Partikel, das zur Zeit to in g ist, ist zur Zeit ¢ in Z(¢,y). Daher ist V; =
{#(t,9): ¥ € Vi, } und fiir eine beliebige Funktion f(¢,7) gilt

/f (t, %) daydasdes = /f

—

dyl dy2dys.

= Volumsveranderungsfaktor =1

oy
= i/f(t *)dv—i/f(t T(t,y)) dV
dt 7$ - dt 7x 7y
Vi Vio
(Kettenregel) 6f ox; / 6f
B /( Z@xz 6t> =1 +V10)
Vg v,
(Vf)z vi

Def. Man nennt 2—{ + (Vf,U) Stokessche Ableitung von f und schreibt dafir
df

pre

Die Eulersche Gleichung ergibt also

d - vgl. p. dv. = 1
/[_v — F+ Vp] dV =0 fir jedes V ( gléMB) U _F- —Vp
dt dt 00

1%

81)1' - 1 ap .
bzw. iU) = F; — — , 1=1,2,3.
aW. + (Vu;, v) 20 O, i

Nach 27.1 gilt auflerdem divv = 0.

27.3 KELVIN und BERNOULLI

Def. Fiir eine orientierte geschlossene Kurve C heifit Z = % (U,d¥) Zirkulation

c
von ¥ um C.

Nach dem Satz von Stokes ist Z = / / (rot U, 1) do fiir eine beliebige Fldche D mit

oD = C.
Der Satz von Kelvin sagt — % =0 falls F = —VU, d.h. falls F ein Po-

tential hat (z.B. Gravitation).
Vorsicht: Analog zu 27.2 wird C = C; als von der Stromung bewegt aufgefasst.
Wenn C}, parametrisiert ist durch ¥(y), ¢ € [a,b], so wird C; parametrisiert
durch Z(t,7(¢)), ¢ € [a,b], und wir erhalten
b
d d d
— v, dry = — q(t,ﬁt,_’ ),—_'t,_' d
G paan =5 [(s(aie)). 5 2 (i) ) ao

Cy
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5E
&=
/ﬂ
\‘(‘F
\/
\@
/C\

1 — — —, 2
o )
0, da F(a)=7(b)
Kb L
:/<—“,d£> 222/( F ——Vp,dd)
dt ~ 0o
C, C, —VU

okKes 1 —
Stokes // rot grad (U + —p),n do =0,
% \V/_O 20

wobei D; eine Flache mit Randkurve 0D; = C; ist.

SchlieBlich sei ¥ das Geschwindigkeitsfeld einer wirbelfreien Stromung (vgl. 27.4),
d.h. Vit :rot o(t, #) = 0.

Nach 21.2 ist ¥ = Vi und die Eulersche Gleichung ergibt

_’U,L

8”i+<v8f Vf> g LOp

ot 8IZ 00 axz

> I;
O0x;0x; 6:1:J

1 of 10 0
20z Z(axj) T 201 o
7j=1
ov -1
e v 7|2 F - —V .
G+ VI =F - v
8—» . . O
Speziell im stationédren Fall im Gravitationsfeld ist i =0, F=1| 0 | =V(—g2)
-9

1, 1
— V(117 g+ p) =0
2 00
1, 1
= —||Y||* + gz + —p = konstant.
2 00

Das nennt man die Bernoulli-Gleichung .
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27.4 div, rot als Grenzwerte von Randintegralen

a)

#(Z) sei in der Nithe von #; € R? definiert, f = div# und V ein kleines Z
enthaltendes Gebiet. In erster Naherung ist in V' f(Z) =~ f(&y)

= [ s@av = J[[ s@av = s vl )

fvfffa: { (v,7) do

2\ GauB 9V
= 10~ T e

Daher gilt

{ (v,7) do

ov

dive)(H) = lim Y
(dive)(@o) = lim =0

V' — {&} soll dabei bedeuten, dass V' Gebiete mit glattem Rand sind und
max {[|Z — Zo|| : T €V} — 0.
In Worten: (div)(Zp) ist die “ Quellstérke von ¢ in Zy”, d.h. der Grenzwert

Durchflussintegral
urchflussintegra bei o (vgl. auch 21_1)_

aus —
eingeschlossenes Volumen

D sei eine kleine orientierte Flache durch #y und f = (rot,7). In erster
Naherung ist in D f(Z) = f(Zo)

— //f daw//f To)do = f(iy) - Fliche(D)

fff Z)do f{f}',df)

Sto__kes oD
— @)~ Flache(D) Fléche(D)

Daher gilt

$ (7,d7)
NEY A — L PP
<(r0t U)(CE0>7”> Dt}?i:’lo}‘ Flache(D)

n(Zg)="

0D wird dabei bzgl. 7 nach der Rechtsschraubregel durchlaufen.

In Worten: (rot)(Zp) ist die “Wirbelstarke von ¢ in &7, d.h. (rotv)(Zy)

Arbeit

zeigt senkrecht auf die Ebene, in der - — bei ¥y maximal wird,
umkreiste Flache

und H(rot 17)(:1?0)H ist dann der Grenzwert dieses Quotienten.
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27.5 DAS GESCHWINDIGKEITSFELD ¢ in der linearen Naherung

Bei &y gilt 0(&) = 0(Zo) + JU(Zo) - (£ — To) + o([|T — Zo|), vel. 21.3.

Es sei A = JU(T,) € R3*3

Lemma 1 Jede n x n-Matrix A lédsst sich eindeutig als A = B + C' schreiben,
wobei B symmetrisch ist (BT = B) und C schiefsymmetrisch (CT = —C).
Beweis In der Tat folgt aus A = B + C, dass AT = BT+C’T =B-(C —
A+AT:2B,A—AT:QC:>B:%(A—l—AT) C’_2(A AT). O

Bemerkung: Im R? ist also A = B+ C mit

1 1
1 a1 5(a12 +az1) 3(a13+azn)
T 1 1
= 5(14 +A%) = | 5(a12 + a21) a22 5(ag3 + asz)
1 1
5(a13+az1) 3(azs + asz) ass
und
1 1
1 0 5(a12 —a2) 5(a13 —as1)
T 1 1
Czé(A—A )= | 3(a21 —ai2) 0 3 (a3 — as2)
1 1
5(az1 —ai3) 5(as2 —azs) 0
Lemma 2 Wenn C € R3*3 schiefsymmetrisch ist, so gilt CF = &x & mit
C32
¢= | c13 | - (Man nennt & manchmal Drehvektor .)
C21
C32 x €132 — C21Y 0 ci2 c3
Beweis ci3 | X |yl =|cox—c3pz ]| =|ca 0 co3 |7,
C21 z C32Y — C13% c31 c32 0
(o) ™ T
C12Y + €132
ECQM + 623Z§
C31T + C32Y
weil ci2 = —co1, €23 = —c32, €31 = —C13.

—

Es sei nun Ji(%)) = A=B+C, B=BT, C=-CT, C¥=¢x 7

mit ¢= . Dann ist also
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U setzt sich also in der linearen Naherung aus folgenden 3 Anteilen zusammen:

71 ist ein konstantes Geschwindigkeitsfeld;

—_

)
) B= BT = (Lin.Alg., § 7) bzgl. einer neuen ONB fi, fa, f3 ist

\]

Ar 00 Expansion
B = 0 X O und 73 bedeutet ) in den Richtungen
0 0 s Kontraktion

- )\j >0
f; wenn :
/\j <0

2

* ! (,>0) ﬁ”‘T(xf 0)
3
Schliefllich gilt > A\j =sp B =sp JU(Zp) = div (%)
=1 (weil sp C=0)
Oyv3 — 0,02 az2 — ag3
(3) (I‘Ot U)(fo) = (V X ﬁ)(f@) = (921)1 - 8;131)3 (fo) = a13 — a3y = 25,
0,v2 — Oy1 a1 — a12

d.h. 7 ist das Geschwindigkeitsvektorfeld einer Drehung um die Achse durch
1 1
(rot ¥)(Zp) mit Winkelgeschwindigkeit ||c]| = 5“1“0’5 #(Zo)||. Der Faktor 3 kommt

davon, dass fiir einen Kreis K mit Mittelpunkt Z; senkrecht zu ¢ gilt:

f (5, dz) B f ERINERT 1
——
K K e

= r||c|| - Kreislange
= r||el| - 2mr vOx

= 2||€]| - Kreisfliche

(ERIEA
$ (v, dx)
N (27.4) . K
— t = | —_ =2
ot 7o) K—1>{5g‘0} Kreisflache l

(weil f TV + 53 ag) & / / (rot (71 + 7)), @) do = 0)

-~

-

K )
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27.6 DER VERZERRUNGSTENSOR

Nun bedeutet ¥ NICHT Geschwindigkeit [ﬂ}, sondern die Verschiebung [m] des

sec

Ortspunktes ¥ zu einem neuen Punkt 3, d.h.

§(Z) = 7 + #(2).

L/ v@)
¥

=)
o

Wir verwenden ab nun die Bezeichnungen von Hofstetter, d.h.

7 |5 |7 |35 :
ab jetzt ‘X ‘FL ‘f ‘gradﬁ - i®

X D

Somit #(X) = X + @(X) und
#(X) = #(Xo) + J#(Xo) - (X — Xo) + o(| X — X)) und
8'11,1' =

J

Wir betrachten zunéchst kleine Verschiebungsableitungen, d.h. |a;;| << 1.
Wieder sei A =B+ C mit B= BT, ¢ =-C".

Dann ist JZ(Xo) =I+A=I1+B+C~ (I +C)-(I+ B), weil C-B Kklein von
2. Ordnung ist.

= #(X) ~ #Xo) + (I +C) I+ B)- (X — X)
1) #(X,) bedeutet eine konstante Verschiebung;

A 0 0
2) B = BT ist nach HA-Transformation | 0 Xy 0 | mit |[A\;| << 1.
0 0 As
Streckung
Somit bewirkt I+ B eine Verzerrung und zwar in den Richtun-
—_— Stauchung
f; mit Faktor 14 X A >0
gen f; mit Faktor 14 )\; wenn N o<O0f

1/ 0u;  Ou,
B= 5 (8;3' + 8;2) = (€;;) heifit linearisierter Verzerrungstensor.



Die Volumsénderung ist det (I + A) ~

det (I+B)(I+C))= det(I+B) - det(I+0)
N——— N————
(1+X1) (14+X2) (1+As) ~1
~ 1+)\1+)\2+>\3:1+SpA
————
spB=sp A

Der Volumsénderungsfaktor ist also in 1. Naherung 1 + div @(X,).
3) Die lineare Abbﬂdung y — (I + C)y ist in 1. Ndherung eine Drehung mit

Drehvektor ¢ = —ro @(Xy), denn Cf=¢Ex 7 (vgl. p. 153)

—

= (I+C)ﬂ=y+c 7.
Draufsicht:

<))

al

Vergleich lineare/nichtlineare Theorie

Fir kleine ist also die Verzerrung in 1. Naherung durch
J
1 [/ Ou; ou,; . . .
€j = = (a;j + 8;2) = b;; bestimmt. Exakt ist hingegen

F(X) = #(Xo) + (I +A)- (X — Xo) +0(]| X — Xo||); T =1I+A erhilt Lingen (und
Winkel) <= T orthogonal <= T7 .- T=1<= (I+A)"-(I+A) =1+

I+A+1;;+ATA
= A+ AT+ ATA=0

1
Def. E= §(A + AT + AT A) heiBt Greenscher Verzerrungstensor.

In Koordinaten ist

8u1~ 1 8u]' 4 auk 8uk>

1 |
Biy = gl agitanian) =5 5 ¥ ox, T ox, ox,
j i i OAj

Allgemein gilt dann

(1 H — 71 = (+27)" -+ A7 -7 -7
=g [T+ AT - (T +A) 1] §=g" 2B 7

d.h. 2F beschreibt die Langenanderung.



