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8. Übungsblatt zu Partiellen Differentialgleichungen

Sei Ω eine beschränkte offene Teilmenge des R3 mit glattem Rand. Später werden wir sehen, dass das
Dirichletproblem für ∆− λ Id auf L2(Ω),

∆u− λu = f ∈ L2(Ω), u|∂Ω = 0, (1)

für alle λ ∈ C mit Ausnahme abzählbar vieler reeller Eigenwerte λj → −∞ eine eindeutige verallgemei-
nerte Lösung in H2(Ω) ∩H1

0 (Ω) besitzt.

Aufgabe 1

a) Sei v ∈ H1(Rn). Dann ist {x ∈ Rn : v(x) = 0 ∧ ∂xj
v(x) 6= 0} eine Nullmenge, und mit v ist auch |v|

in H1(Rn).

Hinweis: Was ist ∂xj
max{v(x), 0}?

b) Beweisen Sie, dass der größte Eigenwert λ1 des Randwertproblems (1) negativ und der zugehörige
Eigenraum eindimensional ist. Hat die Eigenfunktion zu λ1 Nullstellen in Ω?

Hinweis: Benutzen Sie λ1 = −minv∈H1
0 (Ω)

∫
‖∇v(x)‖2dx∫
|v(x)|2dx

, wobei das Minimum genau für Eigenfunktionen
angenommen wird, sowie das Maximumprinzip.

Aufgabe 2

Sei g ∈ C2(R) mit g(0) = g′(0) = 0.

a) Zeigen Sie mit Hilfe des Satzes über implizite Funktionen: Ist λ > λ1 und ε > 0 hinreichend klein,
so gibt es für alle f ∈ L2(Ω) mit ‖f‖L2 < ε eine in einer Nullumgebung von H2(Ω) ∩H1

0 (Ω) eindeutige
Lösung der Gleichung ∆u− λu− g(u) = f .

b) Finden Sie ε > 0, eine Umgebung I ⊂ R von λ1 und eine stetig differenzierbare Kurve V ⊂(
H2(Ω) ∩H1

0 (Ω)
)
× I von Lösungen der Gleichung ∆u− λu = g(u), so dass (0, λ1) ∈ V und so dass V

für λ ∈ I jede kleine Lösung 0 6= v ∈ H2(Ω) ∩H1
0 (Ω) mit ‖v‖H2 < ε enthält.


