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7. Übungsblatt zu Partiellen Differentialgleichungen

Aufgabe 1

Es seien m,m1, . . . ,mk ∈ N, n > 3 und Rn
+ = {x ∈ Rn : xn > 0}. Ist |P (ξ)| = |

∑
|α|=m aαξα| > c‖ξ‖m

für ein c > 0, so definiert

P (−i∂x) u =
∑
|α|=m

aα(−i∂x)αu = 0

mit den Randbedingungen

Bj(−i∂x)u|xn=0 =
∑

|α|=mj

bα(−i∂x)αu|xn=0 = fj ∈ Hm−mj− 1
2 (Rn−1) (j = 1, . . . , k)

ein Randwertproblem auf L2(Rn
+) mit konstanten Koeffizienten.

a) Fouriertransformieren Sie die k + 1 Gleichungen in den x1, . . . , xn−1–Richtungen und finden Sie alle
Lösungen der transformierten ersten Gleichung in S ′.

b) Setzen Sie Ihre allgemeine Lösung in die transformierten Randbedingungen ein. Welche zusätzliche
Bedingung garantiert eine eindeutige Lösung? Ein solches Randwertproblem nennen wir elliptisch.

c) Ist das Dirichletproblem für den Laplaceoperator elliptisch? Zeigen Sie mit der obigen Methode, dass

v(x′, xn) =
∫

Rn−1
dy′

2xn

|Sn−1| (‖x′ − y′‖2 + x2
n)

n
2

f(y′)

mit x′ = (x1, . . . , xn−1) in diesem Fall die eindeutige Lösung ist.

Hinweis: Vielleicht hilft e−β =
∫∞
0

ds e−s
√

πs
e−

β2

4s für β ≥ 0.

d) Gibt der Laplaceoperator auch mit Randbedingung B1 =
∑

j aj(−i∂xj ) ein elliptisches Problem?

Aufgabe 2

Definieren Sie nun P̃ : Hm(Rn
+) → H0 durch P̃ u = (Pu, B1u, . . . , Bku), wobei

Hs = Hs(Rn
+)×Hm−m1+

2s−1
2 (Rn−1)× · · · ×Hm−mk+ 2s−1

2 (Rn−1)

sei. Im Folgenden konstruieren Sie näherungsweise eine Inverse Q̃ zu P̃ .

a) Ist P̃ stetig?

b) Identifizieren Sie f ∈ L2(Rn
+) mit seiner Fortsetzung durch 0 in L2(Rn) und setzen Sie u1(ξ′, xn) =∫

dξn eixnξnχ(ξ) (Ff)(ξ)
2πP (ξ) , χ ∈ C∞(Rn) mit 0 ≤ χ ≤ 1, χ(ξ) = 0 für ‖ξ‖ < 1

2 und = 1 für ‖ξ‖ > 1. Zeigen
Sie ‖u1‖2

Hm ≤ C(‖f‖2
L2 + ‖u1‖2

L2) und Pu1 = f + Tf für ein stetiges T : L2(Rn
+) → H1(Rn

+).

c) Finden Sie u ∈ Hm(Rn
+) mit P̃ u = (Pu1, f1, . . . , fk). Ist der durch Q̃(f, f1, . . . , fk) = u definierte

Operator Q̃ : H0 → Hm(Rn
+) stetig? Warum ist dies fast eine Rechtsinverse des Randwertproblems?

d) Inwiefern ist Q̃ auch fast eine Linksinverse?


