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11. Übungsblatt zu Partiellen Differentialgleichungen

Aufgabe 1

Sei Ω ⊂ Rn offen, beschränkt und mit glattem Rand. Setze ΩT = (0, T ]×Ω. Seien aij = aji, bi, c ∈ C(Ω),∑
i,j aijξiξj > α‖ξ‖2 für ein α > 0 und c ≥ 0. Ist u ∈ C2(ΩT ) ∩ C(ΩT ) und

∂tu−
∑
i,j

aij∂xi∂xju+
∑

i

bi∂xiu+ cu = 0,

so gilt das schwache Maximumprinzip maxΩT
|u| = maxΩT \ΩT

|u|.

Aufgabe 2

Seien L, ε, q, h > 0, Ω ⊂ Rn offen, beschränkt und mit glattem Rand sowie ΩT = (0, T ] × Ω. Die Kon-
zentration u eines brennenden Materials und die herrschende Temperatur v sind in gewissen Einheiten
durch

∂tu = L∆u− εue−h/v, ∂tv = ∆v + que−h/v

gekoppelt. Als Randbedingungen sind für t > 0 v(t, ·)|∂Ω = 1 sowie die Normalenableitung ∂νu|∂Ω = 0
vorgegeben. Die Anfangsbedingungen seien durch nichtnegative u0, v0 gegeben, mit u0 = 1 nahe ∂Ω.
Zeigen Sie, dass die Lösungen des Systems in

(
C2(ΩT ) ∩ C(ΩT )

)2
nichtnegativ bleiben.

Aufgabe 3

a) Seien Ω = (0,∞)× (S1)n und u eine positive Lösung der Wärmeleitungsgleichung

∂tu− ∂2
φ1
u− · · · − ∂2

φn
u = 0.

Dann gilt mit ∇u = (∂φ1u, . . . , ∂φn
u) die Ungleichung

‖∇u‖2

u2
− ∂tu

u
≤ n

2t
.

Hinweis: Untersuchen Sie ∂tf −∆f für f1 = log u und f2 = t‖∇ log u‖2 − t∂t log u.

b) Zeigen Sie für s > t mit Hilfe von a) die Harnack-Ungleichung

u(t, φ)
u(s, ψ)

≤
(s
t

)n/2

exp
(
‖ψ − φ‖
4(s− t)

)
.

Hinweis: Schätzen Sie f1(t, φ)− f1(s, ψ) =
∫ 1

0
df1(η)

dτ dτ , η(τ) = (s, ψ) + τ((t, φ)− (s, ψ)), ab.


