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Aufgabe 14 (a) 1 Punkt, b) 1 Punkt, c) 2 Punkte, d) 3 Punkte)

a) Gibt es eine Funktion f ∈ L2([0, 2π]) mit
∫ 2π

0
dx f(x) eik3x = 1

k für alle k ∈ N?

b) fn : [0, 1] → R sei eine Folge stetiger Funktionen mit limn→∞ ‖fn − f‖2 = 0 für ein f ∈ L2([0, 1]). Ist
f stetig?

c) Sei H ein Hilbertraum mit Skalarprodukt 〈·, ·〉. Beweisen Sie für x, y ∈ H die Cauchy–Schwarzsche
Ungleichung |〈x, y〉| ≤ ‖x‖‖y‖, indem Sie das Minimum von ∆(λ) = 〈x+λy, x+λy〉 für λ ∈ R bestimmen.

d) BMW möchte im Labor den Zusammenhang von Bremsweg x und Anfangsgeschwindigkeit v bei sei-
nem neuen Modell herausfinden. Die Techniker benutzen den Ansatz x = anvn+an−1v

n−1+· · ·+a1v+a0.
Zur Bestimmung der Parameter a = (a0, . . . , an) ∈ Rn+1 werden m > n Messungen mit Ergebnissen
x = (x1, . . . , xm) ∈ Rm bei Geschwindigkeiten (v1, . . . , vm) ∈ Rm durchgeführt. a soll so gewählt wer-
den, dass sowohl der quadratische Fehler

∑
j(xj − anvn

j − an−1v
n−1
j − · · · − a1vj − a0)2 = ‖x − V a‖2

2,

V =

 1 v1 · · · vn
1

...
...

...
1 vm · · · vn

m

, als auch ‖a‖2 so klein wie möglich sind. Zeigen Sie, dass a die eindeutige

Lösung von V T V a = V T x mit a ∈ (Kern V )⊥ ist.

Aufgabe 15 (a) 2 Punkte, b) 4 Punkte)

a) Berechnen Sie die Koeffizienten cn der Fourierreihe
∑∞

n=−∞
cn√
2π

einx von f ∈ L2([0, 2π]), f(x) = π−x.

b) Der Fehler bei Approximation durch die N–te Partialsumme der Reihe ist gN (x) =
∑N

n=−N
cn√
2π

einx−
(π − x). Zeigen Sie ∂xgN (x) =

∑N
n=−N einx. xN bezeichne den kleinsten kritischen Punkt > 0 von gN .

Verifizieren Sie gN (xN ) =
∫ xN

0
sin((N+1/2)x)

sin(x/2) dx − π und limN→∞ supx∈[0,2π] gN (x) > 0. Skizzieren Sie,
was hier passiert. Dieses Phänomen tritt immer an den Sprungstellen der von [0, 2π] auf R periodisch
fortgesetzten Funktion auf.

Aufgabe 16 (a) 4 Punkte, b) 3 Punkte, c) 4 Zusatzpunkte)

a) Für n ∈ N0 definiert man die Legendre–Polynome Pn durch Pn(x) = 1
2nn!∂

n
x [(x2 − 1)n]. Beweisen Sie,

dass {Pn : n ∈ N0} eine orthogonale Teilmenge von L2([−1, 1]) bildet und dass ‖Pn‖2
2 = 2

2n+1 .

b) Seien x1,n, . . . , xk,n ∈ (−1, 1) die Punkte, an denen Pn sein Vorzeichen wechselt. Überlegen Sie mit
Hilfe von Qn(x) = Πj(x− xj.n), dass Pn genau n verschiedene Nullstellen in (−1, 1) hat.

c) Zeigen Sie (1− x2)∂2
xPn(x)− 2x∂xPn(x) + n(n + 1)Pn(x) = 0.

Bemerkung: Diese und ähnliche Orthogonalpolynome tauchen z.B. in den Multipolentwicklungen der Elek-
trostatik (Potential der Ladung q in (a, 0, 0): φ(r, ϕ, ϑ) = q

4πε0

1√
r2+a2−2ar cos(ϑ)

= q
4πε0r

∑
n Pn(cos(ϑ))an

rn

für r > a) und vor allem in der Quantenmechanik auf (Wasserstoffatom, harmonischer Oszillator, . . . ).


