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Aufgabe 14 (a) 4 Zusatzpunkte, b) 4 Punkte, ¢c) 3 Punkte, d) 8 Punkte)

a) Die sogenannten Kugelkoordinaten im R™, n > 2, sind durch folgende Transformation gegeben:

rcos(p1)
rsin(p1) cos(p2)

T(’I"7 (25 I L)Onfl) = TSin(@l) Sin(@Q) e Sin(gpk—l) COS(SOIC)

rsin(en) sin(ip2) - sinpn-2) cos(on 1)
rsin(p;) sin(ps) - - - sin(p,—2) sin(p,—1)
(

T ist ein C'-Diffeomorphismus von (0,00) x (0,7)"2 x (0,27) auf R* \ {x € R" : x,,_; >0, x,, = 0}.
Zeigen Sie, dass die zugehérige Jacobi-Determinante ™1 sin(¢;)" 2 sin(pa)" 2 - - sin(pn_2) ist.

b) Fiir n > 3 sei A, = infouex 1V ull3 , wobei X fiir den Unterraum der C*°(R™, R)-Funktionen u steht,

HuH2

fiir die es ein & > 0 gibt mit ||9UH("+5_2)/2u(9U)7 ||| +2)/2|| Vu(z)|| — O fiir ||2]| — co. Man kann zeigen,
dass das Infimum von einer positiven rotationssymmetrischen Funktion i, € X angenommen wird.

Setzen Sie z = In(||z||) und ®(z) = ||z||*~2/2u(||z|)) fiir rotationssymmetrische u = u(||z|) und zeigen
/n (n— 2)

Sie A\, = (%) mingecy F(P) fiir F(®) = 10, q)”TI;I 1215y pegeichnet den Vektorraum aller
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n—2
Funktionen, die man aus den rotationsinvarianten Funktionen in X durch obige Transformationen erhélt.

c) Versieht man Y mit der Norm [[®| = [[®]|2 + [[0:®||2 + [|P[| 2o, so ist ¥ nicht vollsténdig. Mit

Y bezeichnen wir den Banachraum aller Funktionen, die man als Grenzwert von Cauchyfolgen in Y
beziiglich || - [|3 erhlt. Zeigen Sie mingzeey F'(®) = ming_ g7 F(P).

d) F:Y — R ist in einer Umgebung des Minimums differenzierbar. Das Minimum wird von den Losun-

gen @i, € Y der Euler-Lagrange-Gleichung Dg F(® i) = 0 (fiir alle ® € Y') angenommen. Zeigen Sie,
2
dass @, € Y diese Gleichung genau dann 16st, wenn —92® 5, + ("f) Din — AP, = O fiir gewis-

se (von Thnen zu bestimmende) A, o € R gilt. Finden Sie ein ®,,,;, € Y, das zugehdrige umin € X sowie \,,.

Hinweis: Beweisen Sie nur die Aussagen, fiir die es die Aufgabenstellung ausdriicklich verlangt! Wenn
sich die DGL hartnéckig wehrt, schauen Sie nach, was z.B. H. Schulz, Physik mit Bleistift, Harry Deutsch,
oder Thre RdP-Mitschrift alles zum Lésen von Bewegungsgleichungen sagen.

Aufgabe 15 (a) 5 Punkte, b) 5 Zusatzpunkte)

a) f sei auf R stetig differenzierbar und f, 9, f € L*(R). Zeigen Sie, dass lim|g|— 00 f() existiert und = 0
ist. Gilt dies auch, wenn Sie nur f € L*(R) voraussetzen?

Hinweis: Verwenden Sie z.B. (f + 0, f)? > 0 und den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung.

b) Konstruieren Sie mit Hilfe von (0, 1) 3 r — loglog % eine stetig differenzierbare Funktion f : R? — R,
so dass zwar f, ||V f| € L?(R?), aber die Folge {f(n,0)},en fiir n — oo divergiert.



