INSTITUT FUR ANALYSIS 12.11.2007
UNIVERSITAT HANNOVER
Prof. Dr. E. Schrohe, H. Gimperlein

5. Ubungsblatt zu Mathematik fiir Physiker I

Abgabe in der Ubung am 19.11. oder bis 20.11., 9 Uhr, in Postfach 147

Aufgabe 11 (a) 5 Punkte, b) 5 Punkte)

Betrachten Sie II,, = {(u1,...,u,) € R" : Vkug, > 0 und up + upy1 < 5 sowie u, +uy < 5} (n > 1).
a) Zeigen Sie, dass die Transformation z; = ig;((zg, To = ::)I;((Zé%’ e Ty = zt)ns((xg das Polyeder 1I,,

Cl-diffeomorph auf (0,1)"™ abbildet. Was ist die zugehérige Jacobi-Determinante?

Hinweis: Um fiir gegebenes (z1,...,2,) € (0,1)™ ein passendes (u1,...,u,) € I, zu bestimmen, hilft

es, wenn man ein eindeutiges u € [0, ] mit u = (fz, o--- 0 fy, )(u), fz(u) := arcsin(z cos(u)), findet.

b) Fiihren Sie das Volumen von II,, auf die Reihe Z falt (2;}313” zuriick und iiberlegen Sie sich, dass (2k)

fiir k € N5 eine rationale Zahl ist (die Sie nicht explizit ausrechnen miissen!).

Hinweis: ((x) bezeichnet natiirlich wie schon in Aufgabe 8 die Reihe 3777, ]% (x> 1).

Aufgabe 12 (a) 2 Punkte, b) 5 Punkte)
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Es seien m;,a;, ki, E > 0und H(q1,- -, GnsP1s---1Pn) = iy 3 2 +

Qmi

ki
}. Vi, e bezeichne das 2n—
dimensionale Volumen von Q, g = {(q1,---,qn,P1,---,Pn) € R?" : H(q1, ..., Gn,P1,---,0n) < E}.

a) Zeigen Sie Vi g = +/8m 1a1E2+’€ % mit Hilfe von Aufgabe 10b), z.B. indem Sie Oy g OR2>O

auf {(u,v) € RZ,: u+v < 1} transformieren.

b) Berechnen Sie wie in a) das Volumen V;,, g mit Hilfe der Gammafunktion. Zeigen Sie, dass der Quotient

% fiir beliebiges 0 < A < E und n — oo gegen 1 strebt. In hoher Dimension konzentrieren sich

also Volumen und Entropie S = kg In V"'}’OE in einer diinnen Schale um die Oberfliiche (V° = | Volumen
eines Zustands®).

Aufgabe 13 (3 Punkte)

Finden Sie mit den Methoden aus Aufgabe 12 das Volumen w;, r der n—dimensionalen Kugel vom Radius
R. Eliminieren Sie mit Hilfe der bekannten Werte I'() = /7, T'(1) = 1 sowie I'(z+1) = 2T'(z) (z > 0) die
Gammafunktionen aus Ihrem Ergebnis. Kommt fiir n = 1, 2, 3 auch wirklich 2R, mR? bzw. %ﬂ'R?' heraus?

Bemerkung: Die angegebenen Eigenschaften der Gammafunktion sind2sehr einfach zu zeigen: Nach Defi-
nition ist T'(1) = [[“dte " =1. () = [[dte "t71/2 =2 [[®dse™ = /7 folgt mit der Substitution
s =/t Auch Dz+1)=[7dt e_ttz = [—t"e 20+ x [T dte "1 = 0 + aT'(z) steht sofort da.



