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Aufgabe 33 (5 Punkte)

Sei ¢ : T C ]@2 — R3 eine Karte, M = ¢(T) C R?® die dadurch parametrisierte Fliche und f auf M
integrierbar. Uberlegen Sie sich ||a x b||> = ||a||?||6]|* — (a - b)? fiir alle a,b € R und zeigen Sie damit

f}y[ ds f = fT d($>y) f(so(:my)) ||a$50(x’y) X ay@(%y)H
Aufgabe 34  (a) 6 Punkte, b) 3 Zusatzpunkte)

Sei o € C°°(R™) definiert durch g(x) = exp (”w“%_l) fiir ||z < 1 und = 0 sonst. Fiire > 0 und ¢ = [, 0

bezeichne o. € C*(R™) die Funktion g.(z) = - 0(%). Fiir V. C R sei V© = {z € V : dist(z,0V) > }.

a) Sei a : R™ — R messbar mit 0 < o <1 und a(z) = [, dy 0:(z — y)a(y) (x € R™). Beweisen Sie:
1. aeC®®R)und 0<a<l.
2. Ist a(z) =0 fir z € V.C R”, s0 ist &(z) =0 fiir z € Ve.

Hinweis: Fiir die Differenzierbarkeit tiberpriifen Sie mit Lemma 2.11a die Voraussetzungen von Satz 2.23.

b) Wie in (7.15) sei K C R™ kompakt und {U; : j = 1,..., N} eine Uberdeckung von K durch offene
Mengen. € > 0 sei so klein, dass sogar K C Uj Uj’g. Weiterhin bezeichne {a; : j = 1,..., N} eine den
Us untergeordnete Zerlegung der 1 fir Uj UJ-QE, also alle a; : R" — R seien messbar mit 0 < a; < 1,
aj(z) =0 fir £ ¢ U; und 37, o = 1 auf |J; UJ»QE.

Zeigen Sie: {&; : j = 1,..., N} ist eine den U; untergeordnete Zerlegung der 1 fir K aus C*°~Funktionen.

Aufgabe 35 (a) 4 Punkte, b) 4 Zusatzpunkte, c¢) 3 Zusatzpunkte)

a) Es sei A C R” ein Kompaktum mit glattem Rand, U O A eine offene Umgebung von A und f,g :
U — R zwei C?—Funktionen. Beweisen Sie die beiden Greenschen Formeln

1./Adx {ng+Vf~Vg}:/6AdSV'(f Vyg), 2./Adz {ngngf}:/E)AdSV'{ng—gi}.

b) Sei f wiein a), v-Vf =0 auf 94 und Af > 0 in A. Zeigen Sie, dass aus a) Vf =0 in A folgt. Was
bedeutet dies physikalisch, wenn Sie sich f als elektrostatisches Potential vorstellen?

c) Im glatt berandeten Kompaktum A C R3 seien zahlreiche Elektronen festgebunden: Ladungsdichte
0: A— TR (stetig). Voodoo Physics bietet Thnen eine aulerhalb von A aufzustellende Maschine an, die zu
beliebig vorgegebenem stetigen Fj: A — R ein stetiges, im Innern stetig differenzierbares elektrisches
Feld E: A — R erzeugt, welches auf A gleich Ey ist. Wiirden Sie fiir den Apparat Geld ausgeben?

Aufgabe 36 (5 Punkte)

Seien U C R” offen und v : U xR — R" das Geschwindigkeitsfeld einer Fliissigkeit der Dichte o : U xR —
R (v, o stetig differenzierbar). Weil die Gesamtmasse erhalten bleibt, muss fiir jedes glatt berandete
Kompaktum G C U mit dG C U die zeitliche Anderung 9, fG dz o(x,t) der in G enthaltenen Fliissig-
keitsmenge gleich der iiber den Rand G in G einflieBenden Fliissigkeit — [, dS(z) v(z) - (o(z, t)v(z,t))
sein. Beweisen Sie, dass dies #quivalent zur Kontinuitédtsgleichung div(ov) + d;0 = 0 auf U x R ist.



SL.IZLQ T 3q :

b

-
\e(n = exp (l\K![L"f
4\) tlp.

= A

b)




