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Aufgabe 30 (a) 3 Punkte, b) 3 Punkte, c) 5 Punkte + 2 Zusatzpunkte)

a) Sei I = (−π
2 , π

2 ) und ϕ : I → ϕ(I) ⊂ R2 definiert durch ϕ(t) = (sin(2t) cos(t), sin(2t) sin(t)). Ist ϕ eine
Immersion? Beweisen Sie, dass es keine Karte ist.

b) Nach Aufgabe 21a ist die Gruppe SO(2) der Drehmatrizen eine eindimensionale Untermannigfaltigkeit
des R4. Geben Sie mit Hilfe des Drehwinkels eine Karte Φ : (0, 2π) → SO(2) ⊂ R4 an, und bestimmen
Sie das eindimensionale Volumen von SO(2).

c) Sn−1 bezeichne die (n− 1)–dimensionale Sphäre {x ∈ Rn : ‖x‖ = 1}. Zeigen Sie für α1, . . . , αn ∈ N>0∫
Sn−1

dS(x) xα1−1
1 · · ·xαn−1

n =

{
2 Γ( 1

2 α1)···Γ( 1
2 αn)

Γ( 1
2 (α1+···+αn))

, wenn alle αj ungerade sind,

0 sonst.

Zusatz: Kommt damit für den Quadrupoltensor Qij =
∫

S
dS(x) %(x) {3xixj − ‖x‖2δij} einer homogen

mit % = 1 geladenen zweidimensionalen Sphäre S ⊂ R3 vom Radius 1 um (0, 0, a) etwas Einfaches heraus?

Hinweis: Berechnen Sie
∫

Rn dx e−‖x‖
2

xα1−1
1 · · ·xαn−1

n doppelt: Einmal direkt als Produkt der n Gamma-
funktionen Γ(s) =

∫∞
0

dt ts−1e−t, und dann mit den aus (6.27) der Vorlesung bekannten Polarkoordinaten∫
Rn dx f(x) =

∫∞
0

dr rn−1
∫

Sn−1 dS(t) f(rt). Für Qij helfen Γ( 1
2 ) =

√
π, Γ(x+1) = xΓ(x) aus Aufgabe 13.

Aufgabe 31 (a) 4 Punkte, b) 3 Zusatzpunkte)

a) In der Physik rechnet man oft mit einem Maßtensor gij , ohne die Details der Untermannigfaltigkeit
M anzugeben: Kosmologen etwa beschreiben die drei Typen räumlich homogener Universen durch

ds2 = a2(dχ2 + Σ2(χ)(dθ2 + sin2(θ)dφ2))

(0 < θ < π, 0 < φ < 2π) mit einem zeitabhängigen Skalierungsfaktor a > 0. Für Σ(χ) = sin(χ) erhält
man ein räumlich nur endlich ausgedehntes Universum (0 < χ < π), Σ(χ) = χ liefert den ungekrümmten
R3 in Kugelkoordinaten (0 < χ < ∞), und Σ(χ) = sinh(χ) gibt ein unendlich ausgedehntes, gekrümm-
tes Weltall (0 < χ < ∞). Berechnen Sie in allen drei Fällen das Volumen VΣ der durch 0 < θ < π,
0 < φ < 2π, 0 < χ < π beschriebenen ”Kugel.“

b) Als ”Radius“ rΣ der obigen Kugeln bezeichnet man das eindimensionale Volumen der bei festem θ, φ
durch 0 < χ < π parametrisierten Untermannigfaltigkeit. Vergleichen Sie VΣr−3

Σ für die Σs aus a).

Aufgabe 32 (5 Punkte + 3 Zusatzpunkte)

Der Senat der Uni möchte ab Sommer die Studienbedingungen mit einer Wasserrutsche im Lichthof
verbessern. Wir haben exklusiv die vorläufigen Konstruktionspläne: Boden B und Seitenwände S1, S2
der Rutsche werden parametrisiert durch ΦB : (a, b)× (0, 13π) → R3, ΦS1,ΦS2 : (0, 1)× (0, 13π) → R3,

ΦB(t, ϕ) =

t cos(ϕ)
t sin(ϕ)

hϕ

 , ΦS1(s, ϕ) =

a cos(ϕ)
a sin(ϕ)
δs + hϕ

 , ΦS2(s, ϕ) =

b cos(ϕ)
b sin(ϕ)
τs + hϕ

 .

Über a, b, h, δ, τ > 0 wird noch diskutiert, nur a < b und δ, τ < 2πh steht schon fest. Wieviele Flächen-
einheiten Rutschfliesen werden für B, S1 und S2 benötigt? Zusatzpunkte: Skizzieren Sie die Rutsche.


