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7. Übungsblatt zu Mathematik für Physiker I — Lösungshinweise

Aufgabe 14:

a) Gibt es eine Funktion f ∈ L2([0, 2π]) mit
∫ 2π

0
dx f(x) eik3x = 1

k für alle k ∈ N?

Ja: Nach Übung bilden die vn(x) = 1√
2π

einx eine orthonormale Teilmenge von L2([0, 2π]). Gesucht

ist ein f ∈ L2([0, 2π]) mit 〈f, v−k3〉 = 1√
2π

∫ 2π

0
dx f(x) eik3x = 1√

2πk
. Falls f =

∑

k∈N

1√
2πk

v−k3 in

L2([0, 2π]) ist, so hat f die gewünschten Fourierkoeffizienten. Nach Besselgleichung 5.8(iii) ist ‖f‖2
2 =

∑

k |〈f, v−k3〉|2 =
∑

k
1

2πk2 < ∞, also f ∈ L2([0, 2π]).

b) fn : [0, 1] → R sei eine Folge stetiger Funktionen mit limn→∞ ‖fn − f‖2 = 0 für ein f ∈ L2([0, 1]). Ist
f stetig?

Nein: Sei (εn)n∈N ⊂ (0,∞) eine Nullfolge und f ∈ L2([0, 1]) unstetig, z.B. f = χ[0, 1
2 ]. Nach Satz 4.16

gibt es zu jedem εn ein stetiges fn mit ‖f − fn‖2 < εn. Also limn→∞ ‖fn − f‖2 = 0, aber f ist unstetig.

c) Sei H ein Hilbertraum mit Skalarprodukt 〈·, ·〉. Beweisen Sie für x, y ∈ H die Cauchy–Schwarzsche
Ungleichung |〈x, y〉| ≤ ‖x‖‖y‖, indem Sie das Minimum von ∆(λ) = 〈x+λy, x+λy〉 für λ ∈ R bestimmen.

Für y 6= 0 ist ∆ ≥ 0 ein reelles quadratisches Polynom, hat also irgendwo ein Minimum, in dem

∂λ∆(λ) = 0 ist. Also 2λ‖y‖2 + 〈x, y〉 + 〈y, x〉 = 2λ‖y‖2 + 2Re〈x, y〉 = 0 oder λ = −Re〈x,y〉
‖y‖2 . Einsetzen in

0 ≤ ∆ liefert 0 ≤ ‖x‖2−2Re〈x,y〉
‖y‖2 Re 〈x, y〉+

(

−Re〈x,y〉
‖y‖2

)2

‖y‖2 oder nach Umformen |Re〈x, y〉| ≤ ‖x‖‖y‖.

Schreibt man 〈x, y〉 = |〈x, y〉|eiϕ in Polardarstellung für ein ϕ ∈ R, so ist nach obigem |Re〈x, eiϕy〉| ≤
‖x‖‖eiϕy‖ = ‖x‖‖y‖ und |Re〈x, eiϕy〉| = |Re e−iϕ〈x, y〉| = |Re|〈x, y〉|| = |〈x, y〉|.

Dies erhält man auch, wenn man λ = − 〈x,y〉
‖y‖2 ∈ C in 0 ≤ ∆(λ) einsetzt.

d) BMW möchte im Labor den Zusammenhang von Bremsweg x und Anfangsgeschwindigkeit v bei seinem
neuen Modell herausfinden. Die Techniker benutzen den Ansatz x = anvn + an−1v

n−1 + · · · + a1v + a0.
Zur Bestimmung der Parameter a = (a0, . . . , an) ∈ R

n+1 werden m > n Messungen mit Ergebnissen
x = (x1, . . . , xm) ∈ R

m bei Geschwindigkeiten (v1, . . . , vm) ∈ R
m durchgeführt. a soll so gewählt wer-

den, dass sowohl der quadratische Fehler
∑

j(xj − anvn
j − an−1v

n−1
j − · · · − a1vj − a0)

2 = ‖x − V a‖2
2,

V =







1 v1 · · · vn
1

...
...

...
1 vm · · · vn

m






, als auch ‖a‖2 so klein wie möglich sind. Zeigen Sie, dass a die eindeutige

Lösung von V T V a = V T x mit a ∈ (Kern V )⊥ ist.

‖x − V a‖2
2 ist ein nichtnegatives Polynom in den aj , so dass ein Minimum existiert. Nach Satz 5.1

ist R
m = Bild V ⊕ (Bild V )⊥, und ‖x − V a‖ ist minimal ⇔ x − V a ∈ (Bild V )⊥. Also genau

dann, wenn für alle b ∈ R
n+1: 0 = 〈x − V a, V b〉 = 〈V T (x − V a), b〉. Setzt man nacheinander b =

(1, 0, . . . , 0), (0, 1, 0, . . . , 0), . . . , (0, . . . , 0, 1), so sieht man, dass alle Komponenten von V T (x − V a) ver-
schwinden, d.h. V T V a = V T x. Man kann auch den Gradienten von Φ(a) = ‖x − V a‖2

2 Null setzen,
allerdings muss man dann begründen, weshalb man ein Minimum erhält. Die allgemeine Lösung von
V T V a = V T x ist a0 + Kern V T V für ein a0 ∈ R

n+1. Behauptung: Kern V T V = Kern V : ⊃ ist klar. Sei
b ∈ Kern V T V . Dann ist 0 = 〈b, V T V b〉 = 〈V b, V b〉 = ‖V b‖2, also V b = 0, d.h. b ∈ Kern V . Die allge-
meine Lösung ist also a0+Kern V . Nach Satz 5.1 ist ‖a0+a‖, a ∈ Kern V , minimal ⇔ a0+a ∈ (Kern V )⊥.



Aufgabe 15:

a) Berechnen Sie die Koeffizienten cn der Fourierreihe
∑∞

n=−∞
cn√
2π

einx von f ∈ L2([0, 2π]), f(x) = π−x.

cn = 〈f, vn〉 = 1√
2π

∫ 2π

0
(π−x)e−inx = 1√

2π

[

− e−inx

n2 − ixe−inx

n

]2π

x=0
= −

√
2πi

n für n 6= 0 und = 0 für n = 0.

b) Der Fehler bei Approximation durch die N–te Partialsumme der Reihe ist gN (x) =
∑N

n=−N
cn√
2π

einx−

(π − x). Zeigen Sie ∂xgN (x) =
∑N

n=−N einx. xN bezeichne den kleinsten kritischen Punkt > 0 von gN .

Verifizieren Sie gN (xN ) =
∫ xN

0
sin((N+1/2)x)

sin(x/2) dx − π und limN→∞ supx∈[0,2π] gN (x) > 0. Skizzieren Sie,

was hier passiert.

Mit cn aus a): ∂xgN (x) =
∑N

0 6=n=−N
−i
n ∂xeinx − ∂x(π − x) =

∑N
n=−N einx = e−iNx

∑2N
n=0 einx =

e−iNx 1−ei(2N+1)x

1−eix =
sin((N+ 1

2 )x)

sin( x

2 ) . Da gN (0) = −π folgt gN (x) =
∫ x

0
dx

sin((N+ 1
2 )x)

sin( x

2 ) − π. Das kleinste

x > 0 mit ∂xgN (x) =
sin((N+ 1

2 )x)

sin( x

2 ) = 0 ist xN = π
N+ 1

2

und gN (xN ) =
∫ xN

0
dx

sin((N+ 1
2 )x)

sin( x

2 ) − π =
∫ π

0
dx

(N+ 1
2 )−1

sin((2N+1)−1x) sin(x) − π → 2
∫ π

0
dx

sin(x)
x − π für N → ∞ mit dem Satz von der dominier-

ten Konvergenz sowie
(N+ 1

2 )−1

sin((2N+1)−1x) → 2
x . Deshalb limN→∞ supx∈[0,2π] gN (x) ≥ limN→∞ gN (xN ) =

2
∫ π

0
dx

sin(x)
x − π = 2

∫ π

0
dx

sin(x)
x − 2

∫ ∞
0

dx
sin(x)

x = −
∑∞

n=1

∫ (2n+1)π

(2n−1)π
dx

sin(x)
x > 0, da alle Summan-

den < 0 sind. Die N–ten Partialsummen der Fourierreihe konvergieren also für x 6= 0, 2π gegen f(x),
aber die Konvergenz ist nicht gleichmäßig: Nahe x = 0 (und ähnlich nahe x = 2π) entwickeln die Par-
tialsummen Spitzen in xN , die zwar immer schmaler werden, aber deren Höhe auch für N → ∞ um

2
∫ π

0
dx

sin(x)
x − π ≈ 0, 562 von f(xN ) abweicht. Dies wird auch als Gibbs–Phänomen bezeichnet.

Weil die Aufgabe so unglücklich formuliert war, ist limN→∞ supx∈[0,2π] gN (x) ≥ limN→∞ gN (2π) =
limN→∞ π = π > 0 auch richtig und viel einfacher. Hier ist die Interpretation, dass die periodische
Fortsetzung von f in 0, 2π springt, alle Partialsummen aber stetig sind, so dass gN in jeder Umgebung
dieser Punkte nicht gleichmäßig konvergieren kann (die Grenzfunktion wäre sonst stetig) und daher der
maximale Fehler in [0, 2π] auch für N → ∞ echt größer als 0 bleiben muss.

Aufgabe 16:

a) Für n ∈ N0 definiert man die Legendre–Polynome Pn durch Pn(x) = 1
2nn!∂

n
x [(x2−1)n]. Beweisen Sie,

dass {Pn : n ∈ N0} eine orthogonale Teilmenge von L2([−1, 1]) bildet und dass ‖Pn‖
2
2 = 2

2n+1 .

Sei n > m. (x2 − 1)n hat in x = ±1 Nullstellen n–ter Ordnung, d.h. ∂α
x |x=±1(x

2 − 1)n = 0 für α < n.

〈Pn, Pm〉 = 〈Pm, Pn〉 =
1

2nn!

∫ 1

−1

dx Pm(x)∂n
x (x2 − 1)n =

−1

2nn!

∫ 1

−1

dx (∂xPm(x))∂n−1
x (x2 − 1)n

= · · · =
(−1)n

2nn!

∫ 1

−1

dx (∂n
x Pm(x))(x2 − 1)n

durch n partielle Integrationen. Da Pm ein Polynom m–ten Grades ist und m < n, gilt ∂n
x Pm(x) = 0,

also 〈Pm, Pn〉 = 0 für alle n 6= m. Für n = m ist ∂n
x Pn(x) gleich n! mal dem Koeffizienten vor xn in

Pn(x) = 1
2nn!∂

n
x [x2n + · · · ] = 1

2nn! ((2n)(2n−1) · · · (n+1)xn + · · · ), also = n! 1
2nn! (2n)(2n−1) · · · (n+1) =

(2n)!
2nn! und 〈Pn, Pn〉 = (−1)n

2nn!

∫ 1

−1
dx (∂n

x Pn(x))(x2 − 1)n = (−1)n(2n)!
4n(n!)2

∫ 1

−1
dx (x2 − 1)n. Dieses Integral

über ein Polynom kann man z.B. termweise ausrechnen. Schneller geht es wieder einmal mit Aufgabe
10b, den Werten der Gammafunktion aus Aufgabe 13 und der Substitution t = x2, 1

2 t−1/2dt = dx:

(−1)n
∫ 1

−1
dx (x2 −1)n = 2

∫ 1

0
dx (1−x2)n =

∫ 1

0
dt (1− t)nt−1/2 =

Γ(n+1)Γ( 1
2 )

Γ(n+ 3
2 )

= n!
√

π
Γ(n+ 3

2 )
= n!

( 1
2 )( 3

2 )···(n+ 1
2 )

,

so dass 〈Pn, Pn〉 = (2n)!
4n(n!)2

n!
( 1
2 )( 3

2 )···(n+ 1
2 )

= 2
2n+1 .

b) Seien x1,n, . . . , xk,n ∈ (−1, 1) die Punkte, an denen Pn sein Vorzeichen wechselt. Überlegen Sie mit
Hilfe von Qn(x) = Πj(x − xj,n), dass Pn genau n verschiedene Nullstellen in (−1, 1) hat.




