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6. Ubungsblatt zu Mathematik fiir Physiker I — Lésungshinweise

Aufgabe 14:
a) Die sogenannten Kugelkoordinaten im R™, n > 2, sind durch folgende Transformation gegeben:

rcos(p1)
rsin(¢1) cos(p2)

T(ryp1,- -y pno1) = | 7sin(p1) sin(ps) - - sin(r—1) cos(er)

;"sin(cpl) sin(gs) - - - sin(pn—2) cos(@n—1)
rsin(¢p) sin(ps) - - - sin(p,—2) sin(p,—1)

T ist ein Ct-Diffeomorphismus von (0,00) x (0,7)"72 x (0,27) auf R™\ {x € R" : x,,_1 >0, z, = 0}.
Zeigen Sie, dass die zugehdrige Jacobi-Determinante r™ 1 sin(p1)" 2sin(p)" 3 - - sin(pp,_2) ist.

Wir schreiben ¢; := cos(yp;), s; := sin(p;) sowie fiir die Determinante der Jacobimatrix

1 —rsy 0 0
S$1C2 7C1Co —78189 0 0
S189C3 7C1582C3 rsicacg —1S1S8283 0 .- 0
n ——
Dr,¢1,~..,<pn 1= det
§1828p—2Cpn—1 TC182 " Sp—2Cpn—1 trr TTS182 0 Sp—25n—1
8182 Sp—28p—1 TC182° " Sp—25pn—1 e e r$182°*Sp—2Cpn—1
Entwickeln nach der 1. Zeile liefert
rc1Co —7rs182 0 cee 0
rC182C3 rsicocy —rsiSes3 0 .- 0
n _
D"'#’lv”'»@nfl - €1 det .
rC1SyccSpogCno1 o TSIyt Sp_28nog
7"0182 DRI Sn_2sn_1 DR P Tslsz DRI Sn—2cn—l
S1Co —7S8182 0 s 0
S189C3 rsicacy —rs1S983 0 .- 0
+ rsp det
5182 Sp—2Cn—1 ot TTS182 0 Spn—285n—1
8182 PRI Sn728n71 PRI P 7‘8182 PRI sn720n71

Determinanten sind linear in jeder Spalte, also kénnen wir im ersten Summanden rc; und im zweiten



Summanden s; aus jeweils der ersten Spalte als Vorfaktor vor die Determinante ziehen.

Co —7S182 0 - 0
SoC3 rS1cacy —1S1S983 0 .- 0
n _ 2
DT,‘Pla“'y(pnfl = g det
82 DRI sn720n71 DR ... —’]"8182 DRI 8n728n71
82 P Sn728n71 PR PR 7‘8182 PR Sn72cn71
Co —7S8182 0 e 0
SocC3 rsicac3 —TS18283 0 .- 0
+ 752 det
52 DY Sn_2cn_1 DRI ... —7"‘5182 ... Sn—QSn—l
89 " 8,-28n-1 78182+ Sn—2Cn—1
Co —78182 0 e 0
S9C3 rS1CoC3 —TS1S083 0 --- 0
= r(c? + s%)det
82 DR Sn—2cn—1 PR DR _T8182 DY Sn_2sn_1
82 ... Sn—QSn—l DRI DRI 7"8152 ... Sn_2cn_1

Nachdem wir auch die s; der Spalten 2 bis n—1 vor die Determinante gezogen haben, folgt mit s2+c? = 1

Co —789 0 e 0
S9C3 rcocy —TSssz 0 - 0
n _ n—2
D"‘)Sola“w‘pnfl - T‘Sl det
82 PR Sn72cn71 PR PR —7/‘82 PR Snfzsnfl
82.-.8n_28n_1 PR DR TS2"'S”—2677]—1
_ n—2 yn—1
- rsl DTvSDZw")Sanl’
wobei Df;; ..on_, die Jacobi-Determinante der n — 1-dimensionalen Transformation ist (mit Varia-
blennnamen ¢s, ..., @n_1 statt ¢1,...,on_2). Iteration liefert Dy on ) = T"_28?72 e sn,zDz)%Hl,
Cn_1 —TSp_ .
und da D? = det n-l "1 ) = folgt die Behauptung.
TyPn—1 S re
n—1 n—1
.. . . Vul|? . . .
b) Fiirn > 3 sei A\, = infozuex ”lLH:zHQ , wobei X fiir den Unterraum der C*°(R™, R)—Funktionen u steht,

n—2

fiir die es ein e > 0 gibt mit ||z||"te=2/ 2u(x), ||z||T9)/2|Vu(x)|| — 0 fir ||z|| — oo. Man kann zeigen,
dass das Infimum von einer positiven rotationssymmetrischen Funktion umiy, € X angenommen wird.
Setzen Sie z = In(||z|]) und ®(z) = ||z|| =272 u(||x||) fir rotationssymmetrische u = u(||z||) und zeigen

‘ s\ ) 103+ 2522 213
Sie A\, = (@) mingzecy F(®) fir F(®) = T‘QHQQ; 2
aller Funktionen, die man aus den rotationsinvarianten Funktionen in X durch obige Transformationen
erhdalt.

. Y bezeichnet den Vektorraum

2n

n=2 2n ™ ™ T _ 2n_
Zum Nenner: ||UH% = oo dz Ju(|z]))[7—2 = fo d<p1~-~f0 dpn_o f02 den_1 fooo dr v ju(r)|n—2 =
Cy [y dr rnt lu(r)]*=> mit den Kugelkoordinaten aus a) und C,, = Jo der -+ [y den—s f027r dpn_11.
n—2

n—2 n n
Substituiert man z = In(r), d.h. dz = 9, so ist der Nenner [|u[|%, = Cp" {fooo dr rn—1 \u(r)|fj} =
n—2
n—2

n=2 00 2n ) "n 1-2 . n—2
Com {750 dz @)} T = O |02 mit B(2) = r(2) " u(r(2)).

o0

Fiir das Volumen der Einheitskugel, d.h. u = x g, (), Wissen wir [, dz u(z) = fBl(O) dz = m(B1(0)) =
%. Andererseits ist dies in Kugelkoordinaten = C, fol dr r"—1 = % Also C), = 2132%/)2
2 2
Fiir den Zidhler benstigt man den Gradienten rotationssymmetrischer Funktionen w(r),

r
Kugelkoordinaten. Mit Kettenregel 0y, u(r) = g—; Oru(r) = = Opu(r), da 5% =0y, /2?4 - +a2 =



\/% L Also [|[Vu(r)||? = 3,(05,u)® = >, 5% (8 u(r))? = (0,u(r))?. Fiir z = In(r) hat man

9. = 28 0, = 10,. ®(z) = r(2)"T u(r(2)) ergibt ||Vu||2 = [pndz ||VuH2 Cp [ dr vt (Qpu)? =
Co J5™dr vt {2500 802(00) £ 5 0,0(:() ) = Cu [5™ 4 {2302 0) + (0,0 G0) |+
(2-n)Cy [;° dr © 9,®. Wegen [ dr ® 0,0 = £ [@2] , verschwindet der letzte Term, da ®(2(0)) = 0
(u ist beschriinkt in 0, also verschwindet dort ® = 2~ u(r)) und mit r(+e=2)/2 ( ) auch ® im Unendli-

»—Am

chen gegen 0 strebt. Db [Vulf = Cy [%, dz { CF202(2) + (0.0(2))* } = € 325 |03 + Cu 003,
(n— 2)
Insgesamt A, = infoz,ex ”\m;n% _ Cf/” mingpcy [E2 (I)”TI:I:H - H<1>||2
n—2 n—2

¢) Versieht man Y mit der Norm || @[y = [|®[|2 + [[0-@[|2 + [|®[| 22, s0 ist Y nicht vollstindig. Mit

Y bezeichnen wir den Banachraum aller Funktionen, die man als Grenzwert von Cauchyfolgen in Y
beziglich || - ||y erhilt. Zeigen Sie minpzecy F/(®) = ming 4.y F/(P).

Wegen Y C Y ist mingzocy F(®) > infygcy F/(P). Sei 0 # @ € Y. Nach Definition von Y gibt es eine
Folge {®;}jen in Y, die gegen ® konvergiert, d.h. [|2—®;||¢ = || 2 —P;[l2+[|0:(2—P;) [2+[| 2~ P;| 2. —
0 fiir j — oo. Daher folgt aus || ®[l;—[[®; —P|l2 < [[P+P;—P[l2 = [|[®;]l2 < ||®[l2+([D;—P|l2, dass ||| —
|2 fiir j — co. Mit derselben Begriindung [|®;]| 2o — [|®]| 22 und [|0.®;([2 — [|0.®]|2. Da ® 5 0, also

n—2
n— 2 n— 2
-2 3452 o, 3 oo+ a3
195122, 107,
n—2

n— 2
F(®). Daher ist inf(_ 45 F/(®) nicht < mingzecy F(®), d.h. mingzecy F(®) = infy 5y F(P). Ein Mi-
nimum P,;, € Y der linken minimiert wegen ®,,;, € Y C Y auch die rechte Seite, d.h. das inf ist ein min.

||<I>H 2 # 0, sagen die Rechenregeln fiir Folgen F/(®; ) =

dF:Y — R ist in einer Umgebung des Minimums differenzierbar. Das Minimum wird von den Liosun-
gen ®nin €Y der Euler-Lagrange—Gleichung D F(®min) = 0 (V® € Y ) angenommen. Zeigen Sie, dass

Din € Y diese Gleichung genau dann lost, wenn —8 Prin + (n— 2) DPin — AP,

o =0 fir gewisse (von
Ihnen zu bestimmende) A, € R gilt. Finden Sie ein Oy €Y, das zugehorige umin € X sowie \,.

- , (n=2)2 4 )
C?/™ DaF(Buin) = C /™ 0clemoF (uuin + £®) = 9]og L0 Pon eV E5m [ 42 (B b0B)% gy
{j dz |¢min+€q>|"7f2} "
® € Y nach Definition. Ableitung des Zihlers Z.: O:|.—o{ [ dz (9.(Pmin + £P))? + (n72)2 [ dz (Pmin +
)2} = [dz 0.]eo{(0-Prmin)? + 26(D-Bpoin) (9-®) + £2(0.0)2} + =27 [dz 0, |.— 0{¢>mm + 26D ® +
202} = 2 [dz {(0:Pmin) (0:P) + T)‘I)mmq’} =: Z{. Ersten Term partlell integrieren (Randterme ver-
schwinden wie in b)): [ dz {(0;Pmin)(0:P) = — [ dz PO?Ppyin. Fur den Nenner N, mit Kettenregel und

Bpyin > 0 (dalaut b) tmin > 0): de|e—o {f dz |Poin +g<1>|n—z} T =2 {f Az |Boin| 722 } T 4z 0o Bt

n—2 -1
n n+2
£d|77 =2 {fdz (D;;mf} [d= <I>mm 'p = N Jdz @ 2® =: N|. Insgesamt mit Quotienten-
—o/n Z/ N/ n— nir2
regel also 0 =C,, 2/ Do F(®pin) = % 7}\%0 = 2N° [dz® {—ng)min + ¢ 42)2<Pmin - 7lf°i oz }
0 NO n—2

Da dies fiir alle ® € Y = 0 gilt und {- - - } eine stetige Funktion von z ist, folgt wie in der Ubung {---} = 0,
also die DGL aus der Aufgabenstellung mit A = — f% a= "+2 Dle Umkehrung gilt auch: {---} =0
N, "
impliziert [dz ®{---} =0V® € Y, und partielles Integrieren im ersten Term liefert Do F'(®ymin) = 0 fiir
® €Y. Wenn Sie A = A(Pp,ip) stort, ersetzen Sie @5, durch )\%@min. Sie erhalten dann die Gleichung

mit A = 1, und da F()\% D nin) = F(Pmin) bekommen Sie wieder ein Minimum von F'. Die Gleichung er-
innert an eine Newtonsche Bewegungsgleichung, und es gibt verschiedene Wege, sie zu losen. Wir integrie-
ren den Energiesatz (siehe z.B. Schulz, 7. von 10 Féllen) mit Randbedingungen (siehe b) ) <I>mm(:|:oo) =0,

0P min(+0) = 0: p(Prin) = 0, Pumin, damit —pp’ + ("_42)2‘1)mm — AP, = 0, also 5 0, D° =
(nf)Q Dpin — A oder p? = (= 2) 92, — 2,02 + C. Die Randbedingungen liefern C' = 0. Daher



=22 2 22 _gpotl ; 2 fPmia___ d® A
0P min = 02— & 24} oder nach Einsetzen von o 255 Jg, \/———————-—2;— =2+C. Da
P2 —AA _pn-2
n{n—-2)
D Lo . . . . . 2 _ n=2
P — = P ———42____ bietet sich die Substitution 72 = U, also & = T3
\/'1’2'1»(3—2)‘1’"_2 ‘I’\/1‘11(;1LA_2)‘I’"_2
2/(n—2) n=4 2/(n-2)
-2 oot ; @i d¥ ¥°7 i d¥ 1
und d® = 22 U7 dY, an und ergibt [ e Av ¥ = [ S T =
3 ) 2/(n-2) [ E_2 2/(n-2) ¥
@, vz \/l—n(:};Z) o2 @ \/l“n(ﬁiz) w2
ﬂ@2((n~2) 4w 1 _ ﬁ(ﬁ'z/.("_z) . = AN . . =
fﬂég‘;‘;‘;_z) S T — [—Arsech(\ll)]@:‘ggg/(u_g) mit 8 = /7529 Setzt man dies gleich z + C,
n—2
. -2\ ¢ . . . .
so erhilt man ®pn(z) = — 5=, ¥ = (ﬁ‘(—:—;\——)> . Riicktransformation auf die alten Varia-
cosh(z~D) 2
,  atway " o 2
blen: u(|lz|) = ST BICEYER Fiir den Nenner von ), erhalten wir mit Aufgabe 10b) ul 20 =

(n—2)/n
} . Im Zahler ist

. e (n—2)/n _ - 2
Cn=D/n j(2-n)/2 {fooo dr (17:}—1‘21)"} = 2(n=2),2 =2/ j2-n)/2 {1;;“?72)

T"+1

_ 5(n=2)/2 2 _ 5 _
”V’UJ“% — Cn fooo dr r® 1 (BTW) — Cn2n 2,),2(n - 2)2d2 fOOO dr mz)‘: — ann 2,),2(,n -
n—2

2)2dC-m/?EEEIED wiederum mit Aufgabe 10b). Mit T(2$2) = T(§ +1) = §T(5) uwnd I(3) =

I 2/"’ n 2/”
(2 - Y02 —1) = (2 — DT(252) st Ay = n(n —2) (C;§§;)>2) = 7n(n — 2) (‘;—((gg) . Ay ist un-

abhingig von den unterwegs verwendeten 2 C, D, d, die wir also beliebig wihlen kénnen.

Aufgabe 15:
a) f sei auf R stetig differenzierbar und f,0,f € L*(R). Zeigen Sie, dass lim oo f(m) existiert und
= 0 ist. Gilt dies auch, wenn Sie nur f € L*(R) voraussetzen? ee: F{eo

J

OBdA sei f reellwertig, sonst betrachte Ref und Imf. (f ()8 f(z))* = 0, also f; dz {f(x)? :i ?8,;]”(3:))2} >
2 [P dz |f(z) 0uf(@)| 2 12 ) dz f(2) af(a)| = |f(0)? = f(@)*] mit [[ -] < [1]---] und Hauptsatz.
Da f € L%(R) folgt (z.B. mit dem Satz von der monotonen Konvergenz) limg—oo [ /% = Jg % d.h.
0 < limg— o0 limp— 00 f: F2 = limgoo [ f2 = 0. Analog fiir 0, f, und daher wird |£(b)*~ f(a)?| nach obi-
gem fiir groBe a, b beliebig klein. Nach dem Cauchykonvergenzkriterium f(@)2 = c.c=0,da f € L*(R).
Die Aussage gilt nicht fiir alle f € L*(R). Sei gs(z) = % ¢~2°/(28") Dann ist bekanntlich [, dz gs(z)? <
C fiir alle § > 0 und ein geeignetes C. Betrachte f(z) = Z‘;‘;l ;15 gay)e(x — 7). Dann ist Iflle £

3% Llgasnele = < VO TZ L < oo, aber f(k) =22 2 e~ =""/2 > B, o0 fiir k — 00.
j=1 32 19(1/3) J=17 j=17 k

b) Konstruieren Sie mit Hilfe von (0, 1)3r+— log 1og% eine stetig differenzierbare Funktion f : R* — R,
so dass zwar f,||Vf| € L*(R?), aber die Folge {f(n,0)}nen fir n — oo divergiert.
g:R? = R, g(z) = loglogu27", g(0) = 0, ist fir B := By/5(0) = {z € R? : |jz]| < i} in L*(B):

In Polarkoordinaten [ |g|* = [, de f01/2 dr r g(r)? < 2nCm(B) < oo, da 7 g(r)? auf (0, 1] stetig
ist, fiir 7 — 0 verschwindet (z.B. mit I'Hospital) und somit 7 g(r)? < C fiir ein gewisses C > 0 gilt.

IV4l2 = (Brg(r))? gilt wie in 13b) und [5 [Vg|* = [Z de 12 4r r(B,g(r))?2 = 2m [} T =
1/4
2m f01/4 m—g(—r)—)g =27 {ﬁ-gl;] r/=0 < 00. Also ¢, ||Vgll € L%(B), aber g ist in 0 nicht stetig. Idee: Mache g
auf B.(0) zu einer glatten Funktion g (¢ > 0). Betrachte dann die fiir n — co unbeschrénkte Funktion,
die man durch Verschieben von §e(n) um (n,0) bekommt fiir e(n) — 0. Details: Zuerst schneiden wir g
auBerhalb einer Kugel ab und setzen durch 0 auf R? fort. Z.B. tut es § : R? — R, j(z) = cos(n||z))? g(ll=]l)
fiir = € B und = 0 sonst. Weil §(r) fiir 7 = % eine doppelte Nullstelle hat, ist g auf R? \ {0} stetig
differenzierbar. Nun modifizieren wir g, so dass die Funktion auch in 0 stetig differenzierbar ist. 7. :
[0,00) = R, 7e(r) = o=r? + § fir v <&, 7e (r) = r sonst, z.B. ist stetig differenzierbar und durch § von
unten beschrénkt, so dass es das ||z|| in den Logarithmen in g ersetzen kann: Fiir hinreichend kleines € > 0
erhilt man eine stetig differenzierbare Funktion ge : R2 — R, je(z) = cos(r||z(|)? loglog ;E(%m- firze B
und 0 sonst. Nach Konstruktion sind |ge| < g, [Vl < Vgl auf B, so dass Jo2 18e1? < [ 9% < o0,

fRz ”Vgs“2 < fB HV9“2 < co. Weil g.(0) — oo fir e — 0, hat f(z) = Z;ozl #gs(n)(x - (’I"L,O)) mit

4 (“%@}
ldee: f

loglogs(n)
=l )

h\é‘tﬁ_l\m_ e,:}l\#\\v‘ h_\:‘%‘ @é\ 6 éj;b %?éﬁp@}




