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6. Übungsblatt zu Mathematik für Physiker I — Lösungshinweise

Aufgabe 14:

a) Die sogenannten Kugelkoordinaten im R
n, n ≥ 2, sind durch folgende Transformation gegeben:

T (r, ϕ1, . . . , ϕn−1) =

























r cos(ϕ1)
r sin(ϕ1) cos(ϕ2)
...
r sin(ϕ1) sin(ϕ2) · · · sin(ϕk−1) cos(ϕk)
...
r sin(ϕ1) sin(ϕ2) · · · sin(ϕn−2) cos(ϕn−1)
r sin(ϕ1) sin(ϕ2) · · · sin(ϕn−2) sin(ϕn−1)

























.

T ist ein C1–Diffeomorphismus von (0,∞) × (0, π)n−2 × (0, 2π) auf R
n \ {x ∈ R

n : xn−1 ≥ 0, xn = 0}.
Zeigen Sie, dass die zugehörige Jacobi–Determinante rn−1 sin(ϕ1)

n−2 sin(ϕ2)
n−3 · · · sin(ϕn−2) ist.

Wir schreiben cj := cos(ϕj), sj := sin(ϕj) sowie für die Determinante der Jacobimatrix

Dn
r,ϕ1,...,ϕn

:= det



















c1 −rs1 0 · · · 0
s1c2 rc1c2 −rs1s2 0 · · · 0

s1s2c3 rc1s2c3 rs1c2c3 −rs1s2s3 0 · · · 0
...

...
...

s1s2 · · · sn−2cn−1 rc1s2 · · · sn−2cn−1 · · · · · · −rs1s2 · · · sn−2sn−1

s1s2 · · · sn−2sn−1 rc1s2 · · · sn−2sn−1 · · · · · · rs1s2 · · · sn−2cn−1



















.

Entwickeln nach der 1. Zeile liefert

Dn
r,ϕ1,...,ϕn−1

= c1 det















rc1c2 −rs1s2 0 · · · 0
rc1s2c3 rs1c2c3 −rs1s2s3 0 · · · 0

...
...

rc1s2 · · · sn−2cn−1 · · · · · · −rs1s2 · · · sn−2sn−1

rc1s2 · · · sn−2sn−1 · · · · · · rs1s2 · · · sn−2cn−1















+ rs1 det















s1c2 −rs1s2 0 · · · 0
s1s2c3 rs1c2c3 −rs1s2s3 0 · · · 0

...
...

s1s2 · · · sn−2cn−1 · · · · · · −rs1s2 · · · sn−2sn−1

s1s2 · · · sn−2sn−1 · · · · · · rs1s2 · · · sn−2cn−1















.

Determinanten sind linear in jeder Spalte, also können wir im ersten Summanden rc1 und im zweiten



Summanden s1 aus jeweils der ersten Spalte als Vorfaktor vor die Determinante ziehen.

Dn
r,ϕ1,...,ϕn−1

= rc2
1 det















c2 −rs1s2 0 · · · 0
s2c3 rs1c2c3 −rs1s2s3 0 · · · 0

...
...

s2 · · · sn−2cn−1 · · · · · · −rs1s2 · · · sn−2sn−1

s2 · · · sn−2sn−1 · · · · · · rs1s2 · · · sn−2cn−1















+ rs2
1 det















c2 −rs1s2 0 · · · 0
s2c3 rs1c2c3 −rs1s2s3 0 · · · 0

...
...

s2 · · · sn−2cn−1 · · · · · · −rs1s2 · · · sn−2sn−1

s2 · · · sn−2sn−1 · · · · · · rs1s2 · · · sn−2cn−1















= r(c2
1 + s2

1) det















c2 −rs1s2 0 · · · 0
s2c3 rs1c2c3 −rs1s2s3 0 · · · 0

...
...

s2 · · · sn−2cn−1 · · · · · · −rs1s2 · · · sn−2sn−1

s2 · · · sn−2sn−1 · · · · · · rs1s2 · · · sn−2cn−1















.

Nachdem wir auch die s1 der Spalten 2 bis n−1 vor die Determinante gezogen haben, folgt mit s2
1+c2

1 = 1

Dn
r,ϕ1,...,ϕn−1

= rsn−2
1 det















c2 −rs2 0 · · · 0
s2c3 rc2c3 −rs2s3 0 · · · 0

...
...

s2 · · · sn−2cn−1 · · · · · · −rs2 · · · sn−2sn−1

s2 · · · sn−2sn−1 · · · · · · rs2 · · · sn−2cn−1















= rsn−2
1 Dn−1

r,ϕ2,...,ϕn−1
,

wobei Dn−1
r,ϕ2,...,ϕn−1

die Jacobi–Determinante der n − 1–dimensionalen Transformation ist (mit Varia-

blennnamen ϕ2, . . . , ϕn−1 statt ϕ1, . . . , ϕn−2). Iteration liefert Dn
r,ϕ1,...,ϕn−1

= rn−2sn−2
1 · · · sn−2D

2
r,ϕn−1

,

und da D2
r,ϕn−1

= det

(

cn−1 −rsn−1

sn−1 rcn−1

)

= r, folgt die Behauptung.

b) Für n ≥ 3 sei λn = inf06=u∈X
‖∇u‖2

2

‖u‖2
2n

n−2

, wobei X für den Unterraum der C∞(Rn, R)–Funktionen u steht,

für die es ein ε > 0 gibt mit ‖x‖(n+ε−2)/2u(x), ‖x‖(n+ε)/2‖∇u(x)‖ → 0 für ‖x‖ → ∞. Man kann zeigen,
dass das Infimum von einer positiven rotationssymmetrischen Funktion umin ∈ X angenommen wird.
Setzen Sie z = ln(‖x‖) und Φ(z) = ‖x‖(n−2)/2 u(‖x‖) für rotationssymmetrische u = u(‖x‖) und zeigen

Sie λn = π
(

2
Γ( n

2 )

)2/n

min0 6=Φ∈Y F (Φ) für F (Φ) =
‖∂zΦ‖2

2+
(n−2)2

4 ‖Φ‖2
2

‖Φ‖2
2n

n−2

. Y bezeichnet den Vektorraum

aller Funktionen, die man aus den rotationsinvarianten Funktionen in X durch obige Transformationen
erhält.

Zum Nenner: ‖u‖
n−2
2n
2n

n−2

=
∫

Rn dx |u(‖x‖)| 2n
n−2 =

∫ π

0
dϕ1 · · ·

∫ π

0
dϕn−2

∫ 2π

0
dϕn−1

∫ ∞

0
dr rn−1 |u(r)| 2n

n−2 =

Cn

∫ ∞

0
dr rn−1 |u(r)| 2n

n−2 mit den Kugelkoordinaten aus a) und Cn =
∫ π

0
dϕ1 · · ·

∫ π

0
dϕn−2

∫ 2π

0
dϕn−11.

Substituiert man z = ln(r), d.h. dz = dr
r , so ist der Nenner ‖u‖2

2n
n−2

= C
n−2

n
n

{

∫ ∞

0
dr rn−1 |u(r)| 2n

n−2

}
n−2

n

=

C
n−2

n
n

{

∫ ∞

−∞
dz |Φ(z)| 2n

n−2

}
n−2

n

= C
1− 2

n
n ‖Φ‖2

2n
n−2

mit Φ(z) = r(z)
n−2

2 u(r(z)).

Für das Volumen der Einheitskugel, d.h. u = χB1(0), wissen wir
∫

Rn dx u(x) =
∫

B1(0)
dx = m(B1(0)) =

2πn/2

nΓ( n
2 ) . Andererseits ist dies in Kugelkoordinaten = Cn

∫ 1

0
dr rn−1 = Cn

n . Also Cn = 2πn/2

Γ( n
2 ) .

Für den Zähler benötigt man den Gradienten rotationssymmetrischer Funktionen u(r), r = ‖x‖, in
Kugelkoordinaten. Mit Kettenregel ∂xi

u(r) = ∂r
∂xi

∂ru(r) = xi

r ∂ru(r), da ∂r
∂xi

= ∂xi

√

x2
1 + · · · + x2

n =



xi√
x2
1+···+x2

n

= xi

r . Also ‖∇u(r)‖2 =
∑

i(∂xi
u)2 =

∑

i
x2

i

r2 (∂ru(r))2 = (∂ru(r))2. Für z = ln(r) hat man

∂z = ∂r
∂z ∂r = r∂r. Φ(z) = r(z)

n−2
2 u(r(z)) ergibt ‖∇u‖2

2 =
∫

Rn dx ‖∇u‖2 = Cn

∫ ∞

0
dr rn−1 (∂ru)2 =

Cn

∫ ∞

0
dr rn−1

{

(2−n)
2 r−

n
2 Φ2(z(r)) + r

2−n
2 ∂rΦ(z(r))

}2

= Cn

∫ ∞

0
dr
r

{

(2−n)2

4 Φ2(z(r)) + (r∂rΦ(z(r)))2
}

+

(2−n)Cn

∫ ∞

0
dr Φ ∂rΦ. Wegen

∫ ∞

0
dr Φ ∂rΦ = 1

2

[

Φ2
]∞

r=0
verschwindet der letzte Term, da Φ(z(0)) = 0

(u ist beschränkt in 0, also verschwindet dort Φ = r
n−2

2 u(r)) und mit r(n+ε−2)/2u(r) auch Φ im Unendli-

chen gegen 0 strebt. D.h. ‖∇u‖2
2 = Cn

∫ ∞

−∞
dz

{

(2−n)2

4 Φ2(z) + (∂zΦ(z))2
}

= Cn
(n−2)2

4 ‖Φ‖2
2 +Cn‖∂zΦ‖2

2.

Insgesamt λn = inf0 6=u∈X
‖∇u‖2

2

‖u‖2
2n

n−2

= C
2/n
n min0 6=Φ∈Y

‖∂zΦ‖2
2+

(n−2)2

4 ‖Φ‖2
2

‖Φ‖2
2n

n−2

.

c) Versieht man Y mit der Norm ‖Φ‖Y = ‖Φ‖2 + ‖∂zΦ‖2 + ‖Φ‖ 2n
n−2

, so ist Y nicht vollständig. Mit

Y bezeichnen wir den Banachraum aller Funktionen, die man als Grenzwert von Cauchyfolgen in Y

bezüglich ‖ · ‖Y erhält. Zeigen Sie min0 6=Φ∈Y F (Φ) = min06=Φ∈Y F (Φ).

Wegen Y ⊂ Y ist min0 6=Φ∈Y F (Φ) ≥ inf0 6=Φ∈Y F (Φ). Sei 0 6= Φ ∈ Y . Nach Definition von Y gibt es eine
Folge {Φj}j∈N in Y , die gegen Φ konvergiert, d.h. ‖Φ−Φj‖Y = ‖Φ−Φj‖2+‖∂z(Φ−Φj)‖2+‖Φ−Φj‖ 2n

n−2
→

0 für j → ∞. Daher folgt aus ‖Φ‖2−‖Φj−Φ‖2 ≤ ‖Φ+Φj−Φ‖2 = ‖Φj‖2 ≤ ‖Φ‖2+‖Φj−Φ‖2, dass ‖Φj‖2 →
‖Φ‖2 für j → ∞. Mit derselben Begründung ‖Φj‖ 2n

n−2
→ ‖Φ‖ 2n

n−2
und ‖∂zΦj‖2 → ‖∂zΦ‖2. Da Φ 6= 0, also

‖Φ‖ 2n
n−2

6= 0, sagen die Rechenregeln für Folgen F (Φj) =
‖∂zΦj‖

2
2+

(n−2)2

4 ‖Φj‖
2
2

‖Φj‖2
2n

n−2

→ ‖∂zΦ‖2
2+

(n−2)2

4 ‖Φ‖2
2

‖Φ‖2
2n

n−2

=

F (Φ). Daher ist inf0 6=Φ∈Y F (Φ) nicht < min06=Φ∈Y F (Φ), d.h. min0 6=Φ∈Y F (Φ) = inf06=Φ∈Y F (Φ). Ein Mi-

nimum Φmin ∈ Y der linken minimiert wegen Φmin ∈ Y ⊂ Y auch die rechte Seite, d.h. das inf ist ein min.

d) F : Y → R ist in einer Umgebung des Minimums differenzierbar. Das Minimum wird von den Lösun-
gen Φmin ∈ Y der Euler–Lagrange–Gleichung DΦF (Φmin) = 0 (∀Φ ∈ Y ) angenommen. Zeigen Sie, dass

Φmin ∈ Y diese Gleichung genau dann löst, wenn −∂2
zΦmin + (n−2)2

4 Φmin − λΦα
min = 0 für gewisse (von

Ihnen zu bestimmende) λ, α ∈ R gilt. Finden Sie ein Φmin ∈ Y , das zugehörige umin ∈ X sowie λn.

C
−2/n
n DΦF (Φmin) = C

−2/n
n ∂ε|ε=0F (Φmin + εΦ) = ∂ε|ε=0

∫

dz (∂z(Φmin+εΦ))2+
(n−2)2

4

∫

dz (Φmin+εΦ)2

{

∫

dz |Φmin+εΦ|
2n

n−2

}
n−2

n

für

Φ ∈ Y nach Definition. Ableitung des Zählers Zε: ∂ε|ε=0{
∫

dz (∂z(Φmin + εΦ))2 + (n−2)2

4

∫

dz (Φmin +

εΦ)2} =
∫

dz ∂ε|ε=0{(∂zΦmin)2 + 2ε(∂zΦmin)(∂zΦ) + ε2(∂zΦ)2} + (n−2)2

4

∫

dz ∂ε|ε=0{Φ2
min + 2εΦminΦ +

ε2Φ2} = 2
∫

dz {(∂zΦmin)(∂zΦ)+ (n−2)2

4 ΦminΦ} =: Z ′
0. Ersten Term partiell integrieren (Randterme ver-

schwinden wie in b)):
∫

dz {(∂zΦmin)(∂zΦ) = −
∫

dz Φ∂2
zΦmin. Für den Nenner Nε mit Kettenregel und

Φmin > 0 (da laut b) umin > 0): ∂ε|ε=0

{

∫

dz |Φmin + εΦ| 2n
n−2

}
n−2

n

= n−2
n

{

∫

dz |Φmin|
2n

n−2

}
n−2

n −1
∫

dz ∂ε|ε=0|Φmin+

εΦ| 2n
n−2 = 2

{

∫

dz Φ
2n

n−2

min

}
n−2

n −1
∫

dz Φ
2n

n−2−1

min Φ = N− 2
n−2

∫

dz Φ
n+2
n−2

min Φ =: N ′
0. Insgesamt mit Quotienten-

regel also 0 =! C
−2/n
n DΦF (Φmin) = N0

N2
0

Z′

0−
Z0
N0

N ′

0

N0
= 2N0

N2
0

∫

dz Φ

{

−∂2
zΦmin + (n−2)2

4 Φmin − Z0

N
1+ 2

n−2
0

Φ
n+2
n−2

min

}

.

Da dies für alle Φ ∈ Y = 0 gilt und {· · · } eine stetige Funktion von z ist, folgt wie in der Übung {· · · } = 0,
also die DGL aus der Aufgabenstellung mit λ = Z0

N
1+ 2

n−2
0

, α = n+2
n−2 . Die Umkehrung gilt auch: {· · · } = 0

impliziert
∫

dz Φ{· · · } = 0 ∀Φ ∈ Y , und partielles Integrieren im ersten Term liefert DΦF (Φmin) = 0 für

Φ ∈ Y . Wenn Sie λ = λ(Φmin) stört, ersetzen Sie Φmin durch λ
−1
1−α Φmin. Sie erhalten dann die Gleichung

mit λ = 1, und da F (λ
−1
1−α Φmin) = F (Φmin) bekommen Sie wieder ein Minimum von F . Die Gleichung er-

innert an eine Newtonsche Bewegungsgleichung, und es gibt verschiedene Wege, sie zu lösen. Wir integrie-
ren den Energiesatz (siehe z.B. Schulz, 7. von 10 Fällen) mit Randbedingungen (siehe b) ) Φmin(±∞) = 0,

∂zΦmin(±∞) = 0: p(Φmin) := ∂zΦmin, damit −pp′ + (n−2)2

4 Φmin − λΦα
min = 0, also 1

2 ∂Φmin
p2 =

(n−2)2

4 Φmin − λΦα
min oder p2 = (n−2)2

4 Φ2
min − 2λ

α+1Φα+1
min + C. Die Randbedingungen liefern C = 0. Daher




