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2. Ubungsblatt zu Mathematik fiir Physiker I — Ldsungshinweise

Aufgabe 3:

Es sei (X, A, n) ein endlicher Mafiraum und f : X — X eine maferhaltende Abbildung, also f~1(B) € A
und p(f~(B)) = u(B) fiir alle B € A. Sei A € A beliebig. Man zeige, dass dann p—fast jeder Punkt in
A unter Anwendung von f unendlich oft nach A zuriickkehrt, d.h. mit f' = f, f* = fof*~! (n € N5y)
gilt u{xr € A:3IN e NVn > N : f*(z) ¢ A}) =0.

Sei A, = Upe,, f*(A). Dann ist A; C A; und A; = fI7%(A;) (jeweils fiir j < 4), und daher p(4;)
w(A;) firi, j > 0.Da A C Ay, folgt A\ A,, C Ag\A,, sodass (beachte A,, C Ag) p(A\Ar) < u(Ag\A4,) =
w(Ag) — u(A,) = 0 fiir n > 0. Somit u(A\ A,) = 0 und daher u(A\(,—; An) = p(Ur—1(A\ 4,)) = 0.
A\, A, ist genau die oben angegebene Menge.

Aufgabe 4:

a) Fir (z,y) € R? und A C R? definiert man das Diracsche Punktmaf$ 6, durch 8,,(A) = 1, falls
(z,y) € A, und 0 sonst. Sei e > 0. Uberprifen Sie, ob . = &2 > ijen Oeiej ein Mafs auf der o-Algebra
aller Teilmengen des R? definiert. Sei Bp = {(z,y) € R? : |(z,y)|| < R} die Kreisscheibe um 0 mit
Radius R. Beweisen Sie y.(Br) —nR? = O(e) fiir e — 0 (u(Bgr) — mR? = o(¢) gilt auch, ist aber etwas
schwieriger). Zeigen Sie zusdtzlich lim._o fBR du: f = fBR dm f, falls f auf Bpr stetig ist.

82y ist ein MafB: &, , > 0 gilt nach Definition. Sind A; C R? paarweise disjunkt, so ist b2,y(U; 4j) =
> 6z,y(A;), da beide Seiten = 1 sind, falls (z,y) € A; fiir ein j, und = 0 sonst. Auch p. ist ein Maf:
pe > 0 folgt aus der entsprechenden Eigenschaft von 4, ,. Die o—Additivitét ergibt sich aus dem Doppel-
reihensatz (Satz 8 in Kapitel II, Abschnitt 7 in Eschers ,, Analysis I“~Vorlesung): Da die Summanden > 0
sind, garantiert dieser fiir A C R? die Unabhingigkeit der Doppelreihe 27 jez Ociyej (A) von der Reihen-
folge der Summanden. Seien {(zx,yx)}ren eine beliebige Aufzéihlung von (¢Z)? und A; C R? paarweise
disjunkt. Dann ist ME(U]‘ Aj) = 30 du (UJ Aj) =23, Zj Oz ,yi (A7) = Zj €230k Oan e (45) =
> 1=(A;) nach o—Additivitdt von d;, 4, und einer weiteren Anwendung des Doppelreihensatzes.

Wir zeigen p1(B,) — mr? = O(r) fiir r — co. Die Aussage folgt dann, indem man r = R/e setzt. Je-
dem Gitterpunkt (i,j) € Z? ordnen wir das Einheitsquadrat im R? mit der siidwestlichen Ecke (i, 5)
zu. Ist i? + j2 < 12, so ist das zugehorige Einheitsquadrat im Kreis mit Radius 7 4 /2 enthalten, also
p1(By) < m(r++/2)? fiir r > 0. Wenn das Einheitsquadrat zu (7, j) den Kreis vom Radius r —+/2 beriihrt,
so gilt 2 + j2 < r2, so dass u1(B,) > 7(r — +/2)2. Insgesamt folgt |u1(B,) — 7r?| < 2m(1 4+ v/2r) fiir
r > 0.

Diesmal ohne Reskalierungen: Sei Q5; = {(z,y) € Br 1 i < x < e(i+1),ej <y < e(j + 1)} Ist
[ auf Bp stetig, so gibt es zu jedem 7 > 0 ein § > 0, so dass |f(z,y) — f(ei,ej)| < % fiir alle
e < 0 und (z,y), (¢i,ej) € Qf;. Da f und der Betrag | - | stetig und m(Bgr) < oo, sind f, konstan-
te Funktionen sowie |f — f(ei,ej)| nach Lemma 2.4 messbar und nach Lemma 2.11a in L!(Bg), erst

recht also in L1( 7;)- Obige Abschitzung und Lemma 2.11c geben an dm|f — f(ei,ej)| < %

sofern Q5; N dBr = . Setzt man f(x,y) = 0 fiir (z,y) € R*\ Bg, so folgt aus der Dreiecksunglei-
chung bzw. Lemma 2.18a | [, dm f—¢® 3, ycp, f(eief)| <32, Q5,n0Br=0 foj dm |f—f(ei,ef)|+

. . . (@Q3;) .
D Q5,NOBRAD {foj dm|f| + EQ\f(sz,sjﬂ}. Der erste Term ist nach obigem < 3, ; m:RZJ = 7. Die

Summanden im zweiten Term lassen sich durch 2¢? supg,, | f| abschétzen, und sz Q2,NOB R0 g2 ist die

Fléche einer aus Quadraten der Kantenléinge ¢ zusammengesetzten Menge C A := {(x,y) : ||(z,y)| €



[R — V/2¢, R + /2¢]}. Daher ist der zweite Term kleiner als 2supp,, |f| mal m(A) < (2v/2¢) x (27(R +
V2¢)) =: C(¢). Insgesamt |fBR dm f — €2 Deicyenn 1€l ed)| <n+2C(e) supp,, |f] fiir alle n > 0 und
e < 6. C(e) — 0 fiir e — 0 gibt nun lims_,ofBR du. f = fBR dm f.

Kiirzer geht es mit dem Satz 2.21 von der dominierten Konvergenz: Setzt man wieder f = 0 auflerhalb
von Bp und definiert f.(z,y) = f(ei,ej) fir ei <z < e(i+1),ej <y < e(j+1), so0ist f. € L
(wie oben oder nach 2.18b) und konvergiert fiir jede Nullfolge {ex}jen C (0, 00) punktweise gegen f auf
Bpy, (v > 0). Da |f| beschrinkt ist und die gleich einer oberen Schranke gewihlte konstante Funktion
in L'(Br+y) liegt, folgt mit Satz 2.21: [, dm f = meu dm f = limy, me” dm f.,. Ausrechnen des

Integrals iiber die einfache Funktion f., gibt fiir die rechte Seite limy &7 Z(aki,akj)eBRer f(ext, erg) fiir
alle v > 0 und jede Nullfolge {e}. Damit folgt die Behauptung.

b) Eine diinne Membran sei am Rand des Quadrats 0 < z,y < L fest eingespannt. IThre Schwingungs-
moden Asin(k,z)sin(kyy) sind durch die Wellenvektoren (ky,k,) bestimmt. Welche Werte kionnen k,
und k, annehmen? Wie verhdlt sich die Anzahl der (linear unabhingigen) Moden mit ||(ks, ky)|| < k fir
k — oo (L fest) bzw. fir L — oo (k fest)?

Da die Membran am Rand eingespannt ist, muss sin(kgyx)sin(kyy) dort verschwinden. Also kg, k, €
Z N5o. Die Anzahl der Moden ist nach a) ein Viertel der Kreisfliiche (mal e72 = %) minus der 2 £ 2k —1

nichtvorhandenen Moden mit k, = 0 oder k, = 0. Also = % (i—; k% — 2 % 2k + o(L) bzw. o(k)) =

% — LE 4 o(L) bzw. o(k). Die Aufgabenstellung hat von Ihnen natiirlich nur die Bestimmung bis
auf O(L) bzw. O(k) verlangt. Auch in n Dimensionen und fiir relativ allgemeine Gebiete gilt, dass der
fithrende Term in k& nur vom n—dimensionalen Volumen der Membran und der zweite nur vom (n — 1)—

dimensionalen Volumen des Randes sowie den Randbedingungen abhéngt.
Aufgabe 5:

a) Es sei f: R" — R™ Lipschitz—stetig, d.h. es gebe ein L > 0 mit || f(x) — f(y)|| < Lljxz — y|| fir al-
le xz,y € R™. Beweisen Sie: Ist N C R™ eine Nullmenge, so ist auch das Bild f(N) C R™ eine Nullmenge.

L bezeichne die Lipschitz—Konstante von f, und es sei C,, > \/nL fest. Zu zeigen ist: Zu jedem € > 0
gibt es eine Uberdeckung der Menge f(IV) aus abzéhlbar vielen offenen Elementarmengen B;, so dass

Yjoim(B)) <e.
Sei also € > 0 gegeben. Da N als Nullmenge vorausgesetzt ist, gibt es eine Uberdeckung von N aus
oo

£ Indem man jedes der
= 2Cn

I; durch eine I; tiberdeckende Vereinigung offener n—dimensionaler Wiirfel (d.h. offene Intervalle mit
gleichlangen Seiten) approximiert, findet man eine Uberdeckung von N durch abzihlbar viele offene

abzdhlbar vielen offenen n—dimensionalen Intervallen I; und Zm([ i) <

£
cr

n

Wiirfel @Q; der Kantenldngen [; mit Z m(Q;) <
j=1

A; die Bildmenge f(N). Da f Lipschitz-stetig ist und |z1 — z2|| < /nl; fiir alle 21,22 € Q;, haben je

zwei Punkte in A; einen Abstand < Ly/nl;. Daher sind die A; in offenen Wiirfeln B; der Kantenléngen

Cyl; enthalten, und f(N) C U(;; B;. Man bekommt: Z]Oil m(B;) < Cp Zjoil m(Q;) < e.

Es sei A; := f(Q;). Dann iiberdecken die Mengen

b) Sei G = {(x, f(x)) : € R} C R? der Graph einer Lipschitz—stetigen Funktion f : R — R. Zeigen Sie,
dass G messbar ist, und berechnen Sie p(G).

Nach Stundeniibung ist D = {(z,0) : # € R} C R? eine Nullmenge. Mit f ist auch f : R? — R2

flz,y) = (x, f(z)), Lipschitz—stetig und G = f(D) nach a) somit ebenfalls eine Nullmenge.



