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1. Ubungsblatt zu Mathematik fiir Physiker I — Losungshinweise

Aufgabe 1:

a) In diesem Semester michte Herr Scholz die (Matrikelnummern der) 90 neuen Erstsemester auf 36
kleine Projekte Py, ..., Psg aufteilen. Am liebsten hdtte er nur Zweiergruppen, aber die grofie Teilneh-
merzahl zwingt thn dazu, auch Dreiergruppen zu bilden. Wieviele Mdglichkeiten hat er, die Studenten auf
Py, ..., P3g zu verteilen, so dass die Hdlfte der Projekte von je zwei und die andere Hilfte von je drei

Studenten bearbeitet wird?
Es gibt (?g) (920) (828) (526) (534) (531) (g) = 183,61'8, % ~ 5.064382154 x 1028 Moglichkeiten. Der
erste Faktor zdhlt die Moglichkeiten, 18 der 36 Projekte fiir Zweiergruppen auszuwéhlen, der zweite
Faktor die verschiedenen Zweiergruppen fiir das erste Zweierprojekt, der dritte dann die verbleibenden

Moglichkeiten fiir das zweite Zweierprojekt usw. bis alle Studenten verteilt sind.

b) Nach einer langen Nacht macht sich Herr B. vom Oktoberfest (x = 0) auf den Weg nachhause. Da er
schon etwas wackelig auf den Beinen ist, schafft er nur mit Wahrscheinlichkeit % einen grofsen Schritt
(Linge 1) nach vorne. Mit derselben Wahrscheinlichkeit setzt sein Fuf8 in der entgegengesetzten Rich-
tung auf (ebenfalls Schrittlinge 1). Auch am neuen Ort x = 1 bzw. x = —1 bestimmt der Zufall seinen
Weg etc. bis er nach k Schritten am Punkt x(k) einschlift. Berechnen Sie (x(k)) und (x(k)?). Wie oft
erwarten Sie ihn fir k — oo an seinem Ausgangspunkt zurick?

Da Schritte nach vorne und hinten gleichwahrscheinlich sind und Herr B. bei x = 0 startet, ist das
Problem symmetrisch unter x — —z, d.h. Vertauschung von ,, Vorne“ und ,,Hinten*. Daher ist die Wahr-
scheinlichkeit p(x(k) = j), Herrn B. bei z(k) = j zu finden, gleich der Wahrscheinlichkeit p(z(k) =
—j), ihn bei z(k) = —j zu finden (zur Not per Induktion). Daher (z(k)) = ;5 ip(z(k) = j) =
Yo tip(a(k) =j) — jpla(k) = —j)} = 0.

(z(k)?) berechnen wir wie in der Ubung: x(k)? = (x(k— 1):|:1) =z(k—1)? :|:2x(k: 1)+1 + und — jeweils
mit Wahrscheinlichkeit 1. Wie in der Stundeniibung folgt (z(k)?) = 1 ((x( )+ 2(x(k—1))+1)+

L ((z(k —1)%) — 2(z(k — 1)> +1) = (z(k — 1)%) + 1. Aus (z ( ) ) =0 erglbt smh somit per Induktion
(x(k)?) = k.

Ist B. nach k Schritten am Ursprung x = 0, so hat er jeweils g Schritte vor- bzw. riickwérts ge-
macht. Insbesondere muss k eine gerade Zahl sein. Die Anzahl der Wege, die nach &k = 2n Schrit-
ten am Ursprung enden, ist gleich der Zahl der Moglichkeiten, n Vorwértsschritte auf insgesamt 2n
Schritte zu verteilen: (2:) Da die Wahrscheinlichkeit eines jedes einzelnen Weges aus 2n Schritten
gleich ﬁ ist, erhdlt man fiir die Wahrscheinlichkeit ps,, nach 2n Schritten bei x = 0 zu sein, somit
p2n = ( Wahrscheinlichkeit eines Weges aus 2n Schritten ) x ( Anzahl Wege mit #(2n) =0 ) = 55 (2")

n
Fiir ungerade k ist pr = 0. Der Erwartungswert dafiir, wie oft B nach k£ Schritten bei x = 0 war, ist also
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Aufgabe 2

Wir betrachten die Gruppe G der Drehungen des R? um den Ursprung. Fiir eine Drehung g € G und
(z,y) € R? bezeichne g(x,y) den gedrehten Vektor. Ist M C R?, so sei gM = {g(z,y) : (z,y) € M}.



Da Drehungen Abstinde erhalten, bildet G den Einheitskreis S' auf sich ab, d.h. gS* = St fiir alle g € G.

a) Man zeige, dass
(x,y) ~ (u,v) = es existiert eine Drehung g um einen rationalen Winkel mit g(z,y) = (u,v)
fiir (z,y), (u,v) € S* eine Aquivalenzrelation auf S* definiert.

gs € G bezeichne die Drehung um den Winkel ¢.

1.) ~ ist reflexiv: (z,y) ~ (x,y), da (z,y) = go(z,y) und 0 € Q.

2.) ~ ist symmetrisch: Ist (x,y) ~ (u,v), so existiert ¢ € Q mit (u,v) = g4(x,y) und daher (z,y) =
95 (4, ) = 9o (, ). Folglich (u,v) ~ (z,1).

3.) ~ ist transitiv: Gilt (z,y) ~ (u,v) und (u,v) ~ (w,z), so gibt es ¢1, P2 € Q mit (u,v) = gg, (z,y),
(U},Z) = G¢2 (UJU)' Also ist (wvz) = 942961 (l‘,y) = Yp1+9¢2 (3372/) Da ¢1 + ¢2 € Q, folgt (x,y) ~ (w, 2).

b) Finden Sie mit Hilfe des Auswahlazioms Teilmengen M; C S' und g; € G, j € N, mit M; N M; = ()
fir i # j und S' = ;cy Mj = Ujen 92)M2j = U,jen 92541 Maj41.

[z,y] bezeichne die Aquivalenzklasse von (x,y) € S' beziiglich der Aquivalenzrelation ~ aus a). Sei
S = {[z,y] : (x,y) € S'} die Menge aller Aquivalenzklassen. Nach Auswahlaxiom existiert M C S*,
so dass aus jeder Aquivalenzklasse genau ein Reprisentant Element von M ist. Sei ¢1, ¢9,... € Q eine
Aufzéhlung der rationalen Zahlen und M; = g4, M. Nach Definition von M unterscheiden sich die Ele-
mente in M um irrationale Drehungen, so dass M; N M; = 0 fiir i # j. Ist (z,y) € S', so enthélt M
nach Definition genau ein (u,v) € S* mit [z,y] = [u,v] bzw. (u,v) ~ (z,y). Also existiert 5 € N mit
(2,9) = 9o, (u,v), d.h. (2,y) € gy, M = Mj, und somit {J;y M; = S*. Definiert man gaj11 = g, 94;21j+1’
so ist 92j+1M2j+1 = Mj und damit Sl = UjEN Mj = UjEN g2j+1M2j+1. Analog Sl = UjENg2jM2j fiir

-1
925 = g¢7 g(sz'

c) Es gibt keine auf allen Teilmengen von S definierte Funktion u mit Werten in [0, 00] und u(S') = 2,
die o—additiv (W(U;en My) = - en #(M;) fir alle M; C St mit M; " M; =0, i # j) und rotationsin-
variant (W(M) = u(gM) fir alle M C S* und alle g € G) ist.

Annahme: 3y mit den genannten Eigenschaften. Dann ist u(0) = 0, da u(S') = p(S* U U;en0) =
1(SY) 437w 11(0) oder 375 pu(B) = 0 (u(S') = 2m < ocl). Daher gilt auch u(AU B) = u(AUBU
Ujen 0) = 1(A) + u(B) + 32 ey #(0) = p(A) + p(B) fiir beliebige A, B C S*. Somit folgt nach b) 27 =
1(S) = 1(Ujen M) = 1(Ujen M2; UUjen Majr1) = i(Ujen Mag) + 1(Ujen Majr1) = 30 5en #(Maj) +
> jen M(Ma2j11). Wegen der Rotationsinvarianz ist dies = .oy p(g2jMaj) + 305 cn m(g2j+1M2541) =
11(Ujen 925 Maj) + (U e 92j+1Maj41) = p(S*) + u(S') = 47 Also 27 = 4w, Widerspruch!

d) FEs gibt keine auf allen Teilmengen von R definierte Funktion p mit Werten in [0, oo] und p([0,1]) =1,
die o—additiv und translationsinvariant (u(M) = p({m-+c:m € M}) fir alle M C R und alle c € R) ist.

Annahme: 3y mit den genannten Eigenschaften. Dann ist die Einschrankung plj,1) von p auf die Teil-
mengen von [0,1) invariant unter den Translationen modulo Z und wohldefiniert auf allen Teilmengen
von [0,1). Definiert man eine Bijektion j : S — [0,1) durch Polarkoordinaten j((cos(¢),sin(¢))) = %
fiir ¢ € [0,27), so erfiillt i = 27 p|jo,1) o j die Voraussetzungen von c). Widerspruch, da keine Funktion
mit den in ¢) genannten Eigenschaften existiert! Also existiert auch kein g mit den Eigenschaften der
Aufgabenstellung.



