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8. Übungsblatt zur Funktionalanalysis

Aufgabe 35 Punktauswertungen in Bergmannräumen
Betrachten Sie den Bergmannraum Ap, 1 ≤ p < ∞, aller holomorphen Funktionen f auf der Einheits-
kreisscheibe D = {z ∈ C : |z| < 1} mit

‖f‖p :=
(∫

D
|f(z)|p dz dz̄

)1/p

< ∞.

Ap ist ein Banachraum. Seien z0 ∈ D und n ∈ N. Man zeige, dass f 7→ ∂n
z f(z0) ein stetiges lineares

Funktional auf Ap definiert. Ist diese Abbildung sogar kompakt?

Hinweis: Cauchyscher Integralsatz.

Aufgabe 36

Sei K ∈ L(L2(0, 1)) definiert durch Kf =
∫ 1

0
k(·, s) f(s) ds, wobei

k(s, t) =

{
t(1− s), s ≥ t,

s(1− t), s < t.

Man zeige:

a) K ist kompakt und selbstadjungiert.

b) Ist f eine Eigenfunktion von K, so ist f ∈ C∞(0, 1), f(0) = f(1) = 0 und es gibt ein λ ∈ R mit
f ′′ + λ2f = 0.

c) σ(K) = {(nπ)−2 : n ∈ N} ∪ {0}, und alle Eigenräume sind eindimensional.

d) Eigenfunktionen zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal.

Aufgabe 37 Fitting–Zerlegung
Es seien T ∈ K(X), λ ∈ C und S = λId− T . Man zeige:

a) Es gibt ein n ∈ N, so dass ker Sn = ker Sn+1.

Sei n0 die kleinste natürliche Zahl mit obiger Eigenschaft.

b) Für alle k ∈ N ist kerSn0 = ker Sn0+k und kerSn0 is endlichdimensional.

c) Bild Sn0 ist abgeschlossen und X = Bild Sn0 ⊕ kerSn0 .

d) Sn0 : Bild Sn0 → Bild Sn0 ist ein Isomorphismus.

Aufgabe 38 ein kompakter Operator ohne Eigenwerte
Seien S, D ∈ L(`2(N)) definiert durch S(x1, x2, x3 . . . ) = (0, x1, x2, x3, . . . ) und D(x1, x2, x3 . . . ) =
(x1,

1
2x2,

1
3x3, . . . ). Man zeige: S ◦D ist kompakt, besitzt jedoch keinen Eigenwert.



Aufgabe 39 approximative Eigenwerte
Es seien A ∈ L(X), λ ∈ σ(A) und (λ−A)X dicht in X. Man zeige: Es gibt eine Folge {xn}n∈N ⊂ X mit
‖xn‖X = 1 für alle n ∈ N und ‖Axn − λxn‖X → 0 für n →∞.

Aufgabe 40 schwache und schwach–* Stetigkeit
Es seien X, Y normierte Räume und f : X → Y stetig. Beweisen Sie:

a) Es ist (X ′, σ(X, X ′))′ = X ′.

b) Die adjungierte Abbildung f ′ : (Y ′, σ(Y ′, Y ′′)) → (X ′, σ(X ′, X ′′)) ist stetig.

c) Sind X, Y reflexiv, so ist f ′ : (Y ′, σ(Y ′, Y )) → (X ′, σ(X ′, X)) genau dann stetig, wenn f ′ : (Y ′, σ(Y ′, Y ′′)) →
(X ′, σ(X ′, X ′′)) stetig ist.


