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7. Ubungsblatt zur Funktionalanalysis

Sei H ein Hilbertraum mit einer abzihlbaren Orthonormalbasis. Ein Operator A € L(H) heifit Hilbert—
Schmidt-Operator, falls eine Orthonormalbasis {e,, }nen von H mit |[A||%g == Y 0o || Aen||* < oo exis-
tiert. Der Raum aller Hilbert—Schmidt—Operatoren wird mit L£o(H) bezeichnet.

Hinweis: Die grundlegenden Figenschaften von Orthonormalbasen eines Hilbertraums, wie z.B. die Par-
sevalsche Gleichung, sind fiir alle folgenden Aufgaben wichtig.

Aufgabe 31 Hilbert—Schmidt—Operatoren I — Grundlegende Eigenschaften

Man zeige:

a) Sind {en }nen, {fn}nen Orthonormalbasen von H, so ist > oo [[Ae, | = 307 ) |A* ful|* und

n=0

S0 o llAenl|? = 3007 | Afy||?- Insbesondere héngt || Al gs nicht von der Wahl der Orthonormalbasis ab.
b) Es gilt || - | zzry < || - |2, () Insbesondere ist Lo(H) C L(H) abgeschlossen.

¢) Sind B € L(H) und A € L2(H), so sind AB, BA € L5(H). Hilbert—Schmidt-Operatoren bilden also
ein zweiseitiges Ideal in L(H).

d) Fiir N € N sei Ay € L(H) definiert durch Ayz = 22[:0@:,6")/16”. Ist A € Lo(H), so gilt ||[Axy —
All gy — 0 fiir N — oo, und somit ist A kompakt.

Aufgabe 32 Hilbert-Schmidt—Operatoren II — Beispiele

Man zeige:

a) Ist A € L(H) in der Orthonormalbasis {e, }nen diagonal, d.h. existieren \,, € C mit Ae,, = A\, e, fir
allen € N, soist A € Lo(H) < > 07 |An|* < 0o. Geben Sie einen kompakten Operator an, der nicht
Hilbert—Schmidt ist!

b) Es sei k € L*([0,1]?) und K € L£(L?([0,1]) definiert durch f fol k(-,y) f(y) dy. Man zeige
K € L2(L%([0,1])) und [|K |35 = fy fy [(z.y)|? do dy.

Hinweis: Verwenden Sie in Teil b) licber keine konkreten Funktionen als Orthonormalbasis von L*([0,1]?)/

Anmerkung: Es gilt auch die Umkehrung: Jeder Hilbert-Schmidt—Operator auf L*([0,1]), oder auf L*(X, p),
ist ein Integraloperator mit quadratintegrierbarem Kern.

Aufgabe 33 Hilbert—Schmidt—Operatoren III — Hilbertraumstruktur

Sei {ey, }nen eine Orthonormalbasis von H und (-, ) g : Lo(H) X Lo(H) — C definiert durch (A, By g :=
>0 o(Aey,, Bey). Man zeige:

a) (A, B) s ist unabhéngig von der Wahl der Orthonormalbasis.
b) (L2(H), (-, )ms) ist ein Hilbertraum.

Hinweis: In Teil b) ist insbesondere die Vollstindigkeit von Lo(H) zu zeigen. Dabei helfen evtl. 32a/b.



Aufgabe 34 Hilbert-Schmidt—Operatoren IV — Tensorprodukte von Hilbertrdiumen
Sind H, K Hilbertrdume, so definiert

N M
<Zhi®ki,2h;®k;> = > (hi, W) (ki k) (hai, b € H, ki K} € K)
=0 7=0 ,J

eine Prihilbertraumstruktur auf dem (aus der Linearen Algebra bekannten) Tensorprodukt H ® K, und
H®K bezeichne die Vervollstindigung von H ® K. Sind {en}tnen, {fn}tnen Orthonormalbasen von H
bzw. K, 50 ist {€n @ fm }(n,m)enxn eine Orthonormalbasis von H®K. Wie iiblich sei H' der zu H duale
Hilbertraum mit der dualen Orthonormalbasis e} := (-, e,). Zeigen Sie:

Die Abbildung
I:H'®H — Ly(H), T (Z anm €5 ® em> T = Zanme;(m) em (v€H),

definiert einen isometrischen Isomorphismus.

Hinweis: Die Isometrie sollte einfach sein. Die Surjektivitit folgt aus der Dichtheit der Operatoren x +—
Zn’m anmer () e, mit endlichdimensionalem Bild in Lo(H).



