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6. Ubungsblatt zur Funktionalanalysis

Aufgabe 31 Schwache Konvergenz in Hilbertrdumen
Sei H ein Vektorraum mit Skalarprodukt und || - || = (-,-)*/? die kanonische Norm. Zeigen Sie, dass eine
Folge x,, € H genau dann bzgl. der Norm | - || gegen « € H konvergiert, wenn ||z, | gegen ||z|| und fiir

alle y € H (y,x,) gegen (y,x) konvergieren.

Aufgabe 32 Approximationssatz von Runge

Es sei ) ein beschriinktes, einfach zusammenhéngendes Gebiet in C. Die folgenden Teilaufgaben zeigen,
dass sich jede holomorphe Funktion f auf Q gleichméfig auf kompakten Teilmengen beliebig genau durch
Polynome approximieren ldsst. Beweisen Sie also fiir jedes Kompaktum K C €Q:

a) f ldsst sich auf K gleichmiBig durch Linearkombinationen von (z — )}, z ¢ K, approximieren.
b) Ist |z| > max,ex |w|, so ldsst sich (z —-)~1 auf K gleichmissig durch Polynome approximieren.
Sei K zusitzlich einfach zusammenhingend, d.h. C\ K zusammenhiingend. Zeigen Sie:

c) Ist £ € C(K)" und £(p) = 0 fiir jedes Polynom p, so gilt £((z —-)~1) = 0 fiir alle z ¢ K.

d) Ist z ¢ K, so liisst sich (z — )71 auf K gleichmissig durch Polynome approximieren.

Aufgabe 33 Uberbestimmte Gleichungssysteme
Es seien A € K™*™ und b € K™ gegeben und m > n. Gesucht ist eine approximative Losung = € K"
der Gleichung Ax = b. Zeigen Sie, dass der quadratische Fehler ||b — Az||2 von einem eindeutigen x € K"

mit minimaler Norm ||z|l2 minimiert wird. Diese “Lésung” x berechnet sich als eindeutige Losung der
Normalengleichung AT Az = ATb in (ker A)*.

Hinweis: Fiir die Existenz einer Lisung bendtigen Sie ein y im Bild von A, so dass ||b—y|2 minimal ist.

Aufgabe 34 Multiplikationsoperatoren

a) Es sei ¢ € C(R) beschriinkt und My : L?(R) — L?*(R) der Multiplikationsoperator f — ¢f. Man zeige:
My ist invertierbar genau dann, wenn ¢! eine beschréinkte Funktion ist. Was ist o(M,)? Berechnen Sie
auch die Polarzerlegung von My sowie (MjMy)'/2,

b) Beantworten Sie alle Fragen aus Teil a), wenn (X, u) ein o—endlicher Mafiraum, ¢ € L*(X, ) und
My : L*(X, u) — L*(X,p) durch f — ¢f definiert ist.

Aufgabe 35
a) Es seien A, B stetige normale Operatoren auf einem Hilbertraum und B*A = AB*. Zeigen Sie, dass
fir alle u, A € C pA + AB normal ist.

b) Sei A ein stetiger linearer Operator auf einem Hilbertraum. Man zeige ||A|| = (sup o(A*A))'/2.

c) Betrachten Sie S! als Teilmenge {z € C : |z| = 1} von C. Geben Sie einen Isomorphismus von L?(S?1)
auf £2(Z) an und stellen Sie den Multiplikationsoperator M : L%(S') — L2(S1), (M f)(z) = (2 + 1) f(2)
auf £2(Z) durch eine unendliche Matrix dar.



