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§ 1 o-Algebren und Mafle

Def.:
X Menge, P(X) := Potenzmenge von X = {4; A C X}.

1) ¥ C P(X) heifit o-Algebra:<= (i) D e, (i) AeX = X\AeX

=1

Das Paar (X, Y) heifit dann Messraum.

2) (X, %), (X', X) Messrdaume.
f: X — X' heiBit messbar ;<= VA e X : f71(A) € X

Bemerkung Der Durchschnitt beliebig vieler o-Algebren ist wieder eine.
Wenn 7 C P(X), so ist daher X7 := () X die kleinste o-Algebra, die 7 enthalt.

So-Alg.
£oT

Y7 heilt von 7 erzeugte o-Algebra.

Bsp.: 1) (X,7) topologischer Raum. B(X) := ¥7 = kleinste o-Algebra, die alle offenen
Mengen enthélt, heifit Borel-o-Algebra.

2) (X1, Xs), (21, 39) Messrdume, 3 x Yo := {A; x Ay; A; € 3}, (Xy x Xy, Xg,«yx,) heiit
Produkt der Messrdume.

3) (X, %;) Messrdume, f: X; — Xy, g: Xy — X3 messbhar = g o f messbar.

Lemma 1
(XZ', 22) Messréiume, 1= 1,2, 22 = ET, f . X1 — XQ.
Dann gilt: f messbar <= VA € T : f7}(A) € X;.

Beweis: , = “ klar, <= 33 = {A € Xo; f7HA) € 21} ist o-Algebra, 7 C Y3 —
Yy C X3 = f messbar. O

Bsp.: XY topologische Rdume, f: X — Y stetig — f (Borel-)messbar.

Def.:

1) R :=RU{oo0, —0o} mit der von (a,o0],[~00,a), a € R, erzeugten Topologie. (Dann ist
B(R) = {A, AU {oo}, AU{—00}, AU {£o0}; A€ BR)}.)

2) (X, X) sei ein Messraum. B B
L(X):=L(X,Y):={f: X — R messbar bzgl. £, B(R)}.



Lemma 2 (X, Y) Messraum.
1) feL(X)<=VceR: {zeX; f(z)>c} e
2) f,g€ L(X), Re{<,<,=#} = {z€X; f(x)Ry(x)} € %;

3) f,g € LX) = fJTrg € L(X) falls iiberall definiert (wobei ¢ £ co = +oo fiir
c € R, 0o+ 00 = o0 etc.);
4) fr € LX) = sup frs mf fr, limsup fx(= inf sup f,,), liminf fx(= sup inf f,,) €
k=00 kom>k k—o00 K m=k
L(X).
Beweis:

1) nach Lemma 1, da {(c¢,]; ¢ € R} B(R) erzeugt;

2) {zeX; f(x }—U{:EGX f(z) <chn{z e X; g(z) > c} ete,;
3) {zeX; f(x)+g(x)>c}— {:EGX fl@)>d}n{z e X; g(x) >c—d};
4) {z € X; sgpfk(x)>c}:kL€JN{xeX; fr(z) > c} ete. O

Def.: R, :=[0,00] C R, (X,¥) Messraum.
1) ¥ — R, heifit (positives) Mal <= (i) u(0) = (i) A; € ¥, ¢ € N, mit
Vidji AN =0 = p(UA)= S uA) (30:=0etc)
(X, %, 1) heiit dann Maﬁrauirzl. - -

<.

2) A € ¥ heiBBt Nullmenge beziiglich p <= u(A) = 0.
3) Der MaBraum (X, 3, i) heiit vollstéindig :<—= VA Nullmenge: VB C A: B € X.

4) (X,%, p) MaBraum, Y € . Dann heifit der Mafiraum (Y, NP(Y), u}zﬂp(y))
——

=:ply
Einschréinkung von p auf Y.

Lemma 3 -
(X, 3, u) Mairaum, A; € ¥, i e N, A C Ay C - = u(lJ 4) = klim w(Ayg).

i=1



Beweis:

s

w Mafl

M<i§1Ai) = M<A1U(A2\A1)U(A3\A2)U ) 1

o k
IM(Ai\Az‘—l) = l}g&; (A \ Aica),

-

1=

H(Xk)
wobel Ag := () gesetzt wurde. O

Lemma 4 B B
(X, %, u) Mafiraum = 3 vollstandiger Mafiraum (X, X, 7) mit ¥ D ¥ und ﬂ}z = u, der
minimal ist.

Beweis:
XY= {AEP(X), 3A1,A2€22A1CACA2, ILL(AQ\Al):O},
:Y — Ry Ar— u(Ay), A; wie oben O

Def.: 7 wie oben heifit Vervollstandigung von .

1 : z€A

Bsp.: XMenge,xeX:>5x177(X)—>R+3A'—>{0 Lz d A

ges MafB. Es heiflit Punktmafl oder Diracmaf.

} ist ein vollstandi-

Satz 1 3; MaB X auf (R", B(R")) mit

Var <b €R, I=1,-,n: M]Jlab)) =[]0 —a).

=1 =1

Def.:
A heiBt Lebesgue-BorelmaB, seine Vervollstandigung A = B — R heifit Lebesguemaf.

Beweis von Satz 1

n k
a) F = {H[ahbl); a sz}, G :={U A4 Ay,-- A Ef}.
=1 i=1

k
Dann gilt VA€ G: 34, € F: A= |JA; (dh. Vi #j: A;NA; =0) und G ist ein Ring',

i=1 —
dh.0eG, ABeG — AUB, A\ B €G. (Vgl. Ubung 10)

k k
b) A\:G— R, : A=) A — > |A;| ist wohldefiniert
i:l\e;__'/ i=1

n n k m
(wobei | [T[ar, b)| = [T(bi — @)), denn A = (JA; = |J B; mit A;, B; € F
=1 =1 = =

i=1 7j=1

'hat mit den Ringen der Algebra nichts zu tun



e)

= A=JA, N B, mit A;N B; € F und daher
.J

k m ..
1= ] J 2 J=
Offenbar gilt
ACBegG = MA) <AB)und A,Be G, ANB=0 = MAUB) = X\(A)+ \(B).
A: G — R, ist ,o-additiv®, d.h.
A= JA;, A A €G = ANA) => A(A;), denn
i=1 1=1
Annahme: § := A(A) — > A(4;) > 0.
i=1
k k
i=1 =1

indukti ®
Dy i=CiN--NC SV \(Dy) > A(By) — 6(1 — 27%), denn
A(Dy) = A(C1) = A(By) — 16 und wenn @ gilt, folgt
A Dg+1) = MDyN Cpir) CBy
—

> AMBp) —8(1 = 27F) + \(Biy1) — 27716 — A\(By)

= A
daher ist A(Dy) > A(Bg) — 6(1 — 27%) > 6 — §(1 — 2-F) — 2-k§
= Dy #0; Dpy1 C Dy kompakt = (\ Dy #0

Es sei A* : P(R") — Ry : A — inf{i AM4;); A C U4, A; € G} und daher auch
i=1
i=1 i=1

Dann ist \*(0) =0und A C B = X*(A4) < X\*(B); weiters gilt \* (U B;) < > N (By)
i=1 i=1

fir BZ S P(Rn), denn BZ C UAZ] mit )\*(Bz) > Z A(AZJ) — 2_i€, g > 0,
J J
i ij i=1 i
k k
AeG = M(A)=\A), denn A= |JA, A € F = X (A) <3 |A] = A(A) und
i=1 =1

4



andererseits A C |J A, A, €G = A=(ANA)UAN A\ A)U---
i=1

)

Evg N -~ _
MA) = M(A4) > A(A). -

Weiters gilt: A € § —

VB € P(R"): \(B) =X (BNA)+ X(B\ A), denn

< gilt allgemein nach d) und > folgt aus

BcUA, 4ieG = S ANA) =2 [MANA)+A A\ A)] > M(BNA)+X*(B\A).
i i ~—— ——

)

€g €g
f) [*] gilt auch YA € B(R"), denn G erzeugt die o-Algebra B(R"),
G C ¥ :={ACR" [x]gilt} und ¥ ist eine o-Algebra, denn
Hhexy (i)AeX = R*"\AeX
(i) A;, A € ¥, BeP(R") = N(B)=X(BNA)+X(B\A)
EN(BNAINA) + X (BNA\ Ag) + A (BN A\ A1) + A (B )\ (A U Ay))

— X (BN (A UA)) O 5 A (BNAINA)+A (BNA\ Ay)+ A" (BN A\ Ay)+X*(0)
N—_— ——— ——

B 0
— M(B) 2N (BN (A UA)) + X (B\ (AUA)) = A UA X
(i) A € B 0 A1 = Ay AL = A\ Ay (= R\ (A U(R"\ 4y))),
Ag:Ag\(AlLJAQ),EZUHdVBEP(R”)
A(B) = (BN AY) + A(B\ 4))

——
= N (BN A,) + X (B\ (A] UAY)) ete.

— M (B) > i)\*(BﬁA;) (BN f_'j A, Yk

i=1

— 2(B) = S xBnA) B U A)

=1
>3(Bn U4
d) i=1
~———
A



und andererseits nach d) gilt allgemein
MN(B) < X(BNUYA)+ 2 (B\JA), d.h. also
N(B)=XBnUA)+*(B\UA) = UA,- e
g) A= \* ist ein Maf}, denn A = (JA; mit 4;, A € BR") = X\*(4) = Z A (A;),
=1

denn < gilt allgemein nach d) und > gilt nach . in f), wenn B = A, weil A dlsJunkt
— Al = A,.

B(R™)

h) Eindeutigkeit: \ sei ein zweites MaB auf B(R™) mit 5\} F=A

P
nach b) ist dann S\‘Q =
weiters ist VA € B(R") : A\(A)
AcC U4, 4, eG = XA

A(A), denn

MU A4) = X(ZEJIAZ- \ (AU - UA;))
=> AMA\ (A U= UAL)) < E AA) = 3D A(Ay)

— MA) < inf Z)\( ) = M (A) = \A).

AcU A,
A;€0

<
<

Wenn By := [-N,N)* € F, N € N fest, so ist fiir
A e B(R") : (2N)" = A(By) = M(AN By) + A(By \ 4)

(VAN (VAN
MANBy)  ABy\A)

@N)n
— MANBy) = AMAN By) und daher
A(A) i ]\}13(1)0 MANBy) = ]\}1—>H<1>o AMAN By) = AA). O

Bemerkungen 1) Der Beweisteil d) — g) zeigt, dass ein ,Pramaf“ y auf einem Ring G, d.h.
pw:G — Ry mit u(@) =0, pJA:) = u(A;), immer eine Fortsetzung zu einem Maf3 y auf

Y.g erlaubt. Wenn g ,,0- endlich® ist, d.h. 3By € G mit |J By = X und VN : u(By) < 00, S0
N

zeigt h), dass diese Fortsetzung eindeutig ist.
2) Nach d) gilt fiir A € B(R")

MA) = inf {3 |Ail; AcUA;, A€ F).
=1 7



Lemma 4

Speziell ist A Lebesgue-Nullmenge: Vg5 4 €B, MA)=0"E"ACB, BeB,

A(B) =0 <=2 Ve > 0: JIntervalle R; = ﬁ[al, bi] : ACJR;und Y |R;| < g, vgl. Skriptum

Analysis 3, S. 17. - i i

AuBerdem gilt (vgl. Analysis 3, S. 22) D quadrierbar <= 9D Lebesgue-Nullmenge — D =

DU(DNAD) € B und fiir eine Zerlegung Z gilt OD(Z) = Y [R|=A U R:) > D)
R;ND#D R;ND#)

———
oD

und ebenso UD(Z) < A(D) und daher |D| = inf OD(Z) = supUD(Z) = X(D).
3) Aus S. 4, d), sehen wir auch, dass fiir A € B gilt \(4) = inf{\(U); A C U,U C R offen}
(denn A; = [[lar, b)) € F = U; = [[(a—6;,b) D A; und M\(U;) < |A;|+e27° fiir geeignetes
=1 =1
6; > 0). Daraus folgt auch (vgl. Ubung 4)a))
AA) =sup{\(K); K C A, K kompakt}

und man nennt Mafle (auf Borel-o-Algebren) mit diesen 2 Eigenschaften regulér.

4) |D + x| = |D| und |f(D)| = |det f| - |D| fiir D quadrierbar, z € R", f € gl (R) (vgl.
Analysis 3). Wegen S. 4, d), folgt daraus A(A+z) = A(A), A\(f(A)) = |det fIN(A) fir A € B
(und ebenso fiir A, A € B). (Vgl. auch Satz 9, S. 30)

5) Wenn B C [0,1] mit R\ Q = {b+ Q;b € B} (als Faktorgruppe), so ist /B + ¢ = R.

qeQ
Wire B € B, so wiirde aus [0,1] € |JB+q¢q C [-1,2] folgen 1 < > X(B) <3 im
qe(@ﬂ[_lvl] quﬂ[_lvl]
: < 0 : MB)=0 . DY
Widerspruch zu >  A(B) = { - . Also ist B(R) # P(R).
€QN-1,1] oo : AB)>0

*Fiir ,,<=" nehme B = (|J R}, wobei A C JR¥, > |RF| < ¢, RF Int. = B € B(R")
k
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§ 2 Integration
Im Folgenden sei (X, X, 1) ein Mafiraum.

Def.:

1 : z€A
0 : zeX\A

charakteristische Funktion von A. (Offenbar ist x4 € L(X) <= A€ ¥.)

1) FﬁrACXheiﬁtXA:X—>R+:xl—>{

2) f: X — R, = [0,00] heiBt Elementarfunktion :<= (i) f messbar (i) f(X) ist
eine endliche Menge, d.h. f = > ayxa, mit A; € ¥, UA; = X, o; € Ry. Es sei

endlich

€ :={f: X — R, Elementarfunktion} C £(X)

k
3) Fir f =Y aixa, €€, a;, A; wie in 2), heifit

=1
k _
ffdM = fodM = fX f(z)du(z) = ;%M(Az’) eRy
Integral von f bzgl. pu (wobei 0- 00 :=0, ¢- 0o = oo fiir ¢ > 0)

Lemma 5 B
frgel, aeR,, Acy =

a) [xadp=p(A) b)) [(f+ag)du= [fdu+a[gdu
¢) f<g(dh Ve X: f(x)<g(x) = [fdu< [gdpu

Beweis: leichte Ubung.
Def.:
D Lo(X)={fX —Ry:3f,cfmit 1< for<f3<- und f = Sl;pfk(: ]jl_{glofk)}
2) Fir f € £.(X) und f; wie in 1) heifit
[ fdu = Sl}ipffk dp (= lim [ fydp) € Ry Integral von f bzgl. p.
Lemma 6
1) [ fdp ist wohldefiniert fiir f € £ (X).

2) b), ¢) in Lemma 5 gelten auch fiir f,g € £, (X).



Beweis: 1) a) Es seien g, fr € € mit f1 < fo <--- und g < sup f;.

Wir wollen [ gdp < kh—>n<;loffk dp zeigen. Sei Q := {z; g(z) > Ok}. oEdA g # 0.
1. Fall p(Q)<oo.Seil<e< arélgg(x) und

Api={z € Q; fr(z) > g(z) — e} € T (s. Lemma 2)

— A CAyCo, UA=Q =

k=1
€&

A

- /fk dp > /XA,c “fredp > /%Ak(x)(g(x) — 5)\ dp(z) =
L.5 /XAk'gd/i_g,U(Ak)
= O"'“(Ak N {z; g(z) = ai}) — ep(Ar)

endl.

S

= Jim [ fod> jm
B am({x; g(x) = Oéi}) —eu(Q)
Z/gdu—au(Q) — ,}LrgoffkduZ/gdu
2. Fall (@) = oo. Sei & == min g(z) > 0,
Avi={z€@Q; fulz) >} = [ fedu> [xa, - fedu > £ pu(Ar) ﬂ>§,U(Q):OO
= [gdp=o0< lim [ fidu=oc.
b) fi<fo< ooy i< <o, f:S%Pfk:SI;PJEk
= W:fiés%pfk -, fﬂ-duésgpffkdu

— sup [ fidp < sup [ fidp — sup [ fidp = sup [ ficdu
2) folgt aus Lemma 5.

Bsp.: X:[O,I]mit,u:)\X, f(x):{(l) §§§C8

— fefcLi(X)und [fdp=1-MX\Q)+0-AM(XNQ) =1
H{—/ T
Beachte, dass f nicht Riemann-integrierbar ist.

Satz 2 (,von der monotonen Konvergenz*, B. Levi)



LX), i< <o = fi=supfi (= lm fi) € L.(X) und
ffd,u:si-pffkd,u (: ;}Ln;off’fd”) €R,.

Beweis: a) Sei fi =sup ffmit fFe & fl<fP<-- = go=sup{fl;i,j <k}e&
k

und g1 < go <oy gr Ssup{fi, oo, fib = fir = sup gi < f;

andererseits Vi : sup gL > sup ff=f = sup gw=f = feLl (X)

b) [ fdu et sup [ gr dp <sup [ frdp und andererseits
k ~~ k

<fr

Vhi [ f = [Jdpzsup [ fed 0

Bsp.: X =0, 1] mit X‘X, fr(x) = Yz

e fim f, — 1 : 0<x<1
oo’ Tl 0 2=0

= fi konvergiert nicht gleichméfiig und der Konvergenzsatz aus Analysis 1 (Walter I, 9.14)
ist nicht anwendbar. Aber nach Levi ist lim [ fydA= [ f dix=1.
k—>ooX X =~

€&

= f ist unstetig

Probe: Wir sehen in Seite 12, dass fiir Riemann-integrierbare Funktionen die [-werte iiber-
einstimmen :>

/fde /fk / kg
1+

Lemma 7 B
L.(X)={f:X — R, messbar}.

1
1
— 1y

o 1+

—0

Beweis: ,C* nach Lemma 2, 4).
0% Sei f: X — R, messbar, n € N fest, m :=n - 2™
Ai={zeX;i2" < f(x) < (i+1) 2—“} i=0,-,m—1,

_{xEXf >n}:>X UAZ,

fo=>12""xs,€€und f1 < fo<---und f=supf, = fe€Lyi(X) U

1=0

10



Satz 3 (,Lemma von Fatou")
fre Li(X) = /hmlnf fedp < hmlnf/fk dp e R,

Beweis: g, := in>fk fm = f:= lilgn inf f,, = sup gr : X — R, messbar
m> —00 k
T2 gr: f € L4(X); g1 < g2 <

s?z ffdu—supfgkdu<sup mfffmdu (da g < fi fiir m > k)

_hlgnmfffkdu .
Bsp.: X =[0,1] mit u = x|, fx €& C L, sei gegeben durch
=0
R N fiminf p du = 0 < liminf | frdp=
fu = PYERTIR k=246, - flgil;l frdp=0< 1&}2 /fk M—§
w_/

1
2

Def.:

1) f:X — R heifit integrierbar :<= f messbar und || f|, :== [y |f] du < oc.
— <~

€L (X)
LYX):= L' := LYX,, n) := {f integrierbar}.

2) Fir f e L' sei fi :=sup{f,0}, f- :=inf{f,0} und [ fdu:= [ frdu— [(—f-)dp
(Das ist wohldefiniert, da £f; € £4(X) (Lemma 7) und oo > [|f|dp = [ fydu+

[(=f-)du. (Lemma 6, 2).)
Lemma 8
a) L' ist ein Vektorraum (iiber R) und | - || erfiillt die A-Ungleichung;
) [: L' — Rist linear;

¢) frge L' mit f <g = [ fdu < [gduy; speziell ist immer | [ fdu| < [|f]du;
d) Vf€£1U£+:f|f|du:0<:>u<{x;f(x)7é0}> —0.

Beweis: a) f € L! = cf € L' ist klar fiir c € R; f,g € L! hemma 2 f + g ist messbar;

1 +glli= [ 1f+gldu < [(f]+lg]) de "2 fll+ gl <00 = f+ge Ll
b) [efdu=c[ fdu, c€R, ist klar;
>0 <0

fgelt = frg=fs+g)+(f+g)=(f+9)++(f+g)-

11



(Vorsicht: Im Allgemeinen ist fi +g+ # (f+9)s, f-+9- # (f+9)-)

= frtgr—(F+9)-=+9)+ - (- +9-) € Li(X)

o J Ut g dut [ 49 du= [(f+9)c dut [ Z(f +g) dp
€Ly €Ly €Ly €Ly

— [(f+9)dp [(F+g) du— [(—(f+9) ) du
gf(f—i—“'g—i- Ydu— [(=f- —g- )dp= [ fdu+ [gdu
—— =

€Ly Ly (X)

o)f<g = g-fel'nLy = [gdu—[fdu>0

d)AkZ:{ZL'EX; ‘f(x)}zé} - A1CA2C"',AZ:UAk:{ZL'€X f 7&0}
k

Daher gilt
0=p(A) = lim p(Ag) <= Vk: u(Ax) =0

L. 3 k—oo

Beweis von d) im Lemma 8:

”:>“f|f\d,u:0, \f|Z%XAk = Vk:O:f%XAkdu:%,u(Ak) =
Vk:u(Ay) =0 = p(A)=0
——

€&

00 - 0 0 U

l
S. 8, Def. 3)

Bemerkung Fiir X = R", = Aund f (absolut) Riemann-integrierbar gilt, dass f € £'(R")
und [ fdA= [ f(z)dx

Beweis davon Wegen Satz 2 geniigt es (vgl. Analysis 3, Seite 24, 25) D C R"™ beschrankt
und f : D — R Riemann-integrierbar zu betrachten. Nach Addition einer Konstanten ist
oEdA f > 0. Fiir eine Zerlegung 7 ist

d Fxw £ <) Fixr,
;,_/ ;,_/
=:gz€€& :=hze&

(wobei nun R; € F und f; = sup{f(z);z € R;}, f= inf{ f(z);z € R;} wie in Analysis 3)

Fiir kleiner werdende Zerlegungen Z mit
OD(Zy), UD(Zy,) — [, f(z)da ist dann g := SUp 9z, € L (X),

12



h = i%thk € L.(X) und g%f <f< h%g — ¢ < f<hund
[ 9dNE lim [ gz,d\ = [ f(z)dz = lim OD(Z) = [ hd\  (®: Def. bzgl. hy, — hz,)
R™ k—>ooh/_/ D H,_/ R™
UD(Zy) [ hz, dx
—> (Lemma 8§, d) = )\({x e R"; h(zx) # g(x)}) =0
= X({x e R f(z) # g(x)}) =0 = f messbar bzgl. B(R")
= feLliud [fd\ = [gd\= [f(z)dx O

(Lebesgueint.) (Riemannint.)

Bezeichnung Fiir [, fd\, Y € B(R?), f € LY(Y) oder f € L,(Y), schreibt man auch oft

fY f(z)dz
Def.:

1) f,g € L(X) heiflen gleich fast iiberall :«<—= f = g f.ii.
= u({x € X; f(x)# g(:c)})z 0. (Das ist offenbar eine Aquivalenzrelation in £(X);

Vorsicht: Fiir die Aquivalenzklasse [f] schreibt man meistens wieder f.)

L. ’

={lf}; FeL'(x)} L cix)/{hech; hl =0}

d) Unter—\i{i von L

Bemerkungen 1) Mit H Hl := || f|l; wird L'(X) ein normierter Raum, der nach Satz 5,
Seite 16, sogar ein Banachraum ist. Weiters ist [ : L'(X) — R : [f] — [} fdp wohldefi-
niert, linear und stetig.

2) Wenn X =R", pu= 2\, f,g € C(R") mit f =g fii. h:=f—g =

A:=h"'(R\0) = {z € R"; f(z) # g(z)} ist offen und eine Nullmenge = A =, d.h. in
einer Aquivalenzklasse gibt es hochstens eine stetige Funktion.

Satz 4 (,,von der majorisierten Konvergenz“, Lebesgue)

Es seien (i) fr : X — R messbar, k € N;

(ii) g € L4(X) mit [gdpu < oo und Vk € N : |fi| < ¢ (man sagt ,,g ist eine integrierbare
Majorante®)

(iii) fr konvergiert f.ii., d.h. ,u({x; fr(x) divergiert}) =0.

klim fr(xz) : fr(x) konvergiert;

Sei dann f(x) := 0 - const

Dann gilt: fi, f € £Y(X) und klim [ fedp= [ fdu.

Beweis: a) B := {x € X; fr(x) konvergiert} =
N U N{zeX;|filx)-filx)] <} e

meN NeN j,k>N
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— fri=fr-x € LX) = f:]}LrI;Ofk e L(X).

b) [Ifeldp < [gdu < o0 = fir € LYX); i

|fl <sup|fe] <g = f € LYX); nach (iii) und Lemma 8 d) ist [ frdu = [ frdp und es
k

geniigt daher, noch klim [ frdp = [ fdp zu zeigen.

¢) gr:=|f— fil = 0<gp<2gund

Ve e X : klim (29 — gr)(x) = 29(z) =

Fatou

2[gdp = [liminf(2g —g)du < liminf [(2g — g) dps

= 2 [gdp—limsup [ grdu
k—o0

— limsup/gkd,ugo — klim [gxdp=0

k—oo
>0
— [ Jrau= [ Geu| < [ 1= i au—0
——
=9k
— klim/fkd,u:/fd,u. O

cos(zy)

Beispiele 1) a) Fiir y € R sei h(y) := / dr = h ist stetig, denn lim h(y) =

R x? Y—Yo

1+
lim / cos(y) dz L / cos(z4o) dz = h(yo), wobei hier in der Notation von Satz 4
R ebesgue Jp

Y=o 1+ 22 1+ 22
cos(x
fr(z) == 1ii§) , Yk — Yo, 9(x) = 1122 € Li(R), /Rg(x) dz =7 < oo, Vk: |f| < g und
. cos(zyo)
R: 1 = = .
Ve €R: lim fi(z) = ———5 = f(2)

b) Wenn wir ebenso untersuchen wollen, ob h auch differenzierbar ist, so miissen wir

hye) = hyo) _ o / cos(xyx) — cos(wye) _dx
Yk — Yo 1+

lim
k—o00 Y — Yo k—o00

R - ~
MWS: —sin(zdy, o)
x
betrachten. Nun wire die Majorante g(x) = % € L, (R) zu nehmen, aber /g(z) =
z R

[e.e]

2 o0 L .
/ 1 +x 5 dz = In(1 + %) ‘0 . D.h. der Satz von Lebesgue ist nicht anwendbar und wir kénnen
x

0

14



so nicht entscheiden, ob A differenzierbar ist.

i —izyo .
c) Wegen / sin(xyo) dz =0, ist h(ye) = / c dz und wenn yo > 0, so ist e *¥0 be-

r. 1+ a2 r 1+ 22
ungerade
schriankt in der unteren Halbebene {z € C; Imz < 0} (weil |e7i@FiWw| = evwo < 1 fiir

y <0, yo > 0); wenn wir den Residuensatz auf

> anwenden mit N — oo, erhalten wir daher

—izyo —izyo
h(yo) = lim f 5 dz = =271 Z Res (e ) =

N—oo0 z 1 z2
- Iy T Im 2<0 +
. e_iZyO . e_yO _
—2mi- Res —————= = =271 —— = me™°,
=i (z+1)(z — 1) —2i

und, weil h gerade ist, folgt h(y) = me™¥l. Tatsichlich ist also h stetig, aber in 0 nicht diffe-
renzierbar.

2) Allgemeiner sei g € L'(R™) (d.h. eigentlich ist g = [g], g € L*(R)).

Dann heifit Fg : R* — C : y — [ §(z)e ¥ dx Fouriertransformierte von g. (Fiir kom-

R
plexwertige Funktionen f = fi; 4+ ifs, f; € L£1(X), setzt man wieder [ fdu = [ fidu +
i [ fodp € C.) Satz 4 gilt ebenso fiir komplexwertige Funktionen fj, (durch Riickfithrung

auf Re fi, Im fi) und wir erhalten wie in 1) a), dass Fg € C(R™;C) bzw. noch allgemeiner
F: L'(R™;C) — C(R™;C).

3) Wenn fi = xpe-1,4 € L'(R)

‘ o—of3

> ® soist Ve € R: lim fi(z) =0,
2 3 k—o0

X

15



aber hm fk Jdr =1 # / hm fr(x =0.

Hier ist auch ein Fall, wo es kelne integrierbare Majorante g gibt, denn g € £, (R) und
E:lfe]l <g = Ve >0:9(x)>1 = /g(x)d:vzoo
Satz 5 L'(X) ist ein Banachraum.

Beweis: Es ist nur mehr die Vollsténdigkeit von L'(X) zu zeigen, d.h. dass jede C-Folge
in L'(X) konvergiert. f,, = [f.] € L*(X) sei eine C-Folge =

Ve>0:INeN:VYmn>N:|fu—fa1<e &

—> 3 Teilfolge n; mit || f,, , — fo, 1 <277
—_——

Es sei g = |fn1‘ ""Z‘fnjﬂ o f”]‘ -

i=1

k
= Al 45w d [far = ol € L1(X)
j=1

k
e /gd,u L?fi /|fn1‘dﬂ+ ].1_)1’[1 Z/|fnJ+1 _fnj‘dﬂ
= Hmel_'_Zan]H fn]||1 < 00.

7j=1

Wenn A := {z g(z oo} soist g > 00 xa € E = u(A) =0, dasonst [gdu= oo wire.
Fir z € X \ A gilt Z ‘fnﬁl fnj( z)| < oo => fnj (x) konvergiert.

i J,(e) ¢z X\

Sei f(z):=1{ i
i@ { 0 .z e A
Weiters ist

Ve e X : ‘fn] ‘ ‘fm )‘+‘fnz(x>_fn1(x>‘+"'+‘fnj(x>_fnjf1(x)‘
< g(x) und daher auch ‘f(:c)‘ < g(x)

— fef = fnj — f € LY wegen 2g > \fn] — f\ ergibt der Satz von Lebesgue
}E&/M"J —f| dp=0d.h. ||fo, — flli — 0, wenn f = [f]

16



Dann folgt Vm > N wie in ® || fru — fllv < || fin — fo,ll1 + | fn, — fll1 < 22 wenn n; > N und
so, dass || f,, — fll < ¢ und daher f,, — f in L'(X). O

Bemerkungen 1) Der Beweis zeigt insbesondere, dass eine bzgl. || - ||; konvergente Folge

fn = [fn] € L'(X) eine f.ii. konvergente Teilfolge f, hat mit lim f, = ffii.und lim f, = [f]
j—o00 n—oo

in L'(X).

2) Ebenso zeigt man, dass auch
LP(X) = {[fL f: X — Rmessbar, [|f||2:= [, |f(z)]"du < oo}
vollstéandig ist fiir 1 < p < oo.
Auch L*(X) = {[f], f:X — Rmessbar, IM > 0:Vz € X : }f(x)‘ < M} ist vollstandig

(was ganz leicht zu zeigen ist).

Falls X C R kompakt, X = X, p = A|, s0 ist C(X) — LP(X) : f — [f], aber C(X)
ist nur in L*°(X) abgeschlossen und daher bzgl. || - ||,, 1 < p < oo, nicht vollsténdig, vgl.
Analysis 2. (LP(X) ist gerade die Vervollstindigung von C(X) fiir 1 < p < oo (0.B.))

Bsp.: Fiir X =[0,1] mit g = A, und k = 2" +m, 0 <m < 2" sei

.fk ‘= X[m2-",(m+1)2—"], d.h.

A JT A ](2’§‘ f’; “ﬁ ﬁ
1 1 1
ete.
! " 21 T
Z.B.k::~1:20+0 k::~3:21+1 k::~6:22+2
f1 = X][0,1] f3 = X[%,l] f6 = X[%,g

= || fell1 = /|fk| dpp = 27" — 0 fiir k — oo, d.h. f, — 0 in L'(X), aber fi(z) konvergiert

fiir kein z. Die Teilfolge fon wiirde hier £.ii. gegen 0 konvergieren.
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Somit: Normkonvergenz == Konvergenz f.ii.

Normkonvergenz — Konvergenz f.ii. einer Teilfolge
Konvergenz f.ii. =5 Normkonvergenz oder Konvergenz des [
vgl. Seite 15, 3)
majorisierte Konvergenz f.ii. b:> Normkonvergenz und Konvergenz des [
Lebesgue
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§ 3 Produktmafle

Def.: (Vgl. Seite 1, Bsp. 2) (X;,%;) seien Messrdume, i = 1,--- ,n,
X = HXZ’ Zl X in ::{Al X XATMAIGZI}

i=1
Y1® @3, =5 xxx, und (X, ¥ ® -+ - ® X,,) heifit Produkt der Messraume (X, %),

i1=1,-+-,n.
Bemerkung ¥; ® --- ® X, ist die kleinste o-Algebra auf X, bzgl. der alle Projektionen
p: X =[] Xi — X, messbar sind (denn A; x --- x A, = pl_l(Al)).

=1

i=1

Daher gllt (21 ® 22) ® 23 = 21 ® 22 ® 23 etc.

Def.: (Vgl. auch Seite 6) Ein Mafiraum (X, X, i) heiBt g-endlich : <= 3B, Bs,--- € ¥
mit VNV : u(By) < cound |J By = X.
N=1

Satz 6 + Def.

(X0, %, ), L=1,--+,n, seien o-endliche Mafirdiume, X := [[ X, ¥ := QR %;.
I=1 =1
Dann gibt es genau ein Ma8 p : ¥ — R, mit

® VA € : ,u(ﬁ Al> = ﬁ,ul(Al) ( mit 0 - 0o := 0 rechts)
1=1 I=1

i heifit Produktmafl von gy, -, i, und wird mit g ® - -+ ® p, bezeichnet. (X, ¥, ) heifit
Produkt der Mafirdume (X, X, 11;).

Beweis: i
a) Essel F =% x---x X, und G:={|J Ai; A1, ,Ar € F}.
i=1

k
Dann gilt wieder (vgl. Seite 3) VA€ G:3A;, € F: A= A, und G ist eine Algebra (d.h. ein

Ring und X € G) bzw. -
H0eg
i)Aeg = X\Aeg

k

ii) Ay,--- , Ay e g = |J A €.
i=1

k

b) Wie in Seite 3 ist p auf G eindeutig festgelegt durch ,u(UAZ-

=1

N
I
Nk
=
=
g
3
=)
E
=
m
kﬁ

paarweise disjunkt.
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¢) Wir beweisen zuerst die Eindeutigkeit von p : ¥ — R, mit ® im Fall, dass alle
; endliche MaBe sind, d.h. (X)) < oo.

Def.:
M C P(X) heifit monotone Klasse : <= VA; € M mit A; C As C --- bzw. Ay D Ay D ---

1€N €N

Der Durchschnitt von monotonen Klassen ist wieder eine und daher ist fiir 7 C P(X)
Mz := ] M die kleinste monotone Klasse, die 7 enthélt.

MDT
M mon. KI.

Offenbar ist M+ C 37 (da o-Algebren auch monotone Klassen sind).

Nun seien s, i 2 MaBe auf ¥ mit ®. Wegen Lemma 3 und § 1, Ubung 2 (beachte p(X) =
[(X) < 00), ist {A € 5; u(A) = (A)} eine monotone Klasse = p, i stimmen iiberein
auf M := Mg C X. Wenn wir noch zeigen, dass M eine o-Algebra ist, folgt M = ¥ und wir
sind fertig.

i) heMy/
i) Ae M = X\AeM,da{X\ A Ae M} auch eine monotone Klasse ist, die G
enthilt.

iii) Um A, e M = |J A; € M zu zeigen, geniigt es A;, Ay e M = AjUA, € M zu
iEN

zeigen, da dann (JA; =, (A1 U---UA,) € M.
Fiir A € M sei M4 :={Be M; AUB € M} = M ist eine monotone Klasse.

AcG —= GC M —= M=M* = (wegen BE M* <= Ac MP) —= VBecM:
GCMP —= VBEeEM M=MB — VA BcM:AUBec M.

d) Im allgemeinen Fall (dass j; o-endliche Mafle sind) seien Bl € ¥; mit

BicB,c---, %JBl = X; und VI, N : yy(BY) < co und By ::ll:llev.

Dann erhalten wir fir A € ¥ : p(A) Lerpa 3 A}im w(AN By) = i(A),
nach c). (Vgl. auch Seite 6).

weil “}2073(31@ -
[L‘EO’P(BN)
[Beachte, dass X N P(By) = ® ¥, NP(BY), denn

=1

vx=¢ U 4 AeéEmP({ By e = 0}) ]
e€{0,1}n oo =1 : XI\B§VI€1 =1 ’

e) Um p zu konstruieren, geniigt es (wegen (31 ® ¥5) @ X3 = £; ® Xy ® 33) den Fall n = 2
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zu betrachten. Fiir x; € X ist Xo — X7 X X3 messbar (nach Lemma 1) — VA € ¥ =
Y1 ® g Agcl = {LL’Q c Xg; (S(Il,LL’Q) S A} € .
Fiir A€ Y sei pq: X — Ry 21— pa(4,,).

Wenn A = UA € G mit A; = Al x A? € F, so ist @A—ZXAl ua(A?) € E(X).
i=1
Fiir allgemeines A € ¥ ist @4 € L£,(X;), d.h. messbar, denn wenn

By € 3y, B1 C By C -+, Uy By = X2, VN : po(Bn) < 00, s0 ist ¢4 = S]%pSOAn(XleN)

und fiir B € X, fest mit uy(B) < oo gilt, dass {A € ¥ = 1 ® Ea; pan(x,xp) messbar} eine
monotone Klasse ist (Lemma 3), die G enthélt, und daher nach c¢) gleich X ist.

f) Nun definieren wir

Y —Ry:A— | padu;
X1

offenbar ist p(0) = 0; wenn A = |JA; mit 4; € 5, s0 ist @a(21) = pa(Ayg,) = piaf UAMI) =
ieN ieN
00 00 k 00
Euz( i) = Lo paln) = pa =3 oa =5y a7 pwlA) = 3 p(Ai) = puist

Levi
em Maf3 und erfullt

A A = A, A = . A))duy = A As). O
u > ;> /Xf% o /Xlel 13(As) dity = i (Ar)pa(As)
€2 €20

Bemerkung Die Formel pu(A) = / ©adpy, die zur Konstruktion von g verwendet wurde,
X1

lasst sich auch als / Xadu ® duy = /(/XA(xl,:cg)d,ug(:cg)) dpq(z1) schreiben und

X1x X2 X1 N v
pa(z1)
wird in Satz 7 und 8 zum Satz von Fubini verallgemeinert.

Bsp.:

1) a) Es gilt B(R") = B(R)®- - -®@B(R), denn z.B. fiir n = 2ist B(R)QB(R) = Epmr)xs®) O Tre

(denn U C R? offen = U = J(a;,b;) X (¢i,d;)) = BR)®@B(R) D L7 = B(RQ) und
ieN

(
umgekehrt gilt Ay, Ay € B(R) = A;x Ay = pry ' (A;)Npry ' (A;) € B(R?) (dapr; : R2 — R
stetig. = messbar) und somit B(R) x B(R) C B(R?) = B(R) ® B(R) C B(R?).

[Allgemein sieht man ebenso, dass B(X; x X3) = B(X;)®B(X2), wenn X; topologische Rédume
sind, die das 2. Abzahlbarkeitsaxiom erfiillen.]

b) Wenn A bzw. \; das Lebesgue-Borelmaf3 auf R” bzw. R sind, so ist fir A = [][a;, b)) C R™.
=1
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n

AMA) = (a; — by) W (M ®--®A)(A) und daher gilt A=A\ ® -+ ® A;.

Satz 1 ;3

2) Wenn wir R"™1\ {0}—(0,00) x S" : z <|x| z |) identifizieren, so gilt wie in 1)a),
dass B(R™™\ {0}) = B((0,00)) ® B(S™).
Allgemein, wenn (X, X, 1) ein Maraum ist und f € £, (X), so ist

f-u:2—>@+:A»—>/XA-fd,uaucheinMaB.
f - v heiflit Mafl mit der Dichte f bzgl. p

Speziell ist r™ - Ay ein MaB auf B((0,00)) und dann gilt ™ - X\ @ 0 = A En 1\ (0} wobei o das

Oberflichenmaf auf S"~! bezeichnet (s. Differenzierbare Mannigfaltigkeiten, S. 62 und S. 92,
vgl. auch Analysis 3, 86).

Satz 7 (von Fubini- Tonelli)
(X, El, w), L=1,--+ n, seien o- endliche Mafirdume,

X=X = _®2,, o —®m, fe LX)

=1
Dann gilt fiir jede Permutatlon {zl, i =A{1,--- ,n}

/deu:/Xh (/}{( [ s ,xn)duin(ggin)) ~-~>dui1(:ci1) cE,

und die rechte Seite ist wohldefiniert, d.h. die Integranden sind jeweils in £ (X}).

Beweis: a) Es geniigt (mit Induktion) den Fall n = 2 zu betrachten und oEdA
in=1,i3=2 Wenn f € E(X), f= > aixa, A€ oeR, =
endlich
f(931> —) = Za’iXAi,xl € 5(X2) (wobei Ai,:c1 = {552 € Xo; (931,932) € Az’},
vgl. Satz 6, Beweis e)) —>

— oyl = [ flona)duatan) = Sos [ v, din = Y aspa o) € £4()

(Satz 6, Beweis ¢)) und
Satz 6, Beweis f)

_ _ . L
/Xl( f(931>$2)dlt2(932)) dpuy (1) —/X1 erdp Zi:% /X1 ©a; dpn
Zazu /fdu

b) Fiir f € £,(X) selen f, € E(X) mit f; < fo <--- und f =sup f =
k
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©sq = su 1, T2 2( T2 1(z1);
/deu—skp/xfkdua)skp/xfX2fk( , T2) dpia( ))du( )i

-~

g

@fk

fe(z1, =) € E(Xy), filwr,—) < falar,—) <+, Sl}ip Je(x1, =) = f(z1,-) Seit?Def.
f(@1, =) € Ly(X2) und pp(x1) 1= f(w1, m2) dpa(22) = s%p ©5.(71); @5, € L4(X1) nach a)
X2
= ¢y € Li(X1) und/ ¢rdp ISUP/ ep dpn = / fdﬂz/ prdu =
Levi X1 kE JX; X X1
[ ([ st austen) aufen) .
X1 Xo

Satz 8 (von Fubini)
X1, 20, p, X, 3, o seien wie in Satz 7, oEdA n =2, und f : X — R messbar. Dann gilt:

1) f c £1(X> < « ( . ‘f(ﬂ?l,ﬂfg)‘ d,ug(.l’g)) dul(xl) < 0.

2) Falls f € L1(X), so ist

N = {x; € Xy; f(z1,—) € LX)} € By, u(N) =0,

0 r1 €N
pr(ry) = { [ flar,20) dpa(ze) + 1€ X1 \ N } € L'(Xy)

X2

und/fd,u:/ ordu.
b'e X1

3) Wenn f € LY(X), F:=[f] € L'(X) und g € £}(X) mit [f] = [¢g] (d.h. f = g f.i.), so
ist [ps] = [pg] € L'(X1) und daher gilt

/Xqu: /X </x2 F(xl,xg)dug(x2)> dp (1),

wenn /X F(x1,22) dus(xa) == [py].

Beweis:

1) feLi(X) = /X |fldp < o0 = ( . | f (21, 22)] d,uz(xz)) dpir (1) < oo0.

Satz 7 X

2)a) N = {1 € Xy; / | f(z1,22)| dpa(zs) = 0o} = g0|_f‘1(oo) ist messbar nach Satz 7 und
X2
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wegen g1 2 o0y gilt € £ = [ 1f1au™ET [ ppdi <00 — () =0,
X X
0 : z1 €N
b) ¢y ist messbar, da @;(z;) = [ fe(z, =) dps — [ (=f=(z1,-)) duo : sonst
X5 Xy S——————

>0

und pip, = / +fi(zq,x2) dus(x2) nach Satz 7 messbar sind und sogar integrierbar, da
X2
feLl = +f. e LYX);

lerl < @p +oop = gy € L1(X1) und / fdu:/ f+du—/(—f_)du =
X X D'

/ ©f, dﬂ—/ o_p dun = / er, dp — / o_p di :/ @rdp.
X1 X1 X1

X1\N X1\N
3) Es sei f =g f.ii., Ny, N, entsprechend 2);
Vr, € Xl\(NfUNg) :

o5() — wglan)] < /X [F (@1, 22) — glar, 2)]| dpaala)

2

Satz 7 Lemma 8 d)

= | ler—@gldm < /\f—gldu = 0
X1 X

—> (wiederum Lemma 8 d)) ¢ = ¢, f.ii. O

Bemerkung Bei Vertauschung von X, X5 (d.h. 73 = 2, i3 = 1 in der Notation von Satz 7)
folgt aus Satz 8, dass auch / Fdp= / (/ F(zy1,29) d,ul(:cl)) dug(zs) falls F € LY(X).
Xo X1

X
Bsp.:
1) X; =X,=(0,1) C R mit ui:)\\(o’l),
L1 — T2
X1 x X R:(z,29) m— ——;
f 1 2 — (1, T2) (21 + 22)3

a:= /Xl( zf(xlsz)dﬂz(ifz)) dpi (1) =

i
21’1 1
= — daxod
/ /<(931+932)3 (931+932)2) e

z1=0x2=0

=z2/(z1+22)?

1 . ~_ |1 1 1
o / _ T 4 1 de, — / dl’l _ 1 o 1
a . (LL’1—|—SL’2)2 1+ T2 0 te 0 ($1+1)2_ LL’1+10—2
r1= T2=

andererseits ist b := / (/ f(z1,x2) d,ul(:cl)) dpg(zg) =
X1

X2
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ZL’l — Ty 1

= d d = —1)f(t1,t2)dtodt; = —a = —=.

/ / :B1+x2 T1dT2 21t / /( )f( 15 2) 2 Al a 5
xo=0x1=0 r2tl t1=0t2=0

Offenbar ist der Satz von Fubini nicht anwendbar, da sonst a = b sein miisste (vgl. die
Bemerkung). Das kann nur daran liegen, dass f & £((0,1)?).
1

1
. . Ty — X
Tatséachlich ist / ‘f| dul &® d,UQ Sat:z . / ( / m dl’g) dl‘l

X1xXo 21=0 x2=0
1 T1 1
1 — X9 Ty — T1
= dxy + / dzy | doy =
/ ( / (LL’l —+ %’2)3 2 (S(Il + LL’Q)?’ 2) !
r1=0 x2=0 T2=x1
1 x 1
/ i) ! ) d
z1=0 (xl + 1’2)2 z2=0 (1’1 + I2)2 T2=T1
1
1 1 L 1 d
= —— — + — | dx; = 0.
Az, (z+1)2 4z ) !
x1=0

Fiir f = [f], g = [§] € L'(R", \) definiert man f % g € L'(R") durch f % g := [h], wobei

() { Jen F@ =) dy = flz—y)gly) € L(RY)
0 : sonst
Dann gilt: Das ist wohldefiniert, || f * gl < |[fllillglls und L*(R™) wird mit * eine
kommutative R-Algebra. Man nennt * Faltung (engl. convolution).
Denn: o(x,y) := f(z —4)j(y) : R* — R ist messbar,

[RLECED RS ( [ Vi@ =w)l dw) 5)|dy = £l gl

-~

—I1f1l
hoe £l and |f gl = /|h\ d\ < /|g|d (@A) = IIf]lgll. Bei anderer Wahl

Fub1n1

Fubini

von f,§ #ndert sich ¢ nur auf einer Nullmenge == [h]=[¢,] bleibt gleich.
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Ubungen zu § 1
1) Zeige, dass fir ein MaB p gilt:
a) VAC BeX: u(A) < uB)

c) VA,BeX: u(AUB) = u(A)+ u(B) — u(AN B)
(falls (AN B) < 0o, sonst mit 0o + 00 — 00 := 00)
d) VAy,--- A, € ¥ mit Vi : u(4;) <oo:

M(L:Jl A;) = ;M(Ai) - > AN+ X pANANA) -+

1<i<j<n 1<i<j<k<n

() 4)

2) a) Zeige, dass p(( A;) = klim p(Ag) fir A, € ¥, Ay D Ay D -+, wenn p(A4;) < oo
und speziell wenn p ein endliches Ma$ ist, d.h. u(X) < oo.

b) Gib ein Gegenbeispiel zur Gleichung in a), wenn X =R, pu= .

3) a) Essei X beliebig, ¥ = P(X) und p1: ¥ — Ry : A #A.
Zeige, dass p ein Maf ist. (u heifft Zahlmaf.)
Fiir welche X ist u o-endlich?

b) Es sei speziell X = R"™.
Zeige, dass u translationsinvariant ist (d.h. VA € ¥ :Va € X : ula+ A) = u(A)),
aber kein (lokalendliches) Borelmaf}, weil 3K kompakt: p(K) = oco.

4) a) Leite VA € B(R") : A(A) = sup{A(K); A D K kompakt} aus
AA) =inf{\(U); AC U CR" offen}, VA € B(R"), her.
b) Zeige: A € B(R") <= 3K; C K, C --- C R" kompakt: 3N € B(R") mit
AN)=0:A=NuUl K;.
=1

J

5) a) Zeige: VU C R” offen: 3A;, Ay, --- € F
(def. in Seite 3) paarweise disjunkt: U = [ A;.
i=1
Hinweis: Nehme A; aus {H[al,al +279); a0 2 € Z} = F;, jeN
=1
b) Zeige, dass das Lebesgue-Borelma$i A\ das einzige MaBl auf B(R™) ist, das verschie-
bungsinvariant ist und A([0,1)") = 1 erfiillt.
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6) X sei ein hausdorffscher topologischer Raum,

v = 1 : z€A
x € X und o7 .B(X)HR+.A»—>{O o d A

Zeige, dass B(X) = P(X) und 6mv = §, von Seite 3.

7) QN(0,1) ={q1,q, -} sei eine gewidhlte Anordnung und
U= U —2""2 ¢ +272)Nn(0,1).

neN

— 1
Zeige, dass A(U) < =, U =10,1], A\(0U) > 3 und daher U nicht quadrierbar ist.

— N

8) Es sei A = {z € [0,1]; in der Dezimalentwicklung von z (ohne 9) kommt 7 nicht vor}
(eine ,,Cantormenge*). B
Zeige: A € B([0,1]), M(A) = A(A) =0, A ist iiberabzihlbar.

9) X sei ein topologischer Raum und Y € B(X) trage die Spurtopologie.
Zeige, dass dann B(Y) = B(X)NP(Y).

10) Zeige die 2 Aussagen in Seite 3 unten, d.h.

k
a) VAe G: 34, e F: A= JA.
i=1

b) G ist ein Ring.

11) Zeige: A, By,--- ,B, € F, A= B, = |A| =>_ |B;| (vel. Seite 3, b)).
i=1 i=1
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Ubungen zu § 2
1) a) Esseien f, fr, € L,(X) mit f > fr und f = sup fx.
k

Warum ist i.a. /fdu > sup/fk dp?
k

(Die ,,Monotonie“ in Satz 2 ist also wesentlich.)

b) Zeige: ¥ € £ [ fau=sup{ [ ot ge g< 1}

c) Esselen f; € L(X)mit f1 > fo >, f:= i%ffk, und /fld,u < 00.
Zeige, dass dann /fd,u = i%f/fk dys.

d) Warum ist die Voraussetzung / fidu < oo in ¢) notig?
Gib ein Gegenbeispiel an, wenn / frdp = oo!

2) Essei X =N, ¥ = P(N), u = ZiahlmaB (§ 1, Ubung 3).
a) Zeige, dass L1(N) = L}(N) = {(aj)jeN e RY: il la;| < oo}

‘]:
(Die Vollsténdigkeit von ¢! folgt also auch aus Satz 5.)

b) Zeige, dass der Umordnungssatz fiir absolut konvergente Reihen

(dh. (a;)jeny € ¢}, i : N — N bijektiv. = >~ a; = " a;(;)) aus dem Satz von
. b=

7j=1
Lebesgue folgt.

Hinweis: Setze f=(a;);en, gﬁ(\aijeN,
- a; : je{i(l),---,i(k)
Jo =T Xti(),im)}= ({ OJ : sonsjti } :
jEN
3) Verwende den Satz von Lebesgue, um & in
Uode i e [T , * (—1)!
1 2 = = — ]d = _ ]d —
n /01+£L’ /Oj;(x) z Z/O(x) z ;jﬂ

zu rechtfertigen. (Was sind hier f; und ¢?)

Ist > (—x)? auf [0, 1] gleichmiBig konvergent?
j=0

1
4) Stelle / x%In(1 —z)dz, a > —2, durch eine Reihe dar! (Verwende den Satz von Levi!)
0
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1
5) Sei fy(z) =ka*, x € X =10,1]. Zeige fr — 0 f.ii. auf X, aber / fr(z)dz — 1.
0

Warum ist der Satz von Lebesgue nicht anwendbar?

dz

/ stetig auf R ist.
vV |x -

(Hinweis: Substitution t = = — y)
b) Zeige, dass h C™ ist!

6) a) Zeige, dass h(y

c) Was passiert, wenn nur iiber [0, 00) integriert wird?

>~ d
7) a) Zeige / R
0

> 0 (Substitution z = yt
pE 2y y (Substituti yt)!

b) Differenziere a) (mit dem Satz von Lebesgue) und schliefle (mit Induktion)

/°° de 7w 1:3---(2n—3)
0(

> 0.
x4 g2 22l 2.4...(2n_2)’y

8) Es sei h(y) = / e~ +0% /%) gy fiir y € R.
0

2
b) Zeige, dass h in y # 0 differenzierbar ist.
c) Zeige (mit der Substitution x = ¥) h'(y) = —2h(y) fiir y > 0, und folgere, dass
h(y) = g el 4y eR.

a) Zeige, dass h stetig ist und h(0) = VT

9) (X, u) sei ein MaBraum, 1 < p < oo, * +1

+5= = 1. Zeige:

1/q
a) Vg€ Ly(X /f gdu < (/ fpdu) -(/Xg"du) = £l - ol

(mit 0 - 0o := 0) (Holder)
Hinweis: Betrachte zuerst den Fall ||f], -

lgll, € {0, 00}, setze im anderen Fall
alP b
fi= / y 91 = J undverwendeab<—+ fiir a,b > 0.
£l gllq P q

b) Vf,g: X — R messbar: |+ gll, < [I£ll, + llgll, € Es. (Minkowski)

¢) LP(X):={f: X — R messbar; ||f||, < oo} ist ein Vektorraum und
LP(X) :=LP(X

)/{f € LP(X); | fll, =0} ist ein Banachraum.
Hinweis: Definiere g wie in Seite 16 und zeige (mit Levi), dass ||g|, < oo

29



10) Der Substitutionssatz bzgl. A besagt:
Satz 9

D, D c R offen mit u = X, g: D — D C', bijektiv mit Vy € D : det ¢/'(y) # 0.
Dann gilt:

1) Vf e Ly(D /f ) dA(x /f(g(y))-}detg’(y)\dx(y%@.
2) Vfe LY(D): fog-|dety| e £Y(D) und ® gilt.

Beweise dies wie folgt:

a) 1) impliziert 2).
b

)

) Es geniigt ® fiur f € £ zu zeigen.

c) Es geniigt ® fiir f = ya, A € B(D) zu zeigen.
)

d) ® gilt fiir f = x4, wenn

i) A= H[al,bl] C D; (Hinweis: Analysis 3)

ii) AGQHP( ), G wie in Seite 3;
iii) A C D offen; (Hinweis: § 1, Ubung 5)
iv) A C D kompakt; (Hinweis: A=U\V, V C U C D offen, U beschrénkt)
v) A € B(D); (Hinweis: Regularitidt von \)
i) AeB(D).

V1

30



Ubungen zu § 3
1) Essei X; =[0,00) mit pu; = A, i =1,2.
a) Zeige mit Fubini & Tonelli: Vg € £, (X;) U LY( X)) :

[ o) o

b) Ist a) im Fall A = sin anwendbar?

c) Zeige / ( / Y dy) dx = 1, wenn die Integrale als uneigentliche Riemann-
0 T Yy

integrale aufgefasst werden.

eSS N
Hinweis: Setze h(x) = / it dy, integriere / 1-h(z) dz partiell und bestimme
T Yy 0
das Verhalten von h(N), N — oo, durch partielle Integration in / — -siny dy.
N Y

2) Sei X =[0,1] X [1,00) mit g = A und f(z,y) = e — 272 € L(X).

1 00
2) Zeige: i:ﬁ/o (y:/1 @) dy) dz > 0 und
B ::yz/l <:/0 ) dx) dy < 0

b) Ist f € £1(X)?

2x
c) Zeige: A— B =1In2 Hinweis: e™% — e™2% = / e ' dt

d) Zeige: Vg € £([0,00)) und G(z) := /Omg(t) dt gilt

Ya,b >0 /0oo Glbz) - Glaz) 4 _ 1n<9) : /OOO g(z)dzx

T a

(Formel von Cauchy-Frullani)

3) Zeige, dass B(R) ® B(R) & B(R?), wenn wie immer die Vervollstindigung bzgl.
des Lebesgue-Borelmafies A auf R bzw. R? bezeichnet.
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