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Kap. I: Tensorrechnung auf
differenzierbaren Mannigfaltigkeiten

§ 1 Differenzierbare Mannigfaltigkeiten und
differenzierbare Abbildungen

Def.: M sei ein topologischer Raum.

M heifit n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit: <= (i) M hausdorffsch (d.h.
Vo #ye M :3 Ungebung U von z, V von y: UNV =)

(ii) M erfiillt 2. Abzéhlbarkeitsaxiom (d.h. 3 abzdhlbare Basis der Topologie) und

(iii) M lokal homéomorph zu R” (d.h. Vo € M : 3 offene Umgebung U von x : 3V C R”
offen: Jp : U——V Homdoomorphismus).

Bsp.: 1) R® mit iiblicher Topologie. Ich schreibe z = | : | = (z!,---,2")T € R"

(,T“= transponiert).
2) S" := {z € R"™ : |z| = 1} ist n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit mit der
Spurtopologie.

Zu (ili): Fir je {1,--- ,n+ 1} sei U; y :=={x € S" : aJ >0}, Uj— = —Uj+,
ojr:Ujx — V= {x eER™: |z| < 1} s (al 2T T T
@j+ und ¢; _ sind Homdomorphismen, die Umkehrabbildungen sind

V— Uz (a2 £y/1— |22, 2d, - an).

Da jedes € S™ in einem Uj; 4 oder einem U, _ enthalten ist, ist (iii) bewiesen.

Bemerkung: Es lésst sich zeigen, dass eine topologische Mannigfaltigkeit nicht zugleich
n und p-dimensional sein kann, wenn n # p. Dies folgt aus dem nicht trivialen , invariance
of domain theorem®: () # U C R"™ offen, V' C R? offen, U homéomorph V. = n = p.
(Brouwer, 1911)

Def.: M sei n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit.
1) Eine Karte auf M ist ein Homdomorphismus ¢ : U — V, wobei U C M offen,
V C R" offen.
2) Eine Menge A = {¢, : Uy, — V, : @ € A} von Karten auf M heifit Atlas von M:
— U U,=M.

acA

3) Ein Atlas 2 heifit C*-Atlas, k € {0,1,-+ ,00} <= Voo, 05 €A : U, NUz # 0 =
P © @51 0s(Ua NU) — 9o (Uy NUg) ist CF (d.h. k-mal stetig differenzierbar).

Bemerkung: Jeder Atlas ist C°. Jeder C*-Atlas ist auch C' fiir [ < k.
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Bsp.: 1) M C R" offen = A ={id: M — M} ist C*-Atlas.
2) M =" A= {pj, - :j€{l,--- ,n+1}} ist C*-Atlas, denn fiir j < k gilt

P+ OSOI;,::- : (,’L’l,"' 7$n)T — (xla"' 7xk_17 V 1- |x‘2axk7'” 7$n)T —

(zb, - I T R T — 2 2k ™) T st C° auf pp(Uj4 NUg4) CV =
{z € R":|z| <1} und in den Féllen j > k und — statt + ist es analog.

Def.: M sei eine topologische Mannigfaltigkeit, 2, 2s C*-Atlanten auf M. 2,2 hei-
Ben CF-aquivalent: <= A; U A, CF-Atlas.

Hilfssatz: 1) C*-Aquivalenz ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge der C*-Atlanten.
2) In jeder Aquivalenzklasse [2] 3! maximaler C*-Atlas 2.y, d.h. einer, der jeden C*-
aquivalenten Atlas enthalt.

Beweis: 1) a) 2y, A, CF—dquivalent <= V(o1 : U — V}) € Ay, Y(py: Uy — Vi) €
912 . U1 N U2 7é @ — 1 O(p2_l . QOQ(Ul N Ug) — QPl(Ul N Ug) ist Ck

b) Es seien 2;,%A; CF-iquivalent und Ay, A3 Cr-diquivalent und (o1 : Uy — Vj) €
2, (303 U3 — ‘/3) €A und = € 303(U1 N Ug) C R™ 2y Atlas — 3((,02 Uy —
Vé) € 2y mit (,03_1(56’) celU; — z € QOg(UQ N Ug) und (,02@3_1(1’) c QOQ(Ul N Ug) — bei
zist o131 = @157 0 a3t auch CF.

Somit sind auch 2, A5 C*-aquivalent. Also ist Ck—Aquivalenz transitiv. Der Rest ist klar.
2) Wenn 2 C*-Atlas, 50 ist Ay = J{4 : Ay, A CF-squivalent} auch ein CF-Atlas. pax
ist C*-squivalent zu 2 und maximal mit dieser Eigenschaft. O

Bsp: M =R, 2 ;= {id: R — R} und 2y := {R — R : 2 — 2*} sind 2
C>®-Atlanten, die nicht C'-Aquivalent sind.

Def.: M n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit, & € {0,1,2,--- ,00}.

1) Eine Aquivalenzklasse [] von C*-Atlanten auf M heiBt C*-Struktur auf M.

2) Wenn [2] C*-Struktur auf M, so heifit das Paar (M, []) eine C*-Mannigfaltigkeit.
Oft schlampig: M C*-Mannigfaltigkeit (so wie ,, M topologischer Raum*).

3) (M , [91]) CF-Mannigfaltigkeit. Wenn ¢ : U — V im maximalen Atlas von [2] ent-
halten ist, so heifit ¢ Karte auf (M , [Ql]) oder Karte der Mannigfaltigkeit (M , [Ql])

Bemerkung: Wihrend es auf M nur eine C°-Struktur gibt, gibt es fiir £ > 1 unendlich
viele verschiedene C*-Strukturen. Die Kenntnis der Topologie allein ist also nicht aus-
reichend fiir die Mannigfaltigkeitsstruktur, wenn k£ > 1.

Notation: Fiir eine Karte ¢ schreibt man ¢ : U — V : 2 +—— (z!,--- ,2™")T. (Eigent-
lich miisste es x — (p(z)", - ,cp(x)")T heiflen.) Eine zweite Karte wird ¢ : U —
V' x— (V- 2™)7T geschrieben.



Bsp.: 1) R",S" mit Atlanten wie oben sind C*°-Mannigfaltigkeiten. Die entsprechen-
den C*°-Strukturen heiflen Standardstrukturen.

2) (M, [2]) C*-Mannigfaltigkeit, U C M offen.

Ql‘U = {SO‘UﬂUl (¢ Uy — V1) € A} ist CP-Atlas auf U und [Ql‘U] héngt nur von [
ab. [91}(]] heifit induzierte C*-Struktur auf U.

3) P* := (R"™\{0}) modulo R, wobei zRy <= 3\ € R : x = Ay. P" ist der
n-dimensionale projektive Raum. Ich schreibe [z] fiir die Aquivalenzklasse von z € R™*1.
Fir j € {1,-+ ,n+ 1} sei Uj := {[z',--- ;2" € P" : 29 # 0} und ¢; : U; — R :

2! i1 i+l e T
S (A

P A
Alle 1; sind Karten auf P* und 2 := {¢; : j € {1,--- ,n+1}} ist ein C*-Atlas von P".
Damit ist (P, [2]) C>-Mannigfaltigkeit.
4) V endlich dimensionaler R-Vektorraum, ¢ : V—-R" Koordinatenabbildung bzgl. ei-
ner Basis, 2 := {p}. Dann ist [2] von der gewé#hlten Basis unabhéngig und [2] heifit
wieder _Standardstruktur auf V.

Def.: (MZ [22[2]) n;-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit, [ < k, zo € U C M, offen,
f U — M, stetig in x.

1) f heiflt C! in Ty < E'(V)(QOZ U, — V;) € A; mit g € U; und f(l’o) e U, :
pgo fo <p1_1 : gol(U NUL N f_l(Uz)) — Vaist C' in ©1(z0).

2) f heiBt C! :<=> Vz € U : f stetig und C! in z.
3) f Ck-Diffeomorphismus :<= f bijektiv, f, f~! C*.

Hilfssatz: 1) M CF-Mannigfaltigkeit = id : M — M ist C*. 2) My, My, My C*-
Mannigfaltigkeit, f : M, — My C*, g : My — M3 C* = go f: M, — Ms CF.

Beweis: leicht.

Bemerkung: Die Menge der C*-Mannigfaltigkeiten bildet also eine Kategorie.

Schreibweise und Definition: M, M, C*-Mannigfaltigkeiten, f : M; — M, C*, k >
L, o1 : Uy — Vi o2 — (b, 2T Ck-Karte auf My, oy : Uy — Vo @y —
(y', -+, y?)" Ck-Karte auf M,. Fiir die Abbildung @s0 fopr" : o (UiNf71(Us)) — Vo
schreibe ich f:z —— y(z) oder f: (zt,- -, 2T — (y', -+ ,9yP)T.

Dies heifit Koordinatendarstellung von f bzgl. v1, o.




ayl o .. ayl

&yi ozt ox™

Die Jacobi-Matrix ist dann (8 j) = : :
B
ozt ox"

)

dy
oxI

Rg, f ist von den gewahlten Karten ¢y, oo unabhéngig, denn wenn

Wenn z € U; N f~1(U,), so heifit Rg, f := Rg ( ) der Rang von f in x.

Ui x— (2", . ,a;”’)T, Pyt y — (y", - ,y*)7 andere Karten sind, so ist

oy oy" Oy* 0 oy oy’

0yj' = ayk ayl axj’ (Summenkonvention!), d.h. (%) = A(ayj)B, wobei A, B
x yk Ox! Ox X x

invertierbare p X p- bzw. n x n-Matrizen sind.

Hilfssatz: M;, M, C*-Mannigfaltigkeiten der Dimension n bzw. p, k > 1,
f: My — M, C*. Aquivalent sind:

(i) f Ck-Diffeomorphismus

(ii) f bijektiv und Vo € M; : Rg, f =n = p.

Beweis: a) Erinnerung

Satz iiber implizite Funktionen (SIF) U C R"™ sei Umgebung von 0, £k > 1, f : U —

ofi

R" C*, Rgyf = n (d.h. det(afj)(O) # 0). Dann existiert U; C U offen, sodass 0 €
x

Uy, f(Uy) offen, f1: Uy — f(Uy) :  — f(z) bijektiv und f;' C*.

Bemerkung: Beachte, dass f in einer Umgebung von 0 C* sein muss. Differenzierbar

allein ist auch nicht genug, man braucht stetig differenzierbar.

b) (i) = (ii): 2%, 9’ Koordinaten wie oben, d.h.

fi(a)— () = Re.f= Rg(gﬁ;

B . oz’ oy’ oy’ (O
1 — . g — g >
fTof =idy, = <ayj) (&ﬂ) I = Rg,f Rg(@xj) dlmlm(@xj) > n,

)

< min{n, p}.
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den Bildraum bezeichnet.

Ebenso: fo f~! =idy, = Rg,f >p.

¢) (ii) = (i): Es sei 9 € M;. Rg, f =n=p = (SIF) f~'ist bei f(x0) C". O

wobei die Matrix Y ) als lineare Abbildung von R™ in R? aufgefasst wird und ,,im"

Bemerkung: Die Invarianz der Dimension ist also bei C*-Diffeomorphismus, k& > 1,
relativ leicht zu zeigen; vgl. die Bemerkung in S. 1 zum Fall £ = 0.



Bsp.: 1) f:S" — P": x+— [z] ist C*, denn z.B. in den Karten ¢, . von S” und v
auf P" gilt:

U U <\/1—|x|2,x1,---,x">»—>[\/1—|x|2,x1,---,x"}
Ui+ Uy J [
Y 1+ 2{ (o>
_ 2 2 n
{zeR:|z| <1} R" (z, -, a") <7\/1‘x|$_ ZE_)
Y Y xl ’:L’l’ ’:L’l

ist C> auf @1 1 (Uy4 N fHTs)).

2) Die 2 Atlanten 2 = {id : R — R} und 2, = {z* : R — R} sind zwar nicht
dquivalent auf R, d.h. (R, [2]) und (R, [2]) sind verschiedene C*°-Mannigfaltigkeiten,
aber f: (R, [2]) — (R, [%s]) : # — ¥z ist ein C*°-Diffeomorphismus, denn f ist
bijektiv und in Koordinaten gilt f : x —— xz. Beachte aber, dass ¢ : R — N bzgl.
[20;] C* sein kann und bzgl. [2Ay] nicht fiir k& > 1.

Hilfssatz und Definition: (M, [1]), (Ma, [As]) CH-Mannigfaltigkeiten.

Ay x Ay 1= {(<p1,<p2) Uy x Uy — VixVa:i(p U — V) € Qll} Dann ist 2A; x 2y
ein C*-Atlas auf M; x M, und die C*-Mannigfaltigkeit (M1 X Mo, [y X ng]) hangt nur
von [2], [As] ab. Sie heiBt direktes Produkt von (Mj, [%1]), (Mo, [As]).

Bewelis: leicht.

Bsp.: S!x---x S! heifit n-dimensionaler Torus.
—_—— —

n

Def.: (M, [91]) C*>°-Mannigfaltigkeit, M sei Gruppe.

1) M heifit Liegruppe <= M x M — M : (z,y) — xy ' ist C* (bzgl. [ x 2A] auf
M x M und [] auf M).

2) M, N Liegruppen, f : M — N heiit Liegruppenhomomorphismus :<=> f C* und
Gruppenhomomorphismus.

Bsp.: 1) gV endlich dimensionaler Vektorraum =— V ist Liegruppe bzgl. + und
Standard C*°-Struktur.
2) gV endlich dimensionaler Vektorraum, gly (V') :={A:V — V linear}.
Glr(V) = {A € glg(V) : Ainvertierthar} C glg(V) offtn = Glg(V) ist C>-
Mannigfaltigkeit (induziert von der Standardstruktur auf gly(V)).
Glg(V) mit o ist Liegruppe, da (A, B) — A o B~! in Koordinaten durch

o . . ai - (Ba)k
(). ) ) () = B

J

T(B) gegeben 1st.



Def.: (M , [91]) sei eine n-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit, N C M, 0 < p < n.

N heifit p — dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit von M <= Vzy, € N :

Hp: U—=V) € Upax mit zg € U und o(UNN) = VNRP := {(ml, ceP 0,0 ,0)T €
Vol ... ,x”ER}.

Y

Bild: U V
U (p‘ U
UNN UnN VNRP

Bemerkung: Wenn M, N, xy,p wie in der Definition sind und ¢ € 2A,.« eine be-
liebige Karte bei zq ist, ¥ o o™t : & —— y, so ist Rg(y o ¢') = n und daher

L L)
det <a(y o )> (¢(0)) # 0 fiir geeignete 1 <ky < -+ <k, <n.

0(1’1, e >$p)
Nach SIF lassen sich dann (auf U; C U offen mit 2y € U;) 3’ als C*-Funktionen von
ykr oo yke gt ™ schreiben (vgl. auch den Beweis des niichsten Satzes). Speziell

auf U; N N sind dann 3/ C¥-Funktionen von (y*,--- ,y*) € W C R offen.

Bsp.: {(m, ENEEES ]Rl} =: N ist eine C’-, aber keine C'- Untermannigfaltigkeit von
R2, denn wenn wir in der letzten Bemerkung die Karte v = id verwenden, so ist fiir
zo = (0,0) € U; C R? offen, U; N N weder von der Form {(yl,f(yl)) cyl e W} noch

von der Form {(f(yz),yz) Ly’ e W} mit 0 € W C R offen und f: W — R CL.

Hilfssatz und Definition: (M , [Ql]) CF-Mannigfaltigkeit, N p-dimensionale C*-Unter-
mannigfaltigkeit. Dann gilt:

N ist mit der Spurtopologie eine p-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit und

B = {gp}UﬂN UNN — VAR : ¢ € Upax, o UNN) =V ﬂ]Rf”} ist ein C*-Atlas auf
N. [21]| v = [B] heiit die auf N induzierte Mannigfaltigkeitsstruktur.

Beweis: (¢; : U; — V) €A, i = 1,2, mit ;(U;NN) =V,;NRP und U; NUs NN # ().

Es sei ¢; = goi‘UﬂN — VN RP.
Yooyt 1 (U NUyNN) — ho(U; NU; N N) ist dann die Einschréankung von @0 o7
auf o1 (U; N Us) NRP und daher auch C*. O

Bemerkung: Auch wenn N C M keine C*-Untermannigfaltigkeit ist, lisst sich , mit
Gewalt“ eine C*-Struktur auf N definieren. Allerdings ist diese unter Umsténden nicht
,kanonisch®, wie z.B. bei einer Lemniskate (Ub. 1.4):



M =R?

N/ N

(Hier ist N nicht einmal eine topologische Mannigfaltigkeit in der Spurtopologie.)

Satz (M, []) n-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit, 1 <p <n, f: M — RP C* k > 1,
N := f710), Vx € N : Rg,.f = p.
Dann ist N eine (n — p)-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit.

Beweis: Es sei zp € N und (¢ : U — V) € Apax mit 29 € U und ¢(xg) = 0.
foo™:V—RP: (2! - 2T +— (y',--- ,y?)T hat Rang p in ¢(zy) = 0. OEdA sei
det <§iﬂ) (0) # 0 (sonst Umordnung der Koordinaten i, - - -, z,, d.h. Verwen-
P

dung eines anderen ). Dann ist

VvV — R (zh - )T — (yh -y 2Pt o 2™)T bei 0 CF und hat Rang
n. Nach SIF (S. 4) ist dann ¢ bei 0 bijektiv und =1 ist auch C* bei 0. Also ist auch
(Yop:U; — V)) € Upax fiir ein Uy C U offen mit xy € U;. Weiters gilt:

f © (’QD © 90)_1 = f © Qp_l © ¢—1 : (y1>"' ’yp’l.p+1"_‘ >$n)T — (y1>"' ’yp)T’ d.h.
fo(@oe)™:V; — RPist die Projektion auf die ersten p Koordinaten. Daher ist
1 €U NN << 13 €U1, f(ilfl) =0« 1 EUl, f0(¢0¢)_10(w0@)($1):0<:>

(Yop)(z1) = (0,--+,0,27T1, - 2") mit geeigneten 271, - 2" € R <= (Yoy)(x1) €
Vi NR™P. (Genaugenommen miisste man noch durch eine Permutation die 0-en nach
hinten bringen.) Also: (¢ o ¢)(U; N N) =V; NR"P. O

Bemerkung: Fiir die Behauptung des Satzes geniigt es auch, wenn N in der Umgebung
jeden Punktes x € N sich durch f*(0) darstellen lisst (fiir ein C* f, mit Rg, f. = p).

Bsp.: M = R" (mit Standardstruktur), f: M — R' : 2+ |z — 1, N = f71(0) =
S*lor = Rgxf:Rg<a—f,-~- , 0f) = Rg(2x!,---,22") =1, da x # 0.

Ox! oz

Also ist S*~! eine C*°-Untermannigfaltigkeit von R™. Die induzierte C°°-Struktur ist
dieselbe wie in S. 1, denn wenn U := {z € R" : 2/ > 0} fiir ein j € {1, -+ ,n}, so ist
0:U—VCR" ! x(=1,00): 2+ (2, 277 a9t ... 2 |2]2 — 1)T eine Karte
auf R” und (U N N) = V NR" ! Die Karte gp}UﬂN der induzierten C*°-Struktur ist
gerade ¢,  von S. 1. Analog fiir ¢; _. (Vgl. auch Ub. 1.8, S. 14). Daher nennen wir diese
C>®-Struktur auf S*~! auch Standardstruktur auf S*~!.




Hilfssatz: M CF-Mannigfaltigkeit, N C M p-dimensonale C*-Untermannigfaltigkeit
(mit induzierter Struktur). Dann ist die Inklusionsabbildung i : N — M C* und hat
iiberall Rang p.

Beweis: In Koordinaten entsprechend der Definition in S. 6 gilt ¢ = (z!,---  2P)T —

(xt,--- 2P, 0,---,0)T. Das ist C* und hat Rang p. 0
Bemerkung: Die ,,Umkehrung® gilt leider nicht, siehe unten.

Def.: M sei n-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit, N p-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit,
f:N—MCF k>1.

1) f heiBt Immersion :<—= Vz € N : Rg, f = p.
2) f heifit Einbettung :<=> (i) f Immersion,
(i) f injektiv.
3) f heifit reguldre Einbettung :<= (i) f Einbettung,
(ii) f(N) C*-Untermannigfaltigkeit von M.

Bemerkung: Manche Autoren haben einen anderen Sprachgebrauch. Unsere Unter-
mannigfaltigkeit heiffit dort ,reguldre Untermannigfaltigkeit“ oder ,eingebettete Unter-
mannigfaltigkeit“, wihrend mit ,, Untermannigfaltigkeit* das Bild f(N) einer Einbettung
f: N — M bezeichnet wird.

Bsp: 1) f:R—S':2+— Z?ﬁi) ist eine Immersion, aber keine Einbettung.
2) Beispiele nicht reguldrer Einbettungen sind die entsprechend dem Bild in S. 7 para-

metrisierten Lemniskaten oder der folgende Teil eines Cartesischen Blattes:

el R 3t 3\
fi{=1,00) R‘tH<1+t3’1+t3> ’
Bild:
Y
o
Qﬂ
(t~-1)
=0 X




3) 2 ={id: R — R}, A ={2* R — R}, f: (R, [A]) — (R, [™A]) : x> x ist
C> und bijektiv, aber keine Immersion, da Rg,f = 0.
4) Die stereographische Projektion

P:R" —S": 2 1 < 2 )

T+l Yz -1

ist eine reguldre Einbettung. Bild:

2
s U N
(Beachte, dass — = 7%') %’
2| o) —
|z|?+1 | X1
P(x,)

Denn: a) P injektiv: P(x1) = P(xs) = |z1| = |22] = 21 = 0.
0

b) P(R") = S"™\ O , denn: <:) eES, ueR", veR [uf+v*=10v#1 =
1
p o 2d"(1—v)  Juf = (1—wv)? r (u
1—v/) \Ju2+1—-0)?2 Ju+(1-v)2) \v)°

Also ist P(R™) C S™ offen und damit eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit von S™.

c¢) P hat iiberall Rang n. Dies werde z.B. fiir |z| # 1 nachgepriift. Dann liegt P(z) in
2z

Up+1.+ und in den Karten ¢, 41+ (vgl. S. 1) gilt P: 2 — TEE1

= y.

det ( azj) muss rotationsinvariant sein (denn fir A : R® — R" orthogonal, ist
oy(An)" oy .
0(Ay(z))" _  oy* Dy’ . 0y"
y' _ y' L
det < &ﬂ) (Azx) = det ( 8{):3') (x)) und folglich gilt
yl

det (gi;)(x) = det (ng) (j2],0,---,0) =

(), wobei A™! = (b)) =




1— |af?

(I2f> +1)° | Ll
: : (Jz2 + 1)

2(|a)> + 1)
Fiir |z| = 1 wird eine Karte ¢, verwendet. Dies ist etwas miithsamer.
Hilfssatz: (M , [Ql]), (N , [%]) m- bzw. p-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit, k& > 1,
: N — M reguldre Einbettung. Dann ist f, : (N, [B]) — (f(N),[iZ[Hf(N)) ein

Ck-Diffeomorphismus.

Beweis: Esseizg € N, (p: U — V) e€Bmit xg € U, (¢:U; — V1) € Apay mit
f(x0) € Uy und ¢(F(N) N UL) = Vi NRY, ¢ = dim £(N). OBdA f(U) C U,

In den Karten ¢ und ¢ ist f gegeben durch f : (zt, -+, 2P) — (y', -+ ,4%,0,---,0).
Da ¢ (f(N)NU) = VinRY, ist fi : (2!, ,2P) — (y', -+ ,y7) bei ¢(xy) C* und
injektiv und hat Rang p (weil f Einbettung) = p < ¢q. Weil N eine abzidhlbare Basis

der Topologie hat, ist f(N)NU; = f(f_l(Ul)) = U f(W;), W; Kartengebiet in N.
j=1

Wiire p < g, so hiitten ¢ (f(W;)) und daher auch V; NR? = (J ¢(f(W;)) LebesguemaB
j=1

0. Also ist p = ¢ und nach SIF f; " C* bei (f(w)). Somit ist f; ein Diffeomorphismus.
0]

Def.: G Liegruppe, H < G Untergruppe. H heifit Lieuntergruppe <= H ist C*-
Untermannigfaltigkeit von G.

Hilfssatz: Eine Lieuntergruppe ist mit der induzierten Mannigfaltigkeitsstruktur eine
Liegruppe.

Beweis: Zu zeigen ist, dass f: Hx H — H : (z,y) — xy~* C* ist. Wenn man Ko-

ordinaten wie in der Definition in S. 6 wihlt, so gilt: f: ((z',---,2), (y', -+ ,9yP)) —
(2%,-+-,2P), wobei 2! (x,y), -, 2P(x,y) die ersten p Komponenten der Koordinatendar-
stellung von F : G x G — G : (z,y) — xy~ ! sind. O

Bsp.: 1)grV n-dimensionaler Vektorraum, det : glg(V) — R hat Rang 1 in jedem
) det .

A € Glg(V), denn in Koordinaten (A = (az)) gilt 0 ei (A) = (A und A = 0 <=

Rg(A)<n—-2 = AZGI(V).

J
Also ist Slg(V) := {A € glg(V) : det A = 1} eine (n? — 1)-dimensionale Lieuntergruppe
von Glg (V).
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2) gV sei n-dimensionaler euklidischer Vektorraum mit innerem Produkt ( , ).
Op(V) = {A € Glp(V) : Va,y € V : (z,y) = (Az, Ay)} ist eine W—dimensionale
Lieuntergruppe von Glg(V).

Beweis: Wenn A € glg(V), so ist AT € glg(V*) definiert durch AT : 2* — (z —
z*(Az)). Vermége (, ) wird V mit V* identifiziert: V—V* : z — (y — (z,7)).
Dann erhalten wir AL, € glg(V) definiert durch Vo, y € V : (z, Ay) = (ATz,y).

Wenn auf V' und glg (V') Koordinaten mit einer ONB-Basis gewahlt werden, so ist

A= (al), AT = (b\) mit Vi, j : b = a. (Sonst b' = af - gi;¢g", siehe spiiter).

A€ Or(V) = ATA=1 < Vi k: b a] = 0.

Es sei f = (fi)i<ichen @ glg(V) — RMOTD2 wobei Vi < k : fi(A) = b\ - a} — 0}, =

J
($alal) -8,
=1
Zu zeigen ist also: VA € Or(V) : Rg,f =
' 0 i £ kAL
ofy al* - i=1#k,

8a}” al> o k=1#1,
20" i=k=1L

ofi

k ist eine ™MD w2 Matrix.
1<i<k<n
_mY

n(n+1)
—

Vi, k,m, 1 :

m 2
Oa

1 dfi
Ihr Rang ist <M<:>die ann—l\/[atrizen ( ffl) , 1 <1<k <n,
da; 1<m,l<n
oFi
sind linear abhiingig <= 3cf € R, 1 <i < k < n, nicht alle 0: Vm, : affn -k =0.
@
n -1
Die letzte Gleichung ergibt: > a*-cF+> a"-ci+2 a* - ¢} =0, Vm,l <= A-D =0,
k=l+1 i=1 \rht/
cf L 1<l<k<n,
wobei df = { 2c! (nicht summieren) : [ =k,
cf,C D 1<k<li<n.
Wenn A € Glg(V), folgt daraus D = 0, i.e. Vi, k : cf = 0.
1
Somit ist Rg,f = nin+1) fir A € Glg(V) D Ogr(V). O

3) gV wie in 2); SOr(V) := Or(V) N Slg(V) C Og(V) offen, da det A € {+1,—1}
fir A € Ogr(V) = SOg(V) ist auch eine w—dimensionale Lieuntergruppe von
Glr(V).

Bezeichnungen: Wenn V' = R" mit Standardskalarprodukt, dann schreibe ich gl (R)
statt glg(V), und analog sind Gl,(R), Sl,(R), O,(R), SO,(R) zu verstehen.
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Ubungen

Ub. 1.1

Ub. 1.2

Ub. 1.3

Ub. 1.4

Ub. 1.5

a) Es sei S := R"U{oc} mit folgender Topologie:
U C S offen: <= (U C R" offen) Vv (S\U C R" kompakt). Zeige, dass S eine
n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit ist.

b) Zeige, dass A = {id : R" — R, ¢ : S\{0} — R"} mit
0 : =

0T — { . v } ein C*°-Atlas auf S ist, und dass (S, [Ql]) diffeo-
e sonst

morph zu S" (mit der Standardstruktur) ist.

Hinweis: Verwende die stereographische Projektion.

Essei f:S" — P": 2+ [z] (vgl. S. 5) und g : P" — M, (M,[2]) C*-
Mannigfaltigkeit. Zeige: g C¥ <= g o f CF.

Hinweis: Zeige zuerst, dass f‘UjE cUje — f(Uj,) fir j € {1,---,n+ 1} und
¢ € {+, —} Diffeomorphismen sind.

Essei X = (3,5)x{0,1} C R? und auf X die Relation (a,b)R(c,d) <= a=c> 4
gegeben. X trage die Spurtopologie von R? und Y := X/R die Quotiententopolo-
gie. Zeige, dass Y (ii) und (iii), nicht aber (i) in der Definition einer eindimensio-
nalen topologischen Mannigfaltigkeit erfiillt.

Hinweis: Zeige, dass die Projektion p : X — Y offen ist und dass p‘(&s)x{i},i €
{0, 1}, Hom6omorphismen auf die jeweiligen Bilder sind.

tH1+t%) (1 —1t?)
,*
14t 1+t

sind, die als Bild beide die Lemniskate L = {(Z) ER?: (a2 4+ y?)? =2a? — yz}
haben.
b) Zeige, dass L in der Spurtopologie keine topologische Mannigfaltigkeit ist.
c) Zeige, dass die durch f, und f_ auf L iibertragenen Topologien (und umso mehr
die C*°-Strukturen) untereinander verschieden sind, und dass beide Topologien von
der Spurtopologie verschieden sind.

a) Zeige, dass fr : R — R? : t —

T
) C*>*-Einbettungen

a) Es werde R? mit dem Standardskalarprodukt (—, —) und der Standardorientie-
rung (und damit mit dem iiblichen x-Produkt) betrachtet. Zeige, dass die Drehung
Ayop im R um die Achse Azg, 79 € R3, |29 = 1, A > 0, um den Winkel ¢ im
Rechtsdrehsinn durch

Agy ot = xo(z, 20)(1 — cos ) + xcos g + xg X Tsing

gegeben ist.
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Ub. 1.6

b) (M;, [2]),7 = 1,2, seien CF-Mannigfaltigkeiten, k > 1, N C M, eine Unterman-
nigfaltigkeit mit induzierter Struktur, f : My — N, f; : My — My : x — f(x).
Zeige: (f C* <= f, C*) und (Vx € M, : Rg, f = Rg, f1).

Speziell: f Immersion <= f; Immersion.

c) Zeige, dass f : §? x 8" — SO3(R) : (w0, yo) = Azy,p, WObei yo = (COS ¢) :

sin @

surjektiv und C* ist. Wo ist Rg f < 37
Fiir welche x;, y; gilt f(zo,vy0) = f(z1,91)7

0
Hinweis zu c¢): Wihle eine ONB im R?, sodass o = | 0| und betrachte f; :

1
S? x S — gly(R) entsprechend b). Verwende bei o die Karte 3 ; und auf S
den Winkel zur positiven z!-Achse als Koordinate.

Es soll gezeigt werden, dass eine zusammenhingende 1-dimensionale C*-Mannig-
faltigkeit (M, [21]) diffeomorph zu S oder zu R! (mit den Standardstrukturen) ist.
a) Zeige, dass es einen zu 2 dquivalenten Atlas B = {(¢; : U; — V;) 14 € I} mit
endlichem oder abzdhlbarem I gibt, sodass:

(i) Viel:V;CR offenes Intervall,

(ii) Viel:U; C M kompakt,

(i) VK C M kompakt: {i € [ : U; N K # (0} ist endlich,

(iv) Viel:3(Y;:U — V!) € Apax mit U; C U} und ¢; = %’\Ul»
b) Es sei B wie in a) und (p; : U; — Vi), (p,; : U; — V;) € B.
Wenn U :=U;NU; # 0 und U; ¢ U;,U; ¢ U, Vi = (a,b),V; = (¢,d) C R, dann
gilt entweder

()3a<a<b Je<y<d: {[%(U) = (a,0) V @i(U) = (a,b)] A [;(U) =

(V) = (1.4)] }
oder (i) Ja<a<fB<b Jce<y<d<d: {[goi(U) = (a,a) U (3,b)] A [¢;(U) =

(1) UG.d)]}.
Hinweis: Wegen a) haben U; und U; jeweils 2 Randpunkte.

¢) Es sei (ii) in b) erfiillt. Zeige, dass dann M = U; UU; und M zu S! diffeomorph
ist.
Hinweis: Zeige, dass U; UU; abgeschlossen ist. Wahle a = 0, b = 37%, c=-—m, d=

T
5 und &ndere ¢; so ab, dass es auf U; NU; mit ¢; bzw. mit 27 + ¢; ibereinstimmt.
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Ub. 1.7

Ub. 1.8

Setze dann f: M——S': 2 +— <§10I?z:\\é§))) fir v € Uy, A\ € {4, 5}

d) Es sei B = {(¢; : U; — V;) : i € I} wie in a) und I sei strikt geordnet, d.h.
I'={1,--- N} oder I =N.

Definiere k(1) := 1, k(2) := min{i € I : U; # U; N Uy # 0}, ,k(n +1) =
min{i € I : U; # U; N (Upy U+ U Ugny) # 0}, -

Zeige, dass B’ = {(gok(i) CUky — Vi) 1 =1,2,-- } ein zu B dquivalenter
Atlas ist.

e) Nehme an, dass M nicht diffeomorph zu S' ist. Zeige, dass M diffeomorph zu
R! ist.
Hinweis: Definiere ¢ : M——R! rekursiv durch MU;@(U = PR

o ’¢}Uk(7l+1) T
©r(n+1) Dach Abdnderung von @41y auf Ugmary N (Ugay U - - U Ug@my). Verwende
hier, dass b) (i) gilt.

Es sel Gy, := {V < R™ k-dimensionaler Untervektorraum} fiir £ € {0,---,n}.
(Offenbar ist G, o = {{0}}, Gn1 = P G, = {R"}.) Weiters sei F,; =
{(z1, -+ ,ax) : {1, - ,zx} C R linear unabhingig} und

PiFng — Gupt (21, -, 0p) — r(21, -, Tk).

a) Zeige, dass F, C R™ offen ist und dass G, mit der Finaltopologie bzgl. p
eine k - (n — k)-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit ist.
Verwende dazu die folgenden Hom&omorphismen:

Esseij= (ji,-,r) ENF, 1 <ji <o <jp<n, 1< <<y . <
n, {1a e an} - {jla' t ajkajia o 7j';L—k}? Uj = {I S Fn,k . det (l’gl)i;,’z 7é O}a
o et \ (el e\
oy P(U) R (o ) | |
x-?[nfk x]nfk x-{k x-]yi‘k

b) Zeige, dass durch {¢; : p(U;) — RF"™F 11 < j; <+ < ji <n} ein C-Atlas
auf G,, , gegeben ist. (G, , mit dieser C*°-Struktur heifit Grassmann-Mannigfaltigkeit.)

Es sei N C M eine C*-Untermannigfaltigkeit, £ > 1 und A = {(gp, U — Vp) e
i € I} eine Menge von Abbildungen mit (i) Vi € I : U; C N offen, V; C R" offen,
@; bijektiv; (ii) |J U; = N; (iii) Vi € I : ¢; ' : Vi — M ist C*-Immersion.

i=1
Zeige, dass dann 2 ein CF-Atlas auf N ist, dessen Aquivalenzklasse die von M
induzierte Struktur ist.
Hinweis: Beachte den Hilfssatz in S. 10.

14



Ub. 1.9 Es sei X := {(cos(29),sin(29), ucos ¥, usind)” € R* : u, 9 € R}.
a) Zeige, dass X eine Untermannigfaltigkeit von R? ist.

r r cos 219
Hinweis: v : ucosrgu—l%}ﬁsin 9 ist fiir r # 0 lokal diffeomorph.
Y usin 4+ v cos v

b) Zeige, dass die induzierte C*°-Mannigfaltigkeitsstruktur die Aquivalenzklasse
des C>-Atlas {1, o} ist, wobei ;' @ (0,7) x R — im(¢;') C X, ;! :
(=3, 3) xR — im (¢; ") € X mit ;' (¢, u) = (cos(20),sin(209), u cos ¥, usin )7

(X heifit Mobius-Band.)

Ub. 1.10 Seien (M, [22[]), (N, [%]) CF-Mannigfaltigkeiten, ¥ > 1, und f : N — M eine Ein-

-1
bettung und f (V) N stetig. Zeige, dass dann f(N) eine C*-Untermannigfaltig-
keit von M ist, d.h. f eine reguldre Einbettung ist.
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§ 2 Tangentialvektoren und Vektorfelder

Definition und Hilfssatz: (M , [22[]) n-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit, k& > 1,
x9g € M, W C R offen, 0 € W.

1) x(t) : W — M C* mit 2(0) = xo heifit C*-Kurve durch zy. (Zur Unterscheidung
von Punkten z € M schreibe ich z(t) fiir Kurven, obwohl prinzipiell das Symbol
x geniigen wiirde.)

2) w(t),y(t) C*-Kurven bei zq. z(t),y(t) heilen tangential in zg <= I(V)(p : U —
V) € Amit zg € U: (pox)(0) = (poy)(0) € R™ (steht hier fiir <.)

3) Die Menge der Aquivalenzklassen von C*-Kurven durch x, beziiglich der Aquiva-
lenzrelation ,tangential in zy“ heiit Tangentialraum an M in xg bzw. T, M.

Wenn [—] wieder einmal die Aquivalenzklassen bezeichnet, so ist also
T, M = {[x(t)] . 2(t) Ck-Kurve durch xo}. (Wegen 3 <=V in 2) hingt T,,M
nur von der C*-Struktur [2], nicht vom speziellen Atlas 2 ab.)

Beweis von 3 <=V in 2): (¢ : Uy — V}) € A mit 2y € Uy, A := Jacobi-Matrix von

Yool in plzy) —> (Kettenregel) (102)(0) = (o 0poz)(0) = A- (pox)(0) =
A-(poy)(0) = (ebenso) = (1 o y)'(0), wenn x(t), y(t) tangential sind. O

Hilfssatz und Definition: (M , [Ql]) n-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit, k& > 1,
(p:U—V)ed, zeU.

1) TSL‘O()O : T:(:OM — R": [l’(t)} — (QO o l’)/(O) ist bljektlv

2) Wir betrachten T,,M als R-Vektorraum so, dass 3(V)(p : U — V) € A mit
zog € U : T,,p R-Vektorraum-Isomorphismus. (Wegen (3 <= V) ist die Vektor-
raumstruktur unabhingig von der Wahl von ¢.)

Beweis: 1) T,,¢ ist wohldefiniert und injektiv nach Definition. Wenn £ € R™, so ist
x(t) : (—e,€) — Mt — o (p(xo) + &t) fiir ein € > 0 wohldefiniert, C*, und
Txoap([x(t)}) = ¢. Also ist T, auch bijektiv.

2) Wenn (v : Uy — V;) eine weitere Ck-Karte mit zo € U ist und A := Jacobi-
Matrix von 1 o ¢~ in p(xg), so gilt fiir eine C*-Kurve x(t) durch zy : (¢ o 2)'(0) =
A-(pox)(0), dh. T,y¢p = Ao T, p. Daher gilt: T,,¢ linear <= T, linear. Also ist
die R-Vektorraumstruktur von der Wahl der Karte ¢ unabhéngig. ([
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Notation: ¢ : U — V : z +—— (z!,--+ 2")7T sei eine Karte (in &) mit 2y € U (vgl.

1 0
0 :
S. 3 fiir die Schreibweise). e; = | . |, -+ ,e, = | - | sei die Standardbasis im R".
0 1
Man definiert % = (Thy) t(e;) € Ty M fiir j € {1,--- ,n}. (Manchmal schreibe ich
enauer 9 )
& oxd )
N 0 0
Nach dem letzten Hilfssatz ist EISERRRE eine Basis in T,, M. Fiir j € {1,--- ,n} ist
also (%) die Aquivalenzklasse [z(t)] aller C¥-Kurven durch z fiir die (¢oz)'(0) = ¢;
z ) .

gilt. Eine spezielle solche Kurve ist z.B. die ,, Koordinatenlinie* ¢ — ¢~ (p(z0) + te;).

0
(Vorsicht: Das Symbol 907 héngt von der gesamten Karte ¢ ab und &ndert seine Be-
x

deutung auch dann, wenn sich nur «!,---, 277 2/t ... 2" dndern. Das ist ebenso wie

bei den partiellen Ableitungen, und als solche wird Erei in S. 20 interpretiert.)
x

Wenn v € T,y M und (Tyy0)(v) = (v, -+ ;o™ = vie; € R™, so ist

.0 .
v = 1)9% = [go_l(go(xo) + tvjej)]

Wenn ¢ : Up — Vit @+ (zV, -+, 2™)7 eine zweite Karte (natiirlich C¥) mit zy € U;

ist, und A :=(Jacobi-Matrix von 1) o p~!) = (gx]) (¢(z0)), so gilt:
&€ ij=1,n

0 (Too)(ey) = (ATt (e)) = (Toy) 1 (Aey) =

o oz oz’ 0
_ R W
= (Ta¥) (8xj el) ~ Oxd Oxt

!

Also: i = 8x' : i.,, wie wenn man formal kiirzen wiirde.
Oxi 0z Oxt
0 ox” 0
(Genauer: <@> . = (¢(20)) - (W)xo)
Allgemein: v = v/ g €T, M = v="1’ gﬁj aii, = 832., mit v = v’ giﬁ :

In der Physik fasst man manchmal einen Tangentialvektor v als einen von der Karte
ox”

YA
oxJ

abhingigen Vektor (v!,---,v™)7 € R™ auf, so dass bei Kartenwechsel gilt v = v7

Redeweise: Der Vektor transformiert sich , kontravariant®.

17



Bsp.: 1) V n-dimensonaler R-Vektorraum mit Standardstruktur, o € V. Dann kann
man T,V mit V identifizieren: T,,,V——V : [z(t)] — 2/(0) € V. Bildlich wird v €
T,,V als Vektor mit Anfangspunkt in x, dargestellt. Speziell fiir V' = R" heifit das:

0

T, R"—R" : <v’a ) — (v!, -+, v™T. (Oder allgemeiner, in einer linearen Karte
:L»Z

¢ bzgl. einer Basis e;,---,e, € V, d.h. ¢ : V — R" : vie; — (v}, -+, 0™)T ist dann

T,,V—V: vi% — vie;.)
2) N C M Untermannigfaltigkeit, 7o € N. Da Ck-Kurven auf N durch zy auch solche
auf M sind und [z(t), y(t) tangential in g auf N <= detto auf M], erhalten wir eine
injektive lineare Abbildung T, N — T, M.
Im Fall zo € N C R™ Untermannigfaltigkeit ergibt sich der iibliche Tangentialraum,
wenn man 7, N parallel nach xy verschiebt. Speziell, wenn xy € U C M offen, so ist
T.,,U="T,M.

rsin 1 cos ¢
3) Die Kugelkoordinaten 1 : R® — R3 : (r,9, )T +—— | rsindsine | liefern die C>°-

rcos

Karte p™' : U := {x € R?: 2? # 0 oder 2! > 0} ~ (0,00) x (0, 7) X (=7, 7) auf M = R3.
Wenn zy € U und v € T,,,R3, v = vi%, so gilt bzgl. =1 v = L + Uﬁ% + %%.
Die Umrechnung geschieht entweder mit der Jacobi-Matrix, d.h.
a  ox' a oz 0 or 3 i)

or  or (xo)ﬁxi ro Oxt ote., U = oz (70) = 2

j=1 To

ete.,

0 ..
oder geometrisch: o ist die Aquivalenzklasse des Weges 1 (ro+t, Yo, ©o), wenn ¢~ (zg) =
r

0 t
(10, Y0, p0)T = o [IO (1 + —)

4) Es sei M = §?, xg € Us, NU; . Wir wollen die Karten ¢z, : (2!, 2% 237 —

(x4, 227 und @ ¢ ¢ (21, 2% 2%)7 — (22, 2%)T = (2V,2%)7 vergleichen. Zunichst zu

.0 .
¢3.+. Dann ist p i [2(t)] € Ty S?, wobei @ : t — (zf+t, 22, /1 — (x§ + t)? — (a3)? )T

S?. Wenn wir S* C R? als Untermannigfaltigkeit auffassen und 7,,,S* C T,,,R® ~ R? wie

0 2\ 0 22\"
in 1), 2) so gilt also prs (1,0,—:5—%) und ebenso el (0’1’_17_2) . Fiir die
2

0
0 zd o z
Karte ¢y 4 folgt ebenso ar 1,0) , = | ——,0,1) . Beachte, dass

L 72
x5 Oz x4
0

zwar z'' = 22, aber ——, da — von der gesamten Karte abhéngt.

oV 7 0x2’  Oxt
Def.: (M, [Ql]) CF-Mannigfaltigkeit, zo € M, x¢ € Uy, Uy C M offen, f; : U; — R CF.
1) fi, f2 stimmen bei xq iiberein ;<= 3U C U; N Uy offen mit zg € U : fl‘U = f2‘U.

18

S



2) Eine Aquivalenzklasse bzgl. der Aquivalenzrelation in 1) heifit C*-Funktionskeim in
2o und wird (wieder einmal) mit [—] bezeichnet.
CE (M) := {C*-Funktionskeime in zy} ist eine R-Algebra (wobei A[fi]Tu[fo] =
[(Afitef)|,] fir A peR, U:=UNU,).

3) D :Ck (M) — R heift Derivation (in z¢) :<=> (i) D linear,

(i) VI/1, [g] € & (M (M) = D([f] - [9]) = f(z0)D([g]) + g(zo)D([f])-
Der,, (M) := {D Derivation} ist ein R-Vektorraum.

Hilfssatz: ( ) C*>°-Mannigfaltigkeit, xq € M.
Dann ist F' : TmO(M) — Deryy (M) : [2(t)] — ([f] — (f o 2)'(0)) ein Vektorraum-

[somorphismus.

Beweis: a) F ist wohldefiniert, denn in Koordinaten ¢ : x — (z") gilt:

&) [f] =g [1()] = [2200)] = (For)(0) = 2227 () - 02 () _

Oxt dt
-1 i
= % ((x0)) - W (0) = (g 0 22)'(0) nach der Kettenregel und da
x

(0 21)(0) = (o m)(0) = (TM)([@@)}). Fiir a(f;i;f_l) (o(x0)) schreibt man

(schlampigerweise) einfach % (o).
x

Mit dieser Schreibweise gilt dann F (( 0 ) )([ fl) = O_f (zo), denn nach S. 17 ist

oxJ
d(pox)
dt

— = [z(t)] mit

B8) ((f-g)ox)'(0) = ((fow)-(gox))'(0) = f(xo)(gow)(0)+g(wo) - (f o) (0) nach der
Produktregel —- F([[E(tﬂ) € Der,,(M).

(0) =e;.

b) F ist linear, da F(v 8xi) ([f) =v o (x9), vgl. a).

(g

, 0 . .
c) F ist injektiv, denn speziell firr f = 27 gilt F <1ﬂ%) ([7]) = v7 und somit

;0 0
F(U 8xi>_0<:>vﬁx’ 0.

d) F ist surjektiv: Es sei D € Der,,(M), [f] € C2(M), f:U — R.

In Koordinaten ist f(z!,--- ,2") =
1

d
:f(x0)+/dtf(:c0—|—t(:c —x3), - ~-,x3—|—t(:c"—:c8))dt:

0
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—_

= f(xo x_%

o+t — ), al (- af)) de.
0

-~

gi(z) C> bei zo

Wenn 1 die konstante Funktion ist, so ist D([1]) = D([1] - [1]) = D([1]) + D([1]) =
— (1)) =0 = D(If]) = D([f(@0)] ) + D([o" 2] - [u(x)] ) =

— 0+ gD (I = af) = 5 o) D) = F (v ) (1),
wenn v’ := D([2']) €R, i=1,-- ,n. O

0
Bemerkung: Als Derivationen aufgefasst, haben die Tangentialvektoren e also ihre

T
iibliche Bedeutung einer partiellen Ableitung, vgl. die Formel in a) des Beweises. In

o 0 0
Zukunft schreibe ich auch 0; := s (Genauer: (0;)y, = ( 8:)3") )

Hilfssatz: M Menge, I beliebige Indexmenge, A = {p; : U; — V; i € I} erfiille
(i) (Viel:U;C M)und (J U; = M), I, C I abzihlbar;

i€ly

(ii) Vi e I:V; C R" offen;

)
(iii) Vi € I : p; bijektiv;
(iv) VetyeM:(Fiel:x,yeU)V (F,jel:xelU,yclU;,UnU;=0),
(V) Vijjel: UnU #0 = giop;" : oj(UiNU;) — ¢i(U; N U;) ist ein

Homd&omorphismus von offenen Mengen.

U; trage die Initialtopologie bzgl. ¢; und es sei (U C M offen) :«<—= (Vi € I : UNU; C U;
offen). Dann ist M eine n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit und 2 ein C°-Atlas
auf M.

Beweis: a) Offenbar gilt (U, C M offen,« € A = |J U, C M offen), (U, U’ C M
acA

offen = U NU" C M offen) und (@, M C M offen). Also ist auf M eine Topologie
erklart.

b) U;. sp sei U; mit der von M induzierten Spurtopologie, U; 1 sei U; mit der Initialto-
pologie bzgl. ¢;. Dann ist U C U; g, offen <= U =W NU;, W C M offen = (nach
Definition der Topologie auf M) = U C U;, 1y offen.

Umgekehrt: U C U; 1y offen <= U = e '(V), V. C V; offen = 0;(UNU;) =
pier elUNT;) = w07 (VN @i(U;NT;) ) Cpi(UiNT;) offen = ¢;(UNT;) CR"

CR" offen
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offtn = UNU; CUj i offen = U C M offen = U C U, g, offen. Also ist
Ui sp = U;, mi und U; C M offen. Klarerweise ist dann M lokal euklidisch.

c) M erfiillt das 2. Abzdhlbarkeitsaxiom, da I; endlich oder abzahlbar ist und M ist
Hausdorffsch wegen (iv). O

Definition und Hilfssatz: (M, [2]) C*-Mannigfaltigkeit, & > 1.

TM = {(:E,v) cx € M,v € TIM} heifit Tangentialraum zu M. Fiir (ap U — Vo
x> (2%) € Upax sel T : TU — V X R" : (2,0'0;) +—> (at,--- 2™ 0!, om)T.
Dann ist (i)—(v) oben erfiillt und damit 7'M eine 2n-dimensionale topologische Mannig-
faltigkeit. Weiters ist B := {Tp : ¢ € A} ein C*1-Atlas auf TM (oo — 1 := 00).

Die C*~!-Mannigfaltigkeit (T M, [‘B]) héngt nur von [2], nicht von 2 ab.

p:TM — M : (x,v) — x heifit Projektionsabbildung.

Beweis: Es gelten (i)-(v) des vorigen Hilfssatzes.
Speziell zu (v): @1 : & — (2%), ¢ : & — (27) seien 2 Karten in & mit U; N Uy # 0.
Dann ist

TSOQ © (T@l)_l : (x:l’ e 7$nvvlv e 7Un)T — (.C(I,’Uiai) — (x:l/? T 7Inlvvllu T ’,Un’>T7
wobei 2% (2!, - -, z"), d.h. die Komponenten von ¢, o 7", C* sind und
v =0l B (xt,---,2™) C*~1 sind. Daher ist B ein Ck~1-Atlas.
x
Wenn A, C ng, so ist B C B,. Also: [Qll] = [Q[Q] - [%1] = [SBQ] ]

Bemerkung: TM wird immer in dieser Weise als C¥~'-Mannigfaltigkeit aufgefasst.

Bsp.: 1) V n-dimensionaler R-Vektorraum.
Dann ist TV -V xV : (xo, [m(t)}) — (l’o,ii’(O)) ein C*°-Diffeomorphismus. (V@V als

Vektorraum mit Standardstruktur ergibt iibrigens dieselbe Mannigfaltigkeit wie V' x V
nach S. 5.)

2) F: TS' — S'xR : (:Eo, [x(t)}) — (:)30, det (xo,:b(()))> ist ein C*°-Diffeomorphismus.

(Beachte, dass wie in S. 18 T, S' C T,,R? = R? : [z(t)] — #(0), det ist die iibliche
Determinante auf R%.) Denn z.B. in den Karten T, 4 und o 4 X id gilt:

TU,., u Uy xR
(Tp2,+) 7" P24+ X id
(-1,1) xR (-1,1) xR
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() (g i (o)

a

wobel xy = ( m) . Daher ist F' in dieser Karte (und ebenso in den iibrigen 3

Karten) C* und bijektiv.
Auflerdem gilt, dass TS! F Sl % R! kommutiert und dass F' auf den

Mg

,Fasern“ T, S' linear ist. Diese Eigenschaften lassen sich mittels der Mannigfaltigkeits-
struktur von T'S! allein nicht beschreiben. Daher:

S

Def.: M, sei eine ni-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit, (Mg, [912]) eine no-
dimensionale C*-Mannigfaltigkeit, n, > no, p: M; — M, stetig, surjektiv.

1) Ein C*-Atlas 2, auf M heiit Vektorraum-Biindelatlas bzgl. p <= (i) V(1 : U} —
Vi)ed : U =pt (p(Ul)) und 3(@2 :p(Up) — Vg) € Ao max : V1 = Vo x R und

U, Y1 Vi (xlj_._ 7:1:n1)T
{ P \ pry I kommutiert;
P2 n
p(Ul) ‘/2 (:1:17"' y L 2)T

(ii) V(g1 : Ut — V1), (1 : U] — V{) € Ay mit UrNU; # 0 = hrogy " : o1 (UNU]) —
Y1 (U1 NUY) ist fiir festes !, - -+ | 22 linear in den hinteren n; —ny; Komponenten. (Beach-
te, dass 1oyt (2, - 2™) — (2, .-+ ™), wobei 2V, - 2™ nur von 2!, - - - | 2™
abhingen, da (z', -, 2") = ¢y 0 oy *(x!, -+, 2"2) fiir g, ¢y wie in (i)).

2) Wenn 2(; wie in 1), so heiit ¢ € ; Vektorraumbiindelkarte.

3) Zwei Vektorraumbiindelatlanten A, 2] heiflen dquivalent <= 2d; U ] Vektor-
raumbiindelatlas.

4) My mit einer Aquivalenzklasse [[2;]] von Vektorraumbiindelatlanten heifit C*-Vektor-
raumbiindel bzgl. p.

5) Fiir (Ml, [[22[1]}) Ck-Vektorraumbiindel und o € M, trigt die Faser p~'(zo) ka-

nonisch die Struktur eines (n; — ny)-dimensionalen R-Vektorraums durch Ubertragung
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bzgl. gpl}pﬂ(xo) :p (@) — {pa(z0) } X R™7™2, 1, 09 wie in 1), (i).

6) <M2 XxR™M "2, [[%]D mit B = {pxid : ¢ € Ay} heifit triviales Vektorraumbiindel {iber
M, mit Faser R™ "2, (Fiir p : My x R™™"2 — M, ist die Projektion zu nehmen.)

7) M; bzw. N; seien Vektorraumbiindel iiber My bzw. No; Fy @ My — Ny CF heifit
CF-Vektorraumbiindel-Homomorphismus <= (i) 3F, : My — N, C* sodass

F
M, N
{ P \ o kommutiert;
My — 22— N,

(ii) Vg € My : Fl}p’l(:co) :pHzo) — p 1 (Fa(z)) ist R-linear (bzgl. der Vektorraum-
struktur von 5)).

Bemerkung: Beachte, dass wegen 1) (i) p immer C* und offen ist.

Bsp.: 1) Offenbar ist fiir eine C¥-Mannigfaltigkeit M (TM, [[‘BH) (mit B wie in S. 21)
ein C*~'-Vektorraumbiindel bzgl. p : TM — M. Es heifit Tangentialbiindel.

2) Das Bsp. 2) in S. 21 liefert einen Vektorraumbiindel-Tsomorphismus von 7'S* mit dem
trivialen Biindel S' x R!.

3) Wenn p = pry : M = R? — R! = My, so sind 2 = {idg2} und 2} = {cp ' R? —

R? : (z',2?) — (2!, sinh (:L’2))} 2 C*-Vektorraumbiindelatlanten, die nicht dquivalent
sind. Dennoch ist die C*°-Struktur [24] = [}]. (Auch sind die 2 Vektorraumbiindel
(R?, [[ml]]) und (R?, [[m;]]) isomorph.)

4) Wir wollen das Tangentialbiindel von O,(R) betrachten. Da O,(R) C gl (R) eine
Untermannigfaltigkeit ist (vgl. S. 11), kénnen wir fiir A € O, (R) 740, (R) als Unterraum
von gl (R) auffassen. B € T40,(R) < JA(t) : (—1,1) — O,(R) C* mit A(0) =
A, A(0)=B.

Alt) € O,(R) = A(t)TA(t) =1 = (4 anwenden, t =0) = ATB+ BTA =
0 = (ATB)T = —ATB.

Es sei 0,(R) := {C € gl,(R) : CT = —C}. Dann ist ATB € o,, B € A-o0,, dh.
T40,(R) C A-o0,(R). Hier gilt =, denn wenn C' € 0, (R), so setze

o

D
el =Y —— ePr.el2 = eP14P2 falls DDy = DyDy;
n

A(t) == A et = ADTA®) = ()T ATAeCt = o+ = Tund [A(t)] = A-C €
I
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Daher ist ' : TO,(R) — O,(R)x0,(R) : (A, B) — (A, AT B) jedenfalls wohldefiniert
und bijektiv. F ist C*, da es die Einschrankung einer ebenso definierten C*°-Abbildung
auf Tgl,(R) ist. Aus demselben Grunde ist auch F~!: (4,C) — (A, AC) C*>. Also
ist F' ein C®-Diffeomorphismus. Uberdies ist F offenbar ein C*°-Vektorraumbiindel-
Isomorphismus. Wie fiir S* ist auch fiir O, (R) das Tangentialbiindel isomorph zu einem
trivialen Biindel und das liegt daran, dass beide Liegruppen sind (siehe S. 36).

Def.: 1) p: My — M, C*-Vektorraumbiindel.

s My — M heiit Schnitt <= (i) s C* (i) po s = idyy,.

2) (M, [2]) C*-Mannigfaltigkeit.

Ein Schnitt des C*~!-Vektorraumbiindels p : TM — M heifit Vektorfeld auf M.
TYM) := {X Vektorfeld auf M}.

Bemerkung: In der Basis ( 8‘
ox’

X e T (M) : X(zg) = v'(20)(Di)zo, o € U, wobei v’ : U — R C*1. (Genauge-
nommen ist X (zo) = (zo,v) mit v € T,, M, aber man bezeichnet schlampigerweise die
2. Komponente v ebenfalls mit X (x).)

) = (0y)a, bzgl. (¢ : U — V) € AU gilt also fiir
zo

Bsp.: 1) M = R" als C*°-Mannigfaltigkeit. X € T'(R") < J(v',---,0") : R" —
R" C* mit X (x) = v*(z)0;. Hier braucht man nur die eine Karte id und kann daher die
v'(z) ,global* (d.h. auf ganz M) definieren.
2) N C M C*Untermannigfaltigkeit. Nach S. 18 ist fiir g € N T, N < T,, M. Daher
gilt

T'(N)—=—{X: N —TMC" " :Vag € N : X(x0) € T, N}
Speziell sei N = S® C R*L. Dann ist ein C*-Vektorfeld X auf S* (mit der Standard
CH1Struktur) also gegeben durch X : S — R+ C* mit Vay € S* : X (20) L xo.

7Z.B.ist X : St — R?: C?Sﬁ — [ sin v ein C*®-Vektorfeld. Eine andere Dar-
sin ¢ cos v

stellung von X ist X = — in den Karten

Vg Sl\{((;?s;)} — (a,a + 27) : Z?sz — ¢ fiir ¥ € (a,a + 27) denn in

1 [ cos Do cosa) . (dY\ _ yv [ —sindg
TeoS's w0 = (sinﬁo) a (sina) gilt <d19)w0 = ¢a (o +1)(0) = < cos190> '

Beachte, dass Vzg € S' : X (zg) = (%) # 0.
zo

Der Biindelisomorphismus F' : T'S' — S! x R in S. 22 ldsst sich auch so interpretie-

ren: F(zo,vX (29)) = (20,v). Wie wir spéter sehen werden, gibt es fiir gerades n kein
X € THS™) mit Vg € S™ : X (z0) # 0 (vgl. S. 80).
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Def.: (M, [2]) C*Mannigfaltigkeit.

1) C*(M) = {f : M — R C*} ist eine kommutative R-Algebra mit (ftg)(z) :=
flx)tg(x).

2) D:C¥(M) — Ck1(M) heifit Derivation (auf M) :<= (i) D R-linear,
(ii) Vf.g € C5(M) : D(fg) = fD(g) + gD(f)-

3) Der(M) := {D : C¥(M) — C*~'(M) Derivation} ist ein C*~'(M)-Modul mit der
Definition (fD)(g) := f - D(g) € Ck=1(M).

Bemerkung: So wie Tangentialvektoren Derivationen in x4 entsprechen (vgl. S. 19), so
entsprechen den Vektorfeldern Derivationen auf M (zumindest fiir k = oo) :

Hilfssatz: (M, []) C*-Mannigfaltigkeit, k > 1 in 1), k = oo in 2).

1) TH(M) ist ein C*¥~1(M)-Modul mit der Definition (f - X)(xo) = f(z0)X (z0) €
T, (M) (fiir f € CHY(M), X € THM), zo € M).

9) F: T'(M) — Der (M) : X — (f — (0 — X(xo)([f]))> ist ein Co°(M)-
Modul-Isomorphismus. Dabei ist [f] der C*°-Funktionskeim von f in xy, f €
C®(M), und X (z0) € Tyy(M) =~ Deryy (M), d.h. X (20)([f]) = (f o 2)'(0) wenn
X (o) = [2(1)].

Beweis: 1) Mit Hilfe von Karten sieht man, dass fiir f € C*¥"}(M), X € TY(M) auch
f-X:M — TM C* " ist. Der Rest ist klar.
2) a) X € T'(M), f,g € C*(M), 20 € M = (FX(f-g))(x0) = X(z0)([fg]) = (da
X(w9) € Dery,(M)) = f(z0)X (20)(lg]) +9(x0) X (z0)([f]) = FX(f-9)= [ FX(g)+
g - FX(f) = F ist wohldefiniert. Ahnlich sieht man, dass F' C*°(M)-linear ist.
b) F injektiv: F(X) =0 <= Vf € C>®(M) : Vzo € M : X(z0)([f]) = 0. Wenn z, € U
und (p : U — V) € A so gibt es x : V — R C* mit x = 1 bei p(xp) und x = 0
auBerhalb einer Kugel K um ¢(zy) mit K C V. Dann lisst sich (x o ¢) - ¢ durch 0
auBerhalb von U fortsetzen, d.h. (xyo ) -¢ : M — R" C®, (xo¢) - = ¢ in einer
Umgebung von xg.
Wenn g & 2 — (e, "), so ist 0 = X(ao) ([(x29)-¢]) = Xao) (]) = 9,

~———

€coe (M)

wenn X (zo) = v70;. Somit ist X (z0) = 0 fiir o € M, d.h. X = 0.
c¢) F surjektiv: Es sei D € Der (M) und [f] ein C*°-Funktionskeim bei zy € M. Mittels
einer Funktion y wie in b) kénnen wir f durch f; € C*°(M) ersetzen, sodass [f] = [f1].
Definiere D, auf C2°(M) durch D, ([f]) := D(f1)(zo), wobei [f] = [fi], fi € C®(M).
Dies ist wohldefiniert, denn wenn fi, fo € C>°(M) bei x, iibereinstimmen, so ist auf M
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fi—fa = (fi — f2) - x, wobei x € C®(M), x = 2 bei g, x = 1 wo f1 # fa

D(fi = f2)(wo) = D((f1 — f2)X) (w0) = x(wo) D(f1 — fo) (o) + (f1 — f2)(w0) D(x)(wo) =
2 0

2D(fr = f2)(x0) = D(fi — f2)(x0) = 0.

Weiters gilt dann Dy, ([f - 9]) = D(f1 - 91)(20) = fi(20)D(g1)(z0) + g1(z0)D(f1)(z0) =

f($0)D1‘o ([g]) + g(xO)on ([f])

Also ist D,, € Der,, (M) ~ T,,(M).

Definiere X : M — T'M : xy — D,,. Es bleibt noch zu zeigen, dass X C* ist, denn

dann gilt offenbar X € 7' (M) und F(X)(f)(zo) = X (z0)([f]) = D, ([f]) = D(f)(0),

dh. FX =D.

Essei (9: U — V) e x5 € U, x wie in b). Dann ist dort wo y o ¢ = 1, d.h. fiir =

bei xg :

X(z) = vI(2)0;, wobei v (z) = X (2)([27]) = D, ([27]) = D((x o p) - ¢7) (z) € C*.

Somit ist X C* bei xg und daher auch auf M. O

Bemerkung: Fiir eine C*°-Mannigfaltigkeit (1, []) identifiziere ich 7*(M) und Der (M),
d.h. ich schreibe wieder X fiir FX, X € TY(M).

Bsp.: 1) Fir (¢ : U — V : 2 — (z',--- ,2")7T) € A bezeichnet man mit §; das
Vektorfeld in 7H(U), das durch zg — (9;)s, € TiU gegeben ist. Fiir k& = oo konnen
wir 0; auch als Element von Der (U) auffassen und dann wirkt es wie die partielle Ab-
leitung nach 27, wenn f in Koordinaten geschrieben wird, d.h.

-1
0; :C*U) —C>U): fr— % (d.h. genaugenommen 0f o™ o, vgl. S. 19).

Beachte, dass d; sowohl fiir ein Vektorfeld in 7" (U) als auch fiir einen speziellen Tan-
gentialvektor in T, M steht (weil man ungern (09;),, schreibt).

Ubrigens ist (auch fiir k < oo) 71(U) ein freier C¥~1(U)-Modul mit der Basis 0y, - - - , O,
denn X € TH(U) < ;- ;0" € CFYU) : X = 0'0;.

2) C>(S') kann mit C2.(RY) = {f : R — R C® : V¥ € R: f(¥ +2n) = f(V)}
identifiziert werden:

)= @) o ((G) — 1))

sin ¢

Wenn X € 7'(S') wie in S. 24, so gilt

wenn X als Derivation aufgefasst wird.
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Bemerkung: Wir wissen, dass die Tangentialbiindel von S! und von O, (R) isomorph
zu den entsprechenden trivialen Biindeln sind. Diese Eigenschaft soll durch Vektorfelder
charakterisiert werden.

Hilfssatz und Definition: Es sei M eine n-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit, & > 1.
Dann sind dquivalent:

(i) 3 C*! Vektorraumbiindel-Isomorphismus F : TM — M x R" (= triviales
Biindel)

(i) 3Xy, -, X, € T(M) : Voo € M : Xi(z0), -+, Xn(20) sind in TpyM linear
unabhéngig;

(iii) 7*(M) ist ein freier C*~1(M)-Modul.
Wenn (i)-(iii) erfiillt sind, heilt M parallelisierbar.

Beweis: (i) = (ii): Esseiey,--- e, die Standardbasis im R” und X, : M — TM :
zg — F~Yxo,¢j), j = 1,---,n. Dann sind die X; C*! und po X; = id, dh. X; €
TY(M). AuBBerdem sind X (), - -+ , X, () filr xg € M eine Basis in T,,, M, da F(xq, —) :
TyoM — R™ linear und invertierbar ist (F Vektorraumbiindel-Isomorphismus!)

(i) = (iii): Xy,--+, X,, € TH(M) seien wie in (ii). Dann sind sie auch iiber C¥=1(M)
linear unabhéngig, denn fiX; =0, f* € C* Y (M) <= Vo : f{(20)Xi(0) = 0 <= Vg :
Vi: fi(zg) =0<=Vi: fi=0.

Um zu zeigen, dass X;,---, X, ein Erzeugendensystem des C*~1(M)-Moduls 71(M)
sind, nehme X € T'(M). Dann gilt: X (z0) € Ty M = (Xi(9), -+ , Xn(wo)) => 3f":
M — R :Vag € M : X(x9) = fi(x¢)X;(z0). Noch zu zeigen ist, dass Vi : fi € C¥-1(M).
In einer Karte ¢ : U — V gilt X; = v}9; mit v} : U — R C*'. Da Xj(o) eine Basis
von Tp,,M = T,,U ist fiir 2o € U, folgt: Voo € U : det (vi(zp)) # 0. Dann ist auch
(i)™t = (w}) : U — R™" C* ! und 8; = w’ - X;. Wenn daher X = w/9; € T'(U), so
ist X = wwl- X; = f"=w/w! sind C*~' auf U und daher auf ganz M.

(Dieser Beweisschritt ldsst sich auch so formulieren: Wenn Xi,---, X,, wie in (ii), so
ist TU — V x R" : (20, f(z0)Xi) — (o), [ (zo),- - ,f"(:co))T eine Vektor-
raumbiindelkarte im maximalen Biindelatlas von T'M).

(iii) = (i): Es seien Xi,---,X,, € T*(M) eine Basis von 71(M) iiber C*~1(M). Ich
zeige zuerst, dass dann fiir xy € M auch X;(xg),- -, X;n(zo) eine Basis in T}, (M) sind
(und speziell m = n gelten muss).

Jedes v € T, M liisst sich als X (=) fiir X € T'(M) schreiben (unter Verwendung
einer Abschneidefunktion wie in S. 25) = v = X(x9) = f(xo)X;(xo) fiir gewisse
fi S Ck_l(M) — R<X1(ZI§'0), s ,Xm(l’())> = T:(:OM

Nach eventueller Umnummerierung ist daher Xi(xg),---, X, (zo) eine Basis in T, M.
Wenn X; = v}0; wie in (i) = (iii), so ist also det (v}); j=1,...n(z0) # 0 und folglich
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auch det (v});j=1,.. n(x) # 0 fiir = bei ;.
Annahme: m >n = (wie in (ii) = (iii)) bei zq gilt X, 41(z) = f*(z)X;(x) mit
i=1

fiCF 1 Wenn x € CFY(M), x = 1 bei x5, x = 0 auBerhalb einer geniigend kleinen
Umgebung von g, so wiire also x - X,,11 € 71(M) auf 2 Weisen durch X;, i = 1,--- ,m,

darstellbar =

Man definiert ' : TM — M xR" : (o, v'X;(20)) — (z,v", -+ ,v™)T. Offenbar ist F
bijektiv und linear in den Fasern. Dass F und F~! C¥~! sind, sieht man in einer Karte
wie in (i) = (iii). O
Bemerkung: Der letzte Satz lisst sich ebenso fiir beliebige Vektorraumbiindel formu-
lieren und beweisen.

Bsp.: Wir wollen zeigen, dass S? parallelisierbar ist und S? nicht, bzw. noch schlim-
mer: VX € TH(S?) : Jz9 € S* : X(z0) = 0 (= 0-Vektor im Vektorraum T, M!). Beides
gilt fiir die Standard C*-Struktur auf S™ mit beliebigem k& > 1. Wenn wir S? C R? als
Untermannigfaltigkeit auffassen, so heiit das letztere (vgl. S. 24): VX : §? — R? stetig
und Vag € S? : X(zg) L o : Jrg € S* : X (1) = 0. Volkstiimlich formuliert man das
auch so: ,,Ein Igel ldsst sich nicht kimmen*.

a) Wir betrachten zunichst allgemein S™ aber in der Form S = R™U {oco} mit den

2 Karten ¢ = id : R* — R" : 2 —— (2},--- ,2")T und ¢ = # : S\{0} —
/ , 1 .
R : 2 +— (¥, -, 2")T = BE (1, -+ 2™, vel. Ub. 1.1, S. 12. In dieser Darstel-
T
lung von S™ ist X € T'(S) gegeben durch X(z) = v'(x!, -+, 2™)0; fiir z € R™ und

X(z) =v"(z", -+, 2™)0,, Ol = 88 fir z € S\ {0}.
T

il

vt v
und | : | sind also ,gewohnliche* Vektorfelder am R2. Fiir x € S\ {0,00} =
o™ ,Un’
n . i '8$il n . 5; 2LUZ.:C"7 n il 12 it
R™\ {0} gilt (vel. S. 17): v* = v’ o ;UJ(WP — W) = j;vj(éjbs 2 —2z"27").
n 1/ ’I’Ll
Genauer: v (- -+ [ 2") = j;lvj<|il|2, e éﬁ) (8i|2'|* — 22" 27") fiir 2/ € R™\ {0}
X € TYS) ist offenbar durch v',--- o™ schon festgelegt (in oo erhalten wir X (o)
als Limes fiir 2 — 0.) Nach dem letzten Satz gilt also: S ist als C*-Mannigfaltigkeit
1
VU
j
parallelisierbar <= 3 Vektorfelder X; = | : | € TY(R"), j=1,--- ,n, sodass:
Un
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vy v

B) S, .| : | lassen sich zu linear unabhingigen C*~!-Vektorfeldern in 2’ = 0
vp’ oy

fortsetzen.

Wenn wir (Xy,---,X,) =: B als Matrix auffassen, so heifit das also:
a) Ve € R" : det B(x) # 0;
/

B) A(z")B <|CEW) ist in 2/ = 0 C*~! fortsetzbar und hat dort Determinante # 0, wobei
x

die Matrix A(z') = (a%);j=1,.. o(2') durch a(a’) = 6¢|2'|* — 22" 27" gegeben ist.

b) Nun sei n = 3. Wir bestimmen die Matrix B(x) durch die lineare Abbildung
B(z): R — R®: t — (1 — [z]?)t + 2(z, t)x + 22 x ¢, d.h. B(z) =

1+ (2)? = (22)? — (23)? 2uta? — 223 2zl z3 + 222
= 20l z? + 223 1+ (2%)? — (21)? — (23)? 20%a% — 2t
22tz — 222 22223 + 22! 1+ (23)? — (21)? — (22)?

Wenn t;, t, t3 eine positiv orientierte ONB-Basis im R? mit ¢t; = ist, so gilt

=
|z]
B(z): t— (|z]* + )t,

bty — (1= |z][H)ts + 2|z|ts,

tg [ — (1 — |I‘2)t3 — 2‘5(7|t2
— det B(z) = (1+ |:E|2)3
Wegen A(z') : t — |2/|*t — 2(2/, )2’ gilt auBerdem

/

x 1 2 2
A(:E’)B(WP) it (I_W)t+| i (o', t)a +| /|21’ Xt —

1 4
— (\x’|2—1)t+/@,|zz<x’,t)x’+2x’ ><t—2<1 —%/{2) <x,t)x’—%|{<x’,t)x’:

= (|2/]* = 1)t — 2(«/, t)a’ + 22’ x t. Daher sind ) und §3) in a) erfiillt.
c¢) Schliefllich werde n = 2 betrachtet.
1(:6

1
Annahme: 3 ( ) € T'(R?) mit o) Vo € R? : 2(93
212 17y2 V2
B) lim ((m ) = (@) T2 ( /2)) existiert und ist # 0.

_23:1’ 2/ (xl )2 . ( 2’ Im’P

«) ist natiirlich ohne weiters erfiillbar, das Problem ist 3). Zur Abkiirzung sei R?>——C :

L) 2= 2V + 2% und w(z) <|5E'|2) <| /|2) 2=z 2

. (—Re(z?) —Im(z Rew(z) - .
() bedeutet dann, dass ll_)r% <—Im (2)  Re(2? >) ( T w(2) existiert und ist # 0,

1

(x
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bzw. 0 # a := lin% 2? - w(z) existiert.

Esseis: (0,1) xS' — S': (¢, 2) — T
(i)
Wegen «) ist s wohldefiniert und stetig. Fiir ¢t 1 geht s(t, z) gleichméBig (bzgl. z € S!)
b
gegen —, wobei b := v!(0) — iv?(0), fiir £ \, 0 gilt

0]
e 1) e 1 1
11\{% S(t, Z) = 11\{%(W . ; L glelchmaf)lg ngl zZ € S*.

= Tal -
Also kénnen wir s stetig auf [0, 1] x S! fortsetzen und s ist eine Homotopie der geschlos-

b
0]

senen Wege s(0, —) und s(1, —). Die Wege s(0,—) : z — a2
alz

sind aber nicht homotop, da m;(S')—>Z : [s(0, —)] — £2, [s(1,—)] — 0.

Daher Widerspruch zur Annahme.

(Wenn man s durch 5(t,2) = s(t,z)/s(t,1) ersetzt, so erhélt man Wege mit festem
Anfangs- und Endpunkt 1, d.h. man ist in (S, 1).

Wenn man X C! voraussetzt, so kann die topologische Betrachtung am Schluss {iber-

und s(1,—) : z +—

haupt vermieden werden, indem man setzt v(t) := i = Umlaufzahl von s(¢, —)
i

S(t,—)
und beachtet, dass v(t) € Z, v(t) stetig, v(0) = =2, v(1) =0 = § )

Hilfsatz und Definition: (M, [2]) C*°-Mannigfaltigkeit.

1) Der (M) (und damit 7 (M)) wird durch [—, —] : Der (M) x Der (M) — Der (M) :
(X1, Xz) — X1 0 Xz = Xp 0 X1 = [X1, Xa] : (f — Xu(Xa(f) = Xa(X0(f))
eine Liealgebra iiber R, d.h.

(i) [-, —] ist R-bilinear,
(ii) VX, € Der(M) : [X1, Xo] = —[Xo, X1] und [X7, [Xo, X3]] + [Xo, [X3, Xi]] +
[Xg, (X1, XQH = 0. (Das letztere heifit Jacobi-Identitét.)

2) In einer Karte ¢ € 2 gilt:
[010, Ugaj] = (Ui@'(vg) - vé&-(v{))ﬁj.

3) Fiir X1, Xy € TH(M) heiit [X;, X5] Lieklammer von X, X.

Beweis: a) [—, —] ist wohldefiniert: In einer Karte ¢ € U gilt
X; =000;, i=1,2, v] €C®(U) = VfeC®(M):Vr, €U :
(X1 0 X5 — X5 0 X1)(f)(20) = X1(v30;f)(w0) — X2(v10;f)(w0) =
= (Uiai(vgﬁjf))(xo) - (Uéai(ijf))(xo) =
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= (Uiai(vg)(ajf))(fo) + 02(88 f 9% (0:0 f ( éai(vf)ajf)(l"o) =
= (X3[)(z0), wobei X3 = (vi9;(v 1)28 v ))0;.
X3 ist offenbar wieder eine Derlvatlon Damit 1st auch 2) gezeigt.

b) [—, —] ist klarerweise R-bilinear und schiefsymmetrisch. Die Jacobi-Identitét gilt all-
gemein fiir Homomorphismen einer Gruppe G in sich, d.h. wenn fi, fo : G — G und
[f1, fo] == fi10 fa — fao fi definiert wird. (Hier ist G = C°°(M) mit der Addition.) O

vio;wt — w'o;ut
Bsp.: 1)Wenn X = | : |, Y =] : | e T'(R"),s0ist [X,Y] = . .

7 z3
2) Wir wollen z.B. [X,Y] fir X = (—xl) , Y = ( 0 ) € T1(S?) berechnen.
0 —zt

1
In der Karte ¢34 : Us . — {z € R?,|z| < 1} : (2!, 22, 2%)T — (iz) , vgl. S. 1, gilt:

1 0

= 0 s Oy = 1 c TmOS27 o € U3,+ —
—z/ %} —x5 /%

= X =2%0, —2'0y, Y =2%0; = /1 — (21)2 — (2220, =

[X, Y] = (1’201 — 1’102)(1'3)81 — (1'381)(1'2)01 + (1’301)(1’1)02 =

x! x? 0
= x2<——3) —SL’l(——) O —0+220, =230, = 2% |.
T 3 _xQ

Das gibt dasselbe, wie wenn man [X, Y] in 7 '(R?) ausrechnet und keineswegs aus Zufall,
val. Ub. 2.8, S. 37.

Definition und Hilfssatz: (MZ-, [22[2]) Ck-Mannigfaltigkeit, f : M; — M, C*.

Tf:TM; — TM, : (a:o, [a:(t)]) — <f(x0), [f(x(t))}) ist wohldefiniert und heift

Tangentialabbildung zu f. T, f :=Tf ‘T M Tyo My — T'(24) Mo heifit Differential von
0

f in zy (und wird manchmal mit d,, f bezeichnet). Es gilt:

1) Tf ist ein C¥~1-Vektorraumbiindel-Homomorphismus;

2) wenn k = oo und v € Ty M; = Dery,, (M), so ist (T, f)(v)(g]) = v([g o f]) fiir
9] € Cﬁxo)(Mﬂ;
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3) in Koordinaten f : (2!, - 2™)T — (y',--- ,y™)T (vel. S. 3) gilt

(Tf)ia—layj O Ty My, Speziell ist Re, f — Re(Th, f):
I\ Yoz ) =V aa W05y € Liwo M. Spediell ist Re,, f = Re(T,);

4) T ist ein Funktor von der Kategorie der C*-Mannigfaltigkeit, in die der C*~!-
Vektorraumbiindel, d.h.
(i) Tidps = idray,
(ii) T(go f) =TgoTf fiir g: My — Ms CF.

Bemerkung: Beachte, dass die Bezeichnungen 7),,¢ in S. 16 und T¢ in S. 21 bereits
entsprechend gewidhlt wurden. Auch fiir i : N < M Untermannigfaltigkeit wurde (und
wird) vermoge T : TN — T M identifiziert.

Beweis: a) In Koordinaten (<p1 U — Vo — (2t ,:E”)T) e A,

€ T:(:OMl :

(p2:Us — Vory— (yh, -+, y™7T) € Ay gilt fiir [x(t)] = Uiaxi

Tf (w0, [#(0]) = (flwo). Tuof ([2(0])) 2 (o), [f 0 2(t)] ) =

(700 g (20 0o rlol)) ' 0)) ) =
(yl(m(w(t»),---,y':mmt))))T

ettenrege a ' ;
s (f@o),(Tf(xo)soz)—l (e <¢1<zo>)vl)> -

= ( f (xo),vigixj (apl(zo))aiyj). Daher ist T'f wohldefiniert, ein Biindelhomomorphis-
mus und gilt 3). 4) folgt aus T'g o Tf(a:o, [l’(t)}) = <g(f(x0)), [g(f(z(t)))}) =
=T(gof) (xo, [x(t)})

b) Zu 2): Wenn v = [z(t)] € T,,M; und [g] € CPlny) (Ma), so gilt (Two /) () (l9]) =

= [F(=®)] (1)) = (g0 f o2)(0) = v({g o ])- 0

Bsp.: Wir wollen TP fiir die stereographische Projektion P : R" — S" (vgl. S. 9)
berechnen. Wenn z.B. zy € R", |xo| > 1, so kénnen wir die Karten id auf R", und

¢n+1+ von S” verwenden. In diesen Karten ist P : (z!,--- 2™ — (y},--- ,y")T =

n ij i d
L E Y C e N S oL .. M B
lz)24+1" 7 0 ox' =1 \Uzo?+1 (|x0|2—|—1)2 Oy

noo 0 o0
— il (1 =t bl — ).
3 (( Yo )8y2 yoyoayj)
Wenn wir T'S™ C TR™"! auffassen, so ist i (Ot We v+t yh)] =
yl )

32



[ 7 n % n T
= _(yé77y0+t77y07\/1_(yé)2__(y0+t)2__(y0)2) :|:

0 ) i-te Stelle
1

= € T,,S", d.h. mit (v, 7o) := > v'y} gilt:
i=1

0
—yo/us ™!
v (1 —yp) y
(T PYWO) = | on(1— gty | = (wdh) W =
1 n
<U7?Jo> <1 - F) :[(93)2 + j‘ (yo)ﬂ /y0+1
(o) —1
yg-i-l

V(1= g5 ™) — vy (v, %)
- : € T,,S" C T, R™! ~ R™1.
(=gt —wi(v.) | " "
(1 =y ){v, %o)
Das war zur Ubung im Rechnen in Karten. Man kommt natiirlich schneller ans Ziel,
wenn man gleich die Tangentialabbildung von

2z |z —1
R* — §" — R"*:
Y x’—><|x|2+1’|x|2+1)’

d.h. die Jacobi-Matrix berechnet.

Unser Ergebnis zeigt auch neuerlich, dass P eine Immersion ist, denn dies heifit: Vo €
R™ : T,, P ist injektiv. Wegen yi ™! < 1 auf P(R") ist aber T, P(v'9;) =0 = (v, o) =
0 = v=0.

Definition und Hilfssatz: (G, (2, ) Liegruppe, I := Einselement von G, ¢ € G,
. G—G:x—xg-z, r™:G—G:x+— - 20.

1) X € T'(G) heiBt links- (bzw. rechts-) invariant :<= Vz, € G :

[*o
G G
{ X \ X kommutiert,
Tl
TG TG

d.h. Vao, 1 € G : X (zoz1) = (T17)(X (1)) (bzw. Tr™ o X = X or™).
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2) Die links- bzw. rechts- invarianten Vektorfelder bilden Untervektorrdume 7;'(G)
bzw. T1(G) von T'(G) und die Abbildungen
L:T;G— TNG) : v— (xg — T1*(v) = T;1*(v)) und R : T;G — T,(G) :
v+ (g — Tr*(v)) sind wohldefiniert und Vektorraum-Isomorphismen.

3) 7,'(G) und T}(G) sind jeweils unter [ , ] invariant (d.h. Lieunteralgebren von
TYG)). Vermodge L bzw. R wird dann T;G eine Liealgebra mit
[v1, vo] 1, := L™*([Lvy, Lvs]) und &hnlich bzgl. R.
Wenn J : G — G : v —— a1, soist TyJ : T;G — T;G ein Liealgebra-
Isomorphismus von 7;G mit [, |, auf 7;G mit |, |g.

Beweis: 1) Beachte, dass (" und ™ C* sind, da [ : G — G x G — G : z —
(20, ) — T - = und &hnlich r®. Wegen (170)~1 = (%0, (r®0)~} = p%  gind [*, yo0
Diffeomorphismen.
2) a) 7,'(G) und 7.}(@) sind Vektorrdume, da T*, Tr® in den Fasern linear sind und
daher (T1 o N'X;)(x1) = NT1™ (X;(21)) = X Xi(2o - 11) = (N'X;) o 17 (21).
b) L ist wohldefiniert:
Die Multiplikationsabbildung m : G x G — G : (z,y) — z - y sei in Koordinaten
durch (zb,--- 2™yt -y — (21, -+, 2™)T gegeben. Dann ist [%0 :
(ylv U 7yn)T — (Zl(x07 y)7 o 7Zn(x07y>)T und 77" : (y17 T 7yn’,01’ T 7Un)T —
T

<z1(x0,y), e 220, Y), gz] (zo,y)v7, - ) und folglich L(v) C* und L linear.
L bildet T;(G) in T,'(G) ab, da (T1™ o L(v))(z1) = T1" o T"*(v) = (T Funktor)
= Tm*1(v) = L(v )(xoscl) Weil L(v)(I) = v, ist L injektiv.
L ist surjektiv: Es sei X € T,1(G), v:= X(I) = Vg € G: X(x9) = (TI*)(v) =
X = L(v). Ebenso fiir R.
3) a) Allgemein, wenn X € T(G), xg,z; € G und f € C*(G), so ist
(Tl o X)(z1) ([f]) =1(S.31,2) = X(z1) ([fol™])=X(fol")(z1)und
——— S~ ——— ~—

€Dergga (G)  eCg,, (G) €Dera, (G) €32 (@) €C(G)
(X o) @) (f]) = X(mom) (1)) = X (/) wors) = (X(F) 0 ) ()
~————— v —_———

€Dergga, (G)  eCg, (Q) €C>(G)
Daher ist X € TNG) < Vz; : (TI* o X)(x1) = (X 0 [*)(x;) < Vf € C(G) :
X(fol®) = X(f)ol™ in C(Q).
Speziell, wenn X, Y € TY(G), f € C*(G), o € G, soist [X,Y](fol™) = X (Y (fol®™))—
Y (X(fol)) = X(Y(f)ol") — Y (X(f)ol7) = [X,Y](f) o l*, dh. [X,Y] € T'(G).
Daher ist 7,'(G) (und analog T)}(G)) eine Lieunteralgebra von 7 (G).
b) Wenn X € 7,1(G), so ist J(X) :=TJoXoJ e THG), denn Tr* o TJo X o J =

T(r™oJ)oXoJ=TJoTl% oXoJ=TJoXol®™ oJ=TJoXolJor®

—1
Jol*o

34



Auflerdem ist das Diagramm

T/(G) — TG X
N
TH(E) — s T(G): J(X)

kommutativ, da (T'J o L(v) 0 J)(x) = TJ o Tl% (v) = T(J o %0 )(v) = Tr* Ty J (v) =
R((T7J)(v))(zo) tiir v € T;G.

Es bleibt nur noch zu zeigen, dass [J(X), J(Y)] = J([X,Y]) fir X,Y € T'(G). Dies
gilt etwas allgemeiner, vgl. das folgende Lemma. 0J

Lemma: M, N C*°-Mannigfaltigkeiten, f : M — N Diffeomorphismus.
Dannist 7' (M) — T'(N) : X — T foXof~! =: f(X) ein Liealgebren-Isomorphismus.

Beweis: Wegen f(X): yo = f"(y0) = X (f ' (0)) — Tffl(y())f(X(f‘l(yo))) €
T, N ist f(X) € T'(N). Offenbar ist f bijektiv. Ahnlich wie im Beweis 3) a) oben gilt fiir
g € C*(N), dass f(X)(g) = X(gof)of " [denn: f(X)(g)(yo) = (T foXof")(yo)(lg]) =
X(f (o)) H[Q o f]) = X(go f)(f~'(y))] und daher:

LX), f(V)](g) = F(X)(f(Y)(9)) — F(V)(F(X)(g)) =

=X(Y(gof))of ' =Y(X(gof)oft=f(X.Y])(9) O

Bemerkung: Beachte, dass es fiir allgemeine, nicht invertierbare f : M — N keine
Moglichkeit gibt, kanonisch eine zugehorige Abbildung 71(M) — T (N) zu konstru-
ieren.

Bsp.: Es sei G = GIl,(R). Wir wollen die Liealgebrastruktur auf 7;(G) = gl (R)
bestimmen. Wenn L wie in S. 34 und B € gl,(R) ~ T7(G), so ist das linksinvariante
Vektorfeld L(B) € T,'(G) gegeben durch Gl,(R) — TGIl,(R) ~ Gl,(R) x gl (R) :
A— T (I +1tB]) = [A-(I+tB)] — (A4, A B).

In der Karte Gl,,(R) =5 R™m : A — (af) ist also
L(B) = (A- B);l% fiir B € gl (R) ~ T}G.

J
Nach S. 30, 2) folgt dann

G, o) .0 %)
[L(By), L(B,)] = (ABl)j8a§ ((A.BQ)f)a—a;g - (ABQ)J.&L; ((A.Bl)l)a_&f _
- (ABl)jaa§ (af(Bz)z)ﬁ—af R (ABl)j(szk(B2)?a—agg =
0 0
= (ABlBQ);w — (ABQBl);%, d.h. [L(By), L(Bs)] = L(B1By — By By) bzw.
1 1
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[B1, Bs|, = B1 By — ByB;. )
Ebenso sieht man, dass [By, Bo|gr = —|[B1, Ba|r (vgl. Ub. 2.9).

Folgerung: Jede Liegruppe G ist parallelisierbar.

Beweis: ej,---,¢e, sei eine Basis in T/G, X; = L(e;) € THG), dh. X;(zy) =
Trl* (e;). Tyl* ist ein Vektorraum-Isomorphismus mit Inverser T [%o = Vo :
Xi(zo), -, Xn(xo) ist eine Basis in T7,,G = G parallelisierbar. O

Bemerkung: Entsprechend S. 28 wire F' : TG—G x R" : (:EQ,UiXi(ZL'Q)) —
(zo, (v, - -+ ,v™)T). Der Biindel-Isomorphismus TG——-G x TG : (z,v) —

(xo, Txolmgl(v)) ist sogar von der Wahl der Basis e, --- , e, unabhéngig.

Bsp.: Wenn G = 0,(R), T;G = 0,(R) und wir erhalten 70, (R) ~ O,(R) x 0,(R) :
(A,B) — (A, Tal" '(B)) = (A,A™'B) = (A, AT B) wie in S. 23.

Ubungen

Ub. 2.1 a) Stelle fiir Kugelkoordinaten wie in S. 18
o o0 0 0
—, —, — durch —, i =1,2,3, dar.
ar’ 99 Bp (T g 1T H e At
b) Was ist v,, vg, v, fiir v = 0'0; € TR??
c) Spezialisiere auf zo = (1,2,2)", v =40 — 20, € T,,,R® und gib eine C*-Kurve
bei xg an, deren Aquivalenzklasse v ist.

Ub. 2.2 a) (MZ — N;, [[%Z]]) seien CF-Vektorraumbiindel, i = 1,2. Zeige, dass
Di
(Ml X My — N; X Na, [[{gol X o 1, € By, 1 = 1,2}]}) ebenfalls ein C*-

pP1Xp2
Vektorraumbiindel ist.

b) M, N Ck-Mannigfaltigkeiten, k& > 1. Zeige, dass T(M x N) — TM x TN :
((xo,yo), [(x(t),y(t))}) — ((:Eo, [:)s(t)]), (yo, [y(t)})) ein C*~'-Vektorraumbiin-

del-Isomorphismus ist.

Ub. 2.3 Es sei sl,(R) := {C € gl,(R) : trC = 0}. Zeige dhnlich wie in Bsp. 4, S. 23, dass
TSL,(R) — S1,(R) x sl,(R) : (4, B) — (A, A71B) ein C*°-Vektorraumbiindel-
[somorphismus ist.

Hinweis: ,,tr* = Spur. Verwende und zeige, dass fiir eine C'-Kurve A(t) in gl,,(R)

gilt (det A(t))" = tr (A2(t) - A'(t)).

Ub. 2.4 Zeige, dass [fX,gY] = fg[X, Y]+ fX(9)-Y —gY (f)-X fir X, Y € T"(M), f,g€
C>®(M), M C*-Mannigfaltigkeit.
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Ub. 2.5

Ub. 2.6

Ub. 2.7

Ub. 2.8

Ub. 2.9

Ub. 2.10

Es selen X; = 0, + 9,, Xo = (2)%0, + (v)?0, € T'(R?).
a) In welchen Punkten (z¢, yo) € R? sind X, Xs(xo, yo) eine Basis von T(, ,)R??

b) Driicke [ X7, Xy| fiir g + yo # 0 durch X; und X, aus.

n+l
Es seien vt -+ 0"t f € C®(S") mit Vo € S" : Y z'v'(z) = 0. Wenn, wie iiblich,
i=1

TS" C TR™!, so ist also <X :S" — TS" :x— (vi(z),- - ,v"*l(x))T) €
THSM).
a) Was ergibt X (f), wenn man X € Der (S™) auffasst?

Hinweis: Driicke X (f) mittels <g DX f<|%)) € C>(R"1\ {0}) aus.
b) Was ist speziell (z'0y — 220) (%) ?
(Bzw. genauer: Was ist X (2?) fiir X=(—22,2%,0,---,0)7?)

N C M sei eine C®-Untermannigfaltigkeit und X; € 7'(M) mit Yoy € N :
Xi(x0) € Ty N (C Tp,M). Es sci g € C°(M), f:=g|,-

Zeige, dass X (f) = Xi(g)|y, wenn (X : N — TN : 2 — Xy(z)) € T*(N).
Was hat dies mit Ub. 2.6 zu tun?

N C M sei eine C*°-Untermannigfaltigkeit, X;,Y; € T'(M) mit X;(N),Y1(N) C
TN (CTM). X :=Xy|,, Y =1
a) Zeige, dass X,Y € TH(N).

b) Zeige, dass [X1,Y1](N) C TN und [X,Y] = [X, Y]],

c¢) Folgere, dass sich fiir eine Lieuntergruppe H < G die Liealgebra T;H bzgl.
Ly : TrH—T,'(H) als Lieunteralgebra von T;G bzgl. Lo : TiG—T,(G) ergibt.
Was bedeutet dies speziell fiir O, (R) und SI,,(R) ?

[

G sei eine Liegruppe, J : G — G : x —— z7 1.

a) Zeige, dass fir z € G : T, J = —Ty* o Ty .
b) Folgere, dass T;J = —id : T;G — T;G und dass
\V/'Ul,l)g € T]G : [Ul,Ug]R = [Ug,vl]L.

Wenn gV ein endlich dimensionaler R-Vektorraum ist, so auch glzV. Daher ist
kanonisch T'gly (V)——glp(V) x glg(V) : (A4, [A(t)]) — (A4, A(0)).

Weil Glg(V) C glg(V) offen ist, ist auch

TGIlrRV—=GIg(V) x glg(V) : (A, [A(t)}) — (A,A’(O)).

Andererseits liefert die Parallelisierung in S. 36

TGIRV%GIRV X T[GIRV%GIRV X glRV :
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Ub. 2.11

Ub. 2.12

Ub. 2.13

Ub. 2.14

Ub. 2.15

(4, [A®)]) — (AT ([AW)])) — (4, 471 4(0)).

Uberlege warum, und ob dieses Phinomen bei Og (V) und Slg(V) auch auftritt!

Bestimme die Gestalt der 3 Vektorfelder, welche in den Spalten von B(x) in S. 29
stehen, in der iiblichen Darstellung von S* C R*, d.h. berechne P(X;), wenn
B = (X1, X3, X3), P : S—§° wie in S. 9 und Ub. 1.1, S. 12 und P(X;) wie im
Lemma in S. 35.

Hinweis: Berechne die lineare Abbildung Tp-1(,)P- B(P~'y) fiir y € S mittels der
Formel fiir TP in S. 33.

Gib ein nirgends verschwindendes Vektorfeld auf S, n ungerade, an.
Hinweis: Betrachte entweder eine Spalte von B(x) in S. 29 oder die Vektorfelder
P(X;) in Ub. 2.11.

Zeige, dass S parallelisierbar ist.
Hinweis: Betrachte die folgenden 7 Vektorfelder S — T'S” : y

y? y? y! y° y° y' y®
—y! —y* y? —y° y° —y8 y’
y? —y! —y? —y" y® Y —y°
3 2 1 8 7 6 5
y?é 9 57 ) _38 ) _yyl ) _yy2 ) _33 ) y?i € TyS7 C Tng‘
—y° —y® —y’ y? —y! y! y?
y® —y° y° y? —y* —y' —y?
—y" y° y° —y* —y? y? —y'

Betrachte (R, [{id}]) als C¥-Mannigfaltigkeit, k& > 1.

Essei { [|z[*?],[f\] : A € A} eine Basis von Cj(R), sodass g ([f3] : A € A) den Raum
{[f] € C}(R) : f"in O differenzierbar} enthélt. (Mittels des Zornschen Lemmas
lsst sich eine solche Basis finden.) Fiir [f] € Cj(R) sei D([f]) der Koeffizient von
[f] beziiglich des Basiselementes [|z|*2]. Zeige, dass D eine Derivation ist! Lasst
sich D durch einen Tangentialvektor darstellen?

Es sei M = |0, 27T) x R und A = {p1, @2}, wobei
(0,27 ><]R—>(0 2m) x Rund ¢y : ([0,27) \ {7}) xR — (-7, 7) xR
(t,u) : 0<t<m . . . .
{ - 9m —u) : m<t<o2m a) Zeige, dass 2 die Bedingungen (i),

(11) (111 ) in S. 20 erfiillt und dass (M, [2]) eine C*°-Mannigfaltigkeit ist.

b) Zeige, dass M — S : (t,u) — (Zlorj::) ein C*°-Vektorraumbiindel ist.

¢) X sei das Mobiusband aus Ub. 1.9, S. 15. Zeige, dass M — X : (t,u) —
. t . t T . . . .
(cost, sint, ucos 3, usin 5) ein Diffeomorphismus ist.
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§ 3 Tensoren auf Mannigfaltigkeiten

Hilfssatz und Definition: p : (M, [[24]]) — (Mo, [As]) CF-Vektorraumbiindel.
Dann hat p~!(z) fiir € My die Struktur eines R-Vektorraums (vgl. S. 22). p~!(x)* sei
der Dualraum. Dann ist M := {(z,w) : & € Ms,w € p~!(z)*} ein C*-Vektorraumbiindel

mit der Projektion p* : (z,w) — x und dem Vektorraumbiindelatlas 2, := {@; : ¢ €
20 }, wobei fiir (p; : Uy — V7)) € 24, mit (<p2 :p(Uy) — Vg) € 2, und

U — eV, = Vp x R

P
p(U—2— 1,

(vgl. S. 22) definiert wird: U := {(z,w) e M :z e p(Uh)}, &1 : U, — Vit (z,0) —
(<p2(x),(wl‘pfl(w))T_l(w)). (Dabei ist ‘Pl‘pfl(x) : pH(z) — R™™™ ein Vektorraum-
i) ) (RMT) e RMT cben
falls.) [[ﬁllﬂ héngt nur von [[2]] ab und p* : M} — M, heiBt das duale Biindel
zup: My — M.

[somorphismus und daher (cpl}

Beweis: M} wird eine topologische Mannigfaltigkeit nach dem Hilfssatz in S. 20. Nach-
zupriifen ist nur, dass 2, ein Vektorraumbiindelatlas ist.

(Dann folgt auch [[24]] = [[A)]] = [[2]] :~[[2l’1]])

(i) und (ii) in S. 22 sind offenbar erfiillt. Dass 2; C* ist, siecht man in Koordinaten:
gyt (2t T e (g Y, azz™t . ,ayl_"zx"QH)T, wobei

yhooe Ly a, -y " von ot -+ ™ abhingige C*-Funktionen sind.

Dann ist 'J)l@l_l . (ZL’l, . ’xm)T N (y1’ cee Ly, b}l’m—”, ce ’b;_ll—ml,nz-i-j)T mit

B = AT"! ebenfalls C*, wenn A = (al) € R(m—n2)x(mi=n2), O

Bemerkung: Wie sich spéter zeigen wird, gibt es immer einen (allerdings nicht kano-
nischen) Vektorraumbiindel-Isomorphismus: F': M; — M7 (vgl. S. 89).

Def.: M C*-Mannigfaltigkeit, k > 1.

1) (T'M)* =:T*M heiBt Cotangentialraum zu M.
Es ist also T"M = {(z,w) :x € M, w € (I,M)* = T;M}.

2) Ein Schnitt in 7*M heifit lineare Differentialform oder 1-Form.
T.M = {1-Formen} = {Q : M — T*M C*':p* o Q =idy}.

Notation: (M, [%]) n-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit, k& > 1.
Wemn (¢ : U — V iz — (2!, ,2")7T) € A soist Ty : TU — V x R" :
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(1o, v%0;) — (x}, -+, 28, vt -+ ;v")T im Biindelatlas von TM. Dann ist

Y

To :TU =p* Y (U) =TU — V x R" : (20, w) — (x5, , 2, (Top)" ' (w)). Wenn

e1,- e, wieder die Standardbasis in R™ ~ (R™)* ist, so definiert man dz’ := (T,,)* (¢;)
(manchmal schreibe ich genauer d,,z°).
Dann gilt also T : (zg, w;da®) — (xh, -+ 2f, wi, -+ wn)T. dgpat, -+ dgy2™ € Ty M

ist also die duale Basis zu (91)ag, -, (Op)ay, d.h. (9;,da’) = 65 (Wenn V ein R-
Vektorraum, so ist (, ) : V x V* — R die Auswertung.)

o ,
Daher gilt bei Kartenwechsel: dz’/ = ax., dz” (als ob man kiirzen wiirde, vgl. S. 17).
x'l
Aus dieser Gleichung folgt, dass d 2/ = deJENj , wenn 17 = 27 bei xo. Im Unter-

schied zu 9; (vgl. S. 17, 18) hiingt dz’ also nur von der Funktion 27 selber, nicht von
xl’ o« ’xj_l’ :L'j+1’ PN ’a';n ab‘

, , oz’
Fiir die Koordinaten gilt w = w;d2’ = wida® € Ty U = w; = wja—x.,. Der Vektor

:L»Z

(w1, -+ ,wy) transformiert sich , kovariant®.
In der Karte T'p ist Q € 7y M gegeben durch eine C*~-Funktion
U— R":z+— (w(2), -, wa(x)), dh. Qz) = w;(x)da’ (cigentlich genaugenom-
men Q(z) = (z,w;(z)da’), vgl. S. 24). Wenn wieder 7; (M) als ¥~ (M)-Modul aufgefasst
wird (s.u.), so ist also 77(U) ein freier C*~1(U)-Modul mit der Basis dz!,---  da".

Bsp.: 1) V n-dimensionaler R-Vektorraum mit Standardstruktur.

Dann ist 7"V ~ V x V*, wenn wie in S. 18 T,,,)V mit V identifiziert wird. Speziell fiir
V = R" identifizieren wir weiters R™ mit R™ und folglich ist 7T*U ~ U x R" fiir U C R"
offen.

2) Wenn N C M Untermannigfaltigkeit, so ist nicht 7*N C T*M wie beim Tangential-
raum, sondern wir erhalten einen kanonischen Biindelepimorphismus

{(z,w)eT*M:z € N} — T*N : (z,w) — (z,w

3) Fiir Kugelkoordinaten U — R? : z —— (1,1, ) wie in S. 18 ist
A - |
dr or dzt = = > 2'd2’, w, O

= = w,— = —w;z’ etc.
ox’ iz T or r 7

4) Man kann 7*S™ nach 2) zwar nicht kanonisch, aber dennoch in folgender Weise in
T*R™*! einbetten:
Fiir 29 € S" sei F: T} S" — T; R"™! die duale Abbildung zu

T, R+ T,,S"
z z

]Rn+1

{we R (zg,w) =0} : v — v — z0(x0,V)
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n+l
(wobei (xg,v) = Y. xhv’).
i=1

Wir wollen sehen, was in den Karten ¢,114 : z — (2,--- ,2")7 auf S” und id auf
R"*! passiert. Wenn g € Uy, 114, d.h. 2™ > 0, so identifizieren wir w = > w'0; mit
) T i=1
(wl, e w", ———g (whag + -+ w":zg)) € T, R* ~ R (vgl. etwa S. 18), d.h.
Lo
{w e R : (g, w) =0} ~ T, S" : w — > w'd;.
i=1
Wenn daher i € {1,---,n}, v e R so ist

( F(dz'), N ) = (da", v — 2o(wg,v) ) = w' = v" — zH{zo, V),

RnJrl

Ty R+t €Tz =wETy,S"

. . ontl .
d.h. F(dga') = dgoa’ — afy 3 afdg,a? € Ty R
j=1
Mit den gleich folgenden Definitionen kann man schreiben:

F:T*S" — T*R""! : (29, dy,9) — (xo, dxog(‘_;)>.

Hilfssatz und Definition: M sei C*-Mannigfaltigkeit, k > 1.
1) 7;(M) ist ein C*~1(M)-Modul, wenn (f-Q)(zo) := f(20)Q(zo) fiir f € C*1 (M), Q €
T1(M) gesetzt wird.

(Allgemeiner ist der Vektorraum der Schnitte eines C*-Vektorraumbiindels
p: My — My ein C*(M,)-Modul.)

2) d:CHM) — TI(M) : fr— (xg — duo f = Tf‘T, v TooM — Ty R ~ R)
[2(t)] = (f o 2)'(0)
ist R-linear und erfiillt d(f-¢g) = f-dg+¢-df. In Koordinaten gilt df = of dzt.

: . oz’
(Speziell sind die fritheren Bezeichnungen da’, d,,z* konsistent.)

3) Allgemeiner, wenn auch N C¥ und f: M — N C*, soist f*: T;(N) — T;(M) :
Q+— (xg — ( v — (T f) (v),Q(f(a:o))>> (oder anders geschrieben

cM ETIOM T N «
€1 (o) eTf(zo)N

(f*Q)(x) = (Txof)T(Q(f(m)))) wohldefiniert und linear. Es gilt:
i) g € CHH(N), Qe TI(N) = f*(g9-Q) = (g0 f) f*(D);

(
(ii) g € CH(N) = [f*(dg) =d(go f). ,
Speziell gilt in Koordinaten, wenn f : (z*,--- ,2™)T — (y', -+ ,9P)T : f*(wdy?)
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. oy’
= (wjo /)d(y' o f) = (w;o f) 8?; ) ergibt sich folgendermaflen als Spezialfall:

df = f*(dt), wenn t die Koordinate auf R! bezeichnet, d.h.
dt e i(R), dt :R—T"R~RxR:t+—(t1).

Beweis: In Koordinaten ist 1) klar.
2) Fiir f € C¥(M), g € M, [z(t)] € Ty,M und Koordinaten z',--- 2™ bei zq gilt:

(df)(xo)[ z(t) ] = (fox)(0) = ggl (20)(x")'(0) und dx’([w(t)]) = (nach S. 40) =

(T) ([2(0))) = (@)(0). Atsor af = L aat,

3) () [(g- D)) = ((TH(), ><f<xo>>>=g(f<xo>>-f*<m<xo><v> —
flg-Q) = (go f)- [0

() £*(d9) o) [2(8)] = { (T)[o(0)] (d9) () ) = (g0 (0) = d(go F)aw) ([x(6)])

—_——
[ror(t)]

— [f*(dg) =d(go f). Z

Daher ist f*(w;dy’) = (w; o f)d(y' o f) = (w; 0 f)gij

(Vorsicht: In der letzten Formel steht y* fiir y'o f bzw. genaugenommen fiir (poof oapl_l)i,

vgl. S. 3.)
Aus der Darstellung in Koordinaten sehen wir, dass f*(Q2) € 7;(M) fiir Q € T;(N). O

Bemerkung: Fiir f € C*(M), v € T,, M kann man d,, f(v) als Richtungsableitung von
[ entlang v bezeichnen. d,, f € T} M hat die Bedeutung des Gradienten von f in wo.
(Im R™ schreibt man V f als Spaltenvektor, weil man TR"™ und T*R" identifiziert, vgl.

§6.)

Bsp.: Nochmals zu T*S™. Die Abbildung f : R**1\ {0} — S": 2 +— 7 liefert

2]
£ TST) — TR\ {0}) : hdthQ ‘) < (%))

Vorsicht: Das gibt nicht unmittelbar das F' von S. 40. 7;(S™) und 77*S™ sind ganz ver-
schiedene Dinge. Im allgemeinen gibt es auch kein 7*f : T* N — T™* M. Hier haben wir
noch zusitzlich die Abbildung i : S"* — R"™! mit f o i = id zur Verfiigung und damit

kann man definieren G : T*S" — T*R"™ : (29, w) — (i(:co), (Tizo) )T (u)(z(:co)))>

Das liefert (mit (ii), S. 41, und wenn wir wieder i(x) = xo setzen):

T
G($07 dxog) = (l’o, dxog (m)) fiir To € Sn’ g€ C];() (STL)
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. ‘ . ntl . .
Speziell Gz, dyy’) = dy, ( ’ ) = dya — 2 S aldy el = F(dya'), dh. F = G.

T
: o 1o [cos(p+ ) cost\ .. ) .
f:R*\{0} — S':e (sin (0 + ) e o liefert eine andere Einbettung von
T*S' in T*R? (vgl. Ub. 3.2, S. 51).

.

N

G = F : T*S" — T*R"*! wie oben ergibt sich jedoch kanonisch, wenn wir zusitzlich die
iibliche Riemannsche Metrik auf R"™ zugrunde legen (siehe S. 89).

Hilfssatz: M C*-Mannigfaltigkeit, k& > 1. TY(M)* sei der zu T'(M) duale C*=*(M)-
Modul, d.h. 7'(M)* := {h: TY(M) — C¥='(M) C*~*(M)-linear}. Dann ist

F:TI(M)_>71(M)*;QH< V (2 —{(V(2),Q >)>

€TH(M) EM €T M €T M
————
€R
N ~~ -
eCk—1(M)

ein C¥~1(M)-Modulisomorphismus.

Beweis: a) V(z) =v"(x)0;, Q(z) = w;(z)dz" (lokal in einer Karte) =

= (V(2),Qx)) = v'(z)w;(z) ist C-~' = F ist wohldefiniert und offenbar ein
C*=Y(M)-Modulhomomorphismus.

b) F ist injektiv: Wie Abschnitt b) in S. 25.

c) F ist surjektiv: Wie Abschnitt c) in S. 25, 26. O

Bsp.: 1) Da der duale Modul eines freien Moduls wieder frei ist, existiert eine Basis in
7,(S") genau dann, wenn S" parallelisierbar ist (wie man zeigen kann fiir n € {1,3,7}).
Z.B. fiir n = 1 ist d?) eine Basis, vgl. S. 24, fiir n = 3 siehe Ub. 3.4, S. 52.
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Wegen f* : T;(S") — T;(R*™!\ {0}) ist aber jedenfalls (vgl. S. 42) Q € 7,(S") =
Q) = wi(z)dat, Q =*f*(Q) = wi(z)da?, d.h. dzt, -+, da™* ist ein Erzeugendensy-
1 n+l )
stem von 7;(S") iiber C*~1(S"). Es gilt 0 = d 5) = > aidal.
j=1
2) Fiir X € TYM), f € CH(M) gilt (X,df) = X(f), wenn rechts X als Derivation
0
UZ&L = X(f).
(Auch fiir k < oo ist F': T(M) — Der (M) : X — (f —— X(f)) wohldefiniert und
injektiv, aber nicht mehr surjektiv, vgl. Ub. 2.14, S. 38).

aufgefasst wird, denn in Koordinaten ist X = v'9; = (X,df) =

Operationen mit endlichdimensionalen Vektorrdumen

V., W, Vi, .-, V,, seien endlichdimensionale Vektorrdume iiber dem Koérper K. Dann las-
sen sich folgende neue Vektorraume und folgende kanonische Abbildungen definieren:

D WVixe - xVy,=Vi@ -V,

2) Homg (V1, V) :={f : Vi — V4 K-linear},
speziell: ~ V* := Homg(V, K).

3) HomK(‘/lv‘/?) = HomK(‘/;v‘/l*) : f — fT : U; — (Ul — <f(U1)aU§>)a
speziell: V>~ Homg (K, V) o~ Homg (V*, K*) o~ V**
v | (v* — (v,v%)).

4) Mulg(Vy, -+, Vi | W) {f - XV, — W K-multilinear},
speziell: MulK(Vl, Vi ) MulK(Vl, <o, Vin | K) und
Vi

Mulg (V4, - - | W) ~ MulK(Vl, e Vi, W)
f }—’ ( Ury - 7Um7w*) — <f(U17' o 7Um)7w*>)
und Homy (V1, Vo) = Mulg (V4 | V) =~ Mulg (V3 V5).
5 V1 ® -+ @V, i= Mulg (V) -+, V7)),
P Vixe o xVy — Vi@V, (v, o) — ((vf,--- LU ) H(vj,vj))
j=1

ist K-multilinear.

i(vy, -+, V) wird mit v; ®- - -®u,, bezeichnet. Da i(Vj x - - - xV,,,) den Vektorraum
Vi®---®V,, aufspannt, ist ein Homomorphismus von V; ® - - -® V,,, nach W schon
durch Angabe der Bilder von v ® - - - ® v,,, v; € V;, bestimmt. (Da die Menge der
V1 ®- - -®v,, nicht linear unabhéngig ist, muss man allerdings separat zeigen, dass so
ein Homomorphismus wohldefiniert ist.) Speziell nach 4): Vi*®V, ~ Homg (V1, V2) :
V] @ vy (vl — vg(vl,vf)). 3) entspricht V1 @ Vo >~ Vo @ V] 1 01 @ 19 — 19 @ v1.
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6) Universelle Eigenschaft von & :
Mulg(Vi, -+, Vi | W) ~ Homg (Vi @ - - - @ V,,,, W)

f——— (1 ® - @up — flv1,+ ,Um))

7) Assoziativitit:
NV (Vim®-- V) 2Vi®--V,
(@ QU) B (V1 @+ QUp) F= V1 @+ @ Uy

8) Verjiingung:
N @Vp@Vi —WVN®  ® Vi
V) ® - @ Uy @ Uy > (U, U )UL @ - -+ @ Uyt
speziel: V@ - @V i~ (V1 ®- - @ V,)*
V@ @uk — (11 Q- @ v — [[(v,0]))
j=1
9) Kommutativitét:
o € S,, := Permutationen von {1,---,m}
o Vi@ - @Vy—Vo1) @ @ Voim) 101 @+ @ Uy Ug(1) @+ + @ Ug(m)-

10) Tensorpotenzen, symmetrische und schiefsymmetrische Tensoren:
Ab hier sei char K = 0. V¥V .= K, V¥ =V ®---QV,
—_— —

S™(V):={we Ve :Vo € 5,,: o(w) = w},
A™(V):={weV®:Vo € S, : o(w) =sign (o)w}
S vem — S™(V) i wr— i' > o(w).
m. gESm
A Ve — A™(V) i wr— i' > sign (0)o(w).
m: seSm

Es ist S|4, ) = idsnv), A}Am(v) = idpm(y).-
Man schreibt vy A+ Avy, == mlA(11 @+ R up) = > sign (0)Ve) @+ -+ ® Vg (m)-

0€Sm
Wenn {ey,--- ,e,} eine Basis in V' ist, soist {e;; A---Ae;, 01 <y <+ < iy, <}

") 0<m<
eine Basis in A™ (V') und daher gilt dim A™(V') = () + Osm<n

m
0 @ m>n.

In S™(V') ist hingegen {S(e;, ® -+ ®e;,,) 1 1 <4y < -+ <y, <n} eine Basis und

daher dim S™(V) = <n +$ B 1) .
Speziell: = SOV) =A°
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(Fiir m > 3 zerfdllt V™ in S,,-invariante Unterrdume entsprechend den Young-
tableaus.)

11) Die Algebra der schiefsymmetrischen Tensoren:

Wir wollen A : A™ (V') x A2 (V) Pilincpr A™+m2 (V') so definieren, dass fir v; € V
gilt (1 A= AUmy) A (Vg1 A A Upyimy) = U1 A -+ A Upyypm,- (Dann ist A
automatisch assoziativ, d.h. (wy; A ws) A ws = wy A (wy A ws) fiir w; € A™(V).

Dazu sei wy A wy := Cpy my A(wy @ wy) fiir w; € A™(V) mit ¢y m, € K, A wie in
S. 45, 10). Dann gilt fiir wy = 01 A+ - AUpy, Wo = Va1 Av s AUpyam, © W1 AWy =
Cmi,ma * Z sign (U)Sign (7_) ’ A(Ucr(l) & D Vg(my) @ Unygr(1) @+ @ 'Um1+7—(m2)) =

O'GSml

TGSm2
= (wegen Ao (w) = sign (0)A(w)) = mymymi!malA(v; @ -+ - @ Vg 4my ) =

m1!m2! m +m
thmzm S ANCERWAN Umi+ms- Daher: w1 Nwy = lml 2) A('UJl ® UJQ).

-1
my + Mo
cwp N\ Wo ge-
my

nommen. Dann ist also z.B. fiir v;,v5 € V 11 Avg = 11 ® v9 — v2 ® v; aber
- 1
Ul/\’UQ = 5(1)1 &® Vo — V2 &® ’Ul) = A(U1 ® Ug).

In beiden Féllen ist A assoziativ und es gilt fiir wy € A™(V), wy € A™2(V) :
W1 VAN Wy = (—1)’”1’”21112 VAN w1 .

Vorsicht: Manchmal wird statt A auch wiAws = <

n=dim(V)
AV) .= @ A™(V) ist also eine assoziative Algebra. (Die obige Definiti-
m=0
on von A hat folgenden Vorteil: Wenn ej,--- e, eine Basis von V, e!,--- e®

die duale Basis in V* ist, so gilt e! A--- Ae™ € A"V* C Mulg(V,---,V) mit
(XA Ae)(er, o e,) = > sign (o) [[(ei,e?@) = 1, dh. el Ao A€

geSy =1
V x...xV — K ist die zur Basis eq,---,¢e, gehorende Determinantenabbil-

dung.)

Hilfssatz und Definition: p : M — N, p; : M; — N seien C*-Vektorraumbiindel,
i=1,---,m. T (M) bezeichne den C¥(N)-Modul der Schnitte von p.

1) Den obigen Vektorraumbildungen entsprechen C*-Vektorraumbiindel iiber N, in-
dem man fiir + € N V; := p; () setzt. Diese Biindel werden mit M; @ --- @
M,,, M*, Homg(My, Ms), My ® -+ @ M,,, Mul(My, -+, M1 | My,), M®™,
S™(M), A"(M), A(M) bezeichnet.

(Vorsicht: Homg(M;, My) ist ein Vektorraumbiindel, kein Biindelhomomorphis-
mus!)

2) Den obigen linearen Abbildungen entsprechen Biindelhomomorphismen, den mul-
tilinearen Abbildungen , multilineare Biindelmorphismen* (die also in den Fasern
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multilinear sind), z.B.

M1 (029 Mg % Mg & M1 : (ZL’Q,'Ul ®'U2) — (ZL’Q,UQ ®Ul)

GMI@@Mm —>M1®®Mm (x07(/U17"' 7Um)) = ($07U1®"'®Um)
H:AM)®AM) — A(M) : (xo, (wl,wg)) — (29, w1 A ws)

(F ist linear, G, H sind multilinear.)

3) Die obigen linearen Abbildungen liefern durch Zusammensetzung Abbildungen der
Schnitte, z.B.
T(M1®M2) ZT(MQ@)Ml) X!—)FOX,
T(My) X xT(My)~T(My&---&My,) —T(My®---® M,,)
(Xl,"' ,Xm) '—>X1®®XmI0HX1(ZL’O)®®Xm(I0)
epy  (zo) €pm’ (20)

T(A(M)) XT(A(M)) — T(A(M)) . (Xl,XQ) = Xl/\Xg . Lo Xl(l’o)/\Xg(l'Q)
Beweis: Wie fiir M* in S. 39.
Def.: M C*Mannigfaltigkeit, K > 1, m,q € {0,1,2,---}.

1) Das Vektorraumbiindel T;"M = (TM)®*™ @ (T*M)®1 = {(x,t) : v € M, t €
T,M®™ @ TrM®} heiBt Biindel der Tensoren vom Typ (m, ¢) bzw. der
m-fach kontra- und ¢-fach kovarianten Tensoren.

2) T (M) :==T(T;*M) > X heiBit Tensorfeld vom Typ (m, q).

dim M

Q4(M) := T (A1(T*M)) > Q heiBt g-Form, Q(M) := T (A(T*M)) = ] QM)

heifit Raum der Differentialformen.

Notation: Es sei p : T, M — M das Tensorbiindel vom Typ (m, g).
Wenn ¢ : U — V : 2+ (z1,--+ ,2")T eine Karte auf M ist und zq € U, so ist
{(ail ®--® 0, @dr’t ® ...@dqu)wo Sl dmy J1s g € {1, ,n}} eine Basis
von T, M®™ @ Ty M®4. Daher schreibt sich ¢ € p~'(z) so:
t = t;llz’: (0, ® - ®0;, @dr’* ®---®dal),, mit t;llz’: € R, die sich bei Basiswechsel
- oz Q' Ozl Ol
i1 bm ) k k;m
B = o S o e el S, 1T und S 4o,
Im folgenden wird, wie in der Physik {iblich, die Basis oft weggelassen, d.h. ich schreibe
t=(t5""). Wenn X S 7;m(M), so heifit das, dass fiir 29 € U gilt: X (xg) = (tﬁ’]’: (20))
mit C¥~1-Funktionen t;llzj’: Wenn zp € U und w € Aq(T;OM), so ist

so transformieren:

w = > Wjy g, da?t A - A dade
1<j1<<jg<n
= > sign (0)wj,..;,d2?°V @ - @ da?? @ = w;, . da? @ - @ dads
1<j1<--<jg<n
o€Sq
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wobei wj,...;, alternierend ist, d.h. w;, ..., = sign (o) wj,.4, fiir o € 5.

Man kann also w € AY(T; M) bzw. 2 € Q4(M) entweder durch beliebige wj,..;,, 1 < ji <

o+ < j, < n (in R bzw. C*1(U)) oder durch seine alternierenden Tensorkoordinaten

u)jl...jq angeben. Z.B. fir q = 2:w= Zwij dSL’Z VAN dl‘j = Wij dSL’Z (029 dZL’j mit Wij = —Wyi.
i<j

Bsp.: 1) Wegen Homg(V, V) >~V @ V* (vgl. S. 44) gilt

T{M ~ Homg(TM,TM) = {(z, f) : x € M, f € Homg(T,M,T,M)} :

(z,t50; ® da? ) ¥— (2,070; — t/070;)

Ein spezieller Schnitt von Homg(TM,TM) ist 6 : x —— idp, . In einer Karte gilt

l:i=y

0 : sonst

Beachte, dass § € 7;(M) eines der wenigen Tensorfelder ist, dessen Koordinaten a) von
der Karte und b) vom Punkt = unabhéngig sind. (Vgl. auch Ub. 3.6, S. 52).

2) Die Abbildungen 7) und 9) in S. 45 liefern:
T (M) & T (M) =Ty ()

q1+q2

<SC, (Shmiml) ® (til"'im2)> — <x, (silmiml ti"”“mim”mz)) und entsprechend

5 = 6;0,- ® da? mit dem iiblichen Kroneckersymbol 5; =

jl"'qu jl"'jqz jl"'qu jq1+1"'jq1+q2
Ty (M) x T2 (M) — T34 () < (S.7) — S O T,

q1+q2
3) Fir 1 <a<m, 1 <b<qgeben 7),8),9)in S. 45 eine Verjiingungsabbildung

(M) — T;"7H (M) - (m, (til"'i’n)> — <:c, (til"'i“*1 ”“”’im*l)> und entsprechend

q1-qm J1Jb—1 % Jbr-Jg—1
T, (M) — T, (M), vgl. S. 47.
4) Wenn M =V ein n-dimensionaler Vektorraum, so ist kanonisch 7"V ~ V x (V™ @
V*®1) Man kénnte sogar T,V wieder als R-Vektorraum auffassen, d.h. "V ~ V @
(VEm@V*®1) Es ist aber nicht sehr sinnvoll, da damit zwei verschiedene Additionsarten
entstehen:
a) in der Faser: (zo, s) + (zo,t) = (xo, s + ) (Vektorraumbiindel)
b) als Vektorraum: (zo, s) + (z1,t) = (2o + 21, s + 1).
5) Es sei gV ein n-dimensionaler Vektorraum und 0 # det € A"(V*) gegeben. e, --- e,
sei eine Basis von V mit det (ey,---,e,) =1und V — R" : .+ (2%, --- ,2™)7 seien
die Koordinaten bzgl. e, -+ ,e,. Die Volumsform D := dz* A --- A da™ € T,(V) ist
von der Wahl der Koordinaten unabhéngig, denn wenn e; = qg e; eine zweite Basis

mit det (e}, ,€,) = 1, d.h. det(a}) = 1, so gilt 2/ = z'a}, d2/ = dldz’ —
Azt A Ada™ = al dpt A A el dat = Z sign(o)aby - algy dat' A Ada™ =
UESn .,
det (a?)
dz'" A --- A dz™. (Eine andere Begiindung ist, dass, wenn wir T, V*®" ~ V*&n —

Mul (V,---, V) identifizieren, D(z) durch det gegeben ist.) Ebenso zeigt sich, dass
——
X :=279; € T (V) basisunabhéingig ist. Wir definieren (vgl. 3) oben) L := Verjiingung
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(X®@D)= Y sign(0)2°Mdz’@ @-.-@dz’™ =327 Y sign(o)dz2’@P ®---®
=1

g€Sn J o€Sn,0(1)=j

{Permutationen von {1,---,j—1,7+1,--- ,n}} =: 57(21 :
) ¢ k<j

) k>
1ovvj—1 4 j+1---n
2.1 1 j+1--n
sign(7) = (1) tsign(0) = L= 27 > (=1)tsign(r)da™™ @ - - @ da™@) ®

=L es®)

Dann ist 7 = o o < ) (eingeschrankt auf {1,--- ,n}\ {j}) =

e @de™™ = S (=1 dat A Adad TP AT A - A da

j=1
L heifit Leray’sche Differentialform und héngt also nur von der Festlegung von det ab.
Offenbar ist L(x) # 0 fur = # 0.

Definition und Hilfssatz: Fiir eine Tensorbildung mit nachfolgender Verjiingung (vgl.
Bsp. 5) oben) schreibe ich ( , ) (man nennt dies auch manchmal ,, Uberschiebung®). Man
erhilt also so fir 0 < ¢ <m, 0<m/' <gq:

m m bilinearer m—q
T (M) & Ty (M) Biindelmorphismus =i (M)

i1t (SR Y 1y gr k1 kg Lyl
<x07 (S‘jlm‘jq >’ (t‘h‘]q, >) — (x(]’ (Sjl"'jQ7m’l1"'lm’ ' tkl"'kq’)) = (IO, <S7 t))
S—— ——
s t
und analog 7,"(M) x 77" (M) — ’];’fr_n‘,’,(M) (S, T) — (xo — <S(x0),T(x0)>> =:
(S,T). Speziell ergibt sich so:
T(M) ~ {h: TH(M)? x T,(M)™ — C¥=1(M) C*~'(M)-multilinear} :

Tr (X1, X, QY Q) = (T, X100 X, 00 @ - @ Q™) und QI(M) =
{h:T"(M)1 — CF1(M) C**(M)-multilinear und alternierend }.

Beweis: Analog zu S. 43.

Hilfssatz und Definition: (vgl. S. 31 und 41) M; C*-Mannigfaltigkeit, k& > 1, f :
Ml — M2 Ck (TmMZ = T(;nMZ, %Mz = ,];OMZ)
) Tmf:T™"My — T My : (29,01 @ + - @ Uy ) —
—_———

(f (o), (Too f)(01) @ -+ @ (T f ) (Um) ) ist ein C¥~1-Vektorraumbiindel-Homomor-

(. /

— (T2 £)(v)
phismus bzgl. f: M} — M.
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2) f*: T,My — T,M; : Q — (xo — (Tgof)T(Q(f(xo)))> ist wohldefiniert
und erfiillt f*(g-Q) = (go f) - f*(Q). Weiters gilt f*: QIMy — QIM; und in
Koordinaten ist f*(w;,...;,dy" @- - - ®@dy"?) = (wj,...;, 0 f)d(y" o f)@- - -@d(y" 10 f) =

ayil aqu ]1 Jq
(Wiyig © f) o B dz <@ dade.

Ganz prizise ausgedriickt heift das: Wenn Q = w;,..;, dy" ® --- @ dy™ in einer
Umgebung von yo = f(xg), so ist f*(£2) wie oben bei x.)

Weiters gllt f*(Ql &® Qg) = f*(Ql) &® f*(QQ) fir Qz c %Z(Mg) und f*(Ql AN Qg) =
fr(u) A f1(Q2), Qi € QU(My)

3) f:Ml %Mg, g:MgﬁMg Ck — (gOf)*:f*Og*
Beweis: Analog zu S. 32, 42.

Bemerkung: Rein kovariante Tensorfelder lassen sich also ,,zuriickziehen“. Fiir kontra-
variante Tensorfelder ist es nur bei Diffeomorphismen ebenso einfach, siehe unten.

Bsp.: 1) Wenn i : N — M Untermannigfaltigkeit, so erhalten wir also ¢* : 7,M —
7,N. Speziell, wenn gy, -+ ,g,: M — R C* soist dg; @ - - - ® dg, € T,M und i*(dg; ®
- ®dgy) =d(g101) @+ @d(gs01) =d(g1]n) @+ @d(gg|n). Allerdings schreibt man
fir g;|y meistens wieder g;, sodass sich in dieser schlampigen Schreibweise i*(dg; ®- - - ®
dg,) =,dg1 ®---®dg,"“€ T,(N) ergibt. Dieses Schreibungsproblem tritt auch manchmal
bei anderen Abbildungen f statt ¢ auf. Ebenso: dg; A --- A dg, € QIN.
n+1 —
2) Speziell fiir 7 : S” — R""! ist i*(L) = (schlampig) = i (=1 teddat Ao Adad A
j=1
-+ Adz™t 4*(L) ist rotationsinvariant, denn wenn A € SO, , so ist (A|§n)*i*(L) =
(ioA Sn)*L = (Aoi)*L =i*A*L = i*L nach S. 49. Um zu zeigen, dass i*L # 0, konnen
wir etwa xg = (0,---,0,1)T € S" betrachten: 1*(L)(xy) = (—1)"dgex* A -+ Adgz™ # 0.
Da es Vxg,z1 € S" ein A € SO, 11 mit Axqg = x; gibt, sind alle rotationsinvarianten
Volumsformen auf S™ folglich durch ¢-i*(L), c € R, gegeben.

Eine dhnliche Situation herrscht bei Liegruppen:

Hilfssatz und Definition: 1) (Vgl. S. 35) f : M; — M, sei ein C*-Diffeomorphismus,
k > 1. Dann induziert dies
T f T My —— T Mo = (w0,) > (f(20), (Tuo f)®™ @ (Ty(a) f~1)*4"¢) und

Biindeliso.
foamMy == T My : X — (T f) o X o f71 =: f(X).
2) (Vgl. S 33) G sei eine Liegruppe. X € 7,"(G) heifit links- (bzw. rechts-) invariant :
= Vro € G 1"(X) = X (bzaw. r™(X) = X). Wenn [ = 1g und 7.}, , und Q.

die Vektorraume der links- bzw. rechtsinvarianten Tensorfelder und Formen sind, so
sind
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7 (G) ~ 17 (G) : t — (zo — (T7M0)(t) baw. (T7"r™)(t)) und AY(T}G) ~

q,l bzw. r
Qf, ., Isomorphismen von R-Vektorrdumen.

Beweis: Analog S. 34-35.

Bemerkung: Speziell fir m =0, ¢ = 1, w = d;g, g € C*°(U), U Umgebung von I,
folgt TP, (G) ~ TY(G) = QH(G) 1 w = dsg +— [wg — TPI™ (w) = (Ty, 1% )T (dsg) =
=T G

= (1%")"(dg) (o) = duy (9(5"2))]-

Bsp.: Wenn G p-dimensional ist, so sind also Q7(G) und QF(G) eindimensional. Wir
wollen ein Basiselement in 9?2 (Gln(R)) ausrechnen. Dazu nehmen wir die Karte id :
Gl,(R) — R” : A —> (af) und w =daj A--- Adaf AdagA--- - Adal A---Ada? €
A (T7Gl,(R)). Diesem ist nach dem Hilfssatz 2 € Qr (G1,(R)) zugeordnet, wobei fiir
Ay € GL,(R) (entspricht dem xo oben) mit Ay' = (b)) gilt:

Q(Ag) = (vgl. die Bemerkung) = d(A4; A)IA-- /\d(A_lA) = (bj, da{l)/\ A (b7, da]")

(b; L+1da,%n+1) Avvr oo A (b;‘ zdagyﬂ) _ ( > b (n)slgn (al)dal A dal) A
" Ulesn
(D by b sign (o) dal, A - A dan) _
gnesn |
det(‘ggl)
det(Ag)™daj A---Adaf Aday A--- -+ A da”.

Zu G = S1,,(R) vgl. Ub. 3.5, S. 52.

Ubungen
Ub. 3.1 Betrache die C*-Karte auf R? : ¢ : R?\ {(2,0)” : 2 < 0} — (0,00) x (—m,7) :

P (€YY (™) Stelle da?, da? durch dr, d und umgekehrt dar.
sin ¢ 9

Ub. 3.2 Bestimme die Form der Einbettung T*S' ¢ T*R?, welche sich aus der Abbildung
fin S. 43 ergibt. )
Hinweis: Berechne H(x,dds1), wenn ¢ wie in Ub. 3.1 und H : T*S' — T*R? :
(0, ) = (i(20); (Tiwo) f )" (w(i(20))))-

Ub. 3.3 (M, []) Ck-Mannigfaltigkeit, k > 1, f: M — R CF, N = f71(0), Vo € N :
Reg,f =n—p (= N C M Untermannigfaltigkeit). Es sei weiters (ap U —V:
s (2, ,2™)7) € A und bzgl. ¢ sei f: (at, - 2T — (' y" )T

L., qgnp
SchlieBlich sei zp € U N N und det ( 8(y YY) )(:Eo) # 0.

a(xll’ “ e ’xinfp)

a) Zeige, dass dgo (27" |n), - -, dgo(@?7|y) eine Basis in T N ist, wenn
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Ub. 3.4

Ub. 3.5

Ub. 3.6

Ub. 3.7

{ilf" ain—pajla"' >jp} - {17 >n}'
b) Was bedeutet das z.B. fir M = R*"", N =8"?

a) Bestimme eine Basis des freien C*(S?*)-Moduls 7;(S?), vgl. S. 43.
b) Stelle d(z|gs), - -, d(2?|gs) durch diese Basis dar, wenn
SRz (2h - 2T
Hinweis zu a): Verwende die in Ub. 2.11, S. 38 bestimmte Basis von 7'(S?) und
den folgenden Vektorraumbiindelisomorphismus T'S? ~ T*S? : Fiir x5 € S? sei
T,,S% — T, R ~ T2 R — T2 S

9; — da? — d(a7]gs). (Dies ist die Einschrinkung der Riemann-
schen Standardmetrik von R* auf S3.)

a) Zeige, dass da},--- ,daf,dad, -+ - -- ,dal -+ da"! eine Basis in TSl (R) ist.

b) Zeige, dass Q(A) = daj A+~ Adal Adal Ao Adal Ao Ada T €

(Aad)n

n

Ql"2_1 (SL,(R)) fiir (A*)7 =£ 0. Ist Q auch rechtsinvariant?

o sign (0) © j1 = o) s Jm = do(m);
Zeige, dass €7, " = Ji, * , jm sind paarweise verschieden, o € S,,;
0 : sonst

ein Tensorfeld in 7,"*(M) definiert (dessen Koordinaten also vom Punkt und von
der Karte unabhéngig sind).

Welche lineare Abbildung entspricht

e € T,(M)®™ @ T;(M)®™ ~ Homg (T,,(M)®™, T,,(M)®™) fiir x € M ?

Was ergibt sich fiir m = 1 und fiir m =27

a) Zeige, dass dad, da?, da} eine Basis in T7SO3(R) bildet.

b) Es sei Q € QF(SO3(R)) mit (1) = daj Ada? Adaf und f: S* x S — SO3(R)
wie in Ub. 1.5 ¢), S. 13. Zeige, dass f*(Q) € Q*(S* x S') die Form g(¢) L A dy
haben muss, wobei L = z'da? A dz?® + z%da® A dz! + 23da! Adz? € Q*(S?) und ¢
die Winkelvariable in S* ist.

Hinweis: Fiir A € SO3(R) kommutiert das Diagramm

S2 X Sl SOg (]R) B

N

S x S SO4(R) ABA~!
Verwende, dass 23 (SO3(R)) = Q2(SO3(R)) (s. Ub. 7.5, S. 113).
c¢) Berechne ¢! 0
Hinweis: Nach b) kénnen wir zo = | 0 | € S? setzen. In T7; S* gilt
dz?® = d(z'2?) = d(2222) = 0. 1
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Kap. II: Integration auf
differenzierbaren Mannigfaltigkeiten

8 4 Borelmafle, Radonmalfle,
n-Formen und Orientierung

Def.: X Menge, P(X) := Potenzmenge von X

1) ¥CPX )helﬁtaAlgebra <= (()0eX(i)Adey = X\AeX
(iii) A, € X,ie N = UAieZ.

i=1

2) ¥ o-Algebra; p : X — [0, oo] heift Maﬁ = (1) @) =0 (i) A, € X, i €
N, ANA=0,i#j = ,u(UA) Zu( ;) (wobei 0o 4 a := 00).
i=1

Bemerkung: Wenn X ein topologischer Raum ist, mochte man, dass ¥ alle offenen
Mengen enthélt. Aulerdem sollen Mafle durch ihre Integrale iiber stetige Funktionen mit
kompaktem Trager festgelegt sein. Schliefllich will man noch, dass die Menge der Mafle
einen Vektorraum bildet. All das funktioniert fiir einen lokalkompakten topologischen
Hausdorff-Raum (=: LCH).

Def.: X LCH.

1) B(X) := kleinste o-Algebra, die {U C X : U offen} enthélt. B(X) heifit
Borel o-Algebra.

2) p: B(X) — [0,00] heifit (lokalendliches) Borelmal <= p MaBAVK C X
kompakt: pu(K) < 0.

3) u: {A € B(X) : A kompakt} — R heiBt signiertes Borelma <= Jyu1, o

Borelmafe: K= ('ul B 'uz)‘{AGB(X):Z kompakt}

4) f: X — R; supp f = {x c f(x) # O} heifit Triger von f.
5) K(X):={f €C(X) : supp f kompakt }.

6) A : K(X) — R heifit Radonmafl <= (i) A linear; (ii) VK C X kompakt:
3C > 0:Vf € K(X) mit supp f C K : [A(f)] < Cmea% (z)|-

7) K'(X):={\: K(X) — R Radonmaf}.
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8) A € K'(X) heifit positiv <= Vf € L(X) mit (Vz € X : f(z)>0): A(f)>0.
9) K'(X)4 :={X € K'(X) : X positiv}.

Bemerkung: 1) Die Eigenschaft (ii) in 6) bedeutet, dass A stetig ist bzgl. einer gewissen
lokalkonvexen Topologie auf K(X). )
2) Aus 6) (i) und der Positivitat 8) folgt die Stetigkeit 6) (i), vgl. Ub. 4.1, S. 67.

. . ) . l:z0€ B
Bsp.: 1) Wenn xp € X, s0 ist dz, : B(X) — [0,00) : B { 0+ sonst
ein BorelmaSf.
Das zugehorige Radonmafl (vgl. nichster Satz) ist K(X) — R : f —— f(x0).

2) Wenn g € Li (R"), d.h. g : R® — R messbar und [ |g(z)|dz < oo fiir alle K C R
K

loc
kompakt, so ist 1 : {A € B(R") : A kompakt} — R : A+ [ g(z)dz das signierte
A
Borelma8 , g dz*. Das zugehorige Radonmaf ist L(R") — R : f— [ f(z)g(z) dx.
Rn
3) B(RY) — [0,00] : B+ [ 92 ist ein MafB auf der Borel o-Algebra von R, aber kein

||
B
Borelma$, da 4 ([0, 1]) = oo und [0, 1] kompakt ist.

Satz (Version des Darstellungssatzes von F. Riesz, 1909)

X lokalkompakter Hausdorffraum, der das 2. Abzéhlbarkeitsaxiom erfiillt (d.h. abzahl-
bare Basis der Topologie). Dann gilt:

{BorelmaBe auf X} ~ K'(X)4 : p— (f — [ f(z)p(z)) und

{signierte BorelmaBe auf X} ~ K'(X) : p— (f +— [ f(z)u(z)).

Beweise: Berberian: Measure and Integration, Th. 1, p. 227;

Weir: General Integration & Measure, Th. 4, p. 181, Ex. 8, p. 183;

Janssen & Steen: Integration Theory, p. 138, Ex. 5, p. 144;

Dieudonné (13.3.6);

Rudin: R & C Analysis, 2.14/18, p. 40, 48;

Malliavin: Int. et probabilités, 2.2., p. 62 und 5.3.3, p. 86. ([

Ab nun sei X LCH und erfiille das 2. Abzdhlbarkeitsaxiom, z.B. X Mannigfaltigkeit.
Wir unterscheiden nicht mehr zwischen Borel- und Radonmaflen.

Def.: 1) X topologische Gruppe. A € K'(X), heifit (links-)Haarmafl ;<= (x) Vx, €
X :VfeK(X): A(f(zo-x)) = A(f).

Wenn \ € K'(X) (x) erfiillt, so heife es signiertes (links-)Haarma$.

2) Wenn X = V n-dimensionaler R-Vektorraum, so wird , Haar* durch ,Lebesgue*

ersetzt. (Da V' kommutativ, ist ,links“ bzw. ,rechts* hier {iberfliissig.)
L(V)4 :={X € K'(V); LebesguemaB}, L(V) := {\ € K'(V) signiertes Lebesguemaf}.
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Bsp.: V =R" Dannist A : K(R") — R : f +—— [ f(z)da!---dz" in L(R™); und
L(R") ={c-A:ce€ R}, denn wenn A € L(R™) mit A\, ({z e R*: 0 < 2% < 1}) = ¢,
dann ist fiir k € N, a',---,a" € R wegen der Verschiebungsinvarianz Al({x e R":
at <t <a+ %}) = ck™". Da sich jede offene Menge als disjunkte Vereinigung solcher
Mengen schreiben lésst, ist A\; = ¢ - A. (Allgemein ist L(X) 1-dimensional fiir lokalkom-
pakte hausdorffsche topologische Gruppen, vgl. Berberian Ch. 9, Dieudonné XIV.1.) In
einem beliebigen (endlichdimensionalen) R-Vektorraum V' erhalten wir einen Isomor-
phismus von L(V) auf R erst nach Wahl einer Basis. Da T, M, M Mannigfaltigkeit,
keine kanonische Basis hat, sucht man eine basisfreie Darstellung.

Hilfssatz: V' n-dimensionaler R-Vektorraum, ey, - - - , e, Basis in V. Dann ist
|- [ A (VT) — LV ,
D+ |D|: f+— [ f(e;z")|D(ey, - ,e,)|dat---da™
RTL
von der Wahl der Basis unabhéngig.

Beweis: ¢}, e, sei eine zweite Basis mit ¢; = ale; =

1
SN /f(ei':)si/)|D(61',--- ,en')|dx1,---dx"':

-

Rn
- /f(ej alz")|D(er, -+ )| - |det(a])| da’- - da™ =
~—~— ~ ~

Rn =i —dal--dam

:/f(ejzj)|D(el,--- Jen)| dat - - da™. O
En

Bemerkung: 1) | - | kann auch so geschrieben werden:

Wenn D € A"(V*), so ist |D| das Borelma$ p mit:

Vor, - v, € Vop({ztv 0 <2t < 1}) = [D(vg, -+, vn)|.

2) Leider gibt es keine Moglichkeit basisunabhéngig A™(V*) ~ L(V') zu definieren. Das
fithrt zur

Def.: V n-dimensionaler R-Vektorraum.

1) Fiir Dy, Dy € A*(V*)\ {0} sei D; ~ Dy :<=> 3¢ > 0: D; = ¢- Dy. Eine Aqui-
valenzklasse [D] € O(V) = (A"(V*)\ {0})/ ~ heiBt Orientierung auf V. Weil

A™(V*) eindimensional ist, hat O(V') genau 2 Elemente. —[D] := [—D].
2) O(V)~O(V*): [D] — [e1 A--- ANey], wobei D(eq, - ,e,) > 0. Eine Orientie-
F N———
eAr(V)\{o}
rung auf V' ist daher auch durch eine angeordnete Basis ey, - - - , e, von V bestimmt.
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3) Vo= (V x O(V))/ ~, wobei (vi,01) ~ (v3,00) :<=> (v1,01) = £(va,02), heiBt
Raum der Pseudovektoren (oder axialen Vektoren) zu V.
V ist ein R-Vektorraum mit afvy, 0] 4+ ([vs, o] := [y + (v, 0]. Es gilt
Vi Vs [v*, 0] — ([v, F~Y(0")] = (v,v")), wobei F wie in 2).

4) Ahnlich definiert man zu V :
R:= (R x O(V))/ ~, VE" .= (VE™ x O(V))/ ~ und
/{?“(V) = (A™(V) x O(V))/ ~ (Pseudoskalare, Pseudotensoren etc.)
Beachte, dass yem # Vom etc.

Wenn ey, - , e, eine Basis von V ist, so nennt man v"**m die Koordinaten von
[v““'lmteil Q- Q e, F‘l([el Ao A en])} € V@™ bzgl. der geordneten Basis
€1, " Cn-

Bsp.: 1) (Hx;) A -+ A z"] nennt man Standardorientierung auf R". Beachte, dass es
c n)*

auf gV keine Standardorientierung gibt.

- |ID| : o=[D],D#0
2) An(V*)~ L(V):[D,o]— < —|D| : o=—[D],D #0
0 : D=
In Worten:
Den signierten Lebesguemaflen entsprechen die schiefsymmetrischen n-fach kovarianten
Pseudotensoren (kurz: Pseudo-n-kovektoren). Der Abbildung | - | in S. 55 entspricht
dann | - | : A*(V*) — A*(V*) : D — [D, [D]].
3) Wenn ey, - - , e, eine Basis in V, e!,--- " die duale Basis in V*, 0 := [e! A---Ae"] €
O(V) und v = vie; € V, so hat w := [v,0] € V l/)zgl. er, -, e, die Koordinaten v".

Bei Basiswechsel gilt ¢; = ale;’, v = alvie; = vi'e/ = v/’ = alv’, o = sign (det (af))o
= w = [/'¢}, 0] = [v/'¢}sign (det(af)), o], d.h. die Koordinaten von w € V bzgl. der
angeordneten Basis ¢/, - - - , ¢/, sind alv’sign (det (af)).

Beachte, dass e, ,e, und €},--- €/ keine Basen in V sind! Beziiglich Basen in V
gilt natiirlich die iibliche Formel.

4) Fiir eine gewiihlte Orientierung o auf V erhilt man V —= V : v — [, 0]. Das Paar
(V, 0) heiBt orientierter Vektorraum.

5) rV sei ein 3-dimensionaler euklidischer Raum, d.h. ( , ) € S?(V*) positiv definit sei
gegeben. e, €9, e3 sei eine ONB und e!, e?, 3 die duale Basis in V*, D :=e! Ae?2 Aed €
A3(V*). Dann ist D bis auf das Vorzeichen eindeutig (da A € Og(V) = det A = +1)
und folglich das Kreuzprodukt V x V — V : (u,v) — [w, [DH =: u X v wohldefiniert,
wobei D(z,u,v) = (w,z), Vr € V.

6) Allgemeiner sei gV ein n-dimensionaler euklidischer Raum, e;, - - - , e, ONB, el ...  ¢"
duale Basis, D :=e! A --- A e Dann ist wiederum [D, [D]] € //\’\1(1/*) unabhéngig von
der Wahl der ONB. Es entspricht dem Lebesguema$l u = |D| € L(V) (vgl. 2), oben).
Wenn vy, - - -, v, beliebige Vektoren in V' sind, so ist (vgl. S. 55)
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p({ziv; 0 0 < 2" < 1}) = |D(vy, -+, v,)| = |det (s, €5))| = v/det ((v;,v;)) . Wie in 5)
ergibt sich auch ein Kreuzprodukt V' x .-+ xV — V.

n—1
So wie den Lebesguemafien L(V') der Raum @(V*) entspricht, so entsprechen den Ra-
donmafBlen auf einer Mannigfaltigkeit A/ Schnitte von //\;(T*M ). Die néichste Definition
bereitet dies vor und entspricht S. 39 bzgl. der Tensoren.

Hilfssatz und Definition: p : M; — M, sei ein C¥-Vektorraumbiindel. Dann ist
M= Up )= U {[v,0] : v €p(z), 0 € O(p~*(z))} wieder ein C*-Vektorraum-

€M xEM>
biindel mit folgenden Karten:

Fiir Uy Vi=Vy x Rm—"2
Y1
p pry
U V-
p(U1) > )

wie in S. 22 sei
U, = {[v,o] TV € Ul} C M, und o1 U, —V
[v, 0] — 1 (v)
wenn z = p(v) und o vermoge <p1}p71 @ p~'(zr) = R™™™ der Standardorientierung
auf R™~"2 entspricht.

Beweis: 1, @ seien wie oben und ¢ : U — V] eine 2. Karte. Fir z € p(U;) N

p(U]) seien o(z) bzw. o'(z) jeweils die Orientierungen, die sich aus p~!(x) —
1 bzw. ¢
R™~"2 ergeben. Wenn ey, -+, e,,_,, die Standardbasis in R™~"2 ist, so ist z.B. o(z)

durch die geordnete Basis 7" (¢2(),€1), -+, 1" (02(2), €ny—ny) von p~*(z) gegeben.
Da M ein C*-Vektorraumbiindel ist, gilt ¢ (¢2(z), ;) = al(z)pr! (¢2(x), €;) mit Ck-
Funktionen a/ auf p(U; N U}). Daher: o'(z) = sign (det (aﬁ(x)))o(:z) —> auf jeder
Zusammenhangskomponente von p(U; N U7) ist entweder 0o = o' oder 0 = —o’. Wenn
drowrt s (yh -y ()T so st also o gt (v y™)T
(yV, -y eyt o ey™))T mit e = sign <det (af(gpgl(yl, . ,y”2)))> wieder C.

0

Bemerkung: Analog zu S. 55, 56 gilt M} ~ MF und werden M@,@(Ml) definiert.

Def.: M CF-Mannigfaltigkeit, & > 1. //\;(T*M) = U {(z,[w,0]) : [w,0] € //\E(T;M),
zeM
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dh. w € A(T;M), o € O(T, M)} ist ein C*~!-Vektorraumbiindel (analog dem Hilfssatz
in S. 57).
Q4(M) = T (A9(T*M)) > Q heiBt Pseudo-g-Form oder ungerade g-Form (vgl. S. 66).

Bemerkung: In Koordinaten hat Q € Q4(M) die Darstellung Q(z) = (wiy i, () d2™ ®
-+ @ da'e, [dat A -+ A dz"]] mit in den Indices schiefsymmetrischen C*~!-Funktionen
Wi, iy () bzw. (Vgl. S. 47)

[ Z Wi g ( z)dz A - Ada' [dat A A dx"l]

11 <-<ig

€O(Tx M)

Bei Kartenwechsel gilt dann

,  Oxv Qxdr ox*
Wiy = S sign | det P Wiy g

Um das einem € Q"(M ), n = dim M, entsprechende Radonmaf} zu definieren, miissen
wir lokalisieren.

Dazu: Hilfssatz: M Mannigfaltigkeit, M = |J U;, U; C M offen.
iel
e K'(U,).

1) AeK'(M) = A, =X,

2) Viel: N eKU)udVi,jel:N|, , =X =

J UiﬂUJ‘
— INeK(M):Viel: ), =\

(Anders ausgedriickt: U —— K'(U) ist eine Garbe.)

Beweis: 1) klar; 2) x; sei eine lokalendliche C°-Zerlegung der 1 zu U; (vgl. niichstes
Lemma). Fiir f € K(M) ist I(f) :={i€l: Xi‘suppf # 0} endlich und daher existiert
hochstens ein A € K'(M) :Vie I: )\‘ = \;, denn fiir A muss gelten
Af) = 2 M/ -xi) = E Ai(fxa)-

ieI(f) iel(f
Wenn umgekehrt A so deﬁmert ist, so ist A linear und fiir K’ C M kompakt ist I(K) :=

{iEI:Xi‘K;éO} endlich und daher fiir supp f C K :
MO < X o) € 2 Gomax|(f - xi)(@)]

icl(K) i€l(K)
< C-max|f(z)]
Also ist A € K'(M). SchlieBlich, fir f € K(U;) ist f-xi € K(U;NU;) = N(f - xi)

)
M0 = MO = 3 4000 = M), db Ay, =

oo
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Zerlegung der 1-Lemma: M C*-Mannigfaltigkeit, M = |J U;, U; C M offen. Dann
i€l
existieren y; : M — R, ¢ € I, mit

(1) x; # 0 fur hochstens abzéhlbar viele ¢ € I

(i) VK C M kompakt: y; 0 fiir fast alle ¢ € I (impliziert (i));

‘K:

(ili) Vi € I : [x; € C¥(M)] und [Vz € M : x;(2) > 0] und [supp x; C U;];

(iv) Ve e M : > yi(z) = 1.

el

{X; : i € I} heiit lokalendliche C*-Zerlegung der 1 zu U;.

Beweis: Wenn U; = | V;; mit V;; C M offen, V;; kompakt und y;; (i)-(iv) bzgl.
Jj€J;
V; ; erfiillt, so erfillt x; :== > x;; (1)-(iv) bzgl. U; (da nur endlich viele supp x; ; eine
Jj€J;
vorgegebene kompakte Menge treffen). Also kénnen wir oEdA U; C M kompakt anneh-
men.
a) M erfiillt das 2. Abzdhlbarkeitsaxiom = 3 endliche oder abzihlbare Teilmenge
Lcl:|UU=M.
i€l
Setze x; = 0 fiir ¢ ¢ I,. Dann ist (i) erfullt. Also sei oEAA I = N. (Falls I endlich ist,
setze U; := () fiir fast alle .)

b) Definiere induktiv V; == Uy, Vi = U,n \ U{U; : U; < U V;}. Dann ist
i=1 j=1
Viu---UV, = Uy U---UU, (induktiv) und V,, C M offen, V,, C M kompakt.
— N N —
VieN:IN:U; c JU;=UV;, = Vn>N:U;NV,=0.
j=1 j=1

K C M kompakt = In: K C JU; = 3IN:Vn>N: KNV, =0. Wenn wir V;
i=1

statt U; nehmen, so folgt also wegen supp x; C U; (ii) aus (iii). OEdA sei daher im folgen-

den U; durch Vj ersetzt, d.h. U; so, dass VK C M kompakt: AN :Vn > N : KNU, = 0.

c) Ve € M : 3(%6 W, — {y e R : |yl < 1}) € Apnax mit x € Wy, w,(xr) = 0 und

W, Cc U; fireini € I =N.

Es sei W, = o' {y e R : |y < 3}) und x : {y e R" : |y| < 1} - [0, 00) mit

x(y) = 1 fir |y] < 3, x(y) = 0 fiir Jy| > 3.

— _ _ ng .
Uy kompakt == Jap1, -, Tgp, € Uy so, dass U C |J Wo, ;.
=1
Essei vy:= >, X0@u,.
Wzk,lCUi
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ary C U, = U;NU, 7é 0 (da Try € kal ﬂUk C
U;NUy) = k beschriinkt nach b). Daher ist v; € C*(U;) mit supp; C U; kompakt.

Weiters ist die Summe ¢(x) := Z 1;() lokalendlich nach b) und daher auch C*. Wegen

Diese Summen sind endlich, denn W,

M = U U= U Ukallst auch: Vo € M : 3k, 1 : xGkal Wenn W, , C Uj, so ist
k=11=

also ¢Z( ) > 1. Also 1st Ve € M :1p(x) > 1 und x; := 1; /1) erfiillt alle Bedingungen des
Lemmas. 0]

Im néichsten Satz sehen wir, dass ) € Q"(M ), n = dim M, einem Radonmaf auf M mit
CF=1-Dichte entspricht.

Def.: M C*- Mannlgfaltlgkelt [ <k. IC’ = {)x EX(M):V(p:U—V)eA:
dgeCY(V):Vf e KU f g(x foap (z)dz} helﬁt Raum der Radonmafle mit
C-Dichte.

Bsp.: 1) Fiir xy € M ist 6,, € K'(M) \ Ky(M).
2) C'(R") — Kj(R") : g — (f — J f@)gle)d 7).

Satz M n-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit, & > 1. Dann gilt:

Q" (M) = K _ (M) : Q — X, wobei

Vi : U —V izr (@, ,2M7) € A:Vf € KU) : Qz) = [g(x)da’ A--- A
da”, [da! A -+ Adam]] auf U

— (/) = /y(:cl,--- MV ) e da,
1%

(Beachte: g(zt,--- ,a™) ist kurz fiir go o~ 1(x!, -+ 2") etc., vgl. S. 3)

Beweis: 1) Das oben definierte \ ist offenbar in Kj,_,(U) (denn g € C*~1(U)). Wenn
VU — V' iz (zV, - 2")7 eine 2. Karte ist und f € K(U NU), so ist

k
g (z)dz"" A - Adz™ = sign (det (gxl,)> glx) da'*A---Ada" =

=det (g;”f,
oxk
det( e l,)

= /g'(:ﬂll, v ™V f(at oo ™) det - da™ = (Transformationssatz fiir mehrfa-

) dazl/A---Adzn!

= ¢'(x) = g(x) (vgl. auch S. 58)

che Integrale) = /g(:cl, co ™) f(at - ") dat - da™
v
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Also ist A nach dem Hilfssatz in S. 58 in K}, (M).
2) Umgekehrt, wenn A € K} _,(M), so lésst sich seine Einschrinkung auf das Karten-
gebiet U mittels eines g € C*¥~1(U) wie oben ausdriicken. g ist eindeutig, denn wenn

Vi e KWU) : [(gn —g2) - fdz = 0 und etwa (g1 — g2)(z9) > 0, so gébe es eine
1%
Umgebung von zg, wo g1 — go > 0 und 0 # f > 0 mit Tréger in dieser Umgebung

= f(gl—g2)~fd:c>0§
Die Rechnung in 1) zeigt, dass dann Q(z) := [g(z) da' A+ -~ Ada”, [dz' A+ - Ada™]] von
der gewiihlten Karte unabhiingig ist. Offenbar ist Q € (M) und entspricht A. O

Bsp.: 1) Das Lebesguema$l dz! - - - daz™ auf R™ = M korrespondiert also der Pseudo-n-
Form [dz'A---Ada™, [dz'A- - -Adz"]]. Beachte, dass hier, im Gegensatz zu dz' A- - -Ada™,
die Reihenfolge der Koordinaten keine Rolle spielt !

2) Ahnlich wie in S. 55 lisst sich einer n-Form immer der Betrag zuordnen:

00 — Ky s 2 [0 (£ [ [gl)] (@) dz).
\%4

wobei Q(z) = g(z)dz* A--- Ada™ bzgl. (¢ : U — V) € 2A. Allerdings ist |Q] i.A.
nicht mehr differenzierbar. Das Lebesguemafl dz! - --da™ auf R™ konnte also auch als
|dz! A - -+ A dz"| geschrieben werden. (Wenn wir M als C!-Mannigfaltigkeit betrachten
und (M) und K (M) identifizieren, so ist | - | oben so gegeben:

A 0 : Qu)=0
QM) — Q" (M) Q2 — (x — .
100 — 200 8= o o] © o) 70 0
n+1 o
3)Essei L= > (—1)y"tzdda' Ao -Adad A+ - -Ada™ € Q*(S™) (der Kiirze halber L statt
i=1
*(L), vgl. S. 49, 50). Wir wollen |L| € Q*(S") iiber S" integrieren, d.h. |L|(1 f |L|

berechnen. In der Karte ¢, 1 4 ist 2" = /1 — [2/|2, 2/ := (2}, ,2")T =
— L=> (1)l da' A - AdZI A+ A (— ) +(=1D)rz"ttdzt A Ada™ =

j=1
nn—l—l (l’j)2 . (_l)n .
= |L|({zx €S": 2™ > 0}) = / \/7|2 und |L|(1) wére das Doppelte.

{z’eR™:|z’|<1}
Damit hétten wir [ |L| entsprechend dem letzten Satz (S. 60) als iibliches Integral im
R™ angeschrieben. Zur Berechnung wiirde man jedenfalls Kugelkoordinaten verwenden.
Dazu allgemein:
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4) Es sei r := |z, y' := T e C R\ {0}) = da' A Ada"t =

||
=dry ) A Adry™™) = (Y dr+rdy ) Ao =rmdr A (1) dyt AL Adyd A
Jj=1

S Ady™ Tyt A Ady™ denn dygyt - dugy™ T L [ 4 tg] € TR
=0
Die obige Gleichung gilt in Q" (R"* \ {0}). Wenn wir darauf den Diffeomorphismus
R\ {0} ~ (0,00) x S™
v — (Jol, 2/ o)
anwenden, so geht daher dz' A --- A dz"*! iiber in 7" dr A L € Q""1((0, 00) x S"), vgl.
den Hilfssatz unten. Als Betrag ergibt sich (vgl. S. 63):

do'---d2"*! = Lebesguema$ auf R"*' v+ "dr ® |L| .
ﬁ_/ M~
e/ 1\ (o)) ex((0.00)  eron

Nun kénnen wir [ |L| eleganter so berechnen:

Sn
o

n+1

/ A AN PP rie s (/ e ™ df’f) ="
RnJrl —00

d 2 (n+1)/2
/7’"6_’"2 dr-/|L| = /|L| -/u"/ze_“—u = [ |L] = Wil

l i M)
0 Sn (u=r2) Sn 0 . sn
(1)

Fiir |L| schreibt man meistens dw oder do. (Vorsicht: Dieses d hat nicht direkt mit der
duBeren Ableitung zu tun. Ahnlich ist ja auch das Symbol dz fiir das Lebesguemaf
auf R” nicht ganz korrekt, vgl. 1), 2)). In S. 92, 3) werden wir sehen, dass |L| auf S”,
aber nicht allgemein auf Hyperflichen, mit dem durch die Standardmetrik induzierten
Oberflichenmaf iibereinstimmt.

Hilfssatz und Definition: M, My Mannigfaltigkeiten, M := M; x M.

1) Q; € Q%¥(M;), g = q1 + ¢ Dann sei
Ql A Qg = (pry)*Qy A (pry)*Qe € QI(M), wobei
M = M1XM2%M1.(ZL’1, 2)Hx1und
r2:M:M1><M2%M2:(:L’1, Tg) — Tg.
(

2) V; Vektorraum. Dann ist (’)( Vs

I
S
=~
®
=

wohldefiniert und liefert mit
qu (Ml) X QqQ(Mg) — Qq(
(Ql, 92) — Ql
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Wenn ¢; = dim M; und QZ den Radonmaflen \; entsprechen, so entspricht Ql A Qg
dem Produktmaf

)\1 ® )\2 : f(l’l,l'g) [— )\1 <ZL’1 [— )\2 (1’2 — f(l’l,l’g))).

Beweis: Zum letzten: A entspreche Ql A Qg.

In Karten ¢; auf M; gilt Q;(z;) = [gi(zi) da} A Ada [da! A+ Ada]], i = 1,2,
— Ql/\Qg(Il,l’g) = [gl(l’l)gg(l’g) dl’% /\dl‘ /\dZL’2 '/\dl‘%z, [dx%/\/\dxi“/\
da A--- AdzP]] = X hat die Dichte g, (xl)gg(a:g) des ProduktmafBes. O

Bsp.: Essei P* = R"™\ {0}/R wie in S. 3 der projektive Raum.

Dann ist P : S — P surjektiv, C*> (vgl. S. 5) und P_l(P(l’)) = {x,—z} fir x € S".

Fir Q € 7,(P") ist also P*(2) € 7,(S™). Wenn J : S* — §" :  +—— —z, soist PoJ = P

und daher J*P*(Q)~ = P*(Q).

Umgekehrt, wenn Q € 7,(S™) mit J*( ) =€, so ist 0= P*(Q) fur ein Q € T,(P™).

(Beweis davon: z € S*, U := {y € S" : (z, y> >0} = P‘U U— V :=PU)

Diffeomorphismus = Qy := (P‘U ( } 7,(V). Wenn z € IP’" zeVinVy, V; =

P(U;) und y; € U; mit z = P(y;), so ist entweder Y1 = y. lokal

bei y; = 5 iiberein ( = Qu(2) = Y,z )) oder y; = —yp — P}U = P}U o J bei
—1\* /X —1\* /X * «

Y = (P‘Ul) (Q‘Ul) = (JOP‘UQ) (Q‘Ul) = (P}UQ Q}U ) bei z, da J*Q=Q (=

wieder Qy, (2) = Qy,(2)). Also ist Qu, = Qy, = Q € T,(P") wohldefiniert

und Q = P*Q. 0)

‘ VinVa ‘ inva

Speziell folgt: Q"(P") ~ {Q € Q*(S") : J*Q = Q}.
Q— P*(Q).

Da L € Q”( ") nirgends verschwindet (vgl. S. 50), ist Q"(S") = {f - L: f € C*(S")}.
JL = J*(Z( 177 i dat A- - Adad T Adad T A - Ada™ ) = (=1)" T L. Daher gilt:

ungerade : n gerade
Qr+— fmit P(Q)=f-L.
Fiir ungerades n existiert also 2, € Q"(P") mit P*Qp := L. DaVx € S”: L(z) # 0 gilt
auch Vz € P" : Qp(z) # 0.
Fiir gerades n hingegen gilt: VQ € Q*"(P") : 3z € P" : Q(z) = 0, denn wenn P*Q =
f-L, feC>®S") ungerade = Ixré%%(f(:c) = —U}Creuggf(x) = 0 € f(S"); wenn

zeS": f(xr) =0 = P*(Q)(z) =0 = (da P lokal diffeomorph) = Q(P(z)) = 0.
Somit: P orientierbar <= n ungerade, vgl. nichste Definition.

Qn (P ~ {f cCx(S): f gerade : n ungerade }’ dh. foJ— (—1)"+1f},
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Definition und Hilfsatz: M n-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit, & > 1.
1) M heifit orientierbar ;<= 30 € Q"(M) : Ve € M : Q(z) # 0

2) M sei orientierbar. Wenn Q; wie in 1), so sei Q1 ~ Qy <= Vr € M : 3¢ > 0 :
O (z) = co(x).
Eine Aqulvalenzklasse bzgl. ~, d.h. ein Element von O(M) := {Q € Q"(M) : Vz €
M : Q(z) # 0}/ ~ heift Orlentlerung von M. Ein Paar (M 0), O € (9( ) heifit
orientierte Mannigfaltigkeit.

3) M sei orientierbar. Fiir [2] € O(M) sei —[Q] = [-Q] und [Q](z) = [Qz)] €
O(T,M) fir x € M.

4) Wenn M zusammenhéngend und orientierbar ist, so besteht O(M) aus zwei Ele-
menten.

Beweis: von 4): Wenn ; wie in 1) und Vo € M : Qi(x) = c(x)Q(z), so ist ¢ €
CFYM) und ¢(M) C R\ {0}; M zusammenhiingend == c¢(M) C (0,00) oder

Bemerkung: 1) Wenn V' Vektorraum, so ist O(V) nun auf 2 verschiedene Weisen
definiert (fiir V' Vektorraum bzw. fiir V' Mannigfaltigkeit), die aber identifiziert werden
kénnen:
O(V)s. 55 — O(V)s. s : [#" A= - A 2] — [dz' A -+~ Ada™].
eAn(V*) e (V)

2) Mit Zerlegung der 1 ldsst sich zeigen, dass Orientierbarkeit von [ unabhéngig ist, wenn
M CF-Mannigfaltigkeit und damit auch C'-Mannigfaltigkeit, 1 < I < k. Orientierbarkeit
lasst sich sogar (allerdings nicht so) fiir topologische Mannigfaltigkeiten definieren.

Fiir eine orientierte Mannigfaltigkeit kénnen wir Q¢(M) und Q7(M) identifizieren. Spe-
ziell fiir ¢ =n =dim M :

Satz (M, Q) orientierte n-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit, & > 1. Dann ist
Q' (M) — (M) — K} (M)
Q— (2 +— [Qz),0(2)]) — (f — fg(x)f(x) dz),
wobel (¢ : U — V iz — (2!, 2" ) € oy mit O(x) = [da! A--- Ada"] €
O(T,M), x € U und f € K(U) und Q(z) = g(z)da' A--- Ada™.

Beweis: Es ist zu zeigen, dass F : Q*(M) — Q*(M) wie oben wohldefiniert ist.
In einer Karte ¢ : U — V mit zusammenhéngendem U Je € {+1,—1} : O(x) =
eldzt A---Ada"] (vgl. den Beweis oben). Wenn Q(z) = g(x) dat A---Adz™, g € CF1(U),
so ist in der T’y entsprechenden Karte von ﬁ(T*U ) (vgl. S. 57):
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F(9)

U KT“(T*U) (z, [gda' A~ Ada”, e[dz! A+ Ada]])
A !
Vv VxR (¢(2),e9(x))
und daher F(Q) C*~1, d.h. F(Q) € Q"(M). Die Bijektivitét ist klar. O

Def.: (M, O) orientierte n-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit, & > 1, Q € Q"(M).
Fiir das zu Q gehorige Radonmal A\ € K)_, (M) schreibt man [ f(x)Q(z) = (genau-
M

er) (Mfo) f(@)Qz) := \(f), f€LYM,N).

Bsp.: 1) DaVz e S": L(z) # 0, ist S” orientierbar.

2) Wenn Q € Q"(M) und Vz € M : Q(z) # 0, so ist (M, [Q]) eine orientierte Mannig-
faltigkeit. Das dann zu 2 gehorige Radonma#f ist |2]. Hingegen ist —|Q2| das zu € bzgl.
der Orientierung —[Q?] gehorige Radonmaf.

3) Wenn M parallelisierbar ist (speziell M Liegruppe), so ist M auch orientierbar. Denn
wenn Xp,---, X, € THM) wie in S. 26, Qy,---,Q, € T;(M) die duale Basis (vgl.
S. 43), so verschwindet ; A --- A Q,, € Q*(M) nirgends.

4) Nochmals P™. Fiir n ungerade und eine gewéhlte Orientierung auf P" ist Q"(P") ~
K, _,(P") (P" als C*Mannigfaltigkeit betrachtet). Fiir gerades n ist P nicht orien-
tierbar und erhilt man die RadonmaBe nur durch Q*(P"). (Man kann zwar einem
2 € Q"(P") das positive Radonma$ 2| € K (P™) zuordnen, aber so wiirde man z.B. kein
nirgends verschwindendes Radonmaf erhalten.) Wir wollen daher Q"(P") auch durch
Q" (S") ~ Q*(S") charakterisieren, so wie das fiir Q"(P") in S. 63 geschehen ist.

Dazu allgemeiner:

Definition und Hilfssatz: (M, [2]) C*-Mannigfaltigkeit, & > 1.

1) M° := {(z,0) : . € M, 0o € O(T,M)} ist wieder eine C*-Mannigfaltigkeit mit
folgendem Atlas: Fiir (¢ : U — V) € U sei
Uy = {(z, £[dz' A---Ada"])) ;2 € U} und
Gu U — Vi (2, £[dzt A+ Ada"]) — p().

2) P: M° — M : (z,0) /> zund J : M° — M° : (z,0) — (z,—0) sind C*.
(P : M° — M heifit orientierte Uberlagerung von M.)

3) MP? ist orientierbar und es existiert eine kanonische Orientierung auf M.
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4) 0<qg<n QM) ~{Qei(M): JQ=Q}: Qr— PQ,
QUM) ~ {Q € QM) : QU= -Q} : Qr— Q: (x,0) — w(x,0) , wobei
eNu(Ty, , M©)
T(w,O)M" ~ T, M : [x(t),0(t)] — [(t)], T, M° =~ T;M, und
Q(z) = [w(z,0),0].

Bemerkung: Der Ausdruck ,ungerade g-Form* fiir () € (7 (M) ist durch die Aussage
in 4) motiviert.

Beweis: 1) ¢, 0 g7 = ot CF.

2) In Koordinaten sind P und J die identische Abbildung.

3) M = JU; sei eine Uberdeckung durch Kartengebiete U; und y; eine zugehorige
lokalendliche C*-Zerlegung der 1. Fiir U; sei ein Q; € Q*(U;) mit Vo € U; : Q;(z) # 0
gewdhlt. Setze

(€ AM(T; M) = AT, ) M?))
o Q) : [Uu@)] = o
Q(z,0) .—J;mXi(z) { —u(2) ¢ [Qu(x)] = —o

In einer Karte (¢ : U — V) € 2 gilt dann fiir x € UNU; : Q(x) = gi(x) dz' A-- - Ada”
mit nicht verschwindenden g; € C*"'(UNU;) = in den Karten @4 ist Q(x,0) =
Q(z, £[da! A+ Ada]) = £ 3 xi(@)|gi(x)|dat A Ada™ CF71 und # 0. Offenbar ist

zeU;

(2] € O(M?°) von der Wahl der U; und €2; unabhéngig, da [Q](z,0) = o.

4) Dass QI(M) ~ {Q € QIM°) : JQ = Q} wird ebenso wie in S. 63 fiir P : S* — P
gezeigt.

Zu Q4(M) : In einer Karte o : U — V ist Q(z) = (91, (z) da' @ - - - @da'e, [dz' A- - - A
da"]] = bzgl. 4, ist Q(z,0) = Q(x, [dz' A- - Adz"]) = £giy., d27 ®- - @daie =
Q € QU(M°) und J*Q = —Q. O

Bsp.: 1) Wenn M orientierbar ist, so ist
M° ~ M x {0,1}:(1’,0)'—>{ E

wenn O € O(M) fest gewahlt wird.

2) Noch einmal P". Wenn n gerade ist, so konnen wir P : (P")° — P" mit P : " — P

identifizieren:

[:S" = (P")°:azv+— ([z] ,[(Q"L)[z]] ), wobei Q@ = P‘;l, z €U CS" offen, P|,
~N N——
epn EO(T[I]]P)'”)

bijektiv.

(Dass I C*, sieht man in Karten. I ist injektiv, denn I(—z) = ([z], [(J o Q)*L[z]]) =
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([z], —[(Q*L)[z]]) nach S. 63 und da n gerade ist.)

Also folgt Q4(P") ~ {Q € QIS : JQ = —Q}. Speziell liefert L ein positives,
nirgends verschwindendes Radonmaf} (mit C*-Dichte) A auf P". Fiir ungerades n setze
man A =[], Qp wie in S. 63. Dann ist
vneN: ({z € S": 2" > 0},|L]) - ({[z] € P": 2™ £ 0}, \) ein mafitheoretischer
q(nt1)/2

ICON

2

Isomorphismus. {[z] € P": 2" =0} hat MaB 0 = / A=
Pn

Ubungen

Ub. 4.1 X LCH. Zeige, dass fiir A : I(X) — R linear und positiv (d.h. Vf € IC(X) mit
(Ve e X : f(x) >0): A(f) > 0) gilt, dass A € K'(X), d.h. 6) (ii), S. 53.
Hinweis: Fiir K C X kompakt: 3U,V offen: K C U C U C V und V ist kompakt.
V normal == (Urysohn) 3y € C(V) mit X}K =1, X‘V\U =0und Vo € V :
x(z) > 0. Setze x durch 0 auf X fort und schétze ‘)\(f)‘ = ‘)\(X . f)‘, f €
K(X), supp f C K, ab.

Ub. 4.2 Es sei
sin! - - -sin " cos

sing! - - sin ¥ 1sin g

: 1 n—1
(0. 7)1 x (0.2 R T siny* - - -cos v
¢ (0,m)" 7 x (0,21) — 8" (O, 0T )

sin ' cos 92
cos 9!

Dann ist ¢! eine Karte auf S” (=Kugelkoordinaten).

a) Driicke L durch diese Koordinaten aus.

b) Berechne damit /|L| =|L|(1) = / L(z).
s (S™[L])

1
Hinweis: Fiir o' # 0 ist L = — da® A --- Ada™ (vel. S. 61).
T

™

agag = L(5)
/sm ﬂdﬁ—ﬁm

Ub. 4.3 P:R* — S" sei die stereographische Projektion wie in S. 9.
a) Berechne P*(L) € Q"(R").

, a > —1.

0
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Ub. 4.4

Ub. 4.5

Ub. 4.6

b) Berechne damit /|L| /}P*
Sn

[ N _ VAT )

o/ 1+72) 2"F("T+1)'

Hinweis:
Driicke A € Q*(P") wie in S. 67 in den Koordinaten
1 a -\ 1 T
{[z] EP": 2" £ 0} — R™: [2] — (W’ ’ﬁ) = (!, 2"

aus und berechne so / .

]P?’L
Hinweis: P - {[Z] c pr - Zn—i—l > 0} ~ {y e S* . yn-i-l > O} : [Z] — ﬁ und
z
— * n—1 (n+1)/2 \/_F( )
_|PL|./T (1—}—’/“) * /d _21—‘(71-1-1)'

0
Es sei G = SO3(R) und A = |Q], Q € Q(G) mit Q(I) = da} A da? A da? und

Q
f:8?xS! — G wiein S. 13. Nach Ub. 3.7, S. 52 ist f*(Q) = —2(1—cos p)LAdy €
Q3(S? x Sh).

a) Berechne \(1) = /A.

G
Hinweis: f}S2><{gc€Slzgc2>0} ist injektiv.

b) Es sei A\; := A/A(1) (= normalisiertes Haarmaf}). Begriinde theoretisch und

verifiziere durch Rechnung, dass A\j(A — aj) =0, A\;(A+— (a})?) = 1.

¢) Berechne \; (A — e'), t € R, und — durch Differenzieren —

)\1(14 — An), n € N.

Hinweis: Berechne \;(A — e'y) € R? fiir y € R® mittels der Formel e 4=y =
z(y, z) (' —Re (€"°7)) + yRe (¢'*") + (z x y)Im (e'**). Verwende die Substitution
z = e'¥ und den Residuensatz zur Berechnung des p-Integrals.

Es sei M :={z € R*: |z| <7} und h: M — SO3(R)

RN A%,m : SL’#O
I : z=0

wobei A, ,, y € S?, ¢ € R, wie in S. 13.
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Ub. 4.7

Ub. 4.8

a) Zeige, dass h C* und injektiv und dass SO3(R) \ h(M) MaB 0 bzgl. A hat.

b) Bestimme das Maf§ auf M, das \; entspricht.

‘h(M)

a) Zeige, dass daf, 1 < i < j < n, eine Basis in T7S0,(R) bildet. Es sei Q) €
Qf("_lw (SO,(R)) mit QM(I) = daj A daj A da} A daj Adaf Adal A - Aday A
- Adar und A = [QM] € K(SO,(R)).

b) Fiir z,y € R™ sei (z,y) = > 2%y’ und fiir x,y € S*! mit z +y # 0 sei
i=1

(. y)y—a Tty .
ALyU, =u-+ <U, ,’L‘) (y—FW — <U, y>m . Zelge, dass ALy c SOn(R)
mit A, ,x =y.

/

c) Fir z € R" sei x = (xn)’ ¥ eR"Y = O € R” und

1
@ Ba'
SO,-1(R) — SO,(R) : B — ((:L’") — (:L’" )) :
Zeige, dass f: (S"7'\ {—¢}) x SO,_1(R) — SO,(R) : (z,B) — A., - B C™
und injektiv ist und dass SO, (R) \ im(f) eine Nullmenge bzgl. A ist.

d) Zeige, dass f*(QM) = (=1)" Q=D AL, L€ Q1(S"1) (S. 62).
Hinweis: f~' : im(f) — 8”71\ {—€} x SO,_1(R) : C — (Cy, A, C), wobei

Cp:= | : | € R™ Zeige, dass (f~1)*(Q"~1 A L) linksinvariant ist.

'

Cn

e) Berechne \(" (1) = / A 1 Es sei Aﬁ"’ = A /A (1),
SO (R)

Berechne A{"”) (A+— (a')*) fiir k € N.

J

Hinweis: / cos? ¥sin" 29 dv) =
0
Es sei Q = w; dz? Adad +wy dz? Ada! +wz dzt Adz? € Q*(R3) und i : M — R? eine

zweidimensionale Untermannigfaltigkeit mit Orientierung O € O(M). Schreibe

I:= [ i*Q als Integral iiber V an, wenn ¢ : U — V : z +— (:j) eine Karte
(U7O‘U)
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Ub. 4.9

Ub. 4.10

auf M ist. Wie lasst sich I als Durchflussintegral interpretieren?

a) Zeige, dass eine Mannigfaltigkeit genau dann orientierbar ist, wenn es einen
Atlas 2 gibt, sodass ‘v’(go U —V iz (b ,:B")T), (@b U —Vixr—

/ 8(1’1/'-- ZL’”/)
1 .. . nnT . I J )
(z', ,:E))EQ[.‘V’:);GUHU.det(a(xlj'”’ajn)>>0.

b) Zeige, dass P", n ungerade, orientierbar ist mittels a).
Hinweis: Berechne die Funktionaldeterminante von,

—1 1 N n
¢j¢n+1:(y1a"'>yn)T (Z_]”Z_;”?;/_J’y%)

und setze A := {(=1)7""p; : j=1,--- ,n+ 1}, wobei ¢; wie in S. 3.

c) Zeige, dass eine Mannigfaltigkeit genau dann nicht orientierbar ist, wenn es
N € N und Karten (goi U — Vo — (z),- - x")T), t=1,--- N+ 1 gibt

i [ad)

und mit ¢; = @ny1; Vi : U; zusammenhingend; Vi € {1,--- | N} : U; N U;q # 0;

ViEEUﬂU.H:det<a(le+1u"'axzn-kl)) { >0:i=1,---,N —1,

Oxl, - ) <0:i=N.

d) Zeige mittels c), dass P", n gerade, nicht orientierbar ist.
Hinweis: Setze ¢, = U1, P2 = wn}{[a}]zx”<0}’ O3 =y, Q1= ¢"‘{[x]:x”>0}'

e) Zeige, dass das Mobiusband (vgl. S. 15, 38) nicht orientierbar ist.

Zeige, dass fiir jede Mannigfaltigkeit (M , [Ql]) die Mannigfaltigkeiten 7™M und
T'M kanonisch orientierbar sind.

Hinweis: a) Es seien (¢ : U — V iz — (2!, ,2")7) € A und

To :TU —V xR": (z,w) — (2, 2", wy, - ,w,)? wie in S. 40.

Zeige, dass Q :=dz' A--- Ada™ Adw; A -+ Adw, von der Karte unabhingig ist.

b) Definiere O € O(T'M) lokal durch O|,, = [dz' A -+~ Adz™ AdE A - A dET],

wenn T : TU — V x R" : (2,€) — (2, 2™, €L - €M7 und konstruiere
O wie in S. 66, 3).
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§ 5 d, 9, de Rham und Stokes

Fiir f € CH(M) ist df € T,(M) = QY(M) in Koordinaten durch df = g—f da' gegeben
o x’
(vgl. S. 41). Wir konnten allgemeiner fiir X = (t;i;’:) € 1,;7(M) versuchen, dX durch

11 im

ot im 8til___ll;:m 8:17“/ 8:):“”/ &rlo 8xlq

JiJq o
Oxdo’ ozlo Ozkr Oxkm gio’ Oxda’
In Wahrheit ist aber
i1 i ki-km 9zi1’ dzim’ 9zl dzla
i1 im l 1-km . .
atjl"‘jq . ox' X 8(th"'lq ozk1 dzkm  9gi1’ 8qu/)
Oxio’ o’ Oxlo
o [(ozh'  xim’ gxh Oxle
= g4 thkm . .
bl gpgo’ \ Ok Oxkm Qxit'  Quid’
b

Der Term b sollte verschwinden, worauf wir spéter allgemein zuriickkommen. Nun sei
speziell X € 7 (M), d.h. rein kovariant. Dann ist

I ly
b b _, 0 (8x Ny ox )

J0""Jq lilg axjol alel aqu/

Der schiefsymmetrische Anteil von b verschwindet, d.h. >° sign(o)b;, o i, = 0

0ESg+1
(Hier S,4+1 = Permutationsgruppe von {0, - - -, ¢}.) Denn wenn f*,--- | f? C>-Funktionen
von y°, - -+ ,y? sind, so tritt in der Summe
, o ( off ofe oft *f ore .
S = Ue;qﬂ sign (o) a0 <8y0(1) e der Term oy BgRagh oyt mit
ki =o(l),--- ,k‘iz?(z'), -+, k, = 0(q) zweimal auf, und zwar multipliziert mit
: 0---q o o 1 - 4 - q y :
sign <k0 B -kq) bzw. mit sign (kz [T S kq) und kiirzt sich also weg.

Daher ist S = 0.
Also ist auch fiir X = (t;,..;,) € To(M) und xo € M

1 ' jo iy dotw) 1 5 ,
dy X :=dX = — Z sign (0)7_‘1 do’o @ - - - ® daia
' q! 0€Sgt1 Oxlo0)

1 : Mjroiu 1 '

= Y sign(o) 1A da¥ 0 © - @ dad
F0ESg+1
10t: .. . _ 1 ' -

= _'ﬁ dzio A -+ A dade = _'dtjl---jq Adeit A - Adade €
q! Ox q!
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€ AYY(T: M) unabhiingig von den gewihlten Koordinaten. Bei der Summenbildung
bzgl. j bleibt nur der schiefsymmetrische Anteil von X erhalten. Wir kénnen daher
gleich mit 2 € QI(M) starten:

Q= Z Wi i, dz" A - Adal = Wiy i de" ® - - @ da'

i1 < <dg

mit schiefsymmetrischen w;,..;, (vgl. S. 47) —

1 . ) : )
dQ = = dwi,j, Adz™ A A = Y dwiy g, Ada AL A ()
q:

i1 <+ <ig
Definition und Hilfssatz: M n-dimensionale C*°-Mannigfaltigkeit, Q°(M) := C>(M).

1) 0 < g < n. Die duBere Ableitung d : QI(M) — QIT1(M) ist durch die in jeder
Karte giiltige Formel (x) definiert. Sie erfiillt:
a) Q; € Q4(M) = d( A Q) = (d) A Qe + (—1)20y A dQ),. (Beachte, dass
Ql VAN QQ = Ql : QQ, wenn ¢q; = 0 oder o = 0)
b) Fiir f: M — N C*® und Q € Q(N) ist f*(dQ) = df*(Q2) € Q™ (M).

2) 0 — QM) - QY(M) - Q"(M) — 0 ist ein ,Komplex*, d.h.
dod=0.

3) Fiir belichige fo, -+ , f, € C(M) gilt d(fodfi A+ Adf,) = dfo Adfi A AdF,.

Beweis: 1) Nach dem obigen ist d durch (x) wohldefiniert und linear. Nach Umordnung
folgt aus (x) fir 1 <y, i, <n:d(fda A+ Adai) =df Ada A+ Adaia,
a) Wegen der Linearitéit von d geniigt es Q; = fdz* A---Adz'a, Qy = gda?t A- - - Adade

zu betrachten. , , ' '
d(@ A ) = d(fgdz™ A--- Ada'a Ada? A Adade)

= (fdg+gdf)Adazr A--- - A daie
=gdf Adz" A--e -es Adxde + (=1 fdz A--- Adz'a Adg Ada?t A Adade =
- (dQl) A QQ + (—1)(1191 N dQQ

b

~—

f*(d(gdl’“ A ,../\dxiq)) — f*(dg/\dl’“ A "'/\di(}iq) —

=d(go f)Ad(z o f)A---Ad(z' o f)=d(go fd(z" o f)A---Ad(z" 0 f)) =
=df*(gda™ A--- Adale).
2) dd(fdz™t A -+ A da'e) Zd(%dzzi/\dx“ /\---Adxiq) =
0 f . . . .
= J 4 2 g —
IO dz? Adx® Adx™ A Adzx
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S *fr  f

- S \92i0xt  Oxidad,
=0

3) folgt aus 1)a) und 2) durch Induktion. O

)dxj/\dxi/\dxilA-~-/\dxiq:0.

Bemerkung: Natiirlich kann man d auch auf Formen Q € Q%(M) einer C*-Mannigfaltig-
keit, k > 2, anwenden (d.h. Q hat C*~!-Koeffizienten in einer Karte) und erhélt d$) mit
CF2-Koeffizienten, d.h. dQ € Q¢t1(M als C*~1-Mannigfaltigkeit). Dies werde ich z.B.

beim Satz von Stokes verwenden.

Bsp.: 1) L=> (=10 "lzida’ A+ Adad A--- Ada™ € QY(R?) —>
=1

— dL =ndz'A--- Ada™

2) Fiir M = R3 gilt:

d of of of «
QO(R?’)—>Q1(]R3):f»—>a—d +82d —l—agdx:,,gradf
13y 4. 023y ., o aﬁdg_aQJg 2 3 (%11_5003
QH(R°) — Q*(R°) : w;da’ — <—0x2 —ax3>dx A dx® + <—8 5 T 9l dz3 A da! +
aw2 awl 1 2~ «
<8x1 8x2)dx Adz® = jrotw®.

O2(R3) -5 O3(R3) < wy da? A da® + wy da® A dz! + wy da! A da? —

&ul 4 8&)2 i &ug
ort  0x2  Ox3

) dzt Ada? Ada? = | divw®.

d od = 0 heifit rot grad = 0, divrot = 0.
Die Zuordnung von Vektorfeldern bzw. Funktionen zu diesen Differenzialformen ist erst
mit Riemannscher Metrik méglich, vgl. § 6.

Man kann d auch, obwohl umstindlich, koordinatenfrei definieren:

Hilfssatz: M C*-Mannigfaltigkeit, Q € Q(M), Xo,--- X, € T'(M), (, ) wiein S. 49.
Dann ist .

A2 X0 @ @ X,) =3 (-1) Xi (X0 - 0X e X))+

=0

€Der (M) ecos (M)
+ Y (D)X X)X 0 0X,Q - 0X;® - ®X,).

0<i<j<q

Speziell: ¢ =0: (df, X) = X(f) (vgl. S. 44),
¢g=1:{d0X®Y)=X((QY)) -Y((Q,X)) - (Q[X,Y])
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Beweis: Ub. 5.1, S. 82.

Aus der Physik ist bekannt, dass ein Kraftfeld im R? genau dann ein Potential hat,
wenn seine Rotation verschwindet. (In nicht einfach zusammenhédngenden Gebieten ist
es anders.) Wir formulieren diesen Sachverhalt in der Sprache der Differentialformen.

Def.: M C°-Mannigfaltigkeit
1) Q€ QI(M) heifit geschlossen (oder Cozykel): <= d§2 = 0.
2) Q€ QI(M) heiit exakt (oder Corand): <= 30, € Q1 1(M) : dQ; = Q.

Bemerkung: Offenbar gilt immer: exakt = geschlossen.

Im R" gilt auch die Umkehrung:

Poincarésches Lemma: Wenn die C*°-Mannigfaltigkeit M zu R™ diffeomorph ist, so ist
fiir ¢ > 0 jede geschlossene g-Form auch exakt.

Beweis: OEdA M = R". Wir halten ¢ fest und verwenden Induktion nach n — q.

Induktionsbeginn: n = q.
Es sei Q € Q"(R") (dann ist automatisch dQ =0) = Q= f(x)dz* A---Ada", f €
C>(R™).

Setze Q := g(z)dz? A -+ Adz" mit g(z) := /f(t,xz, ey x)dt = Q=dQy.
0

Induktionsannahme: Das Lemma ist giiltig fiir Q¢(R"1).
Induktionsschluss: Es sei Q = > Wjowj, At A+ A dade € QI(R™) geschlossen
1<ji<+<jg<n
0wy jo , ,
= Y A Adat A Adade =0 == Vg < i < - < g gilt:
J1<<Jq 8$Z ‘ ' ‘
der Koeffizient von dz’° A dz/t A --- A da?e ist 0, d.h.

Oji-gy  MWioga-iy
axjo ale

&"}'0"'}171
_|__..._|_(_1)473ij = 0. (>|<)

Esseifirl <kys < --<k,<n:

zl

Mhgeby = /wm,..kq(t,xz, sz dt
0

und Q; = > I dzF2 A -+ A dzFe. Dann ist
I<ko<-<kg<n

dQ; = > Wikyoky dz! Adak2 A - A daket
1<ky<<kq<n
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1

n (T Qg
+ > Z( Wg;zz .

I<ko<chq<n i=2
Fir 1 < j; < jo < -+ < j, < nist der Koeffizient von daz/* A - - A dz’s im zweiten Teil
von df2; das Integral iiber

(t,2?, - ,x")dt) dat Ada? A - A dahe.

Owijygy  Oijsagamis Owj, ...j,
G T g (uach (1)) =
Also: Ay = > Wik kg dzt Adak2 A - A daka+

1<ky<-kg<n
+ > [wij, () = W)y, (0,22, - -+ 2™ dadt A2 Adade =
1<j1<<jg<n
=0 - Z Wiyg, (0,27, ™) dadt Ao Adad

1<ji<<jq<n
N

-

g

—:Q,
Es gilt dQ2y = dQ —ddQ; =0 und Q5 € Qq(R:;lmn) — (Induktionsannahme) =
- QQ = ng, Qg c Qq_l(RZ;’lwn) — Q= d(Ql + Qg)

(wobei P*: QI(RI! ) — QUR"), P:R" — R o | © ). B

xn

Das Poincarésche Lemma ldsst sich auch so formulieren: Die de Rhamschen Cohomolo-
giegruppen von R" verschwinden.

Definition und Hilfssatz:
1) M n-dimensionale C*°-Mannigfaltigkeit, ¢ € {0,1,2,---}.
Der R-Vektorraum H?(M) :=

{feC>(M):df =0} ={f € C®(M) lokalkonstant } : ¢=0
{Qe (M) :d2=0}/{d2: Qe QY (M)} : 0<qg<n
{0} : g>n

heift de Rhamsche Cohomologiegruppe der Ordnung q.

2) f: M — N C*™. Dann ist HY(f) : HY(N) — HYM) : [Q] — [f*Q] wohl-
definiert und linear. H? ist ein kontravarianter Funktor von der Kategorie der
C*>*-Mannigfaltigkeit in die der R-Vektorrdume, d.h.

H(id) = id, H(f og) = H(g) o H(f).

Beweis: [()] = Q] € HI(N) = Q—Q=dQ,, Q€ W (N) =
— Q- Q= A = A = [f1Q] = [ =
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Bsp.: 1) H'(M) ~ R, Z = Menge der Zusammenhangskomponenten von M.

2) Wir bestimmen H'(S').

T'(S") hat als C**(S')-Modul die Basis <= (vgl. S. 24).

Die duale Basis von 77(S') = Q!(S!) werde mit dv bezeichnet. Fiir festes a € R und

1 cosa)| ~[cos?
S \{(sina)} (a,a+2m) : (sinﬁ‘) — U

ist dﬁ‘gl\{ (cosa)} = dp,. (Beachte aber, dass das ,,d“ in d¢} nur symbolisch ist, da ¥ ¢

C>(S").) Es ist also Q'(S") = {f-dv : f € C=(S")}.
Wenn wir die ,universelle Uberlagerung® U : R — S' : ¢ — (
kommutiert

@) () (") flw) v
[ el I
[ c® OU(R) : g — g dd|| £ (1)) a0

sm19
Offenbar ist U* injektiv und hat das Bild C2,(R') bzw. QUP(RY) = {fdd : [ €
C.(RY)} (vgl. auch S. 26). Also erhalten wir

per

cos Y

") verwenden, so
sin ¢

HYSY) ~ {fdd:feC2@®YH}/{g(W)dY:ge (R}

per per

~ C2(RY)/CS(RYY.

por per
2

[
Fir f € C2%(R?) gilt: (EIg:fzg’)(z)/f( )dt € C2(R )<:>/f(t)dt:0.
0

0
Das liefert

por / per R: [f] | — /f(t) dt.
0
Wenn wir wieder riickwérts gehen, ergibt sich

H(S) ~R: [0 — / Q.

(S,[d?])

3) Allgemeiner, wenn M eine n-dimensionale orientierbare, kompakte C>°-Mannigfaltigkeit
ist, so ist H"(M) # 0, denn fir O € O(M) ist F: H*(M) — R: [Q] — [  wohl-
(M,0)
definiert, linear und surjektiv.
Beweis dafiir: a) Wir zeigen zuerst, dass [ dQ; = 0 fiir Q; € Q" 1(M).
(M,0)
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(Dann ist F' wohldefiniert.)
Da M kompakt ist, existiert eine C*°-Zerlegung x1, - - - , xn der 1 mit supp x; C U; wobei
(i : Uy — R") € Uppax.

N

Es ist dQ; = Y d(xi). Wenn (o7 ) (xiQ1) = fijdat A A Az A A dz™, so ist
i=1

Xi€EK(U;) n

of,
/d(Xz'Ql): / d(yn) = > o+ %dx:
j=1 Rn

(U:,0lu;)

= Z:I: / [fij(xl,-~- ,x”)roo dzt-.-dgd - --da" = 0, da supp f;; C R™ kompakt.

b) Wenn man ein (¢ : U — V) € A und f € LK(V) mit (Vx € V : f(x) >0) und f #0
nimmt, so ist / " (f(z)dz" A+~ Ada™) # 0 und daher F surjektiv.

(M,0)

Unser néchstes Ziel ist der Satz von Stokes. Es gibt im wesentlichen zwei Versionen
davon.

1)

Die de Rhamsche Version baut darauf auf, dass in einer Karte ¢ : U — V fiir
Qe(U) (n=dimU) und f € K(U) gilt:

/ f-Q= /gp‘l*(f-Q) de, vgl. S. 64.
(U,[p* (de Andam))) v
Man benétigt also fiir die Berechnung von [ f - nicht eine Karte ¢, sondern eine
,Parametrisierung” ¢ = ¢~!. Man integriert dann iiber ,Ketten“= Linearkom-
binationen von ,Kettenelementen® 1 : A — M C!, wobei A ein Simplex, oder
allgemeiner ein Polyeder ist.
Vorteil: Unmittelbarer Zusammenhang mit den ,,Homologiegruppen* H,(M) der
algebraischen Topologie.
Nachteil: Man kann nicht iiber eine Mannigfaltigkeit integrieren (wie U oder oU),
sondern bendtigt immer eine , Triangulierung® (d.h. Linearkombinationen von 1)
wie oben).

Die allgemeinste Variante der 2. Version beruht auf dem Begriff ,, Mannigfaltigkeit
mit Rand“. Ich wihle ein etwas spezielleres Konzept, das fiir die meisten Fille
gentigt.
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Es sei (M , [91]) eine n-dimensionale C2-Mannigfaltigkeit, U C M offen, N := oU = U\U
sei eine (n — 1)-dimensionale C?-Untermannigfaltigkeit von M und es gelte:
(#)Vog e N: g : W — V) € Apax : 20 € W, (W N N) = {(0,22,--- a7 € V}

(vgl. S. 6) und (W NU) = {(z',--- ,2m)T € V: 2! < 0}.
a) Allgemein, wenn N eine (n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit von M, = €
N, oy € O(T: M), v € T,M \ T,N, so kann man oy, und v folgendermaflen ein 0%, €
O(T,N) zuordnen:
Wenn oy, = [D], D € A"(T:M), so sei o% := [(v,D)] € O(T,N), wobei (v,D) €
A"YT*N), (v, D) : T,N®™ D — R

W Q- @wy_q — D(v,wy,+ wy_1).

oY% héngt nur davon ab, in welcher Zusammenhangskomponente von 7, M \ T, N v liegt.
Denn wenn ¢ = A +w, w € T,N, A > 0, so ist (0,D) = ANv,D) = [(0,D)] =
[(v,D)] € O(T,N).
Man kann die Abbildung O(T, M) x (T, M \ T,N) — O(T,N) auch so formulieren:

Wenn o}, durch die angeordnete Basis wy, - -+, w,—1 von T, N definiert ist, so oy, durch

VWi, t Wy

b) Speziell, wenn N = QU wie oben, so wihlen wir v so, dass es ,,von U nach aufien®
t

weist, d.h. in einer Karte ¢ wie in (x) sei v = % = ¢ | @)+ |0

Die Zuordnung O(T, M) — O(T,N) : oy — 0% ist dann unabhéngig von der Karte
v, da fiir 2 Karten ¢, ¢’

1 t
Tow)= [0 und To) = o | | @)+ |0 beide im Halbraum

x1 > 0 liegen und daher v, v’ in derselben Zusammenhangskomponente von T, M \ T, N.
Wenn oy = [dz! A -+ Adz"], so ist also 0% = [da? A -+ A dz™].

Mit i : N = QU < M ist also i® : Q4(M) — Q4(N) wohldefiniert, wenn man in Karten
© wie in (%) setzt:

[Q(z), [dz' A - Ada"]] — [, [dz? A -+ Ada™]].

(,a“ steht fiir ,von U nach auflen*).

¢) Noch spezieller, wenn M durch O € O(M) orientiert ist, so erhalten wir eine Orientie-
rung O‘gU auf N = 9U : Wenn ¢ : W — V wie in (*) oben, und W zusammenhéngend,
so ist O|,, = e[dzt A -+~ Adz"] und O}, = e[dz® A--- Ada"], e € {£1}. (Um ein
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Qe Q"Y(N) mit [Q] = O}?V zu finden, nimmt man eine Zerlegung der 1 x; € IC(V)
bzgl. W N N, W wie in (%), und setzt Q := > x;e;da? A--- Ada?, vgl. S. 66.)

Satz von Stokes: M n-dimensionale C2-Mannigfaltigkeit, U C M offen, OU = U \ U
sei eine (n — 1)-dimensionale C?-Untermfkt. von M oder leer und es gelte (*), S. 78.

1) Q € Q"'(M) habe kompakten Triger. dQ(z) := [dQ(z), [dz! A -+ A dz"]], wenn
in einer Karte Q(z) := [Q(z), [dz' A -+ A dam]]. 90 € Q" 1(dU) sei wie oben.

Dann gilt: /dQ = /zf:Q

U ou

2) Speziell sei (M, O) orientiert und O|%;, wie oben definiert. Q € Q" *(M) habe

kompakten Tréger. Dann ist
[ aae- [ e

(UvoIU) (8U70|3U)

Bemerkung: [ dQ = w(U), wenn dQ) dem Borelmaf p entspricht.
U

Beweis: 2) folgt aus 1), denn wenn Q(z) = [Q(z),0(z)], so ist dQ(z) = [dQ(z), O(z)]
und i9Q(z) = [i*Q(x), O[5, (x)].

Zu 1): Wir iiberdecken M mit Kartengebieten W, sodass entweder (%) in der dritten
Zeile in S. 78 gilt oder W C U oder W C M \ U. y; sei eine zugehorige lokalendliche
C2-Zerlegung der 1 nach S. 59. Da kompakten Triiger hat, ist ) = > endlich XZQ und

es geniigt daher, anstelle von € ein ;€ zu betrachten. Es sei also oEdA supr c W.
Wenn W C M\U, 50 ist alles 0. Wenn W C U, so ist i¢(Q) = 0 und [dQ = [ dQ =0,

U W
vgl. 3)a) in S. 76. Wenn schlieSlich W wie in (%), S. 78, 3. Zeile, und in der Karte
o : W — V gilt

:[gjdxl/\~-~/\a;c7/\ ‘Adz™, [dz! A+ Ada"]], so ist

Q

. - 0
/dQ: / Z( 1)~ 189; dz = /gl(:cl,---,:zn)
U

Rn—1

0
dz?- - dz"+

xl=—00

zi<0
n 0
+ / (=1)7 "t g(at, - ™) dot - dai .- da" =
o _ xI=—00
J (2L, 20, 2T ern—1 ~~ -
zl<o 0 (da supp g; kompakt ist)
. 2 n 2 n
= / g1(0,2%, -+ [ 2")dx dx
Rn—1
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n

und andererseits i9Q = [3 i*(g;dz! A~ A dzd Ao Adz), [dz2 A A da"]] =

j=1

[g1(0,2%, -+ ,a")da® A -+ - Ada™, [da? A -+ - A da™]] wegen i*(dz') = 0.

Also ergibt /zf:Q ebenfalls / g1(0, 2%, -+ 2™)da? - - - da™. O
U Rn-1

Bemerkungen: 1) Der Satz von Stokes ist also im Wesentlichen der Hauptsatz der
Integralrechnung.

2) In gewissen Fillen, wie z.B. bei der Oberflache einer Halbkugel, sind noch Zusatziiber-
legungen notig.

3) Wenn U C M beschrinkt ist (d.h. U kompakt), so kann die Voraussetzung, dass Q

bzw. 2 kompakten Tréager haben, fallengelassen werden. (Man setzt Q) = Q- X, wobei
X € K(M), x =1 auf U, und erhlt fdQ [dQ = [i*(Q) = [i*Q).)

*

U ou ou

Bsp.: 1) WennU = {z € R": |z] < 1},s0ist OU = S" ! und fiir O = [dz'A- - -Ada"] €
O(R"™) gilt O}gn,l = [(¢70;, dz' A---Ada™)] = [L], vgl. S. 49. (Als Vektor v entsprechend
S. 78 a) nehmen wir also 2'0; = [z + tz] € T,R", x € S"7 1))

Der Satz von Stokes ergibt

/|L| / L= / nda:l/\---/\dx":n/dx:n-Vol(U).

(Sn=1,[L]) (UOlv) U
(L steht hler fir *L, vgl. S. 61.)
Allgemeiner, wenn U C R™ wie im Satz von Stokes vorausgesetzt und auflerdem be-

1
schrénkt ist, so ist Vol (U) (=Lebesguemafl von U) = " / L.

(U,013,,)
Beachte, dass OU zwar orientierbar ist, L i.A. aber keine Orientierung auf OU liefert.

2) Wenn U C R” wie im Satz von Stokes und beschrénkt ist, V' sein Volumen und
S € R" sein Schwerpunkt, und afj = afi eR, i,j,ke{l,---,n}, so gilt

/ S (-1 takated dat A AdaF A Ada” _/2a§jxﬂ'dx:2vc¢§j5ﬂ'.

=1
(U, [da? A--nda]l3,, ) v

3) S* C R werde als C3-Mannigfaltigkeit betrachtet, X € 71(S") sei so, dass Vx €
S™: X(z) # 0. Wir zeigen, dass dann n ungerade sein muss (vgl. S. 28).

Wegen TS" C TR™! kénnen wir X : S" — R\ {0} C? mit Vo € S" : X(x) L x
schreiben. Dann ist

tr + (1 —t*)X(z)

BB S —=80 (h0) = o o X ()|
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wohldefiniert und C?, denn tx + (1 —t*)X(2) =0 = 1—-#*=0 = =0

Daher ist  := F*(L) € Q"(R x S™ als C2>-Mannigfaltigkeit), wenn L € Q"(S") wie in
S. 61.

EsseiU=(-1,1)xS"C M :=RxS" = 90U ={-1,+1} x S™.

dQ = F*(dL) = F*(0) = 0. Wie immer sei i : OU — M.

Der Satz von Stokes liefert dann: 7" = 0.

(ouifataL) \aU)
Es gilt i*Q = *F*(L) = (F 0i)*L, wobei Foi:{—1,1} x§" — §": (e, 2) — ex —>

A\ L(z) : e=1
(FOZ) L(G,f) = { (J*L)( ) _ (—1)"+1L($) L o= 1, vgl. S. 63.

SchlicBlich st [dt A L][, = |(+ &, dt A L)| = £[L] auf {1} x 8" —
= 0= (1+(-1)") [ |L| = n ungerade.
N

Wenn X nur ein stetiges Vektorfeld ist, so kann man es durch X mit C2-Koeffizienten
approximieren und erhélt daher ebenfalls, dass n ungerade ist.

4) Der Satz von Gaufl im R".
U C R"™ sei wie im Satz von Stokes, v/ C! und mit kompaktem Triger. Dann gilt also:

n

j ' — o’
¥ (=1 dz* Ao Adai A - - Ad / “7a
z(j;v() 2PN Az A A da) Zaﬂx
ou)
(X = (Ula e >Un)T)‘
Wenn W C OU, W zusammenhingend mittels ¢ : V — W : £ —— x parametrisiert
ist, V. C R™ so ist i (1)1 dat A Adad A+ Ada”) = (—=1)- (ax dgk) A

(oU[de
= le X«

P
i 8(x1 v/ I n)
J 1d t ) ) L7y dEV A - A dent d dah
<8£l ) E ) € ( 8(517 ...... 7571—1) )J 5 N 5 un aher
—.Ds
/ ’L*( U](—l)J—ldxl/\/\gx\j/\/\dxn):
(Wifde? A--Adan] :V) =t

n

" / > e Di(e) de

wobei + bzw. — zu wihlen ist, je nachdem ob 1 die Orientierung erhilt. (V C R™™! ist

dabei durch [d¢' A - -+ A €™~ orientiert, W C U durch [dz! A - Ada][],.)
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Yy = g—; X oo X % ist definiert durch det (z, 88—;’ ,%) = (z,y), Vz € R™.

(Da wir R™ mit der Standardorientierung versehen, ist y ein Vektor, kein Pseudovektor,
vgl. S. 56).

Speziell ist y L <8§1 =1, ,n—1> = T,(0U) und det (y, 88—;1’ cee %) > 0, d.h.
eldzt A+ Adz™] ‘W ist durch die geordnete Ba81s 51 A % von T, (0U) gegeben,
{ 1 : y weist aus U heraus
wenn € :=
—1 : sonst.
. . 0 0
AuBlerdem ist 37 = [Koefﬁzient von z7 in det <z, a—;, cee Tjﬁ—l)} =
, oz, - xn)) ,

= (—1)"!det ( A =D’

Y o)
— / Zv] 17 et A Adad A Ada?) =

(W,[dmlA---Adx”} :v)

/<X, Ber X X gt 1>d§ wobei X = (v!,---,0")T.

%
Oft schreibt man dafiir noch / (X, n)do, wobei

Y 4 0
Err X oo X iy
n := AuBeneinheitsnormale = 25 agx " und
‘agl XKoo X ggn= gen |
ox Ox

do = 8—51 X - den- ——— | d§ = Oberflichenma} auf W. Dazu siehe § 6.
Ubungen

Ub. 5.1 Beweise den Hilfssatz in S. 73.
Hinweis: Es geniigt Q = f°df* A --- A df9 zu betrachten.
Verwende (dQ, Xo ® - -- ® Xg) = det (Xi(f1)), .. .

Ub. 5.2 Die Maxwellschen Gleichungen sind
B D
(*) rot B = _%—t’ rot H=j+ 6;)_15’ divD = p, divB =0

(E/H = elektrische/magnetische Feldstéirke, D/B = elektrische/magnetische In-
duktion, ¢ = Ladung, j = Strom.)

Essei F := (B, dz'+ Ey d2?+ E3 da) Adt+ By dz? Ad2®+ By dz3 Adat + Bz do Adz?
und G := —(H, dz' + Hy da? + Hy dz3) Adt + Dy dz? Ada® + Dy dz3 Adat + Dy dzt A
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Ub. 5.3

Ub. 5.4

Ub. 5.5

Ub. 5.6

dz? sowie y := (jy dz? Ada® + jo da® Ada! + jsdazt Ada?) Adt — odat Adaz? Adad.
a) Zeige, dass (x) dquivalent zu dF' = 0, dG = —v ist.

b) Folgere dy = 0. Was bedeutet das klassisch?

c) Folgere, dass in einem zu R* diffeomorphen Gebiet U gilt F' = dy, ¢ € QY(U)
(elektromagnetisches Vektorpotential). Was bedeutet das klassisch?

M =[0,27) x R sei das Mébiusband in S. 38 und

i U — Vi: (t,u) — (2}, 22)T, i = 1,2, seien wie dort.

a) Zeige, dass Q € Q2(M) durch Q(t,u) := [dz} A da?, [da} A dzd]], (tu) € U
wohldefiniert ist.

b) Warum ist  eine Basis von Q*(M) (iiber C>(M))?

¢) Setze U := [0,2m) x (—1,1) C M und wende den Satz von Stokes an.

Hinweis: QQ = —d€);, Q; := [%2 daf, [dzj A dxfﬂ

Essei S'={z€C:|z[=1}, n€Zund f,:S' — S': 2+ 2"

a) Bestimme H'(f,): H'(S') — H!(S').

b) Zeige, dass gilt: Vf : S' — S! C*:In € Z : V[Q] € H'(S) : H'(f)[Q] = n[Q).
Hinweis: Verwende, dass f : R — R existiert mit foU = Uo f, U wie in S. 76.

Es sei L = Z(—l)j_lxj dzi A - /\@/\ o Adzt e Qn—l(Sn—l) und
j=1

p:R"\{O};Sn_lsz—.

||
n J —
a) Zeige, dass p*(L) = Z(_l)j_lgﬁ de' A~ Adad A Ada™ € QHR™\ {0}).
i=1

Hinweis: L und p*(L) sind rotationsinvariant.

b) Warum ist dp*(L) =07

¢) U C R" erfiille die Voraussetzungen an den Satz von Stokes, sei beschréankt und
0 ¢ OU. Zeige, dass

0 : 0€U
/ i*p*(L)I{ [ L] : 0eU.

S§n—1
)

Hinweis: Falls 0 € U, integriere p*(L) tiber 0K, wobei K C U eine Kugel mit
Mittelpunkt in 0 ist.
d) Warum ist " *(R™ \ {0}) # {0} ?

(oU[de? A--Ada]

Der Satz von Stokes des R3. Es sei Q = w;da? € QYR?), (M,0) C R3 2-
dimensionale orientierte Untermannigfaltigkeit, U C M wie im Satz von Stokes
und beschrankt.
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b

w1
a) Zeige, dass / Q= /< wo ,:b> dt, wenn z : [a,b) — OU eine Para-

a w3

@0l )
metrisierung ist, sodass die Orientierung von T M durch die angeordnete Basis
ni, @(t) gegeben ist, n; := AuBennormale zu OU in T, M.

w1
b) Zeige, dass / dQ:/<r0t W ,n2> do, wenn

(U.0lv) U w3
Ina|l = 1, ny L T,U, O(z) = [da! A dz? A d2®]}2 in der Notation von S. 78,
ox ox
do = 8—51 X 8—62’ . ‘dgl /\d£2|, Vgl S 82.

¢) Formuliere die Koppelung von @(t), ny, ny anschaulich.
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Kap. III: Riemannsche
Mannigfaltigkeiten

§ 6 Kanonisches Volumsmafl, Sternoperator

Eine Methode der Differentialgeometrie besteht darin, Begriffe der linearen Algebra auf
die Vektorrdaume T, M anzuwenden. In § 3 wurden so der Dualraum (S. 39) und das
Tensorprodukt (S. 44 ff.), in § 4 die Determinante behandelt. (d in § 5 ist hingegen ein
Begriff der Analysis.) Nun betrachten wir innere Produkte, d.h. g : V' xV — R bilinear
und symmetrisch.
Nach S. 44 ist Mul(V, V) ~ Hom(V,V*) ~ V* @ V*. )

g [g: v (W g(v,w))] — g

(v (v, v")w*) — v* @ w*

g symmetrisch bedeutet § = g7 baw. g € S?(V*), s. S. 45.
Ein symmetrisches ¢ ist durch seine Werte auf der Diagonale festgelegt, d.h.

{g € Mul (V, V) symmetrisch} ~ {¢g; : V — R quadratische Form}
gr— g0+ g(v,0)

Speziell gilt: g nicht ausgeartet (d.h. VO£ v eV :Jw € V : g(v,w) # 0) <~
<= g:V — V" ist ein [somorphismus.

Koordinatendarstellung:

e1, -, e, sei eine Basis in V, e!, -, e" die duale Basis in V*. Dann hat V®™ @ V*®4
die Basise;, ® - ®e;, @M @@€9, 1 <iiy, -+ i, 1, 5 Jg <N

Wenn ¢ die Koordinaten g;; hat, d.h. g(e;, e;) = gij, so ist g(e;) = g;;’. Wenn g nicht
ausgeartet ist, so erhédlt man fiir 1 < k < m Isomorphismen

Xm *®q * *Qq ~u
Verev id®"'®§®id®---®idv® QV*RVER---QV V™~

(k-te Stelle) (k-te Stelle) ~ ®m=1) g }/*®(@+1)
Das ist eine Uberschiebung mit ¢ (vgl. S. 49), d.h.
(tzllgzz) N (té_ll'.'.';lzfllik'"imfl . gqu+1) c v®(m—1) ® V*@(‘H—l).

Manchmal schreibt man dafiir
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(£ ,) (¢ ! jioniy)» WObel t ! jigg T
und nennt dies ,,Senken des k-ten kontravarianten Index*.

Ebenso lidsst sich ,ein kovarianter Index heben* (1 < k <) :

J1-gg Jinl>

®m *®q ®@m *®Qk—1 *®(q—k)
VreVds egiede e OV wVeV
((m + k)-te Stelle) ~ Y OmtD) g }@la-1)
. i1-im irim 1 o giteim il
liefert (¢4, ) (£27 2 =),

g% ist dabei die Matrix der Abbildung g~! : V* — V. Es ist also (¢%) die inverse Matrix
zu (gi;). Beachte, dass man beim Heben und Senken der Indices diese nebeneinander
schreiben muss, damit keine Zweideutigkeit entsteht. In dieser Schreibweise ist z.B.

9'; = g% gr; = 0 = g;'. Ich werde von dieser Notation nur g% fiir die inverse Matrix von
gij verwenden.

Ein Paar (V) ¢) heifle innerer Produktraum (IPR), wenn

(i) V endlich dimensionaler R-Vektorraum;

(i) g:V x V — R bilinear und symmetrisch (g € S?(V*)).
f:(V,9) — (V',¢') heiBe Homomorphismus von I[PR: <=

(i) f:V — V' linear (ii) Yo; € V : g(v1,v2) = ¢'(f(v1), f(v2)).

Der Satz von Sylvester (lineare Algebra) besagt, dass eine Isomorphieklasse von IPR

durch 3 Zahlen n = dim (V), r = rg(g), s = sign (g) gegeben ist, und zwar 3 Basis
k !

er, e, in Vomit g(zle;,yie;) = S alyt — S xRyt wobei r=k+1, s=k—1.
i=1 i=1

Speziell gilt: g nicht ausgeartet —r= n;
g positiv definit (d.h. Vo #0: g(v,v) > 0)<:) k=n<=r=s=n.
Def.: M n-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit, & > 1.

1) g € T5(M) heifit Pseudo-Riemannsche Metrik : <= Vr € M : g(z) € Ty M®? ~
Hom (T, M, T; M) ~ Mul (T, M, T, M) ist symmetrisch und nicht ausgeartet.

2) g € T5(M) heiBt Riemannsche Metrik : <= Vo € M : g(x) symmetrisch und
positiv definit.

3) g € To(M) heifit Lorentz-Metrik (oder hyperbolische Metrik) : <= Vo € M : g(z)
symmetrisch, rg g(x) = n, signg(z) =2 — n.
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4) Ein Paar (M, g) mit g wie in 1), 2) bzw. 3) heiit C*-(Pseudo-)Riemannscher bzw.
Lorentz-Raum.

Bemerkung: In Koordinaten gilt also g(x) = g;;(z) dz’ ® da/ mit g;; = gj;. 1) heift
det g;;(z) # 0; 2) heiflt g;;(x) ist positiv definit; 3) heifit: 3 Basis e, - -, e,—1 in T, M :
n—1
g(z) (Ve wie;) = 00w — 37 viw'.
i=1
Bsp.: 1) Wenn V ein IPR mit nicht ausgeartetem inneren Produkt ( , ) ist, so ist die
Mannigfaltigkeit V' ein Pseudo-Riemannscher Raum, indem man fiir x € V' setzt

g(x) T,V XT,V~VxXV £ R. Wenn e, , ey, eine Basis von V ist, 2!, .-+, 2" die
Koordinaten dazu (=duale Basis) und g;; = (e;, ¢;), so ist g = g;; dz’ @ da? € To(V).

Diese Metrik heit Standardmetrik auf V. Speziell fiir V = R" ist also g = > dz’ ® dz’

i=1

die Standardmetrik.

2) i : N — M C*, g Metrik auf M. Falls i*g wieder eine Metrik ist, so heifit sie
von ¢ induzierte Metrik. In jedem Fall ist i*g € 75(N) symmetrisch. i*g ist z.B. eine
Riemannsche Metrik, wenn ¢ eine solche ist und ¢ eine Immersion ist, denn dann ist
Tyt TN — T M injektiv. Bei einer Pseudo-Riemannschen Metrik g kann i*g aus-
geartet sein, auch wenn ¢ eine Immersion ist.

In Koordinaten: ¢ : U — V : o+ (z!,--- 2")T sei eine Karte auf M, ¢ : U —
V& (& €P)T eine auf N mit ¢(U') C U und i : £ — x(€), vgl. S. 3. Dann ist

" " ; , ox' O’
(" 9)(&) = i"(gyda’ ® dz?) = 9ii ger gl dé¢* @ d¢'.
Wenn M =R", g wiein 1) und N C R" eine Untermannigfaltigkeit, so bezeichnet man
oft das innere Produkt (¢~"i*g)(§) auf TV’ ~ RP, das also durch die p x p-Matrix
ox' Oz’ dxr 0
(g,-j a—gk 8—?)“ = <8—§x’f’ a—§>kl gegeben ist, als 1. Fundamentalform. Dies ist die Ko-
ordinatendarstellung von ¢*g.
n+1

3) Fiir ¢ : S* < R™™ heiBt i* (Y da’ ® da?) die Standardmetrik auf S". Speziell fiir S?
i=1

erhalten wir in Kugelkoordinaten:
3
i*g = i"(3 da’ @ da’) = d(sin ¥ cos )2 + d(sin ¥ sin )*? + d(cos 9)¥? =
i=1

= (cos ) cos p d) —sin ¥ sin ¢ dp) @2+ (cos ¥ sin o d +sin ¥ cos ¢ dp)®? +sin? Y dy @ d) =
= dvY ® d + sin® ¥ dp ® de.
Dass keine gemischten Glieder di ® d¢ auftauchen, liegt an der Orthogonalitét der Ko-
ordinaten: (1*g)yg, = (i*g) (3 i) = <£ £> =0

007 Op oY’ Op

4) G Liegruppe. Die linksinvarianten Pseudo-Riemannschen Metriken entsprechen bi-
jektiv den nicht ausgearteten inneren Produkten auf T;G, vgl. S. 50, 51. Ein Bsp. ist
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1) oben. Auf G = GI,(R) ist eine linksinvariante Riemannsche Metrik g z.B. durch
g(I) =>"da} ® da’ bestimmt. Mit Ay' = (b!) ergibt sich wie in S. 51:

Z7-7
9(Ag) = S d(A; ' A)i @ d(Ag ' A)l = ST bib dat @ dal.
imj 7"-]

Hilfsatz und Definition: (), g) Pseudo-Riemannscher Raum. Es sei wie in S. 85 fiir
veMg(x): T,M —T;M:v— (w— g(z)(v,w)).
1) g:TM — T*M : (z,v) — (:c,g/(v:c)v) ist ein C*~!-Vektorraumbiindelisomor-
phismus.

2) g~' € T*(M) ist wohldefiniert durch T, M®? ~ Homg (T M, T, M)

—_—

9~ (x) — g()

U wird ¢ geschrieben.

Fiir die Koordinaten von g~

3) Durch Zusammensetzung mit g und §~! erhiilt man C¥~1(M)-Modulisomorphismen
von 7" (M) mit 772 (M), my +q = ma + g2 (vgl. S. 85, 86).
In Koordinaten gilt also:

10 iy irimg . JpP1 . .. 498 PS)
(tjl'--jtn ) (tjl"'jcn glalll Jiapir9 ! g )

firfeste 1 <oy <---<a,<mqy, 1 <G <--- < B <qu,
mg=my —7r+S, @2=q —S+T.

Beweis: In einer Karte ist § : (z,v") — (2, gij(z)v7). Da g;; C*~'-Funktionen sind,

ist dies ein C*~1-Vektorraumbiindelhomomorphismus. g(x) € Hom (T} M, T, M)
T, M®? hat ebenfalls C*~!-Koordinaten ¢ == § ist ein Isomorphismus und g~*
T2(M).

Om R

Bsp.: 1) Fiir M = R" liefert die Standardmetrik

TR" ~ T*R" : (z,0'0;) — (=, Zvi da').

i=1

2) Wenn (M, g) RR, N C M Untermannigfaltigkeit mit Metrik :*g und TN C TM wie

iiblich, so ist fiir v € T, N : i"g(x)(v) = i*g(x) (v, —) = g(@)(v, =) |, y = 9(2) (V)| y €
T*N.
Speziell fiir S* ¢ R"*! erhalten wir 7S" — T*S”

n+l )
(z,v) — (z, Y v da?)
=1
n+1 '

und 7'S" — 718" : X —— > X'da'.
=

(2
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Die Umkehrabbildung liefert d,,z' — e; — z{x € T,,,S™ und damit die in S. 40, 41 so
miihsam konstruierte Einbettung F : T*S" «— T*R"! :
F: TS ~ TS" «— TR ~ T*R°H! .
dyyt’ — € — zhxg — €, — xbrg — dyat — ) Ti xé Ay’
j=1
Wy r!
Ebenso: 7,S" — T1S" : w;(z) da’ — | 7 — Do = (mw) [
n+1

Wn+1 x

3) Auf S", n gerade, existiert keine Lorentz-Metrik.
Denn wire h eine solche Metrik, so liefe es sich bzgl. der Standardmetrik ¢ ,,diagonali-

1
sieren“, d.h. g(z) oh(zx): T,S" — T,S™ ist linear und symmetrisch bzgl. des inneren
Produkts g. Dann gibt es einen 1-dimensionalen Eigenraum zum einzigen positiven Fi-
genwert. Das liefert f:S" — P" stetig, wobei

—_—

fl@)={veT,S":3x>0:h(z)v = Ag(z)v}.

Da P :S" —s P" : 2 — [z] die universelle Uberlagerung von P" ist, lisst sich f zu
f1:S" — S" mit f = Po f; liften (Topologie). Dies ist aber im Widerspruch zu Bsp.
3) in S. 80.

Auf jeder Mannigfaltigkeit gibt es aber eine Riemannsche Metrik:

Lemma M CF-Mannigfaltigkeit, k& > 1.
Dann existiert eine Riemannsche Metrik auf M.

Beweis: U, i € I, sei eine Uberdeckung von M durch Kartengebiete und (cpi U, —
Viiawr— (z}, - ,20)7) € Unax Karten, x; eine lokalendliche C*-Zerlegung der 1 zu Uj

7;7'.

(S. 59). Dann ist g := > x; - . da! ® da? € T5(M) wohldefiniert und symmetrisch.

iel =1
g ist positiv definit, denn Vo € M : Yo € T,M : g(x)(v,v) = 3 xi(z) 32 (v))? > 0, wenn
i€l i=1
. 0
v=uv!— #0. O
o *

Bemerkung: Es existiert also immer ein Vektorraumbiindelisomorphismus 7'M ~ T* M.
Ebenso zeigt man, dass M; >~ M fiir beliebige Vektorraumbiindel M; — M.
P

Nach S. 56 existiert in einem euklidischen Vektorraum V' ein kanonisches positives Haar-
maf: e1, -+, e, ONBinV, e!,- - " duale Basis, D := |[e! A---Ae™| = [e' A+ Aem, [e' A
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o Ae"]] € AM(VF) L = L(V)4.
Nun sei g allgemeiner ein inneres Produkt auf V, d.h. g € S?(V*).
¢ induziert innere Produkte auf V®™

(g8 VI X VO S R (01 @+ @ U, 0] @ - - @0l,) — [] g(vi, v)))
und damit auch auf A™(V) < V®™. Dabei gilt:

A"g = g®m}Am(V)XAm(V) CA™(V) x A™(V) — R

m

mit A"g(vi A A v, i A Avy) = 30 sign(o7) TT 9(Vew), v ) =

o, TESm i=1

=m! ) sign(o) [] 9(veq),v) = m!det (g(vi, v;))
0ESm i=1
Wenn n = dim V, so ist A"(V') eindimensional. Wenn allgemein W ein 1-dimensionaler

R-Vektorraum, so lisst sich S?(W*) kanonisch (d.h. basisunabhingig) identifizieren mit

—_—

W= .

bijektiv * * * *
T17% ~ 2 *\ . * * w1®w1 . wlz)\w2,)\20
W+ S SWE) [ wh o, wi] ] e e
NICHT linear == —wy Qw; : wi = Awz, A<0.
EW*  eow)x~
O(W*)

Daher gilt also: 3D e AT(-V\)* ~ AT(W) o~ //\7‘(‘/*), das A"g entspricht, und zwar ist
dann D = [D,o|, D € A*(V*), o € O(V) mit

Arg — D®D : D=0odero=|D]
971 =D®D : D=0oder o= —[D].

Wenn wir den Faktor n! weglassen und v; = v} setzen, so ergibt sich:
Al D =[D,o] € A»(V*) :Yuy,--- ,u, € V:

+1:0=[D]

det(g(viﬂ’j)) = D(vy, -+ ,va)"- { —1 : sonst.

Offenbar ist (D = 0 <= rg(g) < n) und (0 = [D], d.h. D € A7(V*), <= [ in S. 86
ist gerade). Da D € A"(V*) schon durch seinen Wert auf einer Basis festgelegt ist, gilt:
Wenn vy, - -+, v, eine Basis in V, ¢;; = g(v;,v;), v',---,v" die duale Basis in V*, so ist
D= (D, o], D= /|det(g;;)] v* A---Av™ € A"(V*),

_f sign (det(gi;)) [v' Ao AV : det(gy) #0
°” { beliebig : sonst e O(V).
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Definition und Hilfssatz:
1) (V,g) IPR. D, € //\?L(V*) sei wie oben definiert.

2) (M, g) Pseudo-Riemannscher Raum. Dann heifit
(Q s @ — Dypy € A(T2M)) € (M) ~ K,_, (M)
das kanonische Volumsmafl in M. In Koordinaten gilt:
z) = [/|det g| daz!t A -+ Ada”, [egdzt A -+ A da™]], wobei
det g := det (g;;(x)) und €, := sign (det g).

3) (M, g) Pseudo-Riemannscher Raum, i : N — M p-dimensionale Untermannigfal-
tigkeit. €2+, € QP(N) heifit Oberflichenmafl auf N (bzgl. ¢) und wird manchmal

mit do bezeichnet. (Vorsicht: In Punkten, in denen i*g ausgeartet ist, ist Qi*g nur
ein stetiges Maf}, d.h. Q;, € QP(N als C'-Mannigfaltigkeit).)

Beweis zu 2): Da g nicht ausgeartet ist, ist det g # 0 und daher Qg Cch1. U

Bemerkung: Qg wird oft als ,,e-Pseudo-Tensor” und in der Relativitatstheorie als ,,Levi-
Civita-Symbol“ bezeichnet.

Bsp.: 1) Das Oberflichenmafl in Koordinaten:

i : N — M Untermannigfaltigkeit, ¢ : U — V : 2 +—— (2!,---  2™)T Karte auf M,
VU — V' o (& - €P)T Karte auf N. Dann ist

Qg = [ /|det i*g] det A - A der, [ei*g deP A A dgpﬂ = ei*g\/‘det (gwgg %”g)kl‘ d¢,
vgl. S. 87.

Z.B. auf S§? ergibt sich das Oberflichenmafl do = sinddddyp. Wenn N eine Kurve
ist, dh. p = 1, so erhalten wir in einer Parametrisierung (a,b) — N : ¢t — x als

Kurvenlange / i*g /\/‘gm xﬂ(t)‘ -sign(g;;4'47) dt. Z.B. ergibt sich fiir

die Kurvenlange Von raumartlgen Kurven etwas Negatives im Minkowskiraum

(R*, d2® ® dz® — E da' @ dat).
=1

2) Im Fall einer (n—1)-dimensionalen Untermannigfaltigkeit kann €+, durch das Kreuz-
produkt ausgedriickt werden. Dazu sei zunéichst (V, g) ein IPR, g nicht ausgeartet.
Es sei D, = [D, 0] und

Vx---xV—>V:(v1,---,vn_1)|—>[vo,0]::vl><---><vn_1,

wobei vy 1= g~ (:c — D(z,v1, ,Up_1) ), d.h. Ve e V:D(x,v1,-+ ,05-1) = g(z,v0),

EV*

vgl. auch S. 56.

91



Esseien vy, - -+ ,v,_1 € V linear unabhiingig, W := g{(vy, -+ ,v,_1). Wenn vl .. "1 €
W* die duale Basis ist und i*g := g}WXw, S0 ist

B [\/‘det(g(vi7 Uj>)i7j=1,~-~,n—1‘ vtA A Un—l’ [Ei*gvl VANEERIVAN Un_l]].

Andererseits ist g(vg,vp)? = D(vg, -+ ,Vp_1)* = €z det (g(vi,vj)i,jzow,m_l) — (Weil
g(vo,vi) =0, i =1,--+,n = 1) = €g(v, v0) det(g(viuvj>ij:1 1)

= €465g sign(g(vo, v0)) |9 (v, vo)| - |det (g(vi, v5)i i1, n-1)|

—~ Di*g = [ |9(Uo,vo)‘ oA AT [eg sign(g(vo,vo))vl A A Un—l]]

Auf der (n — 1)-dimensionalen Untermannigfaltigkeit N eines Pseudo-Riemannschen

Raumes M gilt also in einer Karte ¢ : z —— (&1, -+, €""HT mit

3} .
Uizg_gi ETmN::W:da:Qi*g:‘g—glx~- gnlegdg wobei
8151 XX g e T das Kreuzprodukt bzgl. g(x) ist und

| - | :fcj\\/[ — R : [v, 0] — sign (g(v,v)) lg(v,v)].

Fiir M = R™ entfallen natiirlich alle Signa und ergibt sich do wie in S. 82.
3) Wir wollen untersuchen, fiir welche (n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeiten N
von R™ |i*L| mit do iibereinstimmt. In einer Karte ¢ wie oben gilt:
L] = | (1) Ywd dat A+ Adad A -+ Ada?| = (vgl. S. 82)

j=1
—‘<x,851 X - s 1>‘d§ und dcf—}ag1 X - s 1}d§,dh |i*L|(z) = do(x) <
|| sin (£ (x, T, N)) = 1. Das gilt z.B. fiir N = S" L

Das x-Produkt kann als Spezialfall des x-Operators angesehen werden. Es sei Wleder
(V, g) ein n-dimensionaler nicht ausgearteter IPR, D, € A”(V*) wie oben. g : V — V*

liefert fiir 0 < p <n:x: AP(V*) — AP(V) =~ An P(V*).
AT (.Dy)
Genauer: D, = [D,0] = *(vfA--- A vy) = [<§_1(vf) A A g_l(v;fz, D _),o0]
cver gven
ev*ér(nfp)

wobei (g7H(vf) Ao AGTH(v3), D) : VTP — R

(Ula ot avn—p) E— D(f]—l(UI), e 7§_1(U;)7U1a e >'Un—p)
(und genau genommen ( , )pier = p!71(, ) von S. 49).

In Koordinaten: ey, - -- ,e, Basis in V, el ... e duale Basis gi; = g(e;, €j),
det g = det (gi;), €, = sign (det g), \/|detg et A 0=leget N Ne] =
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*(eil A A eip) = [7770]7 n e V*@(n—p) mit 77(6j1> e ’ejnfp) -

=V ‘detg‘ (61 ARRRA en)(gilklekw o 7gipkpekp7 €j1s " 7€jnfp> =

_ inky . ipkp o 1 .. on

= /Idet gl g gtesign (g ")

(Beachte: sign = 0, wenn in der unteren Zeile gleiche Indices vorkommen;

tiber 1 < ky,---,k, <n ist zu summieren.)

Wenn also w = > Wiyeiy €1 Ao Aer e AP(V*), so ist
1<i1<--<ip<n

kW = |: Z el A A ein—p, /‘det g| Z Wi ey gilkl . gipkp

1<j1 < <Jn—p<n 1<i1<<ip<n
. 1 n
sign (k‘l---k‘pjl...jnip)u 0} .
Weiters definiert man x : A?(V*) — A"=P(V*)
[w, 0] — eg<Ap(§_1)w, D>,
d.h. [#[w, 0], 0] =€ *w.

Es soll noch *x berechnet werden. Dazu sei eq, - - - , e, eine Basis von V, in der
. . n o 1 i<k .
g(z'e;, yle;) = D 'y, € = T , vgl. S. 86. Dann gilt
= -1 : i>k,
K A o A elr n [631 Ao Neinre - sign (i1~~~ipj1~~jnfp)= o} , wobei
nicht summieren
iiber j!
1 S]l < - <jn—p Snund {1a >n}:{ila"' >'épaj1>"' >jn—p}~
Daher folgt # €1 A+ A el = €ger, €5, €5, o5, sign (L")
-sign (jllmj o)A A = (=1)PTP e A A dh sk = (=1)P P id,
n—p D

Def.: (M, g) n-dimensionaler C¥-Pseudo-Riemannscher Raum, 0 < p < n.
1) % : Q2(M) — Q" ?(M) und * : QP(M) — Q" ?(M) sind entsprechend dem
obigen wohldefiniert. In Koordinaten und mit O = [¢, dz' A -+ - A dz"] gilt:
a) Q)= > Wiyiy ATV A Ada € QP(M) = #Q € QP(M) mit

1< <-<ip<n

*Q = |: |det g| Z wil"'ip gilkl - gipkp sign (k{lkp_h]nfp) dl».fl A~ - _/\dl.jn,p’ O

1<51 < <dp—p<n
1<ig<---<ip<n

b) Q =[Q,0] € W(M) = *Q € Q" P(M) mit *Q = ¢,[+Q2, O].
Es gilt: % = (—1)P(~P)id.
2) d : (M) — QPTY(M) sei lokal durch d[Q,0] = [dQ2, 0] definiert (vgl. auch
S. 79) und &hnlich g : 7H(M) — QY (M).
a) grad : CK(M) — T*(M) : f — g~tdf;
b) J: T M) = Q”_I(M) : X — xgX;
c) k>2; div: T M) — C*2(M) : X — xd JX;
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d) k=00; 0:QP(M) — QP Y M) : Q — (=1)"PH) 5 d % Q;
e) k=o00; A:=do+0d: QM) — QP(M);
f) k=o00; n=3; rot : THM) — T' (M) : X — g+ dgX.

Bsp.: 1) %1 =G g *Q =xx1=1.
2) In Koordinaten und mit O = [e, dz! A -+ - A dz"] gilt:

)
a) grad f = g~ 1<%dxi) = g gf 88J TYM).
b) J(v'0;) = *(v gl, dz")

= [\/ |det g| v!g1;g™ sign (klkn) Az A AdaF A A dz™, O}

[\/|detg Z Ve-ldal A - /\ch\k/\---/\dx",O]
(z.B. m R ( lal) [ J[dat A Adan ]})
c) div (v laz)—*dJ( ‘o) —*d[\/\detg Z Yetdgt A - AcT:c\'f/\~-~Ad:c“,O]

n k
k=1 Or |det g| %=1 ox
1 _ d(+/|det g| v*)

~ /ldetg Oxt
d), e) Fiir p = 0 ist offenbar 6 = 0. Fiirp = 1ist § : Q' (M) — C®(M) : Q — *d*Q =
divg™'Q = fiir f € C®(M) gilt Af =6df =divg~tdf =divgrad f
L O et gv 2L
= J]detg] 0 II™ B
(Vorsicht: § wird oft mit einem anderen Vorzeichen definiert.)
f) Es sei dim M =3, X =¢'9;, Q= §X = w;da’, d.h. w; = v'g;. Dann ist
rot (X) =g 1'% dgX =g '+ d(w;da’) = g7 % (ngf dzit A d:)siQ)
57 [ Vet 52 gty ssian (1, 2, %) a0, O]
Ori kv k2 g ’

/ Wiy iky inks i 9

— |: |det g| axlf g 1k1g 2]929 3] Slgn (]11 iz L;))J Ozis 7\(2_/}

detg 51gn (211 Z ZZ’) = sign (det g)[dz! A dz?* A d2?]

[sign (Y gﬁ;i 85"3 ,[dzt A da? A dx?’]}
1 0/0x

=— |, det | w | [det Adz?EA dx‘ﬂ :

\/|detg| { a/ax

3) Es sei z.B. M = S? mit Kugelkoordinaten ¢, ). Dann ist also g,, = sin® ¥,

1

 /ldety|
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Go9 =0, gopp =1, g¥% = (sinv) ™2, g’ =0, ¢ =1 (wenn der Deutlichkeit halber ¢, 9
statt 1,2 geschrieben wird). Es ergibt sich:
I of 0 of 0
grad [, V) = sin2 ) g Op T 99 99’
J(X%0, + XV0y) = sind [ X? d¥ — X7 d, [de A dV]];

%) : 9 %) 9
“in o 0X N O(sin v X") _ 09X n 0X 4 ctg 0X7:
Op 01

Op 09
0 1 of o (. ,0f
9 i N 9L )| =
g <sim9 &p) 0 (Sm 819)]
1 9*f O*f of
= ctgd ==
o 002 o2 T BV
4) Auf einem Pseudo-Riemannschen Raum kann der Stokes’sche Satz umformuliert wer-
den. X € TYM) habe kompakten Triger, U sei wie im Satz von Stokes. Dann ist

/iZJX n /dJX /**dJX /le

U Stokes U
Weiters ist in einer Karte und mit O = [e,dz! A--- Ada"] : X =29,

[\/\detg Z YEldat A AdeE A Ada, O

Wenn, wie frither W CoOUund ¢ : W — V : x —— £ eine Karte auf 9U ist, e = £1 je
nachdem, ob 1) die Orientierung (d.h. O“;V und die kanonische auf V') erhélt oder nicht,

div (X*#0, + X?0y) =

sin

1
sin ¢

Af =

und D = +/|det g| dz' A+ - - Ada™, aifl XX 852 - = [y,0] (vgl. Bsp. 2, S. 91), so folgt
9 P n ozt -k, xn))
X, y)=D|X,—, -, —— | =+/|det vF(—1 k_ldet< LA R .
o) = DX, e s ) = VItal o4 IGITRNT)
Wie in S. 82 gilt (fiir i : W M) : ¢* (3 o*(—1)¥dal A~ AdaF A--- Ada”)

k=1

ozt -k, xn))
= ’“det( A A N det Ao andenTt
Z ( ) 8(£17 7£n—1)
= 4JX = e[g(X,y)dg' A AdET[AEN A - AAET]] = eg(Xy) dE
Wenn speziell M ein Riemannscher Raum ist, d.h. g positiv definit ist, so ist
0 0
0<g(y,y) = D(y’a_gl"" —_) dh. [dz! Ao Ada]fy = [dEE A AdET in

agn 1
der Notation von S. 78.

Andererseits ist [dz' A--- Adz"]|], = €e[d€ A+ AdE™!] und daher gilt n = Y

Vo, y)

wenn n : QU — T'M die Auleneinheitsnormale ist, d.h. (i) Vn € T,,0U : g(n, (x )) =0,
(ii) g(n(z),n(x)) = 1, (iii) n weist von U nach aufen, d.h. T¢(n(z)) = v'd; mit v* >

95



in einer Karte ¢ wie in (x), S. 78, 3. Zeile.
Mit 4y = do = /g(y,y) d¢ (vgl. S. 92) folgt schlieBlich:

/ o(X,n) - Oy = / div(X) - Q,

ou U

(Auf einem Pseudo-Riemannschen Raum kann g(y,y) und damit ;- , in manchen Punk-
ten oder auch auf ganz QU verschwinden und ist daher die obige Formulierung des Satzes
von GauB} nicht moglich. i¢JX kann dann nur in einem Kartengebiet durch eg(X,y)d¢
(wie in S. 95) ausgedriickt werden.)

Ubungen

Ub. 6.1

Ub. 6.2

Ub. 6.3
Ub. 6.4

Ub. 6.5

P :R" — S™ sei die stereographische Projektion (S. 9). Bestimme die Metrik auf
R", die von der Standardmetrik auf S” induziert wird (vgl. S. 87).

Hinweis: Betrachte R" — §" < R™! gtatt P. Niitze die Rotationssymmetrie
aus!

Die Poincarésche Metrik auf der Kreisscheibe D = {z € C : |z| < 1} ist durch
9(z) = (1 —|2*)7%[dz ® dz + dy ® dy] € T; D®? gegeben.

a) Berechne die Kurvenldnge R, von (0,7) C R C C fiir 0 <r < 1.

b) Berechne die Oberfléiche F, von {z € C: |z| < r} fir 0 <r < 1.

¢) Berechne die Kurvenléinge U, von {z € C: |z| =7} fir 0 <r < 1.

d) Was passiert fir r /17

U, . F,— WR? . U, —2nR,

F,
e) Berechne lim —, lim —, lim ————~, lim
) \0 R?« \0 R \,0 Rfj \,0 R§

Berechne g, Qg, grad, J, div, A, und rot in Kugelkoordinaten am R3.

Die Metrik g auf GL,(R) sei wie in S. 88.
a) Zeige, dass Q, = | det A|™"|dal A --- --- Ada®

nl-
Hinweis: Verwende entweder, dass g linksinvariant ist und daher Qg ein Haarmaf
ist, oder schreibe g = g;7 daf ® dal; und berechne det (g),
7:(R")* @R — R"® (R")": (1) ® (y*) — (g52:y")]
unter Beachtung von g =id @ A~ (A™1)T.
af L O
j

l
k
] 8@ 1<4,5<n 7 da 8&

b) Zeige, dass Af(A) = (2 — n)a’ und berechne A det

und A tr.

a) Zeige, dass eine linksinvariante Metrik g auf einer Liegruppe auch rechtsinvari-
ant ist <= J*g =g, wobei J: G — G : 2 —— z7L.
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Ub. 6.6

Hinweis: T,J = —T71®" o T,r® .

b) Es sei g € 75(Gl,(R)) linksinvariant und symmetrisch, d.h.

9(Ao) = el d(Ag"A); ® d(Ay " A); mit ¢ = .

Zeige, dass g rechtsinvariant <= 3o, 3 € R : ¢, = ad’d? + $5L67. Folgere, dass
es auf Gl,(R), n > 2, keine links- und rechtsinvariante Riemannsche Metrik gibt.

Wie sind «, # zu wihlen, dass g eine Pseudo-Riemannsche Metrik ist? Was ist
speziell die Signatur von g = d(A;"'A) @ d(Ag'A)] ?

g sei die linksinvariante Metrik auf GlL,(R) von S. 88.

a) Zeige, dass i*g = Y, daf ® da¥, wenn i : SO,(R) — Gl,(R) und folgere,
1<) k<n

dass 7*g auch rechtsinvariant ist.

b) Zeige, dass Q=g = 2" D/A\® wenn A™ wie in Ub. 4.7, S. 69.

¢) f:S?®S' — SO3(R) : (z, (¢%)) — A, sei wie in Ub. 1.5, S. 13.

sin ¢
3

=2dp®@dp+4(1 —cosp) > drt @ da’.

i=1

Zeige, dass g1 := f*( > daf ® daf

1<5,k<3

, vgl. Ub. 3.7, b)), S. 52.

o o

Hinweis: Berechne f*(da}) fir x =

d) Berechne €, € Q3(S? ® S') und vergleiche es mit der in Ub. 4.5, S. 68, ange-
gebenen Formel fur f*(2).

e) Essei N:={A,,:2€S* pe(0,m)}und p: N — (0,7) : Az — .
Berechne A(h(y)) (bzgl. der Metrik gy) fiir h : (0,7) — R C2.
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8§ 7 Geoditische Kurven und Normalkoordinaten

Def.: (M, g) Riemannscher Raum =: RR.

1) i : N < M sei eine Untermannigfaltigkeit.
|N| := Volumen von N := /Qi*g € [0, oo].

N

2) z,y € M. d(z,y) := inf {|{N| : N C M 1—dimensionale Untermannigfaltigkeit
mit {z,y} =0ON}. (inf{}:=o0; ON:=N\N)
d(z,y) heifit Abstand von z,y (bzgl. g).

3) N C M zusammenhingende 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit. N heifit Mini-
mallinie ;<= |N| = min{|N1| :ON = 0Ny, Ny C M 1-dimensionale Untermannig-
faltigkeit } .

Bemerkung: 1) Wenn N C M eine 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit ist und durch
x:(a,b) — N :t — x(t) parametrisiert ist (d.h. Immersmn und

i(to) == [z(to +t)] = Tpyx (L) € Tyge)M, so ist Q- o \/g ),&(t)) |dt]
b

und daher |N| = / \/g (z(t)) (£(¢), 4(t)) dt bzw., falls N in einer Karte x — 2 liegt,

N = / Vo (o) 3 (0)34(0) vl 8. 91.

2) Das ,inf* in 2) der Definition lésst sich i.A. nicht durch ein ,min“ ersetzen. Z.B.
ist fiir z € R?\ {0} = M d(z,—x) = 2|z|, es gibt aber kein N mit |N| = 2|z| und
ON = {z, —x}.

3) Wenn man in 3) der Definition z.B. 2-dimensionale Untermannigfaltigkeiten betrach-
tet, erhélt man ,Minimalflachen*.

Hilfssatz: (M, g) zusammenhéngender RR. Dann ist d : M x M — R eine Metrik auf
M, die die Topologie von M erzeugt.

Beweis: a) M zusammenhidngend — M wegzusammenhingend — Vz,y €
M : 3 C°-Kurve von x nach y. Diese C°-Kurve wird von endlich vielen Kartengebieten
iiberdeckt; dort kann man sie C¥ machen = 3N C M 1-dimensionale Untermannig-
faltigkeit mit ON = {z,y} = d(z,y) < oc.

b) d(z,z) =0, d(z,y) =d(y,x), d(z,y) + d(y, 2) > d(z, z) sind klar.

Es sei 2o # 21 € M und ¢ : U — {z € R" : |z| < 2} eine Karte mit

20 €U, p(z0) =0, 21 ¢ U; A= ' ({z:|z] <1}),
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a:=min{/g;;(x)¢ : £ € R, €| =1, z € A}
Da g stetig und positiv definit ist, ist a > 0.
Wenn o € 0A und z :[0,1] — M ein C'-Weg mit z(0) = zg, z(1) = z9, so ist

/\/gwat i dt > a/| ™M|dt > a und daher d(xg,z2) > a. Jeder C'-Weg von

xo nach z; schneldet 0A (da M \ OA nicht zusammenhéingend) = d(zo, 1) > a.
Also ist d(zg, z1) = 0 <= 9 = 21, d.h. d ist Metrik.

c¢) AuBerdem folgt, dass {z : d(z0,2) < a} C A, d.h. die durch die Metrik erzeugte
Topologie ist feiner als die urspriingliche. Umgekehrt, wenn

b:= max{ gij ()€ £ e R, €] =1, x € A},

so ist d(zo,x1) < blo(zy)| fiir 21 € A und somit {z € U : |p(z)| < ¢/b} C {z :
d(zg, ) < e} fiir 0 < € < b, d.h. die urspriingliche Topologie ist feiner als die von d
erzeugte. ([

Bsp.: Fiir M = S" sind die Minimallinien Teile von GroBhalbkreisen (s. S. 107) und
n+1
daher ist d(z,y) = arccos({z,y)), wobei z,y € S" C R"™! (z,y) = Z zhyt.

Nach dem letzten Satz ist d : M x M — R fiir zusammenhangende M stetig. Auf der
Diagonale {(z,z): € M} ist d aber nicht C', da es sich lokal wie im R™ verhilt (vgl.
den obigen Beweis), d.h. 30 < a < b:

ale(z) — p(y)| < d(x,y) < ble(z) — ¢(y)|

fiir eine Karte ¢ bei x und y bei z.
Auf S"™ ist d(x,y) auBerdem in den Punkten x = —y nicht C'. In S. 106 e) werden wir
sehen, dass d(z,y) zumindest fiir y geniigend nahe bei x, y # x, C*~2 sein muss.

Def.: (M;,9;) RR, f: My — M, heifit Isometrie :<= (i) f Diffeomorphismus
(i) f*g2 = g1
Bemerkung: Eine [sometrie f erhélt natiirlich Minimallinien und d. Fiir zusammenhén-

gende M; ist f also auch eine Isometrie der metrischen Raume (M, d;). Das Umgekehrte
(dh. Va; : di(z1, 22) = do (f(21), f(z2)) = (ii)) werden wir in S. 108 sehen.

Bsp.: Wenn P : R" — S" die stereographische Projektion ist und ¢ die Standardme-
0

trik auf S", so ist P : (R", P*g) — | S™\ 0 ,g | eine Isometrie.
1

Nach Ub. 6.1, S. 96 gilt P*g = 4(|z|* + 1)_2 ST dr' @ dat.
i=1
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Notation: Obwohl oft ¢ verwendet wird, schreibe ich weiter x. Fiir einen Tangential-
vektor v wird 4 geschrieben. Wenn ¢ : U — V : 2 +—— (2%, --- ,2™)T eine Karte ist, so
ist dann Tp : TU — V x R": (z,2) — (2!, -+ 2™, 2t - 2").

Fiir eine C*-Kurve (a,b) — M : t — x(t) setzt man (wie schon oben)

i(to) = [z(t + to)] = Tz (& ) € Tyuo)yM fiir ty € (a,b).

Dann sind die Koordinaten z* von x(to) gerade die iiblichen Ableitungen % (to)

Def.:

1) M, N Ck-Mannigfaltigkeit, 1 <! <k, ACM. f: A— N heiBt C' ;<= 3JU D A
offen: Hfle—>NCl:f:f1‘A.

2) M Ck-Mannigfaltigkeit, k > 3, [a,b] CR, F : [a,b] x TM — R C2%.
zo(t) : [a,b] — M C? heifit stationiir bzgl. F <=
Vae(t) : [-1,1] X [a,b] — M C? mit Vs : z,(a) = zo(a), xs(b) = z0(b)
(s,t) — as(t)

gilt: %(/bF(t,xs(t), :'cs(t))dt)

a

=0.

s=0

Bsp.: t+— x(t) sei eine parametrisierte Minimallinie mit V¢ : :17( ) 7& 0. Dann ist z(t)

stationér bzgl. ' : TM — R : — +/g(z)(Z,2), denn fF( (t)) dt ist ja

sogar minimal. (Genau genommen ist £ C? nur auf { x, %) € TM ST #£ 0}; das macht
aber nichts, wenn wir V¢ : @(t) # 0 voraussetzen.)

Satz von Euler und Definition: In der Situation der letzten Definition gilt:

1) x(t) stationédr bzgl. F' <= Vt € [a,b] : ¥(3) Karte bei z(t) : Vi = 1,--- ,n :
0 . 0 :
a—i(t,x(t),x(t)) dt( aF (t, 2(t), x(t))).

oF .
2) E:a,b)xTM — R C! ist durch E(t,z, %) := P 1" — F wohldefiniert (d.h. kar-
:Ln'l
tenunabhéngig) und heifit Energiefunktion zu F'. Auf einer stationidren Kurve x(t)

gilt: d%; F(Ji(g )x(t),x’(t))) - —%—f(t,z(t) i(t)). (Speziell: E(x(t),#(t)) konstant,

ot

Beweis: 1) Zunéchst sei x(t) = xo(t) stationér, x4(t) wie in der Definition und x(t) #
x(t) nur wenn z(t) in einem festen Kartengebiet liegt.

Wenn y(t) := (%xs(t))

, so gilt in den entsprechenden Koordinaten:

s=0
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b

0= % (/F(t,xs(t),:‘vs(t)) dt)

a

b
I . OF d [(OF ;
(partiell integrieren, y(a) = y(b) = 0) = /(01" T <8:i:i)>y dt.

(In 2£ | 9Z ist dabei immer ¢, z(t), (t) einzusetzen.) Damit erhalten wir ,, => “ in 1).

Umgekehrt, wenn die Eulerschen Differentialgleichungen gelten und z4(t) wie in der

) o

- a

d b

Definition, so kann o ( [ F(t (), @4(t)) dt)i abschnittweise wie oben berechnet
o - OF

werden. Es treten zusétzlich von der partiellen Integration Randterme Er y* auf. Diese

1»2
sind kartenunabhéingig, da y*(t) die Koordinaten von y(t) = [s — z,(t)| € Ty(yM =V
OF
sind und — die Koordinaten von df € T;(t)V ~ V* wobei f:V — R

ot
v— F(t,z(t),v).
Daher heben sich die Randterme weg und z(t) = x((t) ist stationir.

2) Fiir f wie oben ist £ = (&,df)y~ — F und folglich kartenunabhéngig.
A
= -

Def.: M CF-Mannigfaltigkeit, & > 3.

L : TM — R heifit (zeitunabhéngige) Lagrangefunktion :<—= 3g € 73(M) Riemann-
sche Metrik: 3U : M — R C?: L(z, %) = g(x)(&,2) — U(x).

g heifit kinetische Energie, U potentielle Energie.

O

Bemerkung: Es wird also vorausgesetzt, dass die kinetische Energie eine quadrati-
sche, positiv definite Funktion der Geschwindigkeit ist. g und U sind durch L eindeutig
bestimmt, da U(z) = —L(x,0). Ab nun sei der Einfachheit halber auf die explizite
Zeitabhingigkeit verzichtet.

Hilfssatz: L = g — U sei eine Lagrangefunktion.
1) Bz, @) = g(z)(&, &) + U(x).

2) Es sei speziell U = 0 und f : (0,00) — R C2.
a) x(t) sei bzgl. L = g stationér und es sei V¢ : &(t) # 0.
Dann ist x(t) auch bzgl. f(L) stationér.
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b) z(t) sei bzgl. f(L) stationdr und nach einem Vielfachen der Bogenlénge para-
metrisiert (d.h. g(z(¢)) (&(¢), @(t)) = const). Weiters sei Vt > 0: f'(t) # 0.
Dann ist x(t) auch bzgl. L stationér.
Beweis: 1) In einer Karte gilt: g = g;;(x) da’ @ da?, L(x,2) = g;a'a? — U(z) =
oL ) o o
= 2¢;;i! = E(z,%) = 2g;;4'%? — L = g;;(x)3'd? + U(z) = (:B)(x )+ U(z).

;x>8f( w5 (%) = 5 (1) = rogogsrog ()

wobei wie immer tberall x(t), (t) emzusetzen ist. Wenn z(t) bzgl. L stationdr ist, so

d
ist nach 1) £ = L = const, d.h. &(L) = 0. Dann erfiillt auch f(L) die Eulerschen

Gleichungen und es folgt a). (Vt : (t) # 0 wird vorausgesetzt, damit L # 0 und f(L)
definiert ist.)
b) Umgekehrt, wenn z(t) bzgl. f(L) stationir ist und nach einem Vielfachen der Bo-

genlénge parametrisiert (d.h. E(L) = 0), so folgt aus dem Obigen wegen f'(L) # 0,
oL d <0L

Ozt dt \ 0

Anwendung: Minimallinien sind bzgl. \/g(x)(&, ) stationdr. Wenn wir eine Minimal-
linie nach der Bogenlénge parametrisieren, ist sie nach 2)b) auch bzgl. L = g(z)(&, &)
stationdr. Die Eulerschen Gleichungen ergeben dann:

99k . ik oL d [/ 0L d
ox™ ox™ dt \ oz™ dt

) d.h. dass x(t) bzgl. L stationér ist. O

agmk
a J

k

1 im

Multiplikation mit 5 g*™ ergibt:

Vi:x'+g <8:Bj T3 Ppm " = 0.

~~
—. Al
_'Ajk

Wenn wir fiir festes i anstelle der Matrix A® = (A%,); die symmetrische Matrix I, :=
5 (A%, + A} ) nehmen, éndert sich die quadratische Form A’ /3% nicht.
Wir erhalten also

i+ Flkxjx = 0 mit ij =

2 ori | Oxk  Oxm

1 L jim <39mk n OGmj agjk)

Def.: (M, g) C3-Riemannscher Raum. Die stationiren Kurven von L(z,z) = g(z)(&, )
heiflen geoditische Kurven oder Geodéten. Fj-k heiflen Christoffel-Symbole. (Hierbei sei
x:1 — M C? I C R ein beliebiges Intervall, und z stationér bzgl. g fiir alle [a,b] C I.)
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Folgerung: (M, g) C3-Riemannscher Raum. Dann sind die Geoditen die C?-Kurven, die
in jedem Punkt und in einer (jeder) Karte i’ 4 I'.4/4"* = 0 erfiillen. Auf Geodéten gilt
gij#'#? = konstant. O

Bemerkungen 1 Nach S. 101 2)a) sind geodéatische Kurven (GK) stationér bzgl.
= v/g(x)(&,2). Nach 2)b) sind nach (einem Vielfachen) der Bogenldnge para-
metrlslerte Mmlmalhnlen (BM) geodéitisch.

Vorsicht: Anders parametrisierte Minimallinien sind zwar stationdr bzgl. F' nicht aber
bzgl. g(x)(&, %), d.h. nicht geodatisch.

Es ist also BM C GK. Die Umkehrung gilt zwar nicht global, wie ein Grolkreis auf der
Kugel zeigt, aber lokal, vgl. das Lemma in S. 106.

2) Vom physikalischen Standpunkt sind Geodéten die Bahnkurven von freien Teilchen,
wenn die kinetische Energie auf M durch g gegeben ist.

3) I'ly, ist kein Tensor, d.h. (I',) & T,'(M), vgl. § 8.

Bsp.: 1) (M,g) = (R*, Y da’ ®da’) = I, =0.
i=1
Geoditen: i =0, x(t) = xo + try, z; € R™
noooo oF d (OF oF
t) Minimallini F = r'at stationd - = — . - =
x(t) Minimallinie —- «/i:z:lxx stationdir — e dt(&x’l) — 95

x .. . . .
const = ¢ = W = const = x(t) nach der Bogenlidnge parametrisiert ist
T

geodatisch.
2) a) Die Poincarésche Metrik auf der Kreisscheibe
D = {z =zt +ix? e C: |z < 1} (vgl. Ub. 6.2, S. 96) ist gegeben durch g1; = goo =

_ 1
(1—(2)? = (2%)?) - h(z',2%), g12 = 0. Dann ist g'* = ¢** = 7 g*? = 0 und

. 1
1 . .
= 57 5.0 + 6;0ch — 0;x0:h]

21
OtV = =0iIn(1 = (') = (o)) = Ty
27!
= I}, =T% =T% =-Ti = 1— (z1)2 — (22)2

222
1— (22— (22)2

F22 = Flz = F21 = F%l =
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Die Geodaten erfiillen daher:

2

-1 1(:1)2 2.1:2 _ 1(:2)2] _
By +1—(x1)2—(a:2)2 [z (&) + 2223132 — 2! (#%)?] =0,
2
-2 2(:2\2 1:1:2 1\2] _
7 +1—(x1)2—(a:2)2 [22(2%)% 4 221 3? — 22(21)?] = 0.
9 e : . o 2at(ah)? :
Wenn man z° = 0 setzt, so ergibt sich eine spezielle Geodéte mit &" + W = 0 mit
— (=
der Losung x' = th(at + b). (Lésung der letzten Differentialgleichung mittels Ansatz
#' = f(z').) Dann ist ' = ——— und daher tatsichlich
@) ch?(at + b)
gi;1iad = ! o = a® = const (vgl. S. 103 oben)
? (1—th2( b))’ ch'(at +b) - '
Wenn wir noch z(0) = 0 fordern und die Geodéte nach der Bogenlidnge parametrisieren,
thtL
folgt x(t
b) Das Intervall N = (0,a) ist fiir 0 < a < 1 auch eine Minimallinie, denn wenn

Nj eine 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit von D ist mit Endpunkten (8), (8), und
parametrisiert durch (o, 3) — D : t — x(t), so ist

B a
B | (¢ |dt / |t (¢ |dt / dt
|V, | —/1 2(t)2 ek > |N| = T = artha.

« 0

Dies zeigt neuerlich (und schneller), dass ¢ — (tgt) eine Geodite ist (da BM C GK,
vgl. S. 103, Bemerkung 2)).

c) Weitere Geodidten und Minimallinien erhéilt man durch Anwendung von ,, Mobius-
— 2

transformationen® f, ., : D — D : z +— Q mit o, 20 € C, |o] =1, |z| < 1.

.. - ZO
fo.z ist eine Isometrie (vgl. Ub. 7.1, S. 111). Daher ist auch R — D : t —— f, . (tht)
eine Geodéte. Als Minimallinien erhalten wir Teile von Kreisen, welche den Einheitskreis
senkrecht schneiden. )

Speziell gilt d(20, 21) = d(fo,20(20) forzo(21)) = d<0 07 _ZZZO ) = artanh <

— 2021
Aus dem néchsten Lemma folgt, dass eine Geodéte x(t) durch z(0),4(0) eindeutig be-
stimmt ist. Daher erhalten wir so schon alle Geodéten. In diesem Beispiel gilt also sogar
GK=BM.

21 — 20

— 2021
1-— 2021 21 — 20

1—2_021

wenn o = gewahlt wird.

21 — 20

104



Hilfssatz und Definition: (M, g) C*-RR, k > 3.

1) Eine Geodéte x(t) : I — M heifit maximal ;<= Az, (t) : [; — M Geodéte mit
I 2 = ]undx—xl‘I

2) Es gilt: Voo € M : Yo € T, M : 3! maximale Geodéte z,(t) mit v = [z,(t)], d.h.
z,(0) = g, %,(0) =v.

3) Vog € M : e > 0: Vv € T,,M mit g(xy)(v,v) < €: x, wie in 2) ist definiert auf
[—1,1].

4) Voo € M :3e > 0:3U C M offen mit xy € U :
exp,, : {v € TyeM : g(xo)(v,0) < €} — U : v — z,(1) = exp,,(v) ist
wohldefiniert und ein C*~2-Diffeomorphismus. exp,, heilt Exponentialabbildung
(bei xg bzgl. g).

Beweis: a) Erinnerung
Satz iiber die lokale Losbarkeit von gewohnlichen Differentialgleichungen (SLLD)

UV cR"offen, f: U — V C', 1 > 1, & € U. Dann gilt:
Jde > 0:VE e U mit [ — & <e: E“[L’g() (—e,¢) — U C!, sodass
V|t] < e:de(t) = f(2e(t)) und z¢(0) = ¢.
Auferdem ist auch (—e,e) x {£€ U :[§—¢ <e} — U C!

(1,€) — (1)
Wenn weiters f C! von n € W C R™ abhingt und 1y € W, so kann € > 0 so gewihlt
werden, dass
(o) x {£eU =&l <ef x{neW:|p—mn| <e} —U:(t,En) — w¢,(t) C'
mit (1) = f(a(t).m), 7eq(0) = €.
Bemerkung: Lipschitzstetigkeit, d.h. 3¢ > 0: [f(&1) — f(&)| < ¢|&r — & fiir & bei &,
anstelle von f C', [ > 1, wiirde geniigen. Stetigkeit von f wire zu wenig, um Eindeu-
tigkeit (3!x¢) zu erreichen: 1#?sign () und 0 sind beides Losungen zu f = /|| mit
Anfangswert 0.

b) (M,g) C¥ = g CF1! = T C*?2 Das Glelchungssystem i+ F’kxj =0
ist fiquivalent zu y = f(y), wobei y = (:cl,~-~ aat e f(y y*n) =
(e P, =Dyt Tyt T und ist nach a) lokal eindeutlg 16sbar.

Wenn fiir |v| < 6 und |t| < § z,(t) die eindeutige Losung mit x,(0) = g, %,(0) = v
ist, so gilt xs,(t) = z,(dt), da auch x,(0t) eine Geodéite ist und x,(dt)"(0) = dv. Daher
ist x5, (t) fiir [t] < 1 definiert fiir [v| < § und exp,, fiir [v] < §°. Wenn man von den
Koordinaten zuriick geht auf M, ergibt sich 2) und 3).

¢) Nach a) b) ist exp,, wohldefiniert und C*~? fiir geniigend kleines e.
Um 4) zu zeigen, miissen wir (nach SIF, S. 4) Rgy(exp,,) = n nachweisen.
Wenn Uy := {v € T,,;M : g(xo)(v,v) < €}, so ist ToUy ~ T,,M (vgl. Bsp. 1, S. 18).
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Fir w € T,,M ~ TyU; ist Tyexp,, (w) = Tyexp,, ([tw]) = [exp,,(tw)] = [z (1)] =
[2,(t)] = w, dh. Tyexp,, = id. O

=

Def.: (M, g) C*-RR, k >3, 29 € M, ¥ : Ty,M — R" seien Koordinaten bzgl. einer
ONB auf T,,M, €, U wie in 4), S. 105. Dann nennt man die C*~2-Karte

o:U— {zeR": [z]* <€} :a— (exp, ()

(geoditische) Normalkoordinaten bei .

Lemma (Gaufl) Wenn ¢ : z —— (2!, -+ 2")T Normalkoordinaten bei x4 sind, so gilt:

a) gij(wo) = dij;
b) die Geoditen in U durch xq sind durch z*(t) = v'-t gegeben, v € R", |v|-|t| < \/€;

c) Fék(xo) =0 und F;k(a:)xﬁx’f =0 fiir ¢ € U;
d) gz’j($)xiwj — Z it fiir = € U, w e R™
=1

e) fiir z; € U mit 2y # o ist {¢ 7 (@(x1)t) : 0 <t < 1} eine Minimallinie und ist
die einzige in M von xy nach xy. Es gilt d(zg, z1) = /> (x})2.
=1

Beweis: a) b) folgen aus der Definition.
c) Fiir die Geodite x'(t) = v't gilt i’ 4 [ i7i% = 0, d.h. Th (z(t))v/v* = 0.
Das liefert ¢).
d) Auf den Geoditen z'(t) = vt ist g konstant, d.h. g;;(z(t))viv? = gij(ze)v'v! =
S (v')2 Also ist jedenfalls g;;(z)z'a? = > (a%)%
i=1 i=1
Es seien nun v, w € R", z(t) die Geodéte mit z'(t) = vt und f(t) := w'g;;(x(t))v’. Es
ist zu zeigen, dass f konstant ist.

f=w gif]z (a:(t)):bkvj = w' gi’lz (:L’(t))vjvk.

; . 995 09k Ogji ;
Aus c) folgt: I (z(t)) v/ =0 = (8x’z + i 8xji )Ujvk =0 =

fl= lwi 091 (z(t))vivk.

2 Oxt
Zu Beginn wurde festgestellt, dass g;.(x)x/z* = > (2%)?. Ableiten nach 2’ ergibt:
i=1
ﬂ at =22 — 2gikxk
ox’
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H~|l—‘

Q
t

H—l»—t

— [ =

(Zwv — gipw'vh) =

=1

(iwv - 1), tf’+f=éwivi, f=

Da f in 0 stetig ist, folgt f = Z viw'.
i=1

¢) Die Linie ¢! ((x1)t) ist die Geodéte x} - ¢ und hat daher Linge (/> (21)? =: L.
i=1
z(t), 0 <t <1, sei eine weitere C'-Kurve von x nach z; zunéchst in U. OEdA z(t) # g
1

fiir t € (0, 1]. Die Lénge dieser Kurve ist [; = / \/gij (z(t))a#(t)27 (¢) dt.
0
Wenn z € U und v, w € R" mit v* = ax’ + w’, und Y z'w’ = 0, so ist nach d)

i=1
n

9ij(2)v"v! = gy(x)(a’2'a? + w'w?) > a’gyj(z)a'a! = o é(ﬂy = (i wvi)’ ) (),

i=1 i=1
1
Tat(t)at (¢
Also ist 112/‘222195()93()} dt >
0 12

V2 (1)

Wenn x(t) eine nicht nur in U verlaufende Kurve ist, so gibt es ein minimales ¢, mit
n

S" x'(tg)? = > (24)?. Dann hat das Kurvenstiick x(t), 0 < ¢t < o, bereits mindestens
i=1 i=1

Lénge [.

Damit ist gezeigt, dass ¢ (¢(1)t) eine Minimallinie ist. Dies ist die einzige mit End-
punkten zg,x;, da sonst in der obigen Abschitzung w = 0 und damit &' = az’ sein
muss. U

Bsp.: 1) M =S" C R*™" mit induzierter Metrik. Wenn N eine Minimallinie von zg
nach z, ist (d.h. dN = {xg,z;}) und N ihre Spiegelung an einer Hyperebene durch
0, zg, z1, so hat N gleiche Lénge. Da nach dem letzten Lemma Minimallinien lokal ein-
deutig sind, muss fiir zo bei z; N = N sein, d.h. N besteht aus Stiicken von Grofikreisen.
Da N Untermannigfaltigkeit von S™, liegt N zur Génze auf einem GroBkreis. Die geodéti-
schen Kurven sind nach dem Lemma lokal Minimallinien und daher ebenfalls Teile von
GroBkreisen. Wenn zq = (0,---,0, 1), v € T,,S" = {w € R" : "™ = 0} ~ R, so
_ , & sin(|v])

ist also x,(t) = sm(|v|t)ﬂ + cos(|v[t)zo und exp, (v) = ( | |cos(|v\) ) .

exp,, 1 {v € Ty,S™ : g(x0)(v,v) < 72} — S"\ {—x0} ist ein C>-Diffeomorphismus,

2) Wenn ¢ : U — {z € R" : [z]® < €} geoditische Normalkoordinaten sind und
r, 9, - 9" = ¢ Kugelkoordinaten auf R™ sind (vgl. Ub. 4.2, S. 67), so ist nach
d) des Lemmas in S. 106 g, = 1 und g,y = 0. In diesen ,geodétischen Polarko-
ordinaten® ist also g = dr @ dr + ggigi(r, 9, -+ ;9" ) d¥' @ d’. Z.B. auf S? sind
ri=1, 9 =, gng = sin’(r) geoditische Polarkoordinaten.

3) Es seien (M;, g;) CE-RR, k > 3, f: M; — M, ein Diffeomorphismus und es gelte:
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Vo, € My : do(f(21), f(z )) dy(z1,22). Wenn xyg € My, v € T,,M; und z(t) eine
):

CF-Kurve mit zy = 2(0), v = (0 [ ( )] ist, so ist in Normalkoordinaten um z :
d, (x(t), NSO
lim 1(':(:( ) .CL’()) = lim Zz—l z ( ) —
t\,0 t t\0 t

Daher st (*92)(x0)(v,v) = ga(f (x0)) (TF(0), T

2
. dl (l’(t% $0)
=lim ———~2~—
N0 t2
Isometrie.

= g1(x0)(v,v), d.h. da xp, v beliebig sind, f*gs = g1, d.h. f ist eine

Schliefflich soll exp mit der Exponentialabbildung bei Liegruppen verglichen werden.
Def.: M C*-Mannigfaltigkeit, k > 1.

1) X e TY(M), I C R offen. z(t) : I — M CF heiit Integralkurve zu X <=
Vtel:i(t) =X (2(t)).

2) F:R x M — M heiit globaler Fluss auf M <=

(i) F C*1, %{ R x M — TM Ct!

(ii) Ve e M : F(0,2) =z
(iii) Vs,t € R,Vz € M : F(s, F(t,z)) = F(s + t,z).
3) U CR x M offen, U D {0} x M.
OF

F : U — M heifit multiplikativ ;<= (i) F, e Ch1

(i) Ve e M : F(0,z) =z (iii) Vs, t € R,Vx € M mit
(t,z), (s, F(t,x)),(s+t,x) €U : F(s,F(t,x)) = F(s + t, ).

4) F;: U; — M seien multiplikativ. Fy ~ Fy <= 3U; C UiNUy offen: Us D {0} x M
und F ‘US = F2‘U3. Eine Aquivalenzklasse bzgl. ~ heifit lokaler Fluss auf M.
M) := {[F] : F multiplikativ}, F, (M) := {F : F globaler Fluss}.

Hilfssatz: M CF-Mannigfaltigkeit, & > 2.

1) FeFM), te R = F(t,—): M — M ist ein C*~1-Diffeomorphismus.
(Deshalb nennt man F' auch ,einparametrige Transformationsgruppe*.)

2) i F(M) — T'(M) : [F] — (X : 2 +— [F(t,z)] € T,M) ist bijektiv. Fiir
festes x ist dabei t — F'(t, ) eine Integralkurve zu X fiir |¢| klein.

3) Wenn M kompakt ist, so ist Fy(M) — Fi(M) : F — [F] bijektiv.
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4) Wenn M = G eine Liegruppe und X € 7;'(G) oder 7,}(G) so existiert ein globaler
Fluss mit Vo € G : X(z) = [F(t,2)]. Dann ist R — G : t — F(t,]) ein
Liegruppenhomomorphismus.

Beweis: 1) F(+t,—) o F(Ft,—) = id.

2) Zunéchst sei [F] € F(M), x € M. Dann ist [F(t,z)] € T,M. In Koordinaten ist

[F(t,z)] = (fwgﬁ 9 ind folglich X : M — TM : z — [F(t,z)] C*!, d.h.
t |, 07

X e THM).

Umgekehrt gibt es nach SLLD (S. 105) zu X € TYM) ein F : U — M C*! mit

oF
UCRXx M offen, U D {0} x M, Vx € M : F(0,x) = z und V(t,2) € U:E(t,x) =

F
X (F(t,z)). Dann ist auch %—t Ck1. F ist (bis auf die Gréfie des Definitionsbereiches

U) eindeutig (hier braucht man k > 2, d.h. X C'). Daher ist F' multiplikativ, denn
F(t + to,z) und F (¢, F(to,z)) sind Lésungen derselben Differentialgleichung mit dem

gleichen Anfangswert. Also ist [F] € F(M) und Vo € M : [F(t,z)] = —(0,z) =

X(F(0,z)) = X(z) € T,M. Es ist also j : T*(M) — F,(M) : X — [F] wohldefiniert
und 7 o j = id.
Schlieflich gilt fir F € F (M) mit X := i([F]) € T (M) : to bei 0, z € M =
%—f (to,z) = [F(t + to,x)] = [F(t,F(to,x))] = X(F(to,z)), dh. F(t,z) ist fiir festes
x eine Integralkurve zu X. Aufgrund der Eindeutigkeitsaussage im SLLD ist daher [F]
durch X bestimmt, d.h. j o7 =id.
3) Wenn M kompakt ist und U C R x M offen und U D {0} x M, so Je > 0: U D
(—2¢,2¢) x M. OEdA sei also F': (—2¢,2¢) x M — M multiplikativ.
F(t,z) : |t| < 2,

Es sei Fi(t,z) := F(t—e F(e,z)) © 0<t<3e

F(t+e F(—ex)) @ —3e<t<0.

OF
F multiplikativ = F; wohldefiniert und C*~1, 0—151 CF=1. Fiir festes x ist t — Fy (¢, )

eine Integralkurve zu X := i([F]) € T*(M). Daher ist F; wieder multiplikativ. Durch

Induktion folgt, dass sich F' zu F, € F, (M) fortsetzen lésst.

4) Es sei X € T,'(G) und z(t) : (—€¢,€) — G eine Integralkurve zu X mit z(0) = 1.

Da X linksinvariant ist, ist fiir z; € G auch t — z12(t) eine Integralkurve zu X, denn:

[z12(to +t)] = TI" X (2(t)) = X (z12(t)). Also ist

F:(—€,¢6) xG— G: (t,x1) — x12(t) ein lokaler Fluss zu X. Wie in 3) ldsst sich F

dann zu einem globalen Fluss fortsetzen.

Speziell gilt F(s+¢,1) = F(t,F(s,I)) = F(s,I)F(t,I). O
——

z1
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Bsp.: Wenn M =R, soist X € TY (M) durch X :R — R:z+— X(z) e ,R ~ R
gegeben. Fiir festes g ist x(t) := F(t, zo) die Losung der Differentialgleichung & = X ()

mit Anfangswert z(0) = xy. Wenn X (z9) = 0, so ist die Losung z(t) = const = x,

. 1 d
ansonsten gilt fiir die Umkehrfunktion #(z) : t = ~ = X(z)™! und t(z) = v
iy X (u)
zo
o : : du
Somit ist F'(—,x) die Umkehrfunktion von z —— / :
X(u)

zo
Wenn z.B. Vo : X(z) =1, so ist t(x) = z — xg, F(t,z0) = ¢ + t, d.h. F ist sogar ein
globaler Fluss.
Wenn wir jedoch M = (—1,1) anstatt R nehmen, so ergibt sich nur mehr ein lokaler
Fluss:

F:U={(zo,t) ER*t |wo| < 1, |[wo+t| <1} — (=1,1) : (o, t) — @+ ¢

F ist hier lokal, da F' M ,verldsst“. Aber auch im Fall M = R kann der Fluss unter
Umsténden nur lokal sein, wenn némlich |F'(¢,zo)| — oo fiir endliches ¢ (“blow-up”).
du 1 1 To

O Fltm) =
w2 xy x (t, o) 1 — aot

Fir X(z) = 2% ist z.B. t(z) = (gilt nachtraglich

zo
auch fiir zp =0) = F:U = {(z0,t) € R?: 1 — 2t > 0} — R.

Definition und Hilfssatz: G Liegruppe. Fiir v € TG sei F, € F,(G) der globale Fluss
(nach Hilfssatz, 4), S. 109) zu X, € 7,'(G) mit X,(I) = v (vgl. S. 34).

Exp : TG — G : v — F,(1,1) heifit Exponentialabbildung (der Liegruppe G). Es
gilt:

a) Exp ist C>;
b) Yo € T;G : R — G : t — Exp (tv) ist ein Liegruppenhomomorphismus;
c) ToExp =id : TyT;G ~ TG — T;G. Speziell ist Exp bei 0 ein Diffeomorphismus.

Beweis: a)t —— F,(t,I) ist eine Integralkurve zu X, und X,(z) = T1*(v) hingt C*
von v ab = (nach SLLD, S. 105) (¢t,v) — F,(t,I) C>* = Exp C*.

b) Fiir A € Rist F,(\t, ) der Fluss zu AX,, = X, = Exp (tv) = F},(1,1) = F,(t,I).
Also folgt b) aus 4) des Hilfssatzes in S. 109.

¢) (To Exp)(v) = [Exp(tv)] = [F(1,1)] = [Fu(t,1)] = X,(1) = v. O

Bsp.: 1) G = GlL,(R), T'G ~ gl,(R) > B = (vgl. S. 35) Xp(A) = AB €

TAGL/(R) ~ gl (R).
Fiir festes B ist t — Fpg(t,I) =: A(t) die Integralkurve der Differentialgleichung
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A(t) = Xp(A(t)) = A(t)B, A(0) =1.

el = 3 — 1ost diese Differentialgleichung, da det(efB) = "B £ 0 und (e!P) =
n=0 T

BetP. Also ist A(t) = e'B, Exp(B) = eB.

2) H < @ sei eine Lieuntergruppe, v € TrH < T;G, X" € T'(H), F¥ € F,(H), X¢ €

TYG), F¢ € F,(G) wie oben und bzgl. H bzw. G. Fiir x € H ist X (x) = TI*(v) =

X[ (x) und daher FC|, , = F. Daher ist auch EXPG‘T{H = Expy. Speziell gilt z.B.

fir H = S1,(R) Exp : sl,(R) — SI,(R) : B —— e? (vgl. Ub. 2.3, S. 36).

Def.: G Liegruppe. Eine links- und rechtsinvariante Riemannsche Metrik heif3t
biinvariant.

Bsp.: InSO,(R)ist . da¥® da} biinvariant (vgl. Ub. 6.6, S. 97), in GL,(R) gibt

1<jk<n

es hingegen keine biinvariante Metrik (vgl. Ub. 6.5, S. 96).

Satz G sei eine Liegruppe mit biinvarianter Metrik g, exp; zu g wie in S. 105, Exp wie
in S. 110. Dann gilt exp; = Exp.

Beweis: Fiir v € T;(G) sei (—e,e) — G : t — z,(t) die Geodéte mit v = [z,(t)]
(vgl. S. 105). Wenn g biinvariant ist, so gilt J*g = g (vgl. Ub. 6.5, S. 96) fiir

J: G — G :zv+— z7' Daher ist auch fiir [to] < € t —— x,(to)x,(tg — )" eine
Geodite. Fiir kleines to sind daher nach dem Lemma in S. 106 {z,(t) : 0 < ¢t < to}
und {:Ev(to)xv(to -t 0<t< to} Minimallinien mit denselben Randpunkten und
stimmen also iiberein. Da beides Geodéten sind (und also nach einem Vielfachen der
Bogenlinge parametrisiert), folgt x,(t) = x,(to)z,(to — t) ™ bzw. x,(t + 5) = z,(5)x,(t)
fiir kleines s,¢. Daher ist [z,(t + s)] = TI"®[z,(t)] = TI"v = X,(2,(s)), wenn
X, € THG), X,(I) = v und somit t — z,(t) eine Integralkurve zu X,. Wegen der
Eindeutigkeit (SLLD, S. 105) folgt xz,(t) = F,(¢,I) fiir kleines t. Wegen F,(t + s,1) =
F,(t,1)F,(s,I), Vs,t € R und wegen der Linksinvarianz von g ist dann R — G : t —
F,(t,I) die maximale Geodate zu z, und folgt Exp(v) = F,(1,1) = exp,(v). O

Ubungen
Ub. 7.1 (D, g) sei wie in Ub. 6.2, S. 96, bzw. in Bsp. 2, S. 103. Zeige, dass

— 2 ) .
0 , 0€C, |o| =1, z € D, eine Isometrie ist.
z

fg,ZO:D%D:zHQIZ

2
Hinweis: Y dz/ ® dz/ = Re(dz ® dz) € T3(D), wobei dz € T%(D) = T;(D) &
j=1
2

2 _ , .

i7,(D) = f*(>. d®da’) = Re(df @df) = |f']* Y. da? ®da? fiir holomorphes
i=1 i=1

f
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x'x?

Ub. 7.2 Essei M = {z € R" : |2| < 1} mit der Metrik g = g;;da*®da?, g;; = 5ij+17||2 :
— |

a) Bestimme d(xq,x9) fiir z; € M und die Geodéten.

b) Berechne exp(v) fiir v € ToM ~ R", [v| < 7.

Hinweis: Zeige, dass M — {x € S" : 2" > 0} : (\/1:—5‘42) eine Isometrie
ist, wenn S"™ mit der Standardmetrik versehen wird.

Ub. 7.3 ¢ sei die linksinvariante Riemannsche Metrik auf Gl,(R) von Bsp. 4, S. 87, d.h.
g(A)(B,C) = '<A_1B,A_1C), wobei A € Gl,(R), B,C € TsGlL,(R) ~ gl (R),
(D,E) = szjd;»e} fir D, E € gl ,(R).

a) Zeige, dass die Differentialgleichung der Geodéten durch A = AAYA +
AATATITAIA — AAT A~'T gegeben ist. . .
Hinweis: Bestimme die Eulersche Differentialgleichung zu L(A, A) = (A7!A,

, oL oL oL\’
—1 = _— i =
A A). Beachte, dass dL(A,C) = <8A’dA>+<8C’dC> (wobei (OA)]- ‘
oL

—) und dass dA™1 = —A71.dA- AL
da;;

b) Folgere, dass fiir B € gl,(R) mit B- BT = BT- B (d.h. B normal) die Geodéte
A(t) mit [A(t)] = B € T;G1,(R) durch A(t) = e'® gegeben ist.

c) Zeige, dass d(I, A) = 1/>."  In*(\;), wenn A symmetrisch ist, \; die Eigen-

werte von A sind und A — [ klein genug ist.

>, daf ®@dal

.. 1
Ub. 7.4 Wir betrachten G = SO3(R) mit der biinvarianten Metrik g = 5
1<j,k<3

(vel. Ub. 6.6, S. 97). )
h:M={zeR: |z| <7} — SO3(R) sei wie in Ub. 4.6, S. 68.

0 -2 22
Firrx € R3sei B(x) = | 22 0 —z'] €o03(R).
I 0

a) Zeige eP(®) = Az o fir 2 € R*\ 0 und A, , wie in Ub. 1.5, S. 12.
Hinweis: Bt = x X t fiir t € R3.

b) Zeige, dass h~! geoditische Normalkoordinaten bzgl. g sind.
c) Zeige, dass d(A,C) = arccos(%) fir A,C € SOs, (A,C) = > aic}.
1<i,j<3
Hinweis: tr (4, ,) =1+ 2cos .
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d) Zeige, dass fiir h*g € To(M) in den geodétischen Polarkoordinaten r, 1, ¢ auf
M (vgl. Ub. 6.6 ¢), S. 97 und Bsp. 3, S. 87) gilt:
h*g = dr @ dr + 2(1 — cos7)[dV ® dv + sin? ¥ dp ® dy].

e) Zeige, dass bzgl. h*g fir x,y € M \ {0} gilt

sin2(1Z) g2 (¥
d(z,y) = arccos [2(:57 y)? |:E(|2 ;) . |y(|22 )

sin |z|  sin |y
| ] ]

+ (2, y)

3
+2 cos? 1 cos? 1] , wobei (z,y) = > o'y

Ub. 7.5 G sei eine n-dimensionale zusammenhingende kompakte Liegruppe.

a) Zeige, dass Q'(G) = QM (G).
Hinweis: Q € Q}(G), x € G = (r*)*Q € Q}(G).

b) Zeige, dass es auf G eine biinvariante Metrik gibt.
Hinweis: Definiere g durch

9(2) (v, w) = / () 2) () (0, w) Alw),

G

wobei z € G, v,w € T,G, A= 1|Q] € K'(G), 0# Q € Q(G) und 0 # g, eine
linksinvariante Riemannsche Metrik ist.

Ub. 7.6 Es sei B" := {z € R" : |z| < 1} mit der Metrik g5 := (1 — |x\2)_2 S dat @ dat.
i=1

B™ heifit n-dimensionaler hyperbolischer Raum.

a) Bestimme wie in Bsp. 1, S. 107, mittels Bsp. 2, S. 103, die Minimallinien in
B".

b) Zeige, dass fir 0 #£ x, y € B" : d(x,y) = arth(%),
fo] — IT1Y

¢) Bestimme die Normalkoordinaten exp,! : B" — TyB™ ~ R" und stelle
(expy)*gp in der Form d|z| ® d|z| + h(|z|) Zd(m) ® d(| |) dar (vgl. auch
S. 107, 2).

d) Essei [z,y] = 2%° — Z gyl fir x = (2% - 2Ty = (40, ,y")T € R
und H™ = {z € R”“ : [SL’,LL’] =1, 2° > 0}.

Zeige, dass —dz? @ da® + > da’ ® dz’ eine Riemannsche Metrik gy auf H
i=1
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induziert und dass

f: (H",igH> — (B", gB) : (xo) U

U 20 +1

eine Isometrie ist.

¢) Zeige, dass d(x,y) = arcosh ([z,y]) fiir z,y € H™ bagl. gu.
Hinweis: Da gy unter Lorentztransformationen invariant ist, kann man
1

x=|0] setzen.

Ub. 7.7 Der Zustandsraum eines Kreisels ist G = SO3(R), wenn A € G aufgefasst wird als
die orthogonale Abbildung, die einem Referenzkoordinatensystem ein fest mit dem
Kreisel verbundenes Koordinatensystem zuordnet. Die Trégheitsmomente geben
in dieser Interpretation eine linksinvariante Riemannsche Metrik g : Fiir A € G ist
: g(A)(A, A) die kinetische Energie, wenn der Kreisel Position A und Geschwin-
digkeit A hat. Fiir # € R%, [z] = 1, ist ¢(I)(B(z), B(z)) (mit B(z) wie in Ub. 7.4,
S. 112) das klassische Tragheitsmoment um die Achse Rz im Kreiselkoordinaten-
system.

a) Welcher Kreiseltyp entspricht Ub. 7.47
b) Was sind die Bahnlinien dieses Kreiseltyps?
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§ 8 Zusammenhang und kovariante Ableitung

Wenn x(t) eine C2-Kurve in der C*-Mannigfaltigkeit M, k > 2, ist, so ist t — @(t)
eine C!-Kurve in TM und ¢t — #(t) eine in T(T'M). Das Newton’sche Axiom ,Kraft =
Masse x Beschleunigung® wiirde aber bei Vorliegen eines Kraftvektorfeldes f € 71 (M)
verlangen, dass f(z(to)) = @(ty), d.h. dass &(to) € Ty M.

In einem Vektorraum V ist die Vorgangsweise so:

(to) = im ¥ (1o + 1) — (t0)].

Eigentlich ist aber &(to + h) € Tyy+n)V und @(to+ h) — @(to) kann nur gebildet werden,
weil wir Ty 4n)V =~ V =~ Ty, V identifizieren. Wir brauchen also eine lineare Abbildung
F,: T,M — T, M fiir x bei z¢, sodass F,, = id.

Def.: M CF-Mannigfaltigkeit, k > 2, 1o € U C M offen.

1) F:TU — T,yM C*! heifie Tangentialtransport bei xq <=
() Ve e U:F|, ,, : TeM — Ty M linear, (ii) F}TxOM = idg, -

d(F
2) Fiir eine C2-Kurve z(t) mit z(ty) = 2o und F wie in 1) sei Zx(ty) := ( d: ?) (to) =
F(i(to+h)) —&(t
g T+ 1)) —dlt) T, M.
h—0 h
Notation: F’ sei ein Tangentialtransport bei zo.
In einer Karte z — (2!, .-+, 2™)7 gilt dann: F(z,v"(9;), ) = af(2)v"(0;)s, =
——
4 €T, M
i day, i 0\ k N i
= 0'(B)a + 5% (w0) (9 — )0 (D) + 02 la' = ).
\ . , i=1
::F;.,c

ip(to) ist bereits durch T, bestimmt:

(o) = im 7 [#(t0 + h) + Tl (2710 + 1) — ad) (10 + ) — & (10) + ()] (1), =

= [ (to) + Tipi? (t0)i* (o) ] (0)ay € TuyM, kurz

ip = (& + T4 i") o,

Dies fithrt zur

Def.: M CF-Mannigfaltigkeit, & > 2.

1) Die Tangentialtransporte F, F' bei xy heiflen fiquivalent <= 3(V) Karte(n) ¢ :
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2) Eine Aquivalenzklasse von Tangentialtransporten bei x heifit (affiner) Zusammen-
hang bei z.

3) F:W — TM CF2 W C M x TM offen, heiBt Tangentialtransport :<=> Vi, €
M :3xg € U C M offen: {zo} x TU C W und F‘{wo}xTU Tangentialtransport bei

o und die T, sind C*~2.

4) F,F wie in 3) heifen dquivalent :<= Vz, € M : F‘{xo}xTU, F‘{xO}XTU sind

dquivalente Tangentialtransporte bei zg <= Va, € M : 3(V) Karte(n) ¢ : Vi, j, k :

F;"k (z0) = F;"k (zo)-

5) Eine Aquivalenzklasse von Tangentialtransporten heiBt (affiner) Zusammenhang
auf M. Z(M) := {I" := [F] : F Tangentialtransport auf M}.

6) Ein Paar (M,T"), I' € Z(M), heifit Mannigfaltigkeit mit Zusammenhang.

Bsp.: 1) Wenn V ein n-dimensionaler R-Vektorraum ist, so ist

F:VXTV —TV: (2o,(z, v_))+— (x0, _v_ )
€T, V=V €Tz V=V

ein Tangentialtransport. [F] heifit Standardzusammenhang auf V. (Beachte, dass es aber
keine ,Standardmetrik® auf V' gibt!)

Wenn ey,--- e, eine Basis ist und z'e; — (a',--- 2™)T die entsprechende lineare
Karte, so ist aj, = 03, und I}, = 0. In anderen Koordinaten muss dies nicht gelten, da
I kein Tensor ist (vgl. S. 117).

2) i : M — R" sei eine Untermannigfaltigkeit. Wir definieren

F:M xTM — TM : (zo, (z,v)) — (o, pry,v),

wobei v € T, M — T,R" ~ R" und pr,, : R" — T, M < R" die orthogonale Projekti-
on ist.

Wenn z(t) eine Kurve in M ist und zq = x(tg), so ist @(t) = y1(t) + y=(t) mit y;(t) €
R", yi(t) € TyoM < R", yo(t) L T,y M, d.h. y1(t) = F(x0,4(t)) und daher Zp(ty) =
U1(to) und 9o(ty) L Ty M und somit Zr(ty) = Projektion des Beschleunigungsvektors
l’(to) € R™ auf TxoM-

Wenn g € U 5V iz (€1, €P)T eine Karte auf M ist und g := i*(3_ da*®dz*)
k_

=1
die von R" auf M induzierte Metrik, so ist g;; = g(%, %) = <§—;, g—;>, wobei

u'v' fir u,v € R™ (vgl. S. 87). Fiir v € R” ist pr, v = ai(@fi) mit
1 Zo

(u,v) =

n

(2
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(15 (a0)) = a*{ G, 5 an) ) = o) e o = gw‘<xo><v, - <xo>>.

Daraus folgt:
(o (= (20).)) = ). e

i 9 _
(85) -
0%z Ox

F;k(l'o) = gil($0)<w (x0)> 8—61 (ZL’Q)

B

In S. 122 werden wir sehen, dass [F] der , Levi-Civita-Zusammenhang zu g ist.

3) Speziell sei M = S§? C R? mit Kugelkoordinaten x (1, <p) (sinﬂcos o, sin ¥ sin ¢, cos V)7
Dann ist ggg = 1, go, = 0, gy, = sin® ¥ (vgl. S. 87), ¢?? =1, ¢¥¢ =

¥ =sin"?Y = [9, = <82_:c 8_x> =0 (dai J_TS2)
g W \ow2 a9 0?

., /0% Oz Pr  Or
['fy = sin 219<W’ %> = 0 (ebenso), Fggj = Fgﬁ = <m7 %> =0,

—cos¥sin g —sindsin g
5, =17 = sin 2 19< Cos 190cosg0 , | sin ﬁocosgo > = ctg v,

Pr Ox
0 _ — _
Fw—< >——s1n1900s19, 'z, =0.

dp?’ 00
-0 e, G, 0
Fiir eine Kurve x(v, ¢) gilt also &g = 9 % 0_ +2ctg o Fri sin 9 cos ¥ 2 5
Transformationsformel fiir T'%;:
Y :a— (zV, - 27 sei eine weitere Karte, [F] € Z(M). Dann ist fiir  bei zg € M
und v = v'0; = v, € T,M : F (w0, (,v'0;)) = F(x0, (x,0"9.)) € TyyM, d.h.
a;c/(x%x)vk,(az{)wo = alm(x(bx)vl(am)wo
. W 0! 0z
= () O ) O ()
. ox' oz’ dai
= o/ = S () 5 (e0) = Ty = 5 =
dx" da o' oz’ 0%a! oz’
_ Oz" m dh.
O’ 7 (o) Gy . Ok’ (o) Oz (zo0) + a;" (w0, 7o) PYRIPWE (o) Oz (o),
H,_/ o
I (@o)
i 0r' 027 O Prt ot
B =1 Oz 9z’ 9z | 0xd'9r¥ Ol ()

Wegen des 2. Terms ist I' & T,1(M).
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Bsp.: Es soll mit (x) I}, fiir den Standardzusammenhang auf R* in Polarkoordinaten
T — (;) berechnet werden. Von (x) bleibt dann nur der rechte Teil (den man auch
aus der Formel in Bsp. 2, S. 116 herleiten konnte). Dieser Teil ist symmetrisch in den

0?xt 0
unteren Indices j, k. Es folgt: I'], = A — - ry.,
, or? oxt
g P o atee 1 ot
ordp 0x* = r dp r 2r2 Qy
2yt 2 1 0xt 1 1
Ffzf‘%—ax ‘Oag:z_@x.ﬁ':_a_tp:_’
v T 0rdp Ot iZir Op O0xt rdp r
o*xt or 2 !
rr =Y (—a) = -
20 " 9p2 O 1—21( ') , T

- = 0 (¢ homogen vom Grad 0).
x

Somit gilt f K n=("0Y.
omit gilt fiir eine Kurve z(t) (ap(t))

.
& =70, + ¢0,, & = (i — r¢?)0, + <¢+ %)aw.

Notation: Wenn [F] € Z(M), so nennt man I'};, wie in S. 115 seine Koordinaten (bzgl.
der Karte ¢). Sie erfiillen (%) bei Kartenwechsel.

Umgekehrt, wenn zu jeder Karte (¢ : U — V) € & (I%,) : U i U gegeben
sind, sodass (x) gilt, wenn M = |J U, (om : Up — Vi) € A, i eine lokalendliche

m=1

CF-Zerlegung der 1 zu U, (S. 59), so kann man durch
F:MxTM — TM : (zo, (z,v) Zwm ) Xm (o) [V + T (o) (2 —xo)vk} (01) o

einen Tangentialtransport definieren (wobei F] 1y UF(0;) 5y bzgl. 0 zu nehmen sind und
Uy € CK(M), supp ¥y C Upn, @Dm‘suppx = 1). Wegen (x) sind dann die Koordinaten

von [F] gerade I Fiir T' := [F] schreibt man daher auch I' = (T,).

Definition und Hilfssatz: (M, ") Mannigfaltigkeit mit Zusammenhang,.

s

s . 1
1) I' € Z(M) sei definiert durch I'}, :=

5 (T, +T};) und heiBt symmetrischer Anteil

von I

2) T(I') € T} (M als C*~1-Mannigfaltigkeit) sei in einer Karte definiert durch
T(T) := (I — T},;)0; ® da? @ dz* und heifit Torsion von I'.

3) T" heiit torsionsfrei oder symmetrisch ;<= T'(I") = 0.
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Beweis: 1) Offenbar erfiillt I'j, wieder () und definiert (nach dem vorigen) wieder
einen Zusammenhang.

2) Aus (x) folgt (F;k/ — F};j/)ag ® ded' @ da*’ = (I — 79, ® da” @ dz! und daher ist
T'(T") wohldefiniert. O

. . . . S
Bemerkung: Wegen I,/ 3" = T} ;27" ist zur Berechnung von & nur I' von Bedeutung.

Nach S. 71 ergibt die Ableitung eines Tensors nach den Koordinaten keinen Tensor. Auf
einer Mannigfaltigkeit mit Zusammenhang konnen wir Tensorfelder differenzieren:

Hilfssatz und Definition: (M, ') Mannigfaltigkeit mit Zusammenhang, I' = [F].

1) Fir @ bei g € M sei Fypo = F| 1 7, € Homp(ToM, Ty M).
Wegen F, ., = ideo wm ist Fy, . fir © nahe bei z( invertierbar und wir erhalten
mit 777 M = (T,M)®™ @ (TM)®1 :
(Fxo,x)zn (T M — T M ot (Frpz)®™ ® (F'Ty®at,

;%0 Zo,T
2) V : T™(M) — 17 (M als CF~'-Mannigfaltigkeit): X —— (o — (VX)(20))
wobei VX (z0) € T)h, , M ~ Ty M @1, M ~ Homg(T,,M, T, M) (vgl. S. 44)

q+1,z0 q,%0 » - q,T0
definiert ist durch:

VA (a0) ([2(0)]) = ((Frot)y X (2(0)) ) (0) € T2, M.

€Twy M

V heiit kovariante Ableitung und héngt nur von I' = [F] ab. In Koordinaten gilt

X = (X)) = (VX)Qie =

J1Jq Jo--Jq
oxXiim q
. J1"Jq 741"'17'71k74'r+1"'74m 7S _ 11t 1
- 8:17]0 + Z X]l]q F]Ok Z le“‘jrflljrﬁ»l‘“qu_‘jojf'.
r=1 r=1
Beweis: ¢ : z — (z',---,2")7 sei eine Karte bei zg, [2(t)] = w/(0;)s, € TuyM.

Bzgl. der Basen (9;)q() und (9;)4, hat Fy, 4 dann die Matrix 6} + 1'%, (zo)u’ + o(t) und
(Fage) ™" die Matrix 6F — ¢I%(z0)u’ 4 o(t).
Fiir X € T"(M) gilt daher (Fy, )" (X (x(t))) _

q

- [X?l'”im (z(t)) + ¢ 3 X tFr i (o D (g )udo —
r=1

]1...jq ]1...jq

®dr* ®- - -@dx’r und es folgt

m

q . .
— 3 X (o) T
r=1

g1 Jr—1ljre1-Jq Jojr

(o) 70 +o(t)] 0, @ - ®0;

die Koordinatendarstellung von V.X. Insbesondere sehen wir daraus, dass VX CF~2 ist
und nur von I' = [F] abhéngt. O
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Notation: Wenn X € 7,"(M) und in einer Karte X = (Xﬁ ;m), so setzt man
Vi, Xiwin . (YX)in q ] VX = (V;, X017,

JiJq Jo+Jq? J1Jq

Bsp.: 1) Wenn (M,I') Mannigfaltigkeit mit Zusammenhang, U C M offen, so lésst
sich I auf U einschranken. Speziell sei U — V eine Karte, 1 < k < n = dim M und
)

X =0 € T'(U), dh. X = (4}). Damn ist V;X* = (VX)) = X", = I, baw.

ausgeschrieben V), = I';.9; ® da’. Ebenso ergibt sich Vda' = —T%, da? @ da*.
2) M C R" sei eine Untermannigfaltigkeit mit Zusammenhang wie in S. 116, X € T'(M)

(der Einfachheit halber),  —— (&%, -+ £P) eine Karte auf M. Fiir xyp € M kann man
X(z) = Xi(z) + Xo(z) € R™ schreiben mit X;(x) € T,,M und Xy(x) L T, M, d.h.

Xi(z) = Fpp (X (2)). Wenn fiir i =1, ,p V. X =V, X/ i 9 € T, M, so ist

a¢7
_ OF,.(X(2)) 00X N, 0X ,
VX (z9) = T . = o6 (xg) = Projektion von o (x0) in Ty M.

3) Wenn S € 7" (M ) 67m2( ), m=my+ma, ¢=q + g, S0 ist
V(S @ T)(xo) [x(t)] = (Fapai)iS @ T ((t ))/(0) =

= | Froa)3 S (w(t >) < st T (@(1)) | (0) =

- VS(a:o)([:):(t)]) ® T(zo) + 5(:,;0) ® VT(:):O)([:E(t)D € Tpy ME™ @ T2 MOa+D)
oder kurz V(S ®@T) = (VS) @ T + S @ VT.

Weiters ist V mit der Verjiingung vertauschbar (da auch (F, )7
kommutiert) und daher z.B. fir X € TY(M), Q € T;(M) :

(X, Q) = V(X,Q) = (VX,Q) + (X, VQ) = (V;X"- Q + X" V,;Q;)da?, wovon man
sich auch durch Ausrechnen iiberzeugen kann.

4) Fiir f € C*(M) ist Vf = df (wenn man der Vollstindigkeit halber (Fj, ,)S := idg
definiert).

Fiir Q € T,(M) = QY(M) gilt in einer Karte Q = wyd2® = dQ = dw, A d2* =

&ukd i A da B <(9(Uk aw])dﬂ@dxk d.h. (dQ) %_%

mit der Verjiingung

oI or?  Oxk oxi  Oxk’

o Owy, .
Andererseits ist (VQ);, = a_c; —wil%y, d.h. (VQ)j — (VQ)g; =
Ow,  Ow;j , , ,
= 0—1'5 — 0—93’1 —wi(Th, —T},;) = dQ =2A(VQ) + (T(T),Q), wobei
A:T(M) — Q* (M) : T — % > sign (o) -o(T) (vgl. S. 45) und

ogES2

(,) ’T;(M) X Ty (M) — To(M), vgl. S. 49. Zur entsprechenden Formel fiir Q2(M)
siehe Ub. 8.1, S. 128.

Hilfssatz und Definition: (M, g) C*-RR, k > 3. Dann gilt:
1) T e Z(M) : (i) T(I') =0, d.h. I' symmetrisch,
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(ii) Vg = 0, d.h. wenn I' = [F], so ist Fy,, fiir = bei 27 in 1. Ordnung ein
Isomorphismus der IPR (T, M, g(z)), (T, M, g(xo)). Dieses T heifit Levi-Civita-
Zusammenhang oder Riemannscher Zusammenhang von (M, g).

2) Fir I' wie in 1) gilt:
a) I';. sind die Christoffel-Symbole von g;
b) wenn U — V : x — (z!,--- | 2™)T geoditische Normalkoordinaten bei zy €
M sind, so ist T'(zq) die Aquivalenzklasse des Tangentialtransportes bei g
TU — Ty M : (z, 0'0; ) — (20, ¥'0; ).
— —

€T, M €T M

Beweis: ¢:U — V :x+— (2! -+ 2™)7T seien geoditische Normalkoordinaten bei

x9 € M, f bezeichne die Christoffel-Symbole.
a) In zq gilt Vi, j, k (vgl. S. 102, 106):

- 9gir. | 9gi;  0g; L .
[ =0 = dik | 9% _ O9sk = (Il—j—k—i

gn 0 B, 0T o 09y O B
i 9ik  OGki . Jik  OGjk Gij
pG + o ol (Subtraktion) o o Bk

(LU()) = 0.

Wenn also I' € Z(M), so ist bzgl. ¢ in zg :

(V9 jojrse = _gljzré'oji - gjllrgojz - _Fg(z)jl o Fg(l)h‘
Falls (Vg)(xo) = 0 und T(T')(xo) = 0, gilt also in @ : Vi, j,k : T, = —It = T =
4T, = —TI'%,, d.h. T, = 0. Daher miissen die Koordinaten von I' bzgl. ¢ in x, ver-
schwinden und gibt es hochstens ein I' € Z(M) mit T(I') = 0 und Vg = 0.
Falls T' existiert, ist dann auch 2 b) erfiillt.

s bleibt noch zu zeigen, dass die Christoffel-Symbole I':, bzgl. g einen Zusammen-
() Es bleib h i dass die Christoffel-Symbole I';; bzgl Z

hang definieren. Wenn [F] der Zusammenhang bei x, entsprechend 2 b) ist und somit
1/ nN\T
T

Fj-k = 0 bzgl. ¢, so gilt in einer anderen Karte ¢ : © — (x',
ot oz
o' ozt Ozt

< Lo (O9mt” 09wy’ Ogs
EI i/ - im m my_ J
Andererseits ist [';' = g ( O’ + ark  Oxm!

2
a s . .
Wegen g¢,5(x) = 6,5, 9"*(x0) = 0" und ist (29) = 0 (vel. «)) gilt in g :

OGmi’ 0 ( ox" 8x8) ( 0" ox" 0" 8:6’")
= 7=\ Grs = Z ’ :

00" o \ I aem 9 ) T 2\ nioem 9 T gnionh | 0w

P
IZ
Jk

(vgl. (%), S. 117).

) nach S. 102.
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Das ergibt in z :
) 1 ) 82 r T 82 r 8 r r a r
Fl'k, _ _gzmxz ‘ z /-6?—1- ',x . T N , x‘,_i_
ik 9 ~\ 070 Oxk ' 9oz Oxm! T Oxk oxm
0% Ox' Pt __OT 01”) B

R T TR W e s W

ozt O™ 0%x" ox" 02! oz’ -
— . . . = . = FZ. . |:|
rz,l ozt Oxt  9gd'0x% Oz Oxd'Oxk Oxt ik

Bsp.: 1) Fir M C R" Untermannigfaltigkeit wurde in S. 116 ein Zusammenhang T’
. . 0? 0 n : .
definiert. Es ergab sich I, = gll<W§§k , 8—2>, wobei g die von 1:231 dz* ® dz* auf M
induzierte Metrik ist. Dies zeigt, dass T'(I") = 0. Eine dhnliche Rechnung wie oben wiirde
1 0] 0 dg;
8?’; ;g — agglk ) ist, d.h. dass I' der Levi-Civita-
Zusammenhang zu g ist. Es folgt dies auch aus Vg = 0, was man so sieht:
Fir v,w € T, M ist Fxox( v) = vy, wenn v = vy + v, v € T, M, vy L T, M
und dhnlich F ' (w) = wy und daher g(zo)(v,w) = (v,w) = (v, w1) — (vo,wa) =
g(x) (F L (v), F‘ (w)) + O(|z — o|?) (da ve, wy — 0 fiir z — ), d.h.

Tg,T To,T

(EL-D%2g(x) = g(wo) + O(|lz = x0]?), Vg(xo) = 0.

zeigen, dass I', gleich F

2) Z.B. fiir M = S? kénnen wir nach 1) T auch aus der Formel fiir die Christoffel-Symbole
9,
berechnen. ggy = 1, gy, = 0, gpp, = sin®¥ = nur g? =2sindcost?d #0 = [y, =
1

1 1
Iy, = F’9 =1¢,=0, I, = e 2sin 1 cos ) = cot 9, Ffw = —528in1900519 =
—smz?cosﬁ.

Notation: Entsprechend Definition und Hilfssatz in S. 49 gilt

T (M) ~ {T" (M) — T,"(M) C*"*(M) - lincar}
U — (X — (X, U))

bzw. in Koordinaten (U/! Z’”) — ((X?) — (X'U2 ). Speziell fiir U = VY, Y €

Jor-j lj1-+Jq

7. (M) schreibt man VY := (X, VY). In Koordinaten ist also VyY = (X'V, Y1),

J1Jq
Man kann Vy als Richtungsableitung in Richtung des Vektorfeldes X bezelchneln Im

C>®-Fall ist also V : T'(M) x T,"(M) — T,"(M) : (X,Y) — VY.

Bsp.: Bei Einschrinkung von I' auf ein Kartengebiet (vgl. Bsp. 1, S. 120) gilt:

Beachte, dass V; X in Bsp. 2, 5. 120 eigentlich V¢ X ist.
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Satz (Koszul 1950) M C*-Mannigfaltigkeit, & > 2. Dann gilt:
Z(M) ~{V :T" (M) x TY(M) — T"(M C**-Mfkt.): (X,Y) — VxY R-bilinear:
Vf € CHN (M), VXY € THM) : () VyxY = FVxY (i) Vi (fY) = fUxY + X(f)Y ).

Beweis: 1) Esseien I' € Z(M), V wie in der Notation, f € C*~1(M), X, Y € TY(M).
Dann gilt in einer Karte:

VxY = (X,VY) = <X (gy + YkF§k>8 ® dxﬂ> = X/ @Y + Ykrzk)a

und daher V;xY = fVxY und Vx(fY) = fVxY + Xﬂ‘wgf 8 = fV.Y + X(f)Y.

2) Umgekehrt sei V : TH(M) x TY(M) — T (M) wie im Satz gegeben.

Wenn X oder Y in einer Umgebung von zy € M verschwinden, so auch VY, denn fiir
feC (M), f=2beixzyund f =0 auf supp X bzw. suppY ist VyY = V_pxY =
(1—f)VXY bzw. VXY = VX(l—f)Y = (1—f)VXY+X(1—f)VXY - VXY(SL’O) ==
—VxY(zo) (da X(1 — f)(z0) =0) = VxY(z9) = 0. Daher kann man fir U C M
offen

V], :T"(U) x T"U) — THU C*"-M.) : (X,Y) — (w0 — Vx,Y1(0))

definieren, wobei X;,Y; € TH(M) mit X; = X bei xo, Y1 =Y bei zy. Dann werde '},
in einer Karte durch Vy, Ok = I,.0; bestimmt (vgl. Bsp in S. 122). Es folgt

2 l

Y aaak’l+axk’ j
~—
Bac"" oy
61?3
022! ozt Oz" ox! 9z Oz 92zt oz
= 0 S 170, rm d, d.h
027" 9z ' - O+ Oz ( " 9zt O’ Oam * o' O+ axl>
[ erfiillt (*) in S. 117 und liefert also einen Zusammenhang, vgl. S. 118. O

Bsp.: 1) (M,T) C*-Mannigfaltigkeit mit Zusammenhang. Dann lisst sich T'(T') €
THM) ~ {T : THM) x T"(M) — T"(M) C*'(M)-bilinear} (vgl. S. 49) koordi-
natenfrel durch

TI)(X,Y)=VxY -VyX - [X,Y] €T (M), X,Y € T" (M),

darstellen, denn in Koordinaten ist T'(I')(X79;, Y*9y) = X/Y*(T'%, — I'};)0; und
VxY — Vy X — [X,Y] = X9V, (Y*0;) — YV, (X70;) — [X,Y] =
= XIY*(Vy,0, — Vo, 0;) + X70;(Y*)Op — Y*0,(X7)0; — [X, Y] = XY, — T};)0:

0

2) Wenn speziell T'(I') = 0 (z.B. Riemannscher Zusammenhang), so gilt
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[X,Y] = VxY — VyX, dh. VxY — Vy X ist unabhéngig von der Wahl des symme-
trischen Zusammenhangs I' (bzw. der Riemannschen Metrik ¢). Im Allgemeinen ist der

symmetrische Anteil I' von I' (vgl. S. 118) gegeben durch

s

Vi (X,Y)— VyY — % T(D)(X,Y) = = (VxY + Vy X +[X,Y]).

|~

Bemerkung: Die Definition des Zusammenhangs in S. 115 entspricht der des Tan-
gentialvektors bzw. Vektorfeldes, der Satz von Koszul entspricht der Darstellung von
Vektorfeldern als Derivationen, vgl. S. 25. Das Analogon der Integralkurven bzw. Fliisse
sind Geodéten bzw. Paralleltransport.

Definition und Hilfssatz: M C*-Mannigfaltigkeit mit Zusammenhang I' = [F],
k>3, C:1— M:t+— z(t) sei eine C?-Kurve.

1) Fiir tg € I sei Zi'r(t()) = Zi'F(tQ), vel. S. 115.

2) C heifit Geodite (bzgl. I') ;<= Vt € I : ir(t) = 0 <= (in Koordinaten)
Vt e I, Vi:i'(t) + Ty (x(t) 2 (t)i" (t) = 0.

3) Es gilt alles analog zum Hilfssatz in S. 105. Speziell: Vag € M : 30 e W C T,, M
offen, 3z € U C M offen und exp,, : W — U : v — x,(1) ist ein CF~2-
Diffeomorphismus und heifit Exponentialabbildung.

4) Es sei I = [a,b], 2o := x(a), z1 := x(b) und T : T,,M — T\, M : v(a) — v(b),

dFep)am (v(t)

wobei [ — TM :t — (z(t),v(t)) erfiillt: Va <ty < b

bzw. in Koordinaten Vi : 0*(to) 4+ % (2(to)) 27 (to)v* (to) = 0.
T heifit Paralleltransport entlang C' und ist ein Vektorraum-Isomorphismus.

Beweis: 3) wird analog zum Beweis in S. 105, 106 gezeigt.
. - AFuy) a0 (v(1)) dr, k

4) In einer Karte ist - (t) = = {a; (2(to), z(£))v (t)] (t0)(3:)a(te) =

= [@i(to) + F;k(x(to)):tj(to)vk(to)] 0; € TyuyM. Daher erfiillen (v',---,0")(t) in ei-
ner Karte ein lineares Differentialgleichungssystem, das eine eindeutige, im gesamten
Kartengebiet existierende Losung hat. (Wegen der Linearitét des Differentialgleichungs-
systems ist kein “blow-up” (S. 110) méglich.) Durch Uberdeckung der Kurve C' mit
endlich vielen Kartengebieten folgt die Aussage. O

Bemerkungen: 1) Ebenso kann man T, : T,% M = T, M®™ @ T M® — T," M
definieren und erhilt TS, | = T¥™ @ TCT 191,
2) Wenn F C?, C fest, a < a < b, C, := C}[aa}, so gilt in einer Karte fiir a \, a
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(beachte, dass v(t) nach SLLD S. 105 C? ist):

T (v%(0;)ay) = [vi + (@ —a)t" +O((a— a)z)} 0; =

— [ — (a — a)Tid? (a)v* + O((a — a)z)}&- € TyyM

und Fy(ay 4 (v1( 2) ) = [vi + 1, (@) (2, — 2(0)) o + O((a — a)2)}ai -
= [vl — (a — )7 (a)ok 4+ O (o — a)2)}8i € Ty M.

Somit ist T = Fy(a) 4, + O (v — a)?) fiir o\ a.

Bsp.: 1) Wenn C : t — x(t) eine C*-Kurve ist und X € 7*(M) mit
Vit @(t) = X (2(t)), d.h. C eine Integralkurve zu X, so gilt fiir t € I :

VX (0(0) = [#055 (o0) + T () (0402, = (0,

Daher schreibt man auch manchmal V2 fiir Zr. Geodéaten erfiillen in dieser Schreibwei-
se V3@ = 0. Ebenso, wenn v(t) = V (z(t)), V € T'(M), so gilt beim Paralleltransport
in 4) VxV(z(t)) = 0.

2) Fiir einen Riemannschen Zusammenhang stimmen die Geodédten der Metrik mit denen
des Zusammenhangs tiberein (vgl. S. 102). (Physikalisch bedeutet das: Die Bahnlinien
unter kraftefreier Bewegung sind lokal nach der Bogenlédnge parametrisierte Minimalli-
nien.)

Weiters ist T dann orthogonal, denn wenn X, Vi, Vs wie in 1) zu x(t), v1(t), vo(t), so ist

<X, d(g(Vi, Vz))> = Vx(9(Vi,V»)) = Verjiingung (X ® V(V; ® Vo ® g)) = 0 auf C, vgl.

S. 120 Bsp. 3), 4) und S. 121 1), (ii), und daher %g(m(t)) (v1(t), va(t)) = 0.

3) Auf einem Vektorraum V mit Standardzusammenhang ist T¢ : T,V ~ V ~ T,V
nur von den Endpunkten von C' abhéngig. Im Allgemeinen ist dies nicht so (ndheres

s. §9). Auf §? z.B. gilt in Kugelkoordinaten, wenn z(t) = (igg) und v = v”dy +v¥0,
(vgl. S. 122, Bsp. 2):

©” = sin ¥ cos ¥ ¢ v¥, 0¥ = —cot (v’ + I v¥),

wenn v entlang z(t) parallel verschoben wird.
Speziell, wenn C' der Kreis ¥ = ¢ € (0,7), (t) =t um die 23-Achse ist:

Y =sinccoscv?, U9 =—cotcv?, @’ = —cos’cv’, ¥ = —cos’cr¥ —
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(f) = (im0 ) ()

sinc

Wenn C : [0,a] — S?, so ist zgp = (sinc,0,cosc)?, x; = (cosasinc,sinasin ¢, cosc)’
und T : T,,,S* — T, S? hat bzgl. der Basen 9y, d,, die Matrix

__sin(acosc)
sinc

<cos(a cosc) sincsin(acosc)

1
) . In den ONB 0y, —— 9,, hat TC die Matrix
cos(a cos ¢) sin ¢

( cos(acosc)  sin(acosc)

. und ist also eine Drehung um den Winkel a cos c.
—sin(acosc) cos(acosc)

A

d¢
T,.S? bzw. T, S?

000‘56 T

sind dg
x?

Speziell fiir a = 27 erhalten wir T # id, obwohl 2y = z;. Dies hingt mit der Kriimmung
der Kugel zusammen, vgl. § 9.

SchliefSlich sollen noch Zusammenhénge auf Liegruppen untersucht werden.

Definition und Hilfssatz: G Liegruppe mit Einselement I.

1) a) I' € Z(G) heift linksinvariant <= VX,Y € TYG), Yz € G : Vix)l*(Y) =
*(VxY) e TYHG).

b) Z,(G) := {T € Z(G) linksinvariant }.
2) L:T;G — T,}(G) sei wie in S. 34. Dann ist

a:Z(G) — {f:T1G x T;G — T;G bilinear} ~ T ;G
I' — (ar: (v,w) — Vi L(w)(I))

bijektiv. Wenn Vo € T7G : ar(v,v) = 0, so sind die Geoddten von I' durch
t — x - Exp (vt), x € G, v € TiG gegeben und speziell ist exp; = Exp.
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Beweis: a) Da V R-bilinear ist, ist o wohldefiniert.

b) « injektiv: Wenn ey, - - , e, eine Basis in T7G ist und X; := L(e;) € T,'(G), so ist
X1, -+, X, eine Basis von T1(G) iiber C*(G) (vel. S. 36) =

VX = fiX,, Y = ¢ X; € TYG) : Vx (V) = fXi(¢))Y; + fig;Vx, X;.

DaT € Z(G), ist Vx,X; € T'(G) = Vx,X; = L(ar(e;, ¢5)) = VxY und damit
I' sind durch ar bereits festgelegt.

¢) «a surjektiv: Fiir f € T)G @ T;G®* und X,Y wie oben sei VxV = X(¢7)Y; +
f'9;L(B(e;, €;)). Dies erfiillt (i), (i) im Satz von Koszul in S. 122 und definiert daher
einen Zusammenhang I' € Z(G). Offenbar ist I' € Z;(G) und 8 = ar.

d) Wenn Vv € T7G : ap(v,v) = 0, so folgt Vv € T;G : V() L(v) = 0. Eine Integralkurve
von L(v) ist dann eine Geodite von I' (vgl. Bsp. 1, S. 125).

Nach S. 109 4) und S. 110 sind die Integralkurven von L(v), v € T;G, durch t —
xExp (vt), = € G, gegeben und daher folgt die Aussage daraus, dass Geodéten x(t)
durch z(0), #(0) eindeutig bestimmt sind. O

Bsp.: Essei G = Gl,(R). Wir wollen I' € Z;(G) mit ar = 0 bestimmen.

<0?L’")I ~ (0;03)%, 1 < 7,5 <n, bilden eine Basis in T;Gl,(R) ~ gl (R).

Die zugehorigen linksinvarianten Vektorfelder X () = L< 0 ) sind (vgl. S. 35):

r oar,
X(i):G%TG:A»—>(A, A-(0.05) ).
=(a}63)€TaGgl,, (R)
Andererseits ist in der Karte id : A — (a5) : aim ~ (61,0%) € TAG ~ gl (R) und daher
a

X(s)(A) = aﬁ” 0 0

da™ und da™ -
0 i
= <v8/8a§; @, dai2> = (wegen Vy
) .
= - AN (X ko ,da? = -
o7 ((A)5)¢ (r2)» daz) o

Wegen dA™ = —A~" - dA - A7 gilt —— ((A7)y,) = —(A71);, (A7)

—1\r (12 —
(A )mX(s) — F()(kl) =

T

—~
3w
~—

= I = —0oR (AT,

A~ AT
Das liefert (Ap)? = di! + FE% (Z;)a;i;a’,g; =d — altaft (A2 dh. Ap = A— AATYA

Geodiiten miissen A = AA~'A erfiillen und das ist fiir die Kurven t — A-eB* der Fall.
(Aufgrund der eindeutigen Festlegung der Losungen durch Anfangswert und Geschwin-

digkeit sind es die einzigen.)
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Ubungen

Ub. 8.1 (M, T) C®-Mannigfaltigkeit mit Zusammenhang, 2 € Q2(M),

AT (M) — QY (M) : T — 1 > sign(0)o(T) (vgl. S. 45),
(q + 1)‘ 0€Sq+1

(o) THM) X T(M) — Tpa (M) = ((55,); (tiredg)) > (S tigaria)-

Zeige, dass dQ = (¢ + 1)A(VQ) + ("D A((T(T), Q).
Hinweis: Verwende, dass in Koordinaten gilt

1 . OWig (1) icr q .aw»o...j....»q
(@5, = 8 sienle) 0 (- $hoay k) vy 572

s 0€Sq41 =0 8xji
Ub. 8.2 G sei eine Liegruppe.
a) Zeige, dass T'(I') € 7,,(G), wenn I' € Z)(G).

b) Zeige, dass das folgende Diagramm kommutiert:

Z(G) —  T(G):T—T(I)

S. 126 ‘2 S. 51 ‘2

Tzl,I(G) — Tzl,I(G) Do ((U,w) — a(v,w) — a(w,v) — [v,w])
c¢) Folgere unter Beachtung von S. 124 oben, dass auch

Z(G) —  Z(G):T T

S. 126 }2 S. 126 }2

1
T21,I(G) - T21,I(G) B ((an) = 5(0&(’0,11)) + a(w,v) + [an])>
kommutiert.

Ub. 8.3 a) (M,g) sei ein C*°-RR. Zeige, dass der Levi-Civita-Zusammenhang von g fiir
1
X,Y, Z € T'(M) die Gleichung ¢(VxY, Z) = §{X(g(Y, 2)+Y (9(X, 2)) -

Z(9(X,Y)) = 9(X, [V. 2)) = g(¥, (X, 2)) + g(Z,[X, Y]) } € €=(M) erfiils

Hinweis: Verwende X(g(Y, Z)) =g(VxY, Z)+ g(Y,VxZ), vgl. S. 125 und

VxZ =V,X + X, Z], vel. S. 123, Bsp. 2.

b) G sei eine Liegruppe mit linksinvarianter Metrik g und es werde ( , ) fiir das
Skalarprodukt ¢g(I) auf T;G geschrieben. I sei der Levi-Civita-Zusammenhang

von g und ar wie in S. 126. Zeige, dass fiir u,v,w € T;G gilt:

{ar(u,v),w) = %{<[u,v],w> — (v, w], u) + <[w,u],v>}
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c) Es sei speziell G = Gl,,(R) mit g(Ap) = > d(Ag'A); @ d(Ag'A)}, vgl. S. 88,
4,3

d.h. (B,C) = g(I)(B,C) = tr (BCT).
Bestimme mittels b) ar(B,C) fir B,C € gl (R).

d) Berechne FEJ%(M) fiir die Metrik in ¢) und iiberpriife die Geodatengleichung
B J2/ \ka
in Ub. 7.3 a), S. 112.
Ub. 8.4  a) Berechne die Christoffelsymbole in Kugelkoordinaten am R? mittels der Trans-

formationsformel (%) in S. 117.

b) Uberpriife, dass sich dasselbe (und schneller) ergibt, wenn man die Differen-
tialgleichung der Geoditen als Eulersche Differentialgleichung der Lagrange-
funktion L(z, 1) = g(z)(i, &) = 72 + r20? 4 r2sin® 9 $? aufstellt.

Ub. 8.5 G sei eine Liegruppe, a wie in S. 126.

a) Essei F: G xTG — TG : (z0, (z,v)) — (20, TI%* 'v) und Ty := [F] €
Z(Q). Zeige, dass 'y € Z(G) und ar, = 0.

b) Es sei C : [a,b] — G : t — x(t) C?. Zeige, dass T¢ = Fot) o) =
Ti®z@=" . »(a)G — TG und insbesondere nur von den Endpunkten
von C' abhéngt.

¢) Nun sei I' € Z;(G) und C : [a,b] — G : t — z(t) eine Geodite mit
z(a) =1, #(a) =:v € T;G und B := ar(v, —) € glx(T1G).

Zeige, dass T¢ = T1*® o e7 : T;G — T, G.

d) Speziell sei G = Gl,,(R) und I'y wie in a).

. d .
Zeige mittels Arp,(ty) = &(FA(to),A(t)A(t))(tO) (vgl. S. 115), dass

Ap, = A — AA7'A (vgl. S. 127).
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8§ 9 Der Krimmungstensor

In Analogie zu den Isometrien, welche als Isomorphismen Riemannscher Raume ein-
gefithrt wurden (vgl. S. 99), definiert man:

Def.:

1) (M;,Ty), i = 1,2, C*-Mannigfaltigkeit mit Zusammenhang.
f My — Ms heifit affine Transformation <=
(i) f Ck-Diffeomorphismus
(ii) VX, Y € TH M) : Vi) f(Y) = f(VxY) € TH(My).
(Zur Definition von f(X) siehe S. 35, 50).

2) (M ,[2A],T) C*-Mannigfaltigkeit mit Zusammenhang heifit flach <= Vo € M :
Jp € Apax = ¢ = (U, F‘U) — (V] Fl‘v) ist eine affine Transformation, wenn I'y der
Standardzusammenhang auf R" ist.

Bsp.: 1) Wenn I' € Z;(G), G Liegruppe, und = € G, so ist [* : G — G eine affine
Transformation.

2) Wenn f : (M, g1) — (Ms, g2) eine Isometrie ist, so ist f auch eine affine Trans-
formation der Riemannschen Zusammenhénge, da V durch I" und I" durch ¢g bestimmt
sind. (Genau: Wenn ¢ : Uy — V; eine Karte auf M, ist, so ist g o f eine auf M; und in

2 1
den entsprechenden Koordinaten ist g2 ;;(f(z)) = g1,4;(z) = I (f(z)) = I (r) =

2 1

Vi f(Y) = f(VxY).)

3) In einem Vektorraum V = M ist der Standardzusammenhang durch F': V x TV —

TV : (9, (z,v)) — (wo,v) gegeben (vgl. S. 116, Bsp. 1). V ist flach und es gilt
82

Fro1 © Fy oy = Fyy o, und daher verschwindet auch Re := —— [Fo) 2006 © Fr(0,4),2(5,1) ©

Fx(57t)7x(570)OF:(:(570)7:(:0](07 0)7 wenn C' [07 1] X [07 1] 7 M : (Sv t) — LE‘(S, t) ein parametri—

siertes Flachenstiick ist und xy := 2(0,0). Rc kann als Tangentialtransport entlang des
0
0,0), a—f(o,()) € T,, M aufgefasst

x
yidealisierten* Parallelogramms mit den Kanten 0_(
S

werden.

Definition und Hilfssatz: (M, ") C*-Mannigfaltigkeit mit Zusammenhang,
k>4, T =[F].

1) C, R¢ seien wie oben. Dann héngt R € Homg (T, M, T,,M) nur von I’
9] 9]
V= a—f(0,0) und w := 8_j(0’0) ab und heifit

Kriimmung von I' in v, w-Richtung =: R, ,,.
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2) T,y M x TxOM — HomR(TxOM, T, M) : (v,w) — R,, ist bilinear und da-
her R(xg) := (v u,v,w) — (v*,Rv,wu>) € Mul(T; M, T, M, T, M, T, M) =
TooM @ Ty M® =T5, M.

RT) = R: M — T}M ist Ck=3, d.h. R € T,H(M C*2—Mannigfaltigkeit) und
heifit Kriimmungstensor. In Koordinaten gilt

a 8F3b aFcb
bed ™ Pe Ox?

+ e la — Ta.le

Speziell ist R}, = —Rj,;., d.h. R ist in den hinteren zwei Indices antisymmetrisch.
3) Wenn f: (M;,I'1) — (M, T'y) affin ist, so ist f(Ry) = Rs.
Beweis: Fiir y — z € M gilt in einer Karte, s. S. 115:
Fpy: T,M — T, M : u'0; — [u' + Iy () (y — b+ O(ly — 2|*)]9;
und daher fiir s \, 0 :
Fos0)00(0'0;) = [u' — s (2(s, 0))w'u* + O(s%)] ;.

2 d

. . . . 0
Ebenso ist Fy(s 1),z(s,0)(2°0;) = [zl —tI%, (:E(s, t)) (UJ +5 v

0;

ey (0, 0)) 4+0(s%)+0(?)

und daher Fx(&t)@(&o) 9] FSU(&O)JUO (UZ&)
= |u' — sD% (x(s, 0))wju’i—tf§k (z(s, t))v7ur + st (x(s, 1)) TF, (2(s,0)) v wlu™

~~

2t

2

—stly (2(s, 1)) g o (0 0)u* + O(s )+O(t2)} ;.

2 eJ
Yy +sTh (2(0, 1)) (wj+t g ?; (0, 0))yk+0(32)+0(t2)] 0; folgt
dann: A := Fy0,4)2(s,) © F (s 1),2(5,0) © Fin(s,0),20 (1'0;) =
— | = STE (w(s, 0))wiut =t (a(s, ) v + ST (w(s, )T, (2(s, 0))v/u'u
+sT% (2(0, 1) )wiu® —stf‘;k( L 0))TE, (2(s,8)) wivlu™ + O(s?) +O(t2)] ;.
Wegen sI'; ((s,0)) = sT%, (:Eo) + O(s?) ist

Aus Fr.0),205.6) (Y'0;) =

) . ar,.
sy, ((0,1)) — Sl (z(s,0)) = st Ol (Io)vl + O(s?) + O(#?) und analog
or’,
O .
Also: A = [ul — tP;k(Io)’l}juk + st{

( o)w! + O(s?) + O(t?).
o,
Ox!

tr (z(s, 1)) = tT (o) + st

(20) (wiubovl — viuFw!)+
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1% (o) T, () (v w'hu™ — wjvlum)} + O(s?) + O(t?) | 6.

SchlieBlich liefert Fl, ,o.(£'0;) = [€' + tF;k(zo)vjfk +O(t%)]8;, dass Fyq 400A = u'0; +
ore, — ore 0

stRo(u) + O(s?) + O(t?), wobei Ro(u) = ubvcwd{ %dcb - 8be +Tere, — Fgef‘ib} e

Daraus folgen 1) und 2). Wenn f affin ist, bleiben I, und damit R, erhalten. O

Der Kriimmungstensor kann auch (weniger anschaulich) mittels der kovarianten Ablei-
tung definiert werden (vgl. S. 123 fiur 7'(I")):

Hilfssatz: (M, ") C*-Mannigfaltigkeit mit Zusammenhang, k& > 4. Dann gilt fiir R(T) €
T (M C*2-Mannigfaltigkeit)~ (s. S. 49)

~ T TY (M) x TY(M) x THM) — T*(M C¥2) : T C*=*(M)-trilinear} :
VXY, Z e THM) : RT)(X,Y,Z) = Vy(VzX) = Vz(VyX) — VyzX.

Beweis: Beide Seiten der Gleichung héngen fiir zp € M nur von den Werten von
X, Y, Z auf einer Umgebung von z( ab. In Koordinaten ist:

Va.(Vo,0) — Vo,(Va,05) — Vo, 040 = Va,(I'y0a) — Vo,(I'4,0.) =

org, ore o Te o e
= { oxc - Oxd _'_Fcerdb _Fdercb aa'

Wenn wir noch zeigen, dass
T(X, YV, Z) = Vy(VZX) - Vz(VyX) - V[yz}X

CF=Y(M)-trilinear ist, sind wir fertig.

Wegen ny(VZX) = ny(VZX), Vz(nyX) = va(vYX) + Z(f)VyX und
V[fyz}X = Vf[yz}_z(f)yX = fv[y,z]X — Z(f)VyX ist T'in Y Ck_l(M)—linear. Aus
Symmetriegriinden ist T auch in Z C*~!(M)-linear. SchlieBlich ist

Vv (V2 fX)=Vy(Z([)X+[VX) = [Vy V2 X+Y (/)VX+Z([)Vy X+Y (Z(f) X
und daher T(fX,Y, 7)) = fT(X,Y, Z). O

Bsp.: G sei eine Liegruppe und I' € Z;(G) mit a = ap € Ty ;(G) wie in S. 126. Dann

ist R(I") € 734(G) nach 3) in S. 131. Es geniigt also R(I")(I) € Ty ;(G) zu bestimmen.

Fiir u,v,w € T;G gilt:

R(D)(1)(u,v.w) = R(D) (L(w), L(v), L{w)) (1) =

= (Vi) Vi L(w) = Vi VieL(w) ,

= (ViwL(a(w,u)) = Vi L(av u%) = Vo) L(w)) (1)
v
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Nun konnen wir auch die flachen Raume charakterisieren:

Satz (M,T") Ck-Mannigfaltigkeit mit Zusammenhang, k& > 4. Dann gilt:
M flach <= T'(I') = 0 und R(I") = 0.

Beweis: “ =" folgt daraus, dass der Standardzusammenhang eines Vektorraums ver-
schwindende Torsion und Kriimmung hat.
“e="a)BEsseizge M, o: U —V:zx+— (2! - 2" geoditische Normalkoordi-

naten bei zo, X := %0, € T'(U). Dannist Vx X = 27V, (2%8)) = 270;+ 27 2T (2)0;;
nach S. 106 c) ist Vi : Vo € U : /2T, (z) = 0 und daher Vy X = X,
b) Wegen R(I") = 0 gilt (vgl. S. 132):
VXVan - VajVXX = V[X@j]X; [X, 8]] = —@(:E’“)@k = —8j
- Vx(Van) = Van — Van = 0.
Van = Vaj (xkﬁk) = 8]- + xkF§k8,

= 0 = Vx(0;+ zkf§k8i) = 12"Vp,0; + X(xkf§k)8i + zkfﬁzlvaﬁm

= [X(2*T%) 4 2T, + 2* 072/, ] 0;.

Wegen T(T') = 0 ist f} := 2T, = 2"}, € C**(U)

— Vij X(f) = S~ fuf | | |
Fiir v € R" sei z(t) die Geodéite mit 2*(t) = v* - t und a}(t) := tf¢(x(t)). Dann ist a! =
aft . . . . 1 .
tot = (@) + [ (2(0) = X () (®) + [3(2(0) = = (2(0)) ;" (2(1) = =5 ahaf’s

. . 1
d.h. fiir A(t) = (a(t)) gilt A= —3 A2,
Die Losungen dieses Differentialgleichungssystems sind analytisch fiir ¢ > 0. Wegen

Fiwo) = 0 gilt: 3ty : V0 < t < to : [|A@®)|| < %t. Daher || A(t)]| = HftA(s)st/SQH < 2
0

und induktiv A(t) = 0 fiir 0 < ¢t < ¢y und damit auch in der ganzen Karte. Das ergibt
Vo, X = 0.

c) Wegen T'(I') = 0 ist Vx0; — Vo, X = [X,0;] = —0; (s. S. 123)

= Vj:Vx0; =0. Mit R(I") = 0 folgt:

Vo, Vx0, —VxVy,0k = Vig, x10k = Vo,0r = I',,0;
0

— 10,0, = Vx(T0:) = X(Ti)0: + TV O
— Vi, j, k: X(I%) = -k, —2'T73T .
Wieder sei v € R" und z(t) die Geodite mit z*(t) = v*t und b (t) == tT%, (x(2)).
. U
Dann ist b = —% b, b5y, und mit demselben Argument wie in b) folgt Vo € U, Vi, j, k :

I (x) = 0, d.h. M ist flach. O
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Im folgenden betrachten wir hauptséchlich den Kriimmungstensor fiir einen Riemann-
schen Zusammenhang. Wenn g = g;; dz’ ® da? eine Riemannsche Metrik in Koordinaten
ist, so gilt:

G, _ g, 1 as{ 9 <8gsd 89}/ agdb)

oze 0zt 27 oz \ ozt " i

099 0gsc  O0gap dg* . 0¥
al’d ( /+ - + = gserdb - W gsercb-

Pz Oxb Ox Joxe
9(9"°gse) _ 99 09se
W 0= se g*® folgt:
egen Dpe i Jse T Dre olg
a _1 as 82gsd i 8gbd i 82950 + a2gbc i
bed = 59\ 9ubdre ~ Brsdrc  0zb0xd | Ors9rd
8-936 asTe agse as e e a Te
e I LG, + Hpd I e + 1 lg — 115,

s 09sc 1 (0gsc | Ogs 0gce 09se s o
Wegen I'?, — g D 59 ((%e ’%;/ o e ) = 9 ges L, ergibt sich

schlieBlich fiir den rein kovarianten Tensor R := gR € T,(M), d.h. Raped = Gas Ry

s _1 a2gad o 82gac + a2gbc N a2gbd
abed = 0xboxc  OxbOxd  OxeOx?  Oxedxc

) T oy (5T, — T5rL)

Dies zeigt, dass Ruped = Regay. Von frither wissen wir bereits, dass Rupeq = — Rapde, d.h. R
ist sowohl in den 2 vorderen als auch in den 2 hinteren Komponenten antisymmetrisch.
Daher ist fiir z € M R(z) durch die folgende symmetrische Bilinearform auf A%(7,M)

festgelegt: R(x) : A2(T,M) x A(T,M) — R
(t ANu,v Aw) — R(x)(t, u,v,w).
1
Wir betrachten A?(T, M) als IPR mit der Metrik G(z) = §A2 (9(z)), d.h. (vgl. S. 90):

G(z)(t ANu,v Aw) = det (5((2”?) 5&:23) :

Da eindimensionale Riemannsche Rédume flach sind, untersuchen wir als erstes den Fall
dim M = 2. Dann ist A?(T,M) eindimensional = 3K € C*3(M): R=K -G.

Def.: K heifit Gaufl’sche Kriimmung der Flache M.

R .
In Koordinaten ist K = — 212 _ — Ris12/det (g).

911922 — 9%2
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Falls g;;(zo) = 0;; und 091 (o) = 0 (z.B. geodétische Normalkoordinaten bzgl. zg), so

Ok
02 1 92 10
folgt aus der obigen Formel fiir R, dass in zp gilt: K = 8x1%;2 T2 azg;)l 2 ( 0:);(] 2)2

3 . .
Bsp.: 1)r >0, S2:= {z € R®: |2| = r} mit der Metrik > dz’®da?, d.h. mit der von
i=1
R3 induzierten Metrik. Da Drehungen isometrisch sind, erhalten sie R und G und ist K
konstant. Es geniigt also, zy = (0,0, r)T zu betrachten. In der Karte z — (2, 2%)7 ist

vl ..
e = 1,2 (vgl. auch Ub. 7.2, S. 112) und daher die Bedingung oben
P g1 (z0) 1

erfiillt. Also ist K = ESY Ty) = ol

2) Ebenso ist K fiir die Poincarésche Metrik
D={zeR:|z] <1}, g=(1— |z ) de ® dz’ (vgl. S. 103) konstant. In 0 ist

Gij = 52’]’ +

die Bedingung oben wieder erfiillt und daher
1
K= =5 A= o)), = —§A< +2la? + 0(|g;|4))} = —4. Somit ist (D, g)

eine Fléche mit konstanter negativer Kriimmung —4.

Erinnerung: Fiir eine in R?® eingebettete Fliche M wird die Gaufi’sche Kriimmung
gewoOhnlich als K = k1k9 definiert, wobei k; die Kriimmungen der Hauptnormalschnitte
sind, d.h. wenn oEdA zy = 0 und M bei zy durch 2* = f(x!,2?) mit £(0,0) = 0 =

§f1 (0,0) = gfz (0,0) gegeben ist, so sind k; die Eigenwerte der Hessematrix
0*f 0*f
12 19,2
I T )

Oztox?  (02?)?

3
Andererseits gilt fiir die von Y dz' ® dz® auf M induzierte Metrik g bzgl. der Karte

=1
o of of . AT )
T — <z2) : Gij = Oij S Dl 1,7 = 1,2. Daher ist die Bedingung oben erfiillt und

| @ [of of 1 02 of\\ 1 &? af \?
K(xo) = _8x18:c2 <8x1 83:2) 9 (8:61)2(<@) ) 9 (022)? ((%) )](0)

B [ 82f 82f 82f 2 an 2 B
(Ox1)? ' (0x2)? + (8:B18x2) _2<W) ]( ) = det A = k1rp.

Dies zeigt, dass die beiden Definitionen iibereinstimmen und insbesondere, dass k19 nur
vom RR (M, g) abhéngt und unter Isometrie erhalten bleibt, das sogenannte “Theorema
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egregium” von C.F. Gauf8. (Fiir eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit ¢ : M <— R™

ist { i } fiir n { gerade } durch (M, 7*(Y da? ® da’)) bestimmt. )
j=1

|1 Kl ungerade

Zum Versténdnis der Kriimmung auf nicht eingebetteten Fliachen ist der folgende Satz
wesentlich:

Satz (M, g) 2-dimensionaler C*-Riemannscher Raum, k >4, 2o € M, 0 > 0.

Dy(zo) == {z € M : d(z,x9) < 0}, Sy(z0) := {& € M : d(z,x9) = o}. Dann ist fiir
kleines o S,(g) eine eindimensionale C*~2-Mannigfaltigkeit.

Wenn U (p) := / Qg und F(g) := / Q,, so ist U(p) bei 0 C*2 und in 0 C*~' und

Sp(zo) Do (z0)
F(p) bei 0 Ck~! und in 0 C* und es gilt:

F(o) = o — o' T 4 ofg1), 0,0, und
Ulo) :F(Q)/:Q'QW—Q?’L(IO)ﬂLO(Qg), o\ 0.

3

Beweis: ¢ : 2 — §2 seien geodétische Normalkoordinaten. Dann ist fiir g klein

genug (s. S. 106): D,(z0) = {z : |p(z)] < o} und S,(z0) = {z : |p(z)| = o}.
Insbesondere ist S,(zg) eine eindimensionale CF~2-Mannigfaltigkeit diffeomorph zu S'.

Q = V/detg dz*dz? = F(p) = [[ /det g da'da?®.

|z|<o

In Polarkoordinaten r, ¢ ist g = dr @ dr + r?h,(r) dp ® de (vgl. S. 107), d.h. F(p) =
27 0
[ [ r\/hy(r) drde, U(e) = F(o)'. Wenn man r, ¢ durch a',2? ausdriickt, ergibt sich
00

) ()

2 ®2 )
: dz' ®

1 ®2 1
g= x?dzzljtx?d:ﬁ +r2h¢(r)<——dx + — dx) _ @)

2\2 1\2 1 2
art ¢ AL 202 2 (1) a1 o 4 @), Speiel s

cos? p+h,(r) sin? p = g1 (7 cos p, rsin @), sin? p+h,(r) cos? p = g (r cos <p, rsin @) und
daher hy,(r) C*2 bagl. (r,¢), h,(0) = 1, hl,(0) = 0. Das gibt gio(x) = z'2*(—31/(0) +

r

a2
o(r)), d.h. Vo 1 h7(0) = —Qng;(SL’O). Wegen hr2(r) = g11(0,7), ho(r) = ga2(r,0)
%912 1 %1 1 9% gas 3
folgt K = — —— =—="n! 1.S. 1 .
olgt K (x¢) Dl (o) 5 (8:62)2(550) 2Ol )? 5 (20) hso(()) (vgl. S. 135 oben)
h!’ (0
Das liefert \/h =1+ Soi ) 2 +o(r?)=1- K(6 0) 72 + o(r?) fiir r \, 0 und damit
das Ergebms. ([

Bsp.: AufS?ist S,(zg) ein Kreis mit Radius sin o, d.h. U(g) = 27 sin o, F(g) = Fliche
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o
einer Kugelkappe = [U(t) dt = 2r(1 — cos ). Aus U(p) = 2msinp = 2mp — g 0%+ 0(0%)
0

erhalten wir K = 1. Ahnlich kénnte die Kriimmung der Poincaréschen Metrik mittels
Ub. 6.2, S. 96 berechnet werden.

Schliefllich untersuchen wir noch, wie die Metrik g aus der Gaufi’schen Kriimmung K
bestimmt wird. In geodétischen Polarkoordinaten (s. S. 107, Bsp. 2) ist
10
gi1 =1, g12 =0, goo =: f und daher I'}; =T}, =13 =0, ['}, = —5 a—fl’
x
1 of 1 of

r2, =~ 9 pg - 9
277 9f gx1” "2 2f 022

. 1 0%f 1 /af\? 1 -
31212=—§W+H(%) undK:?nglz.

0
Wenn wir 22 festhalten, ergibt sich eine gewohnliche Differentialgleichung ( " ) :

ox!
2f f" — 2+ 4K - f2=0bzw. /" + K/f =0, VF(0)=0, /F'(0)=1.
Fiir K = 1 = const. hat dies die Losung f = sin?(2'), was zur Metrik dv ® dv +
sin?¥dy ® dp der Kugel fithrt. Man sieht auch, dass die Funktionen Rig1s bzw. K
beliebig vorgegeben werden diirfen. Das ist fiir n > 3 falsch, vgl. die Bianchi-Identitét,
S. 138.

Die Formel in S. 134 liefert dann

Als néchstes befassen wir uns mit dem Fall n = dim M = 3.
Dann ist dim 7, M = 3. Allgemein, wenn (V, g) ein dreidimensionaler euklidischer Raum
ist, so ist

«: A2(V) A—%( : A(V*) =5 AL(V) =V,
2(g
vgl. S. 92.

Eine symmetrische Bilinearform R auf A2(V) ergibt also eine auf V und damit ein R
auf V' :

]‘% VXV —R:(vw) — Ji’(*_l([vﬂ])a*_1([71’70]))7

wobei 0 € O(V) beliebig ist. Wenn ey, e, €3 eine ONB in V, e, e?, 3 die duale Basis in
V* o= [e' Ne? Ae3], soist A2(V) —= V :e;Aeg — es, 0], eal\ez — [ey, 0], esNey —

[e2, 0] und daher R(e;, e;) = R(ei11/A€ita, €541 /\~ej+2), wenn ey 1= € und e; := e5. Wenn

R € V*** durch R(ea,eb,ec, eq) = Rypeq und R durch R(t Au,v Aw) = R(t,u,v,w)
gegeben sind (vgl. S. 134), so erhalten wir in der Basis ey, e3, e3 und daher auch allgemein

— g _ ,ac ) _ 17
Ri; = 5 591 ~ Tijs wobei 7;; = g% Rgic; und s = gr;.

Dies fithrt zur
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Def.:

1) (M,T) C*Mannigfaltigkeit mit Zusammenhang, k > 4, R = R(T).
r = Verjiingungy(R), d.h. r;; = Rj,; heifit Ricci-Tensor.

2) (M,g) C*RR, k > 4, T Levi-Civita-Zusammenhang von g.

s := Verjiingung (g~ 17’) d.h. s = g"r;; heifft Kriimmungsskalar.

Bsp.: 1) Im Fall n = 2 gilt Raped = K (Gacvd — Gadage) (8- S. 134) und daher
bea = K(02Gba — 04gne); Tij = K(059i5 — 059ia) = Kgij, dh. r =K - g, s =2K.

IR%4

2) Im Fall n = 3 konnen wir nach dem obigen R durch R und damit durch 7 und s
ausdriicken. Nachrechnen in der Basis ey, e, e3 ergibt:

~ 1
Rabcd = Gac"vd — YadTbc + Gvd"ac — GbcTad — 5 S(gacgbd - gadgbc)

Wir untersuchen als nichstes, wie im Fall n = 3 die Metrik g durch R bestimmt wird.
Wenn wir, wie in S. 137 fiir n = 2, geodétische Polarkoordinaten verwenden, so sind
noch die 3 Funktionen gs9, g23, g33 unbekannt. Die Formel in S. 134 liefert dafiir 6 par-
tielle Differentialgleichungen 2. Ordnung mit linker Seite

Rupea, abed € {1212,1213,1223, 1313, 1323, 2323}.

(Die iibrigen ergeben nichts Neues, vgl. auch S. 137.) Diese Differentialgleichungen sind
nicht voneinander unabhéngig. Dies liegt daran, dass die Ry, aufgrund der Vertausch-
barkeit der 2. Ableitungen von F;k die folgenden Differentialgleichungen 1. Ordnung
erfiillen miissen:

Lemma (Bianchi-Gleichungen) (M,T") Ck-Mannigfaltigkeit mit Zusammenhang,
k>4, R=R() € T} (M CF2-Mannigfaltigkeit).
Dann gilt Va,b,c,d,e: V. R}, + V R, + VaRL. = 0.

Beweis: Wir rechnen in geodétischen Normalkoordinaten bzgl. xy € M.

Dann gilt in zq (s. S. 131): 8;2’? + 8§bfe + 8812)56 =
x

Ly L | opn Py ey oy
@&/ dxe  Oxedgd ﬂ;/z/ dxd  QaOxe 0:)3d&Q iy Eran

Auflerdem gilt noch eine algebraische Identitét:

2 31

o M) — THM) T (o (o, 0,w) — T(e)(w,0,w,0))
eM eTxM €T M

Lemma (M, T) C*-Mannigfaltigkeit mit Zusammenhang, k > 4, o = <1 2 3) € 9s,

138



S:=id+o+c*: TH(M) — T} (M). Dann gilt:
S(R(T)) = S(VT(T)). Speziell ist S(R(T')) =0, wenn I' symmetrisch ist.
Fiir einen Riemannschen Zusammenhang ist R(I") bereits durch die Angabe von

1 /n2 1 n=2
6 < 5 ) = 6 : n=3 Komponenten bestimmt.
20 : n=4

org, ore
Beweis: In Normalkoordinaten ist Rf , = —% — 3 Cdb und daher
xC

r

ore ore or¢ ore ore ore
I ¢ _ pa a a db cb be dc cd bd

S(R( )) Fiea + Ry + Hape oxe Ox? + oxd oxb + Oxb Ox¢

S(VT(T )) . Daher ist S(R( )) =S(VT()).

Im Rlemannschen Fall ist R bereits durch die Angabe der Rabcd mita < b, c<d, a<c

bestimmt. (Dies sind 3(5)((;) + 1) Komponenten.) Die Identitét S(R( )) =0, dh.
Rabcd + Racdb + Radbc = 0 liefert fiir b = ¢, b = d oder a = ¢ nichts Neues. Wenn a <
b<c<d,soist Rabcd = Racbd Radbc, d.h. durch die anderen Fille (d.h. a <c<d <b

bzw. a < ¢ < b < d) festgelegt. Daher sind hochstens

()T -

Komponenten von R unabhéngig wihlbar. U

Um die Kriimmung im Fall n = dim M > 2 zu interpretieren, fithren wir sie auf den Fall
n = 2 zuriick.

Definition und Hilfssatz: gV endlich dimensionaler Vektorraum, 0 < k < dim V.
Ge(V) :={W <RV :dim W = k}. Dann ist

i: Ge(V) = P(A®(V)) : g{vy, -+, 0p) — [v1 A - - A ] wohldefiniert und injektiv.
(¢ heifit ,,Pliickersche Abbildung*).

Beweis: i wohldefiniert: Wenn g(vy, - -, vx) = r(v], -+ ,v}), s0 ist v} = ajvl,
det(a}) #0 = vi A--- ANvp =det(al)vy A Awg, [V A= Av]=[or A Ayl
i injektiv: W = g(uvy, - ,05) # g(v],- - ,vp) = F* € V' (v),v*) = 0 und

oEdA (vy,v*) # 0. Dann ist dim(kerv* N W) = k — 1. OEdA vy, -+ ,v; € kerv* =

Vog, - up e Vi (vp A Ao (0%, 05, -+ - i) = 0 aber (Ul/\~-~Avk)(v*,U§,-~- RIS
(v, V) (Vg A -+ - Awg)(vs, -+ -, vf) # 0 bei geeigneter Wahl der v3, - - -, vj.
Also ist [vg A -+ Awvg] # [o] A=+ A vl O

Bemerkung: Entsprechend Ub. 1.7, S. 14, ist G,(V) eine k(n — k)-dimensionale C*-
Mannigfaltigkeit, eine ,, Grassmann-Mannigfaltigkeit“. Dann ist ¢ sogar eine Immersion.

Fiir & € M ist R(x) durch die symmetrische Bilinearform é(aj) s N2(T,M)XA*(T, M) —
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R bestimmt, vgl. S. 134. Ji’(m) ist durch die Werte auf der Diagonale und hier schon durch
die Werte auf der Einheitskugel bzgl. G(x) festgelegt. Anders gesagt:

R(m) : P(A2(TmM)) — R: [ \w/ ] |
€A2(T, M)

bestimmt bereits R(x). Der nichste Satz zeigt, dass zur Kenntnis von R(z) bereits
R(m)‘QQ(T Ay Seniigt, Hierzu benétigt man das 2. Lemma in S. 138.

Definition und Satz: (M, g) C*-Riemannscher Raum,
Go(M) :={(z,W):x € MW € Go(T, M)}.

R(z)(v1 A va,v1 A vg)
G(x)(v1 A vg,v1 A vg)

K:G(M)—R: (x,R(vl,v2>) —

heilt Schnittkriimmung. Es gilt:

1) Wenn (M, g1), (M, go) C*-Riemannsche Riume und x € M mit g;(x) = go(x) und
VW € Go(T, M) = Ki(x, W) = Ky(x, W), so ist Ri(z) = Ra(x).

2) Wenn (M, g) C*>-Riemannscher Raum, zq € M, W € Go(T,, M), so ist K(xq, W)
die Gaul’sche Kriimmung im Punkt xo der C*~2-Fliiche (N,i*g), wobei
it N = {z,(t) : v e W, g(zo)(v,v) <€, [t| <1} — M, € klein und
z, =[Geodéte in M mit x,(0) = xo, 1,(0) = v].

Beweis: 1) Unter den gegebenen Voraussetzungen gilt fir X = Ry(z) — Ry(z) €
TrM® Yoy, vy € TyM @ X(vy,v9,v1,v9) = 0. Da fiir festes v € T,M X(v,—,v,—) €
T M®? symmetrisch ist (vgl. S. 134), folgt: Yoy, vq,v3 € Tu M : X (vq,v9,v1,v3) = 0. Das
impliziert Vv, vg,v3,v4 € Ty M @ X(v1,v9,v3,v4) = —X(v3,v2,v1,v4) und daher ist X
alternierend, d.h. X € AY(TrM). S. 138 ergibt 0 = S(X) = 3X, d.h. X =0.

2) Es seien vy, vy eine ONB von W und ¢ Normalkoordinaten bei zy mit cp(a:vl(t)) =
(t,0,---,0)" und p(z,,(t)) = (0,£,0,---,0)T (s. S. 106).

Dann ist N = @‘1({(331,:52,0,--- ,0) ¢ (2h)? + (22)? < 62}> eine C*~2-Fliche. Fiir
v e W, glzg)(v,v) < €% ist x,(t), |t| < 1, in N und dort eine Geodite, da x,(t)
stationdr bzgl. (x, ) — g(z)(&, &) ist. Also liefert gp} v geoditische Normalkoordinaten

02 1 0° 1 02
auf N und hat N in zy die Kriitmmung i(a:o) ~ 3 ﬁ(zo) ~ 3 ﬁ(zo) =

) Ox'0x?
élglg(l'o) = é(l’o)(@l N 82, 01 N 02) = K(ZL’Q, W) D
Bemerkung: Wenn vy, v, eine ONB in W € Gy(T, M) ist, so ist
K(SL’, W) = R(I)(Ul, Vo, V1, Ug), da g(.ﬁ(:) (’UZ', Uj) = 6@']’ und fOlghCh G(ZL’) (’Ul /\Ug, U1 /\Ug) =1.
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Bsp.: Fir M = S" mit der Standardmetrik ist V(z, W) € Go(M) : K(x,W) =1,da N
wie oben ein Teil der zweidimensionalen Kugel S*N(W +Rz) (wobei W < T,S" C R"™!)
mit Radius 1 ist.

Def.: (M, g) C*-Riemannscher Raum.

1) xo € M heifit isotrop <= K ‘g (T M) ist konstant.
1SOLOp v

2) (M, g) heifit isotrop <= Va, € M : xq isotrop.

3) (M, g) hat konstante Kriimmung :<= K : Go(M) — R ist konstant.

Bsp.: 1) Jeder zweidimensionale Riemannsche Raum ist isotrop.
2) S™ hat konstante Kriimmung K = 1.

Satz 1) (M,g) C*-Riemannscher Raum, zy € M isotrop, K‘g ey = K.
0

M)
Dann gilt: R(xo) = KoG(xy).
2) (Ein Satz von Schur) (M, g) C*-Riemannscher Raum, dim M > 3.
Dann gilt: (M, g) isotrop = (M, g) hat konstante Kriimmung.

Beweis: 1) Wenn X € T M®* mit
X(Ul, ce ,’04) = R(l’o)(vl, s ,U4) — K(]G(Ul A Vg, U3 A ’04),

so folgt aus dem Beweis in S. 140, dass X = 0.
2) Nach 1) gilt fiir isotropes ¢ : R = K (x)G, d.h.

bea() = K (2) (02 gpa(x) — O3gne() ).

-~

—-—a
=:Gyeq

In geoditischen Normalkoordinaten bei zq ergeben die Bianchi-Gleichungen (s. S. 138)
in xg :

0K 0K — 0K

a e Gbcd a c dee or a-.d Gbec
Verjiingen iiber a und e liefert in xg :
oK 0K 0K 0K 0K 0K
0 = %gbd— @gbcﬂL%gbd—na Cgbd+na dgbc—@gbc
— (2 _ n) a_K — a_K
= e 9bd 9l Goe |-
0K

Wegen n > 2 folgt mit b=d # c¢: e =0, d.h. K = konstant. O
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