Kapitel 1II: Grundlagen

3.1 Quasilineare partielle Differentialgleichungen 1. Ordnung

T
0
Schreibweise: 0; .= —, z=| : | € R™
5’xj
Tn
Def.:
c1(z,u)0iu+ - -+ cp(z,u)0pu = g(x, u) heiBt quasilineare Differentialgleichung 1. Ord-
nung. Wenn ¢y, ..., ¢, von u unabhingig sind und g(z,u) = a(x) + b(x)u, so heit sie linear.

Wenn g = 0, so heifit sie homogen.

Bemerkungen: 1) Eine homogene, lineare Dgl. 1. Ordnung ) ¢;(x)0;u = 0 wird also durch
j=1

c1(z)
c(x) = : , x € V C R" offen, gegeben. In der Differentialgeometrie entsteht diese

()
Situation nach Wahl von Koordinaten auf einer C'~Mannigfaltigkeit M, d.h. W C M offen,
r : W=V C R" In diesem Abschnitt verwende ich daher die Summenkonvention und
schreibe die Indizes bei x und bei Vektorfeldern in der Hohe. Somit gilt fiir X € 7'(M) auf

W:X= cj% = /9, und die Dgl. schreibt sich X (u) = cj(x)% =0 fiir u € C'(M).
x x

2) Wenn X (u) = 0, so ist u i.A. bereits durch seine “Anfangswerte” auf einer (n — 1)-—

0
dimensionalen Hyperfliche festgelegt. Wenn z.B. X = 9y, so ist X(u) = 0 < a_u1 =0<=
x

uw(x) = u(0,2%,...,2") = up(2?, ..., 2"), d.h. u durch seine Werte auf 0 x R"~! festgelegt. Die
allgemeine Situation kann auf diesen Fall reduziert werden. Dazu zunéchst eine Wiederholung;:

Satz iiber die lokale Losbarkeit von gewdhnlichen Differentialgleichungen (SLLD)

V CcR"offen, ¢: V — R" sei C%, ¢ > 1, & € V. Dann:
Je>0:VECTV mit |€ —&| <e:Tae: (—e,6) — VT,
sodass

(a) 2¢(0) =¢
A(b) Vit mit [¢| < e:de(t) = c(ze(t))



Ac) (—ee) x {€€V 1§ =&l <e} — Vist C.
(t,§) — we(t)
z'(t)
Bemerkungen 1) z¢(t) = : ist also die Losung des Differentialgleichungssystems
z"(t)
i (t) = ¢ (x*(t),...,2"(t)) und 27(0) = &.
2) Lipschitzstetigkeit von ¢, d.h. 3C > 0 : |¢(&) — ¢(&)| < Cl& — &] fiir & bei & wiirde

anstelle von ¢ € C' auch geniigen. Stetigkeit von ¢ wire zu wenig, um die Eindeutigkeit (3! z¢)
zu sichern: Va > 0 16sen z(t) = 1(¢ — a)? die Differentialgleichung z(0) = 0 und & = ¢(z) fiir

. . _fsis>0 .
c=+/|z| (wobels+.—y(s)-3—{018§0 fir s € R).

Satz und Definition:
X = d(z)0; sei ein C*~Vektorfeld auf V' C R™ offen, £ > 1. Dann gilt:

1) 3U C R x V offen mit U D {0} x V und
JF U — V(€ — F(t,€) C* sodass
(a) V&€V F(0,§) =¢

AD) V(€ eU: 8Fg; o _ c(F(t,)).

In einer Umgebung von 0 x V ist F' eindeutig und heifit Fluss(abbildung) zu X. Die
Kurve t — F(t,&) = w¢(t) heift Charakteristik oder Integralkurve von X durch &.

2) Eine (n — 1)-dimensionale C'-Untermannigfaltigkeit A von V heifit nicht-charakte-
ristisch <= V¢ € A ist die Charakteristik durch £ nicht tangential an A, d.h.
VEe A:c(§) € T:A.

3) Wenn A C* und nicht-charakteristisch ist, ug € C*(A) so 3!C*Losung u von X (u) =
0, u|A = ug lokal bei A, und w ist gegeben durch u(F(¢,€)) = uo(€) fiir £ € A, ¢ klein.
Bild:

24

o/.V/X'./_'

13 Charakteristik durch &,
konstanter u—Wert.
t 1




Beweis 1) Setze F'(t,&) := w¢(t) im SLLD.

3) Wenn A nicht-charakteristisch ist, so ist bei

So€EAF: (—ee)x{€A:|{—E&|<e} — V umkehrbar,
(t,§) — F(t,€)

denn det (JFp)(0,&) = det(%]; Si ,...,gj)(@ &) # 0, da aa—F(O &) = ¢(F(0,&)) =

c(&) € Te, A = <§F2 (0,&), . glz (0, §g)> wenn y*, 2, ..., y" Koordinaten auf V bei &

sind, in denen A durch y! = konstant gegeben ist.
Also ist u durch u(Fy(t,€)) = uo(€), € € A, wohldefiniert bei &.

SchlieBlich gilt fiir £ € A und x = (t £):

d d (9F .
Umgekehrt gelesen liefert das, dass X (u) = 0 die Gleichung u(F(t,£)) = konstant bzgl. ¢
impliziert, und daher ist u eindeutig bestimmt lokal bei A. U

Bemerkungen: 1) X(u) = 0 bedeutet also, dass u konstant auf den Charakteristiken ist.
Wenn wir bei & € A 2t :=to Fy', 22 :=y?o F;', ..., 2" :=y" o Fy " als neue Koordinaten
verwenden, so ist mit n = F(s,§), £ € A, auch F(t,n) = Fo(s + t,£) (aufgrund der Eindeu-
tigkeit in SLLD) und daher

s+t
(P ) = 2(Fo(s + 1,6)) = yi@ |
y"(€)
X(n) = [t — F(t,n)] = (%)n, vel. S. 1, Bem. 2.

2) In den Koordinaten 2/ kénnen wir auch leicht das folgende inhomogene Anfangswert-

0
problem losen: X(u) = g(z,u) /\u‘A = uy <= a—:l = g(z,u /\u’A = yy <= V( =
(22,...,2") € Alist uc(t) :==u(t, 2% ...,2") die Losung der gewdhnlichen Differentialgleichun-

gen ue = g(t, 2%, ..., 2" u¢) mit ue(0) = up(C).

3) SchlieBlich kann man den quasilinearen Fall leicht auf den linearen zuriickfithren: Wir be-

trachten u als (n + 1)-te Variable 2" und setzen X := Z Iz, u)0; 4 g(x,u)0nyq im RETL.
=

Wenn U(z,u) eine Losung von X (U) = 0 ist mit U(f,uo(f)) =0, £ € A, und u(z) durch
Auflésung von U(z,u) = 0 nach u um (50,%(50)), & € A, entsteht, so ist u(§) = up(§) fiir
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2

€ Abei §und mit V= | ¢ | gilt
871
0=V [U(x,u(m))] = (VU)(z,u(x)) + g—g(x,u(x)) -Vu(x)
und 50
0 = X(U):<c(x,u),VU>+g(x,u)%:

_ aa_[i( — {c(z,u), Vu) + g(, U))?

d.h. die Differentialgleichung ist erfiillt, falls Z—U (x, u(m)) # 0. Letzteres ist der Fall, wenn wir
u

2.B. U(€,u) = u—ug(€) fiir € € A, u bei ug(€) vorschreiben. Dann ist A eine Umgebung von
{(5, w(€)) € € A} in A x R und daber 7 (g))fl — T:A x R und A nicht-charakteristisch
;U0

= Ve A (& up(§)) ¢ TeA. In diesem Fall nennen wir (A, ug) nicht-charakteristisch.

1

Beispiel Ich schreibe hier ¥ = (i) statt x = (;) und Ez (g) , Y1, Y2, 21, 2o statt

52 (é;) 7y17y2721722'

1) Die Differentialgleichung sei yo,u + xdyu = 0, d.h. ¢(Z) = (i) ; die Charakteristiken

FA(t) = (1) exfiillen #(0) = € und #(t) = @2’3) _ (‘1) é) #(t):
N

B
I B
2k t2k BQk-‘rl t2k+1
BQZI — _’—‘t = Bt = = _ —
Tell) == 2 = 2 e T @R ¢

n=0 T k=0
B . g (§cht+nshE = .2 (€
= (cht-I+sht-B)¢ = <ncht—|—§sht = F(t,£), wobei £ = 0l

Die Charakteristiken sind also Hyperbeln, z.B. E = (g) — fg(t) =a (zﬁ i) liegt

auf 22 — 42 = a® und € = (2) = Tgt)=1b ((S:Ei liegt auf y? — 2% = b%; auch der

Ursprung und y = £z sind Charakteristiken. Auflerhalb des Ursprungs sind die z— und
y—Achse nicht-charakteristisch.



Bild:

yoattelpunkt*

Wenn A = (z—Achse) \ 0, so ist z.B. y1 =y, y2 = =,

Fy:Rx A—R*: (&) —> <§$§) B @)

— 1 =t= arth<g>, 29 = & = sign (z)+/2? — y?; das sind Koordinaten in
x
{(z) :|z| > |y|} und dort gilt X = yd, + 0, = . (vgl. Bem. 1, S. 3) und
21

X(u) =0, u‘A = ug <= u(z1, 22) = up(22), d.h. u(z,y) = uo(sign (x)\/x? — y2)
ou

2) a) Wenn yd,u+zd,u = u?, u(z,0) = ug(x), so losen wir zuerst 5 u?, u(0) = up(22)
21
(vgl. Bem. 2, S. 3).
d 1 1 1
Das liefert / u?; = /dzl, = +C, u= el u(0) = = up(22)
1 UQ(ZQ)
— u(z) = — =
(2) 21— Ljug(ze) 1 — z1up(22)
s ey = ——olIR@VE V)
1 — arth (%)uo(sign (z)/2% — y?)
Y
b) Die Behandlung entsprechend Bem. 3, S. 3 ist dazu dquivalent: ¢ = | = | in den
2
u
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Koordinaten # = | y | = die Charakteristiken erfiillen die Differentialgleichung

u
x Yy &cht +nsht . 3
yl=1z| = fg(t): ncht+E&sht | wobei é = | n ] ;
i) \w? ¢/(1— 1) ¢

mit dem Anfangswert U(¢,0,¢) = ¢ — uo(§), vgl. S. 4, erhalten wir mit

/e

E=10

¢

Ulz,y,u) = U(Eht,&sht,¢/(1—1Q)) = U(Te(t)) =
= U(T0) = U(€,0,¢) = ¢ — uo(€)

und daher ist U(z,y,u) = 0 dquivalent zu ¢ = ug() bzw. u = ¢ o() =

1—tC  1—tup(§)
uo (sign (z)1/2% — y?)

1—arth( )Uo(Slgn( ) $2_y2).

3.2 Kilassifikation von linearen Differentialgleichungen 2. Ordnung

Def.:

L 0?

> (x,u,Vu)a 8u - = g(z,u, Vu) heiBt quasilineare Differentialgleichung 2. Ord-
ij=1 xtox

nung. Wenn alle ¢ von u, Vu unabhiingig sind und ¢ linear 1. Ordnung ist, so heift sie
linear. Wenn g = 0, heifit sie homogen.

Bemerkungen 1) OEdA kann immer ¢/ = ¢/* vorausgesetzt werden, da 9;,0;u = 9;0;u (Satz

von Schwarz).

2) y', ..., y" seien Koordinaten bei zy € R" =

ou  Ou oy* nd Pu Pu OyF oyt Oou Oy
oxJ Gyk oxJ 0xidxi  Oykoyl Ozt Oz Oyk Oxidxd

2

Die lineare Differentialgleichung ¢% i + .-+ = 0 geht daher iiber in die lineare Differen-
:EZ
o? 0 !
tialgleichung ¢+ aykgyl + .o =0 mit & = ¢V . (;;’l 8;:/ (Drei Punkte bezeichnen hier

und im Folgenden Terme in z,u und Vu.) In einem festen Punkt xy kénnen wir bereits durch



I, 0 0
lineare Koordinatentransformation die Diagonalform (é¥') = | 0 —1I, 0| erreichen, wobei
0O 0 O
I, die a x a—Einheitsmatrix bezeichnet (Satz v. Sylvester). a, b sind durch (cij (xo)) eindeutig
bestimmt. (a + b bzw. a — b heilen Rang bzw. Signatur der reellwertigen, symmetrischen
Matrix (¢ (a:o))l.J.) Alle diese Zahlen hingen natiirlich von z ab.

Def.:
g 0?
Die reelle lineare Differentialgleichung 2. Ordnung ¢"(x) p g s+ =0 heifit im Punkt
T 0x
ro € R”

(a) elliptisch <= (¢¥(z()) ist positiv oder negativ definit <= a+b=nAa-b=0;

(b) hyperbolisch <= ¢ (z¢)0; ® 9; € (T,,,R™)®? ist eine Lorentz (co—)Metrik
< a+b=nA(a=1Vb=1)

(c) parabolisch <= a+b=n—1Aa-b=0

Bsp. Die Laplacegleichung A, u = 0 (im R"), die Wellengleichung (9? — A,,)u = 0 (im R™),
bzw. die Wirmeleitungsgleichung (9, — A,)u = 0 (im R"™) sind die Paradigmen iiberall
elliptischer, hyperbolischer, bzw. parabolischer Gleichungen. Hingegen ist die Gleichung von

Tricomi
elliptisch : gy > 0,

0? 0?
ga + gu_ 0 in (§0> parabolisch : gy =0,

Y
hyperbolisch : yo < 0.

Der ,,ultrahyperbolische“ Operator A, — A,, (im R"™™ n . m > 2) ist weder noch.

Im Folgenden betrachten wir lineare Differentialgleichungen 2. Ordnung in zwei Variablen.
Diese kann man auf kanonische Form nicht nur in einem Punkt, sondern in einer ganzen

Umgebung davon bringen. (In > 3 Variablen ist das nicht mehr moglich.) Zur Vereinfachung
1

schreibe ich wieder (i) statt (iQ) und setze P(z,y,0:,0,) = a(x,y)0? + 2b(x,y)d,0, +
c(z, )05 +--- .

Satz 1

P(z,y,0,,0,) sei linear, 2. Ordnung, mit reellen C*-Koeffizienten und hyperbolisch in 7.

Dann gibt es C*~Koordinaten £, bei Zo, in denen P(Z,d)u = 0 die Form (0 =92+ -+ )u = 0
hat.



Beweis a) nach S. 6 ist in den neuen Koordinaten P(€,d) = ad; + 2000, + ¢o2 + --- mit

N A 3 N A a b
N’

Wenn es gelingt, &, 7 so zu wiihlen, dass @ = & = 0, so ist P = 2b0;0, + - - - . Wegen b(Zy) # 0

(da sonst P in Z nicht hyperbolisch wére) ist dann Pu = 0 dquivalent zu (9:0, + -+ )u =0
; T c H o : 2 2 —

und die Substitution £ := & + 1, 7 := & — n liefert (8é — 05+ Ju=0.

b) OEdA sei a(Zy) # 0. Da P in &, hyperbolisch ist, gilt d := —det A = b*> — ac > 0 in
—b+
einer Umgebung von Zy. Daher ist a = a - % — 1% % — )\2% mit Ao = b—\/a
ox dy ) \ Ox dy ’ a
(C?>-Funktionen in x,y !, Losungen von aA? + 2bA + ¢ = 0)
0 0 0
& bzw. 7 seien die Losungen von — — /\1—5 =0 bzw. an /\2—77 = 0 zu den Anfangswerten
ox dy ox dy

&(xo,y) = n(xo,y) = y auf der nicht-charakteristischen Geraden x = zy. Dann gilt @ = ¢ = 0.
Weiters sind &, C? und Koordinaten bei Zy, denn

0E&n) _ 4o (65/0:6 85/0y) 069y 0t On Ot On

————— ()\1 - )\2) 7é 0 in 11_3"07

d(,y) On/ox On/dy) — dx dy Oy dxr Ay dy
o, . On,, 2v/d
da a—j(cco) = a—Z(:co) =1lund \; — Ay = — O

Wenn wir wieder u statt & bzw. 7 schreiben, so spielt die (nicht-lineare) Differentialgleichung

ou\® . oud ou?
1. Ordnung a ou + p) e +c el P 0 eine wichtige Rolle im obigen Beweis.
ox Ox Oy dy
Def.:
ol
(Hier ist wieder x = | : | etc.) Ein linearer Differentialoperator m-ter Ordnung im
',L,TL
R™ hat die Form P(z,0) = > cu(x)0%, wobei 0% := 0" --- 0% und |o| := a3 + -+ + ay

la|<m
fir « € Nfj, ¢, komplexwertige Funktionen auf einer offenen Menge V' C R" sind, und
Jo € N§ mit || = m und ¢, # 0. Wenn alle ¢, reellwertig sind, heifit P reell. Der Opera-
tor Py (x,0) := ). co(x)0* heifit Hauptteil von P. Die Differentialgleichung 1. Ordnung

|al=m

!Bedeutung von Aje (’\j) sind isotrope Vektoren von A



Py (xz,du) = > co(z)(O1u)* -+ (Opu)* = 0 heifit charakteristische Differentialglei-
|a|=m

chung zu P. Eine C'-Hyperfliche A C V heifit

charakteristisch
nicht-charakteristisch

}<:>Vx€A:Ppr(:c,Nz){ ;8}

wobei T,A = N = {y; N,y =0}, N, € T/R" ~ R".

Bsp. 1) Wenn P linear, homogen 1. Ordnung ist, so ist P = P,, und die charakteristische
Differentialgleichung ist P(x,d)u = 0. Eine Hyperflache ist genau dann charakteristisch, wenn
sie aus lauter charakteristischen Kurven besteht.

2) Ein hyperbolischer Differentialoperator in 2 Variablen hat (nach Satz 1) die kanonische
Form 07 — 02 + - -+ und die charakteristischen Kurven £ +1=C, £ —n = C.

Bemerkung Wir streifen kurz den gleichméflig parabolischen Fall in zwei Variablen:
P(z,y,0,,0,) sei parabolisch fiir alle Z bei Zy. Dann sind im Beweis von Satz 1 d = 0 und

A1 = A2 =: A bei Zy. Wieder sei oEdA a(Zy) # 0 und 7 die Lésung von ? — A? = 0 zum
L Y
Anfangswert n(xg,y) = y. (z,n) sind Koordinaten bei 7y, da O(x,m) = n = 1 in Zy. Dann
Ox,y) Oy

ist ¢ = 0 und aus 0 = det ( ) — —1? folgt b = 0. Also erhalten wir in diesem Fall als

e

b
a
0.

kanonische Form (9?2 + Nun zum elliptischen Fall!

Satz 2
P(x,y,0y,0,) sei linear, 2. Ordnung, mit reell-analytischen Koeffizienten und elliptisch in
Zo. Dann gibt es reell-analytische Koordinaten &, n bei &y, in denen P(Z,0)u = 0 die Form

(0f + 02 +---)u =0 hat.

Beweis A\, \; = \; im Beweis von Satz 1 sind analytische Funktionen in einer Umgebung
von 7o in R?. Der Satz von Cauchy-Kowalewski (s. 3.3, S. 12) liefert eine (komplexwertige)

ov

5 =0, v(zg,y) = y. Wir setzen £ := Rewv, n:=Imv. Wie frither gilt
Y

0
Loésung v von @ Al —

ox

a&m  (AHE) iaww i, < o
Iz,y)  Oz,y)  20(x,y) 2()\1 A1) =4+

in 7y, d.h. &, n sind Koordinaten.

v oy (). s (35) 4 (3 ) =



a=Ver-A-VE= 1(1,1)BTAB<1), =

vl

vl

-A-sza(——/\l—

A Vo=Vl A-Vv=a — BTAB = <a

L ! ¢ = l(1, —1)BTAB (_1);
4 1

v ov ov ov T _

oz ay)<a—x— Qa—y)—o—w AV,

0 g‘ — G =2¢und b= 0. Nach

Division durch @ erhélt man (0F 4 92 4 - - - )u = 0. O

Beispiel Wir betrachten den Operator von Tricomi yd? + 85.

2)

Fiir y < 0 ist er hyperbolisch. Die charakteristische Differentialgleichung ist
= y(0,u)® + (Oyu)? = (Oyu + /=y Oput) - (Oyu — /=y D).
Die Charakteristiken erfiillen
T /-y ;Y 1 / 1/2 2 3/2
(G)= () v =f- s Jewmm- e nsfe
Die Losungen der charakteristischen Differentialgleichungen sind also konstant auf

2 2
r+ = (—y)¥? = C und wir kénnen 9 - z + = (—y)*? setzen. Dann muss @ = é = 0
3 i 3

sein und wir erhalten

sy Yor-oo 3 () -

Daher ist
P, 06, 0y) = 2000, +9( Euw Dt Te D)+ Gy et My O —4y[88—8§_a"]
y 11 Vg Un §Yn \‘T’Cﬂlﬁ zxz Un yy U¢ vy On 5"6(5—7})'
0 0 1/(2v=y)  —1/(2V=)
Um zur kanonischen Form zu gelangen, nimmt man dann 5‘577 = x, —5 ; n_

2 . : : .
Z(—y)3/? =: z als Koordinaten, etwas, was man eigentlich von vornherein erraten koénn-

te. Das ergibt

3

P(x,2,0,,0,)u = — (5 z) . [tge — U2z — u2/(32)].

Fiir y > 0 ist der Operator elliptisch. Entsprechend dem Beweis von Satz 2 miissen wir
dyv + i\/y0,v = 0 losen. Die Losung & aus a) gilt (mit analytischer Fortsetzung) auch

10



2 2.
hier, d.h. v = x + é(—y)?’/2 §1y 2 und wir nehmen als Koordinaten Rev = z und

2
—Imov = gy?’/z =z = P(x,2,0:,0,)u = yuy, + uzz(zy)2 + Uy 2y =

3 2/3 U
() 3]

3.3 Der Satz von Cauchy-Kowalewski

Zunéchst allgemein zur Theorie der partiellen Differentialgleichungen: Eine Klasse partieller
Differentialgleichungen wird durch einen topologischen Raum D beschrieben. d € D entspricht
den Daten der Differentialgleichung: Koeffizienten des Operators, rechte Seite, Anfangswerte,
Randwerte. Gesucht ist zu d € D eine Losung u in einem topologischen Raum U. Wenn D, U
so gewahlt sind, dass

(a: Existenz) Vd € D : Ju € U : u Losung zu d;
(b: Eindeutigkeit) Vd € D : uj,uy € U Losungen zu d = u; = us.

(c: Stetige Abhingigkeit der Losung) L: D — U ist stetig,
d — Losung u

so heifit das entsprechende Problem in D, U korrekt gestellt (engl. “well-posed”). Schlielich
bleibt noch die Frage nach

(d: Berechnung) Explizite Beschreibung von L.
Das fiithrt auf spezielle Funktionen, Darstellungsformeln durch Integrale (s. Kap. V, VI)
und numerische Algorithmen (Kap. VII).

0
Bsp. Das (triviale) Problem U= f mit Anfangswert u(0,z) = g(z) (mit (¢,2) € R")

ist korrekt gestellt, wenn wir D = C*([0, co[xR™) x C/(R™) und U = C*([0, co[xR") (mit der
Topologie der gleichmiifligen C*~Konvergenz auf kompakten Mengen) setzen. Hier ist

L:D—U: (f,g) —u(t,z) =g(x /fo

Allgemeiner kénnte man im Anschluss an Bemerkung 3) in S. 4 zeigen: ,,Das lokale Problem
von quasilinearen Differentialgleichungen 1. Ordnung mit nicht-charakteristischen Anfangs-
werten ist korrekt gestellt in C*.“

11



Der folgende , klassische“ Satz von Cauchy (1789-1857) und Kowalewski (C. B. KoBaneBckas
1850-1891) besagt, dass (a), (b) fiir das nicht-charakteristische Anfangswertproblem bei (li-
nearen) Differentialgleichungen mit analytischen ? Daten richtig sind.

Satz
P(x,0) = > cq(x)0 sei ein linearer Differentialoperator der Ordnung m in R", z, € R”,

laj<m
A sei eine nicht-charakteristische Hyperflache durch zy und f, ¢ seien Funktionen bei x.
Weiters seien alle Daten auf V' analytisch mit xqg € V' C R" offen, d.h.

(i) f,¢,cq auf V analytisch (evtl. komplexwertig)

(i) ANV analytisch, d.h. 3h : V — R analytisch mit ANV = h~}(0) und Vox € ANV :
Vh(z) # 0.

Dann gilt: (a) 3zp € W C V offen: Ju : W — C analytisch: 3C > 0 : Vo € W :
Pz, 0)u(z) = (2) A |(u— 9)(@)] < Clh(x)|"

(b) w ist bei z( eindeutig, d.h. 2 solche uy, uy stimmen auf U iiberein mit 2o € U C Wi N W,
offen.

Bemerkungen 1) Der Satz ldsst sich auch fiir Systeme und fiir nicht-lineare Gleichungen
formulieren.
2) Im Folgenden wéhlen wir (reell-analytische) Koordinaten z,...,z,, sodass o = 0 und
x1 = h, und setzen 2’ := (z,...,x,). Nach evtl. Verkleinerung haben V und A die Form
V=As:|z| <e}), A={z €V :az =0} ud |(u-¢)(z) < Clh(z)]" bedeu-
tet, dass u und ¢ bzgl. x; dieselben ersten m Taylorkoeffizienten haben, d.h. (8Ju)(0,z') =
g (x') == (0]p)(0,2"), j =0,...,m — 1. Umgekehrt lisst sich zu analytischen Anfangswerten
m—1 4.J
immer ein @ finden, z.B. p(z) = > %gj(x/).
i=o J!

m—1

9% .9

Beweis des Satzes (nach L. Hérmander, LPDO[1963], 5.1)
a) Essel v :=u — ¢. Dann ist fiir (a) zu zeigen
Vi <m:dv(0,2') =0und P(z,0)v = f — P(z,0)p =: f.

Es geniigt also, den Fall ¢ = 0 zu betrachten. Da A = {x € V : 2; = 0} nicht-
charakteristisch ist, ist c(no,.,0 # 0 auf A und, nach evtl. Verkleinerung, auf V.
Nach Division durch —cy .. 0y kénnen wir c,,..,00 = —1 voraussetzen, d.h. es ist
O"u = Q(z,0)u — f zu losen mit (Au)(0,2') =0, j < m.

2 Fiir V. .C R” offen heifit f : V — C analytisch <= Vo € V : 3¢ > 0 : Ja, € C : Vy € V mit
lz—yl<e:fly) = X aaly—=)"

aeNg
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c)

Anstelle von u betrachten wir us(z) := u(6%x,02’) fiir 6 > 0. Fiir z € C" bei 0 und

Q(z,0) = >,  cal2)0” folgt dann aus 0"u = Q(z,0)u — f fiir us die Differential-
koo 0)
gleichung
9 (1) = 70 )s = 5% (QLe O — f), = D a7 )~ 8y
Ca f

Fiir gegebenes ¢ > 0 und ¢ geniigend klein sind die zu us gehorigen Daten ¢, so wie
fin E" = E x -+ x E analytisch, wobei E := {¢( € C: |¢| < 1}, und erfiillen dort

Xa: ‘6a(2)} < e und ‘f(z){ < 3.

Da mit us auch u gefunden ist, konnen wir diese zwei Ungleichungen oEdA fiir @) und
f selber voraussetzen. OEdA sei auch m > 1.

Wir konstruieren rekursiv wuy, analytisch in E™. Es sei ug := 0 und uy erfiille 07" vy, =
Q(z,0)ug—1 — f und Huy(0,2") =0 fiir j < m. Wegen

Z1 tmfl

uk(z):/---/w(tm,z’)dtm---dtl

0 0 Qug1—f

ist mit ug_; auch wy analytisch in E". Es sei vy := up, — ug_1, k € N. In ¢) zeigen wir,
dass

(x) VkeN:VzeE":|u(z)| <37 FJJ(1—Ix) ™™
j=1

00 k n
Dann ist u := ) v; = klim do(uj—ujq) = klim up, fiir z € E" mit [[(1—|z]) " <2
Jj=1 =1 —oe j=1
gleichméBig konvergent und daher analytisch. Weiters gilt 0%u = klim 0%uy,, denn bei

einem gleichméfigen konvergenten Grenzwert g = klim gr von analytischen Funktio-
—00

nen z.B. auf C ist ¢'(¢) = S / g(w)—( dw — 1 lim (W) o d_wOQ _

© 2mi w—20)? 27 koo
|w—C|=r |w—C|=r

klim g5.(¢). Daher folgt 9]"u = klim OMuy = klim Q(z,up1 — f =Q(z,0)u — f.
Schliellich ist auch (#u)(0,2") = klim (uy,)(0,2') = 0 fiir j < m. Weiters ist u bei

zo = 0 eindeutig, da aus der Gleichung 0"u = Q(z,0)u — [ alle Koeffizienten der

Taylorreihe u(z) = Y a,2® rekursiv bestimmt werden kénnen.
«

Wir fithren () auf 2 Lemmata zuriick. Wie oben sei E = {¢ € C: [¢| < 1}.

13



Lemma 1 g : E — C analytisch, ¢(0) =0, a > 1, C >0,

V¢eE: g <C(1—1¢)™"

C —a
Dann gilt: V¢ € E : |g(¢)] < m(l — <D
Beweis
¢ 1 1
|9(0)| = /9’<w>dw = /g’(t<><dt < |C|'C'/(1—!tq)_“dt:
0 0 0
C —all C —a
pre U U W (U
C —a C —a
< (1K) < (1 [e)

Lemma 2 g : E— C analytisch, a > 0, C' >0,
Vee E:lg(Q)l<Cc(1—1I¢)™

Dann gilt: V¢ € E: |¢'(¢)| < Ce(a+1)(1— |§|)7a71.

Beweis

i} : 1 g(w) .
Cd(0) = — dw 1
Zunéchst sei a > 0. ¢'(() o / &0 wfir |(|+r<1 =
lw—Cl=r
/ 1 —a .
= 9O < g5 2rr - max [gW)| < - C- (1= 16 =)™ = A(r),
0<r<1-—IC].

h wird minimal fiir 0 = b/(r) = C’[—ri?(l — ¢l =) (1 —|¢l - T)—a—1i| —

1—K|—r:ar<:>r:1a_T|§|. Das ergibt
O] < b= () (1
1 |C| ——

<e

< Cela+1)(1—[¢) ™"
Fiir a = 0 folgt das Ergebnis mit a \, 0.
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Beweis von (x) in S. 13 mit vollstédndiger Induktion:
v = uy — up = uy erfiillt (), da uy(0,2') =0, j < m,
Orur = —f, |[f(z)| <3 = |u(2)| <3 fir z € E™.

Fir k € Nist 0]"vpy1 = O (ugs1 — ug)

= Q(z,0)(ur — ur—1) = Q(z,0) .
Wenn (x) fiir k£ € N gilt, so liefert Lemma 2

n

V€ B[ Q(z, 0)un(2)] < 87 [em(k +1)] " [T (1 = J5) "

j=1
Lemma 1 gibt
n G em(E+1) 1" —mkt1)
—_——— =
<2e
Daher gilt (x), wenn € < 3(2e)™™ gewéhlt wird. O

Das folgende Beispiel zeigt, dass aus (a), (b) in S. 12 i.A. nicht (c) folgt. Es besagt, dass
das Cauchyproblem (s. 3.4.3) fiir Ay (und allgemeiner fiir elliptische Differentialgleichungen)
nicht korrekt gestellt ist.

Beispiel von Hadamard Mit n = m = 2, t = z;, © = x5 existiert nach Cauchy-Kowalewski
eine eindeutige Losung u, von (07 + 0*)u, = 0, ua(0,7) =0, Ju,(0,z) = a~'sin(az).
Wir kénnen hier u, explizit bestimmen (vgl. 2.2.2):

uq(t, x) = a ?sh (at) sin(ax)

Aber fiir a — oo geht der Anfangswert gegen 0 und wu, divergiert, da a~?sh (at) — oo fiir
a — oo, t > 0 fest. Wenn wir statt des obigen dyu,(0,7) = e"V@sin(az) nehmen, so gehen
die Anfangswerte sogar gleichméfig mit allen Ableitungen gegen 0 und dennoch divergiert
uq(t, x).

3.4 Partielle Differentialgleichungen: Ubersicht
3.4.1 Linear/nicht-linear; konstante/variable Koeffizienten

Wir betrachten einen physikalischen Prozess, der einer Storung f als Input eine Wirkung
u = F(f) als Output zuordnet. Sehr oft wird der Prozess durch (ein System von) Differen-
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tialgleichungen modelliert, d.h. Pu = f, wobei im allgemeinsten Fall

Iz pl ul
= ], P= : , U= : und
M pM o

() fi(@) = Pi(xa (aauj)m\gm, 1gj§N), 1 <1< M,

fir x € Q C R” offen. (x) allein legt u = F(f) i.A. noch nicht fest und man braucht noch
Randbedingungen, s. 3.4.3. Zunéchst seien P, u, f skalar; zu Systemen siehe 3.4.4.

Wenn die Storung f; + Afy die Wirkung F(f1) + AF(f2) bedingt, so sagt man, das Super-
positionsprinzip sei giiltig. Dann gilt, dass P linear ist, d.h.

P(z,0)u = f mit P(x,0) = Z Co(x)0".

laj<m

In diesem Fall geniigt es, die Greensche Funktion G,,(z) zu kennen. Diese ergibt sich als
Wirkung zu f = §,, (vgl. 2.3.3 und Kap. IV). Denn ein beliebiges f lésst sich als ,Summe*
von 0—Quellen zusammensetzen, d.h.

f= /f(xg)éxo dzo (denn fiir ¢ € D Yy
st (o, f) = / o(0) f (o) dao =
/ £ (0) (2,620 g =

<907/f($0)5w0 dx0> , vgl. Kap. IV)

und das Superpositionsprinzip lie-
fert F'(f)(z) = /f(xo)GmO(x) dzy. ~ f(z9) (2@ — 20715,
Falls das Medium homogen, d.h. in seinen Eigenschaften verschiebungsinvariant ist, gilt

F(f(z —z0)) = F(f)(z — x9), und P(z,8) muss von z unabhéngig sein, d.h. P(d)u = f,

wobei P(0) = ). ¢,0“ ein Operator mit konstanten Koeffizienten ist. Dann ist auch
la|<m

Gao() = F(05)(x) = F(6(z — 0)) = F(8)(z — z9) = E(z — z), wobei E := Gy die Diffe-
rentialgleichung P(0)E = § erfiillt, d.h. eine Fundamentallésung von P(0) ist (vgl. 4.2). Bei
linearen partiellen Differentialoperatoren mit konstanten Koeffizienten geniigt es also F zu

kennen, und es gilt F'(f)(z) = /f(a:o)E(:E —x9)dzo = E * f (vgl. 4.3).

- - > T
x(z_l) w(l)
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3.4.2 Hyperbolisch/parabolisch/elliptisch

Def.:
M topologischer Raum, f : M — C. supp f := Abschluss von {x e M: f(x) # O} heif3t
Trager (engl. support) von f.

a) Bei dynamischen Vorgéngen in der Natur gilt das Kausalitétsprinzip, d.h. eine Stérung
f, die nur in einem Bereich B C M = Raum-Zeit lokalisiert ist, also supp f = B, bewirkt
u = F(f) mit Tréger in der Vereinigung W der von zy € B ausgehenden Vorwirtslicht-
kegel, s. Bild. (Fiir eine nicht-konstante Lorentzmetrik sehen diese Lichtkegel im Bild
gekriimmt aus.) Im linearen Fall muss G,, Triger im von z, ausgehenden Lichtkegel
K,, haben. Der entsprechende Differentialoperator P(x,0) wird dann hyperbolisch
genannt bzgl. der gegebenen Lorentzmetrik g,g(z)dz® @ dzf auf M.

04

x
W D suppu
21
- 7= | 2?
23
supp f = B

Ein linearer Operator P(9) mit konstanten Koeffizienten heifit hyperbolisch in Rich-
tung N (N € R"\ 0) <= P(0) ist hyperbolisch bzgl. konstanter Lorentzmetrik mit
Ky C {z € R": |z| < CN -z} fiir ein C > 0 <= 3 Fundamentallsung E von P(9)

mit
supp E C {z € R" : |z| < ON -z} fiir ein C' > 0.

Bsp. n =2, t=z', v=2*, P(9)=0; — 02, N = ((1))

1 L t> a2
— _ — 2 .
E = 2Y(t |z|) = { 0 . somst (vgl. 4.3; Bsp. 3)

t A

— supp £ = {(}) e R? : t > |z}

¢
supp £

={Q) e®:[Q)[ = vaN- ()}
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Allgemeiner ist 92— A, im R™"! hyperbolisch in | . [-Richtung und die obige Definition
0
von hyperbolisch umfasst die von 3.2, S. 7. Mehr dazu in Kapitel V.
b) Wenn das Kausalitatsprinzip nur bzgl. der Newtonschen Raum-Zeit gilt, d.h. M = RZ;l

und
supp f C {(t,z) : t > to} = My, = supp F(f) C My,

so nennt man P(t,z,0) Evolutionsoperator. In Physik und Technik werden solche
Operatoren oft parabolisch genannt, falls sie nicht hyperbolisch sind. (Bei L. Hérman-
der hat , parabolisch® eine eingeschrinktere Bedeutung.) Fiir parabolische Operatoren
in diesem Sinn erfolgt die Wirkungsausbreitung mit unendlicher Geschwindigkeit. Inso-
fern modellieren sie die Natur nur unvollkommen.

Ein Evolutionsoperator mit konstanten Koeffizienten P(0) wird dadurch charakterisiert,
dass eine Fundamentallésung £ mit supp £ C {(t, x):t> O} existiert.

Bsp. Der Warmeleitungsoperator 9; — A,, ist ein Evolutionsoperator, da
_ Y@
"~ (4rmt)n/?

Schrodingeroperator 0, — i A, ein Evolutionsoperator.

e 1#P/0) eine Fundamentallsung ist (s. 4.4, Bsp. 6). Ebenso ist der

c) Statische Probleme in Physik und Technik werden i.A. durch elliptische Operatoren
beschrieben. In Verallgemeinerung von S. 7 definiert man

Def.:
Der lineare Differentialoperator P(z,d) in R™ heifit in z elliptisch
<= V0#N e R": P,(x9,N)#0.

Fiir einen elliptischen Differentialoperator ist also jede Hyperfliche nicht-charakteristisch.

3.4.3 Rand-/Anfangswertprobleme

a) P(t,x,0) sei ein linearer Differentialoperator im R"*! vom Grad m in 0;,
uo(x), ..., um—_1(x), f(t, x) gegebene Funktionen. Man bezeichnet als Cauchy-Problem
oder reines Anfangswertproblem die Frage nach (¢, x) mit

(i) P(t,x,0)u(t,z) = f(t,x), t >0, x € R™;
.. u o
(ii) %(va) =uj(z), z€R", j=0,1,...,m—1.

18



Bemerkungen 1) Wenn (i),(ii) im Sinn der klassischen Analysis gelten, nennt man u
klassische Losung. [.A. werden aber (i),(ii) nur distributionell gelten (s. Kapitel IV)
und dann nennt man u schwache Losung.

2) Bei strikt hyperbolischen Operatoren (in ¢-Richtung) mit C>*°—Koeffizienten ist das
Cauchy-Problem korrekt gestellt, s. L. Hormander LPDO[1963], Kap. IX. Bei paraboli-
schen Operatoren benotigt man zusétzliche Bedingungen betreffend das Verhalten von
u fiir t — oo.

b) P(z,0) sei ein linearer Differentialoperator im R™ der Ordnung 2k, ©Q C R™ offen,
[ = 09, pi(z,0),...,pk(x,0) seien lineare Differentialoperatoren, f bzw. by,..., b
seien Funktionen auf €2 bzw. I'. Man bezeichnet als Randwertproblem die Frage nach
u(x) mit

(i) P(z,0)u(z) = f(z), z € Q;

(ii) pj(z,0)u(x) =bj(x), x €', j=1,... k.
Bemerkungen 1) , Elliptische* Randwertprobleme sind korrekt gestellt, vgl. L. Hérman-
der LPDO, Kap. X. Der wesentliche Unterschied zu a) ist, dass i.A. 2 beschréinkt ist
und die Anzahl der Randbedingungen die Hélfte der Ordnung von P ist. Fiir unbe-
schranktes €2 kommen Bedingungen im Unendlichen dazu (,,Streuungsprobleme®, ,, Som-

merfeld’sche Ausstrahlungsbedingung*).
2) Speziell bei linearen elliptischen Gleichungen 2. Ordnung > ¢,(z)0%u = f nennt

o] <2
man die Suche nach v mit den jeweiligen Randbedingungen

@) u}r =g: Dirichletproblem V 1. Randwertproblem,;
B) (9nu|F = ¢g : Neumannproblem V 2. Randwertproblem:;

v) (Opu + b(z)u) ’F =g, b(z) # 0 : Robin’s Problem V 3. Randwertproblem;

6) (bi(2)0pu + bg(.ﬁU)U)’ = b3(z) : gemischtes Randwertproblem (falls es nicht
T
ein Spezialfall von a) — ) ist)

Dabei ist O, u(z) := lin% NI .Vu(x —eN,), wobei N, den von {2 nach auBen gerichteten

Einheitsnormalvektor in  an I' = 09 bezeichnet. Wenn I' durch h(z) = 0 mit Vh # 0

gegeben ist, so ist also N = +Vh/|Vh| und d,u = N - Vu =+ Gilz) dju.
j=1 |Vh(l’)|
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Bsp. (H. Schwarz, FE, p. 13)

Es ist die stationédre Temperaturverteilung u A® o
im gezeichneten Gebiet {2 gesucht, wenn auf 0

AB, EF die Temperatur auf 0 gehalten wird,

AF, BE isoliert sind, auf dem Kreis K ein Be® oL
Wérmeverlust durch Konvektion (=stromen-

de Fliissigkeit) erfolgt, und in €2 die Warme- K

quelle f(x) wirkt.

Dann gilt
Aou=—f; u=0auf AB,EF; 0,u =0 auf AF, BE; O,u+ b(z)u =0 auf K.
Das ist ein gemischtes Randwertproblem.

¢) Die Kombination aus a) und b) nennt man Randanfangswertproblem oder gemisch-
tes Problem. Hier sind fiir eine hyperbolische oder parabolische Differentialgleichung
oI
P(t,z,0)u= f in R x Q C R""! sowohl Anfangsbedingungen a—;(o, r) = uj(x),
reQ, j=0,1,...,m—1 als auch Randbedingungen p;(x, 0)u(t,z) = b;(x), t > 0,
xedd, j=1,... k gegeben.
Die Losung wird oft auf ein Randwertproblem fiir elliptische Differentialgleichungen

zuriickgefithrt: Man setzt dazu u(t,z) = e“'v(z) und sucht nach Eigenfrequenzen,

d.h. solchen w, fiir die es nicht-triviale Losungen gibt, wenn f = 0 und b; = 0.

3.4.4 Systeme

Nach Durchnummerierung aller Tensorindices lésst sich ein lineares System von linearen Dif-
ferentialgleichungen wieder in der Form P(z,0)u = f schreiben, wobei hier

ul fl Pll(x>a) P]{T(l’aa)
u=| |, f=|: | undP(z0)= : :

?

M = Anzahl der Gleichungen, N = Anzahl der abhéngigen Variablen.

Bsp. u= Y w5 dz" Ao Adatt € QF(R"), 0 < k <nhat N = (}) Komponenten.
i <<,
Die duflere Ableitung f = du = >, > %dw] Adzt Ao Adxte € QFFHR™) hat
<<y 5 O

M = (kil) Komponenten.
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fi
Z.B. entspricht £ = 0 dem Gradienten (du = f = f;d2' <= Vu=| : |), k=n—1der

fn
Divergenz und k = 1 (fir n = 3) der Rotation. Das System ist lokal 16sbar <= df = 0
(Poincarésches Lemma).

Bemerkungen 1) Oft formt man Gleichungen hoherer Ordnung in Systeme von Gleichungen
erster Ordnung um. Es sei z.B.

Man setzt v/ := 87{ u, j=0,...,m—1 und erhélt das folgende Gleichungssystem 1. Ordnung
in 0, :
(O 4+ Qu™ "+ Quu™? + -+ Quu’ = f

™2 —uymt = 0

ou’ —ul = 0

2) Umgekehrt wird oft aus einem System von Differentialgleichungen eine Einzelgleichung
hoherer Ordnung gefolgert. (,,Decoupling®, , Entkoppelung“). Wenn z.B. P(0) ein N x N—
System von Operatoren mit konstanten Koeffizienten ist und P*4(9) die adjungierte Matrix
zu P(0) bezeichnet, d.h.

P(§) - PM(¢) = Indet P(€), so gilt P(Q)u = f - P*4(9) (von links) =

Iydet P(9)u = P*4(0)f, dh.Vj=1,...,N : det P(9)u/ = P (9)Lf* =: ¢/.
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Ubungen zu 3.1

Ubung 1:

Ubung 2:

Ubung 3:

Ubung 4:
Ubung 5:

Ubung 6:

Ubung 7:

Ubung 8:

Zeige: a) Die Charakteristiken des Vektorfeldes X = a(x,y)d, +b(x,y)9, im R? erfiillen
b(x, y)
a(z,y)
b) Wenn die Losungen dieser Differentialgleichung implizit durch £(z,y) = C gegeben
sind, so ist u = h({(x, y)), h beliebig (C1), die allgemeine Losung von Xu = 0.

die Differentialgleichung ¢y’ = . Wie héngt das mit Bem. 3, S. 3 zusammen?

a) Bestimme und skizziere die Charakteristiken von X = (cosy)d, + (cos x)d,.
b) In welchen Punkten ist die z—Achse charakteristisch bzgl. X aus a)?

Was ist die Losung von Xu =0, u|, = ug, wenn A = {(“8) z] < g} ?

Gibt es eine Losung von Xu = 0 mit u(z,0) =z fir 0 < x < n?

Die Charakteristiken des Vektorfeldes X = a(z,y)d, + b(z,y)0d, im R? seien durch

&(z,y) = C gegeben und % # 0.

Welche Form hat X in den Koordinaten &, n?
Wie 16st man darin die Differentialgleichung Xu = g(z,y,u)?

Bestimme die allgemeine Losung von (cos y)0,u + (cos x)dyu = cosx cosy durch Koor-
dinatenwechsel (vgl. Ubung 3).

Bestimme die allgemeine Losung von z0,u + yd,u = xy + u.
Was ergibt sich speziell zum Anfangswert u(1,y) = uo(y) fir x > 07

Die Charakteristiken des Vektorfeldes X im R™ seien durch n — 1 Gleichungen & (z) =
Cy, ..., & 1(x) = C,_1 gegeben. Uberlege, dass die allgemeine Losung von Xu = 0
dann die Form u = h(&(x),...,&—1(z)) hat, h beliebig (C").

Betrachte die quasilineare Differentialgleichung zutd,u + yu48yqf = 2292,
a) Fiihre sie auf eine lineare homogene Differentialgleichung XU = 0 im R?® zuriick
(sieche Bem. 3, S. 3).

b) Bestimme die Charakteristiken davon (durch Parametrisierung nach z)!

¢) Lose XU = 0 (siche Ubung 6).

d) Lose die urspriingliche quasilineare Differentialgleichung.

¢) Fiir welche Anfangswerte ug = u| 4 st (A, ug) nicht-charakteristisch, wenn
A:{(;) : y € R}.

f) Lose die Differentialgleichung zum Anfangswert u(1,y) = uo(y) # 0, y € R.

a) Charakterisiere durch eine Differentialgleichung die C'~Hyperflichen A C R", deren
Tangentialebenen an einen beliebigen Punkt = € A die z,—Achse in einem Punkt X
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schneiden, der von 0 und z gleich weit entfernt ist. Die Hyperflache sei durch u(x) =0
gegeben.

b) Bestimme die Charakteristiken dieser Differentialgleichung (durch Parametrisierung
nach ).

c) Lose die Differentialgleichung.
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Ubungen zu 3.2

Ubung 1:

Ubung 2:

Ubung 3:

Ubung 4:

Bestimme den Typ der Differentialgleichung
Uy — 2(SI0 7)1y, — (cos® T)uy, — (cosz)u, =0,
bringe sie auf Normalform, und 16se sie.

Betrachte die Differentialgleichung ug, + yu,, + au, = 0.
a) Bestimme und skizziere die charakteristischen Kurven in y < 0.
b) Bringe die Differentialgleichung in den 2 Gebieten y < 0 bzw. y > 0 auf Normalform.

Wenn die lineare Differentialgleichung 2. Ordnung im R”
(9(@)00, + - Yu=0, ¢¥ =,

durch Koordinatentransformation auf Standardform

(3f+---+83—5§+1—~~-—32+b+---)u:0
R y ckr y
gebracht werden kann, so gilt é* = 0 fiir k # [ und =T € {0,1, -1} fir k= 1,...,n,
8 k a l
wobei ¢kl = c”%a—ij (siche Seite 6).
a) Wieviele Differentialgleichungen sind das in den n Unbekannten y!,. .., y"?

b) Fiir welche n ist die Anzahl der Differentialgleichungen < n?

1
Wir betrachten die Differentialgleichung g, — (ug —uy) =0mit 0 < a < 3 (vgl.
Seite 10).

a) Zeige, dass ut) = [(£ —t)(t —n)] " fiir (£ —¢)(t —n) > 0 Losungen sind (¢ € R).

8}
§—n

1 —
b) Zeige, wenn u eine Losung ist und v := (£ — 7)?* 1w, so gilt ve, — : a(vg —u,) =0
-n

und umgekehrt.
c) Folgere aus a),b), dass auch u® = (£ —n)' 2 [(£ —t)(t —n)] i (E—t)(t—n) >0
Losungen sind (¢t € R).
d) Zeige, dass fiir f,g € C* auch
&

u(é,n) = / [F(u® + g(t)u®] dt =

n
1

- /{(5 =) L (g (€= m)s)s (L= 8) " 4 gy (€ m)s)sm (1 - )" fda

0
fiir £ > n Losungen sind.
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Ubung 5: Wir betrachten die hyperbolische lineare Differentialgleichung 2. Ordnung in 2 Varia-
blen in der Normalform (0., — L)u = f mit L = a(z,y)0, + B(x,y)0, + v(z,y) fir
a, 3,7 stetig in [a1, as] X [b1, bs] und mit den Anfangswerten u|A = Gxu‘A = 0 auf einer
nicht-charakteristischen Kurve von (ay, b2) nach (az, by).

a) Zeige, dass auch 8yu|A = 0.

y A
b) Formuliere die Differentialgleichung als b Bay)
. P ([ J [ ]
Integralgleichung
utw) = [+ (e aean )
B(a,y) b
1 @ °
-
aq a9

c¢) Schliefle aus b) auf die Eindeutigkeit von u!

Hinweis: Fiir f = 0 und |Lu| < C folgt [Lu| < £ in einer Umgebung von A.

d) Verwende das Verfahren der sukzessiven Approximation, d.h. ugy := 0,

ug(z,y) == (f + Lug_1)(&,n) dédn, u = kh_)rgo ug, um die Existenz von u zu zeigen.

B(z,y)

Hinweis: u; konvergiert in einer Umgebung von A.
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Ubungen zu 3.3

Ubung 1:

Ubung 2:

Ubung 3:

Ubung 4:

Bestimme mit dem Ansatz u(t, z) = fi(x —ct) + fo(x +ct) (vel. Kap. II, Ubung 58) zur
Wellengleichung (0? — ¢?0?)u = 0 eine Losung u mit u(0,z) = go(x), du(0,x) = g1(x).
Ist dieses Anfangswertproblem korrekt gestellt, z.B. bzgl. gy € C*(R), g1 € C}(R), u €
C?(R?)? (Zum Beweis der Eindeutigkeit verwende die Koordinaten & = z—ct, n = x+ct.)

Unter welcher Bedingung an go, g; hat die Wellengleichung (97 — ¢?0%)u = 0 Losungen
zu den Anfangswerten u(s,cs) = go(s), dwu(s,cs) = gi1(s)? Wieviele gegebenenfalls?
Warum widerspricht das Ergebnis dem Satz von Cauchy-Kowalewski nicht?

(S. Kowalewskaya) Betrachte das Anfangswertproblem
1 o0
(8, — 0*)u =0, u(0,z) = = ;Osck fiir || < 1.

a) Zeige, dass der Potenzreihenansatz u(t,x) = Y ajt/z* zur Gleichung

ik
k+2)(k+1
Qi = ( + ?]( + )aj_l,k_;_g fihrt.
(k +25)! o L o
b) Folgere a;, = T und dass die Reihe fiir u(t, z) fiir jedes t # 0 divergiert.

c¢) Schliefle daraus, dass die Aussage im Satz von Cauchy-Kowalewski bei charakteri-
stischen Hyperflichen nicht gelten kann.

Es sei f(t,z) =Y (t)t " exp(—|z|?/(4t)) fiir 0 # (¢,z) € R"*L.
a) Zeige, dass f in R™™\ 0 C* ist.
b) Uberpriife, dass (9, — A,)f = 0 in R**1\ 0.

n—1

(Hinweis: Mit r := |z| ist A,g(r) = 02 + O, 7>0.)

c) f ist also eine Losung von (0; —A)f = 0in R x (R™\ 0) mit Anfangswert f(0,z) =0
fir x € R™\ 0.
Warum widerspricht das dem Satz von Cauchy-Kowalewski nicht?
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Ubungen zu 3.4

Ubung 1:

Ubung 2:

Ubung 3:

Wir betrachten einen linearen hyperbolischen Differentialoperator 2. Ordnung in 2 Va-
riablen P(z,0) = ¢ (2)9;0;+- - - , sowie die zugehorige Lorentz-Metrik g = g;; dz* @ da?
mit (g;;) = (¢)~'. Der ,,Wellenoperator® zu g ist durch O = ¢ V,;V; gegeben.

a) Uberlege, dass die charakteristischen Kurven A zu P(x,0) (d.h. A = »~'(0) mit
g9 0;ud;u = 0, vgl. Seite 8) mit den 0-Geoditen = Lichtkegeln iibereinstimmen.

b) Wie sind die Lichtkegel im Fall des Tricomi-Operators yd? + 83, y < 0, gegeben?
Skizze!

¢) Uberlege mittels Ubung 5 zu 3.2, dass P(z,d) (und speziell (0) hyperbolisch zu g im
Sinn von Seite 17 ist.

d) Bestimme den Wellenoperator zur Tricomi-Metrik y~!dz ® dz + dy ® dy, y < 0.
e) Zeige, dass in der Normalform g = «(&,n)[d€ ® dn+ dn® d¢] gilt O = 2a(&,n) 10:0,.

Wenn u(t,z) € R?, T(t,z) € R die Verschiebung bzw. Temperatur in einem homogenen,
isotropen, elastischen Medium bezeichnen, so gilt

002U — pAu — (A + p)grad(divu) + Bgrad T = F, dyu — KAT +nodivu = Q.

a) Schreibe dieses Gleichungssystem mittels einer 4 x 4-Matrix P(0) von Differential-
operatoren.

b) Bestimme den Determinantenoperator det P(9). (Betrachte zuerst P(t,z) und ver-
wende, dass det P(t, x) rotationssymmetrisch ist.) Was ergibt sich fiir gn = 07

Fiir ein N x N-System P(0) mit konstanten Koeffizienten heiit £ € D/(R")V*V
(Rechts-)Fundamentalmatrix <= P(0)E = d1,.

a) Zeige, dass P*(9)F eine Fundamentalmatrix von P(9) ist, wenn (det P(9))F = 6.
b) Es sei P(9) =i ¥ —ml, der Dirac-Operator. Zeige, dass det P(9) = (04 +m?)? und
P4(0) = (Oy 4+ m?) (=1 ¥ — mly).

c) Bestimme die (retardierte) Fundamentalmatrix (= ,freier relativistischer Propaga-
tor”) von i ¥ — mly durch die Fundamentallosung

1 .
Eé(xo — |x|) —

mY (z° — |7])

(29)% — [ 7>

Ji(ma/(20)? — [2]?)

des Klein-Gordon-Operators [y + m?.
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