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KAPITEL V: DIFFERENTIALRECHNUNG IN MEHREREN VARIABLEN

§18: Parametrisierte Kurven

18.1 TANGENTIALVEKTOR, BOGENLANGE

Beispiel 1 (Kreis) Nach 2.1, Bsp. 3, p. 10, besteht der Einheitskreis aus zwei Funk-
tionen: f(x) = v1—2a2, g(z) = —vV1—22 -1 <z <1 In x =41 sind f und

g nicht differenzierbar. (Die Tangente ist senkrecht.) Dennoch ist die Kreiskurve

in den Aquatorpunkten (1,0), (-1,0) nicht “schlechter” als anderswo. Wenn wir den
Kreis durch = = cost, y = sint, t € [0, 27], beschreiben, so sind sowohl z als auch y
abhangige Variable einer neuen unabhéngigen Variablen ¢ (genannt “Parameter”)
und alle Kreispunkte werden gleich behandelt.

Def.:
1) Eine parametrisierte Kurve im R™ ist eine stetige Funktion
1 (t)
Z: I —R": t— Z(t) = ,
zn(t)

wobei I ein Intervall in R ist und “stetig” bedeutet, dal x(t),...,x,(t) stetig
sind.

2) Falls alle x; in to (bzw. schlechthin) differenzierbar sind, so heifit Z differenzierbar
in to (bzw. schlechthin).
1(to)
Z(to) = : heifit Tangentialvektor zum Parameter .

En(to)

Bemerkungen:

1) Falls ¢ die Zeit bedeutet, heiBt #(ty) Geschwindigkeitsvektor (und analog Z(to)

Beschleunigungsvektor ) zur Zeit tg.

i1 (to) i 21() — 21(to) z1(t) — z1(to)
2) Z(to) = : = | t—to t—to — tlgrtlo t—to —
En(to)
r(t) — Z(t Sekant kt
lim M — i SAIPOnVERTOr ist tangential an die Kurve.
t—to t — to t—to t — to

(Die letzten Limites sind dabei wie in 16.2, p. 134 definiert.)
3) Bei 2 bzw. 3 Variablen schreibt man gewohnlich z,y, (2) statt 1, x2, (x3).



Bsp. 1 (Kreis) 7 : [0,27] — R? : ¢t — <ZZ?§:> liefert eine “Parametrisierung”

des Kreises 2 + y? = a®. Der Parameter ¢ € [0, 27] ist hier gleich dem Winkel zur
x-Achse. Wenn t als Zeit aufgefafit wird, lauft der “Ortsvektor” Z(t) in ~ 6.28 sec
um den Kreis.

o\ [ —asint =\ [ —acost)
z(t) = < acost ) () = (—asint> = —x(t),
mi = Kraft, mit der man den Massenpunkt beim Umlauf halten mufl =

= “Zentripetalkraft” = —m

Z A
=
NG
acost, X

X(1)x(1)

Beachte: Fiir die graphische Darstellung eines Vektors kann der Anfangspunkt be-
liebig gewihlt werden. Z(t) wird i.a. von 0 aus gezeichnet, Z(t) von Z(t) aus.

b b

Bsp. 2 (Ellipse) Wenn wir in y-Richtung um den Faktor ¢ verzerren (a < 1:

stauchen, g >1: strecken), so wird der Kreis zu einer Ellipse:

acost
z:[0,21] — R? : t — . .
bsint

Gleichung der Ellipse:

2 2
xr =acost, y=bsint = —2—|-y— = cos?t +sin?t = 1.
a

b2

—asint

Nun ist Z(t) = (

t nun nicht mehr der Winkel zwischen x-Achse und Ortsvektor auf der Ellipse ist.

b t) fiir verschiedene t verschieden lang. Beachte auch, dafl
oS

bsint
Fir 0 <t < § ware dieser Winkel ¢ = arctan( ) # t.
acost



asint

acost
(nach Stauchung)

acost
(vor Stauchung)

bsint

Wir vergleichen nun die
mit der Funktionsdarstel

parametrisierte Darstellung z(t), y(t) einer ebenen Kurve
lung y(z).

Beachte, dafl y hier 3 verschiedene Dinge bezeichnet:

a) die abhéngige Variable

b) die Funktion t — y(t)

¢) die Funktion z +— y(x)

(Beim Kreis wére b): y(t) = asint

c): y(z

) = +yaT = 27)

FEine korrekte, aber mithsame Bezeichnungsweise ware:

z=f@t), y=g(t), t=f"z)=y=g(f2))= (g0 f")(x), also y = h(z).

Satz 1

1) Wennf:[a,b]—>]R2:tr—><

h

2(t)

(t)) in to differenzierbar und #(tg) # 0, so
Yy

148t sich y bei x(ty) als Funktion von z ausdriicken und es gilt:

2) Wenn [a,b] — R"™ :
genlénge

dy j
Y 3—t bzw. kurz |y = Q
de  F x

t — Z(t) eine differenzierbare Kurve ist, so ist ihre Bo-

a

L:/H:?(t)”dtz/\/x'l(t)2+---+a'sn(t)2dt

b b
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Bezeichnung ds = Hf(t)H dt wird als Bogenelement bezeichnet. ds = ds(t,dt) ist
eine Funktion der 2 Variablen ¢ und d¢, vgl. 11.3, p. 91.

1. Beweis (rechnerisch)

1) #(tp) # 0 = (8.2, Satz 4, p. 67) = ist bei ¢, monoton steigend oder fallend
—> (p. 18) x(t) ist umkehrbar = y = y(¢(x)) léBt sich als Funktion von x
schreiben = mit z¢ = z(tp) gilt:

dy )
o) = L)) o) = 20 = Ly

_tO
Kettenregel 87, Satz 3, p. 59
2) Fiir n =2:Z(t),a <t < 3, sei ein Kurvenstiick mit Lange Ly, wo z.B. z(t) >
0 = z(a) < z(f) und nach 13.3, p. 109:

x = x(t)
() ,
der = &(t) dt
b= / () de = r=z(a) =t=o«
" r=z(8) =t=0

B

/1+ i t)dt = /\/ 2 4 g(t)2 dt.

«

Analog wenn #(t) < 0 oder wenn g(t) # 0 (dann wird z als Funktion von y
ausgedriickt). Wenn auf einem Teilintervall a < t < 8 sowohl & = ¢ = 0, so bleibt
der Kurvenpunkt stehen und es kommt keine Lange dazu.

2. Beweis (geometrisch)

) x(t)
1) &= ( (t)) ist ein Richtungsvektor der Tangente = ¢y’ = tanp =
Yy

_ Gegenkathete g b%

NV

=

Ankathete &

(Analog fir £ <0V y <0)

2) Im R™: Z = {tg, - ,tx} sei eine Zerlegung von [a, b|;



k
L= lim > |#t) - &t1)|;

#(Z2)—0i=1
1 (t;) wy(tio1) + (s —ti—1)T1(tio1) .
T(t;) = : ~ : = Z(ti—1)+(ti—ti-1)Z(ti-1)
T () Tp(tio1) + (6 — tic1)@n(ti-1)
k . .
L= lim St~ toy)||iten)]| = [0 =

Bsp. 3 (Schraubenlinie, Helix, ¢\ = Spirale)

acost =2 TCC

F:[0,00[— R3:t+— | asint

bt | =5
b2n< | ‘
. —asint ; 4 y
Z(t) = acost a
’ =0
X

Die Lange s des Kurvenstiickes, das fiir 7 = 0-- -t entsteht, ist

¢ t t
S:/Hf(T)HdT:/\/GZSin2T+CL20082T+b2dT:\/a2+b2/d7':t a? + b2.
0 0 0

Wenn wir s als neuen Parameter einfithren, so ist also
. acos(s/Va? + b?)
t = ——— und Z(s) = | asin(s/Va? + b?
Var g ) (s/ Va2 £ )
bs/vVa?+b

Die Helix wird nun mit konstanter Geschwindigkeit 1 durchlaufen, denn

Satz 2 4+ Def. [a, ] — R™: s — Z(s) sei eine parametrisierte Kurve. Dann sind
aquivalent:

(A) Vs: ||a?(s)H =1, d.h. der Tangentialvektor hat Lange 1;

(B) die Bogenlénge des Kurvenstiickes, das fiir ¢ = a- - - s entsteht, ist s — a.

Wenn (A) und (B) gelten, so heifit die Kurve nach der Bogenldnge parametrisiert

(und man bezeichnet den Parameter, so wie hier, gewohnlich mit s).

Beweis: “A = B”:
A= Vo |#o)|=1= /||;z(o—>||da:/1da:s_a:>3;

«

— =

“B=— A": B:‘v’s:/Hf(U)Hdazs—a P
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B d(S —Oé) o i / 5 Hau}itsatz 5,
1-—j£r—-—ds</WNamdo> bt | 3) | = A =

Zuriick zu Bsp. 3 B gilt nach Konstruktion;

Kontrolle von A :

a

————sin(s/Va? + b?)
JaZz L b2
aa+b

dz 2 2
- ——cos(s/va?+b \
ds a® + b2 b(/ )

N
e ’

= \/—a;fbg (sin? 4 cos2) + —aQIibz =1y
In der neuen Parametrisierung s — #(s) wird die Helix also mit Geschwindigkeit

1 durchlaufen (A) und in der Zeit ¢ = 0---s wird die Lange s zuriickgelegt (B).

d_:?:
ds

Bemerkung: In der Theorie 148t sich auf einer differenzierbaren Kurve immer die
Bogenlénge als Parameter einfithren und zur Herleitung schwieriger Satze wird das

t .
auch oft getan. In der Praxis kann man oft s = [ ||#(7)|| d= nicht explizit bestimmen
a

(z.B. schon bei der Ellipse, Bsp. 2).

18.2 KRUMMUNG EBENER PARAMETRISIERTER KURVEN

Satz 3 ¥ : [a,b] — R? sei eine 2-mal differenzierbare Kurve. Dann gilt fiir die
Krimmung « und den Krimmungsmittelpunkt M :
[ — | e
= ————-und M = T
@+ M T R gE
(falls die Nenner # 0 sind. Beachte, daB ||M — || = o= 1.)

q )
Beweis: 3/ = Y _ Q nach Satz 1 =
dr =
p_dy _dy dt d iy 1 grogE 1 §a-gE
dz dt dz dt\z) =z 2 z 3
——
1/
N I
1+ y'2)3/2 Y (1 N 2_2)3/2 (2 + §2)3/2
Ebenso fir M. O
det(3 3 i (5
Bemerkung: Vektoriell geschrieben ist x = | e||£||; ) = Hx|]s|1|nﬁ”2(x,x) =
- T z

_ Normalbeschleunigung

Goschwindigheit? [m~1] und das letzte gilt auch fiir Z(t) € R".
eschwindigkei
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Bsp. 4 (Zykloide, kUkAos = Kreis) Ein Rad mit Radius a rollt auf der x-Achse
(mit konstanter Winkelgeschwindigkeit 1, d.h. 1 rad/sec). Welche Bahn beschreibt
dabei der urspriinglich im Nullpunkt liegende Punkt P des Rades (wenn er z.B.
farbig markiert ist und man filmt)?

2a

*M=(ma,-2a)fir t=n

Zur Zeit t ist P im Punkt Z(t) = (Zt::§g§;> =a (f: ilonsi) '

(Mechanisch: ' = (1) + Z(2), wobei Z(1) = a(i) = Bahn des Mittelpunktes, Z(2) =

—a(zgi) = im Uhrzeigersinn parametrisierter Kreis mit 2'(2)(0) = —a((l)).)

r=a (1 _COSt) . 12l :a\/(l —cost)? +sin?t = a\/1 — 2cost + cos? t +sin’ t =

sint
S———
t 1
=a 2(]‘_COSt):2a Sil’lﬁ‘
—————
ol | .ot
t 1 = cos 3 + sin 3
4 sin2 — =
’ cost = cos? & — sin?
= . :
Die Maximalgeschwindigkeit wird also fiir ¢t = 7 erreicht: ||;E‘(7r)|| o
! t
5= /Hf(T)H dr = 2&/ Sin% g fir £=2m
0 0

:4a<1 — COS E)
2

Speziell: Zykloidenlange nach einem Umlauf = (s fir ¢ = 27) = 4a(1 — cos ) = 8a;

7=0
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gz —gZ| |z —9E| |acost-a(l —cost) —asint-asint|
(@2 + §2)3/2 EHE 8a?|sin(t/2)[?
—2sin?(t/2)
——
a®| cost—1 ] 1

~ 8a3[sin(t/2)P  4afsin |

Speziell: Krimmung = oo bei t = 0, 27, . ..; dort hat die Zykloide Spitzen. Kriimmung
minimal bei ¢t = 7,3, ...; dort ist o = 4a, M = (ta, —2a).

Fiir den Winkel zwischen Tangente und z-Achse (vgl. 13.4, p. 110) schrei-
ben wir ab nun v, da ¢ fiir Polarkoordinaten reserviert wird. Dann gilt
also arg® = ¢ + 2km und arg & = 1 + 2k

Bsp. 5 (Klothoide, kAdfw = ich spinne) Diese Kurve ist dadurch charakterisiert,

daf die Kriimmung linear mit der Bogenlinge zunimmt (z.B. Autobahnausfahrt).

Somit:
(134,p 110) de —as:w—a—'SQ—FC
ds 2

es sei C' = 0, d.h. ¢ = 0 fir s = 0, d.h. die Tangente waagrecht fiir s = 0.
Wenn die Klothoide nach der Bogenlinge parametrisiert ist, so ist @2 + ¢ = 1 und

Yy =tany = Q = & = cos, y =siny. Also:
T

=]

Wenn Z(0) = 0 (d.h. die Kurve startet im Ursprung), so folgt x(

O%m
H

f cos 2~ do und y(s f sin %7~

Leider lassen sich diese Integrale nicht durch elementar transzendente Funktionen
ausdriicken.

Man definiert die “Fresnel’schen Integrale” durch
C(t) 2 ¢ ( cos
=4/= / _ o (T dr
S(t) ™ sin
0

Mit der Substitution o = \/%7‘ folgt dann Z(s) = /T <g((

SISy
» »
N—"
\/
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Bild:

0.7
0.6

1 05

0.4

03

0.2

0.1

0.2 0.4 0.6

C(o0) = \/g/cos(72)d7' = %
0

18.3 EBENE KURVEN IN POLARKOORDINATEN
Wiederhole 16.2:

y

(P -
X

I =T COoSY Cos @
7, gegeben = . :>£:7"( ) )

Yy =rsine sin

r = /12 + y2

vy .

x,y gegeben — arctan ; : LIV

Y= + 2km

arctan 2 + : TLIII
e

Def. 1) (r,¢) heiflen Polarkoordinaten von (x,y). (Dabei ist ¢ durch x,y nur auf
Vielfache von 27 bestimmt und fiir 7 = 0 unbestimmt.)

2) Eine in Polarkoordinaten dargestellte Kurve ist eine stetige Funktion r = f(¢p).

(Wieder schlampig: r = r(y).)
Bemerkung:

Das liefert in x,y eine parametrisierte Kurve:
x =rcosp =r(p)cosp

y = rsinp = r(p) sin g;
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 spielt hier die Rolle des Parameters t.

Satz 4 Fiir eine Kurve in Polarkoordinaten gilt:

1) Der Winkel  zwischen Z und Z erfiillt tan 8 = C
T

1
2) Die Bogenlénge s von ¢g bis o1 erfillt s = [ /r(¢)? + 7(¢)? de.
®o

|r? 4 272 — 7|
(r2+7'"2)3/2

Beweis: Es sei 7 > 0. Der Fall 7 < 0 ist ahnlich.

3) Die Kriimmung x erfiillt x =
Bild: Ausschnitt:

y X(Q,)

SN poY

(P()

X(P )
0
)

(Beachte: Den Winkel 3 € [0,7] zwischen (p0), Z(po) erhdlt man, indem man
beide Vektoren im selben Punkt ansetzt.)

(v0)

0.t = iy o (5(9) = o) 5(00) = fg I =

2) [t = i |[FEZEE| v <r<¢>_r<¢0’2 ZTFWW—W _
=0 — %o P—¢0 — ¥
JLH;O\/ (M=) s ot = VP T =

— 5= /Hf(w)H dp = /\/7’(90)2 +7(p)? dep.

3) 1 = dy| _|dle+8)| _ d_go_i_% B d_<p+darctan(r/f) de|
Clds| ds “|ds  ds| |ds de ds|
_ |de 1 rr—rr| 1 1_1_7'“2—7‘“'7" 2)
| ds Lt (/i) 72 | |4 r2+72|
1 r? 4+ 272 —ir|  |r? + 272 — i

VT2 + 72 r2 4 52 (r2 4 7:2)3/2
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Bsp. 6 (Archimedische Spirale)

r(p)=a-¢, ¢€l0,00[ (a>0)

tang = "= 98 _

¥
T a
251 P1
s:/\/r2+7*2d<p:/\/a2g02+a2d<p Bild fiir a =1
o %0 A((Pl)
a%? + 242

o a3(g02 + 1)3/2

G =P27
G =0, Tangente = xz-Achse

N mo 2m X -
T
27
3m/2
. 2
Speziel: ¢y =0=—= (=0, Kk = —
a
<,0—>oo:>tanﬂ—>oo:>ﬁ—>z, Kk — 0
Bsp. 7 (Logarithmische Spirale)
r(p) =a-e’?, peR (a>0,b>0)
be 1
tan 8 = ; = ;bew == konstant
B 72 + 272 — rif| B la? + 2a2b? — a?b?|e?P? B 1
- (7“2 + 7:2)3/2 - (a2 + a2b2)3/2 e3bp ameb@

1
Bild fir a =1, b= T dh. r=e?*, tanfB =4, B~ 1.3258 ~ 76°

= a4

o

1 e 2m/4

_ eTC/4
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§19: Funktionen von mehreren Variablen

19.1 PARTIELLE ABLEITUNGEN

Def.: 1) Eine (reellwertige) Funktion f von n Variablen ist eine Vorschrift, die jedem
Element 7 einer Definitionsmenge D C R™ eine reelle Zahl f(#) zuordnet.

Schreibweise: f: D — R:Z+—— f(Z) =u

2) Die Menge {(Z,u) € R"™! :u = f(Z)} heiit Graph von f.

Bsp. 1 Die Kugel 22 +y? + 22 = a2, d.h. genauer K = {7 € R3 : 22+ %+ 2? = a?}
besteht aus den Graphen zweier Funktionen:

z=f(z,y) =vVa?—a22—y? und z=g(z,y)=—\a? -z —y%

(In 19.4 fassen wir K als “Niveaufliche” der Funktion F(z,y,z2) = 22 +y?+ 2% von
drei Variablen auf. f, ¢ hier sind Funktionen von zwei Variablen. Nicht verwech-
seln!)

. . v ::c
Hierist also n =2, 1 =z, 22 =y, u =2, T = (y)’ und

D={7Z=(]) eR*:2” +¢*> <a’}

Beachte: In f wird & als Zeilenvektor geschrieben, d.h. f(z,y) statt f (Z)

Graph von f :

Ve>0|: 30 >0:VZ& e Dmit |- Zo|| <d|: |[f(@)—a|<e

d.h. f(#) kommt « beliebig nahe

wenn der Abstand von 7 und #y geniigend klein ist
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Analog fiir @ = £o00. ( lim hat aber keinen Sinn!)
I\ To

—

2) f heiBt in Zy stetig < lim f(Z) = f(Zo)

S S
X—I 0

3) f(z,y) heiit in &y = (§0> partiell differenzierbar
0

<~ (a) z+— f(x,yp) ist in xg differenzierbar
A (b)

Analog fir f(z,y,z) und allgemein f(Z).

y — f(xg,y) ist in yo differenzierbar

Bezeichnung: Die Ableitungen in (a), (b) nennt man partielle Ableitungen und man

schreibt dafiir — bzw. —= (oder

Somit:

O rer . 0%
Ox Oy ox’ Oy’

d
g_i = [f(z,y als konstant betrachtet)]

= Steigung der Funktion = +— f(z,y)
fl@+hy)— flz,y)

= lim

h—0 h ’
d
% = o [f(x als konstant betrachtet,y)]

= Steigung der Funktion y — f(z,y)

h—0 h z
Bild:
=f(x.y)
of
ox
(hier < 0, d.h.
g = — gezeichnete Linge)
x

8_f:£ R — —2x

aCC 8(1: '\ /‘ 2w/a2—;1;2—y2
konstant

ﬁ:£4/a2_x2_y2: —2y

dy Oy T 2y/a? — x? — y?

konstant

— y? (obere Halbkugel)

of
2 (auch < 0)
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Am Rand von D werden beide partiellen Ableitungen oco. Dort ist f nicht partiell
differenzierbar.

xy L=
Bsp. 2 z= f(x,y) = xz—ﬂ/gzx%?
0 =0
(0.0 = lim S =005~ i S~ im0~
2 00) = i JOD =IOy 020
da f(z,0) = xf '+Oo =0=£(0,y).

Also: f ist in 0 partiell differenzierbar.
ABER: f ist in 0 = <8) unstetig, denn fiir # = (Z) , a#0, ist

a-a
a? + a?

|£(Z) — f(0)] = |3 — 0] < e falls e = 1.

1 "
f(Z) =3 und [|Z — 0] < 6, d.h. Va2 + a2 = v/2|a|] < § liefert nicht

r? sin ¢ cos ¢

Bild: In Polarkoordinaten x = rcosy, y = rsiny ist z = —— =
r2 cos? p + r2sin” ¢

sin p cos p = 3 sin 2¢. z ist also fiir festes ¢ konstant.

| —
N\

1
N —
ISENI
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19.2 DIFFERENZIERBARKEIT, TANGENTIALEBENE

Fine differenzierbare Funktion sollte eigentlich stetig sein, vgl. §6, Satz 1, p. 54. Wir
miissen also fiir die Differenzierbarkeit mehr als in 19.1 verlangen.

Beachte: lim M ist sinnlos, da man durch den Vektor ¥ — Zy nicht
f*ﬁfo r — X

dividieren kann (auBer wenn n = 2 und & — Z; als komplexe Zahl z — zy aufgefafit

wird. Das fithrt zur Definition der “komplexen Differenzierbarkeit”.)

Man definiert “differenzierbar” daher geometrisch: (Z, f(#)) auf dem Graph kommt

einer Tangentialebene an f in (Zo, f(Zy)) “sehr nahe” fir & — &, d.h. der Rest

ist vom Typ o(||Z — Zo])).
Def. f: D — R, DCR? %, €D, % nicht am Rand von D.
f heifit in ¥y differenzierbar <= 3A, B € R :
(@) = f(Zo) + A (x —x0) + B (y — yo) + o(& — Zo),

wobei lim T|(f_?||) =0, d.h. da8 ¢ “vom Typ o(||ﬁ||)” ist. (Analog fiir D C R™.)
h—0

Satz 1 f seiin Ty € D C R? differenzierbar. Dann gilt:

1) f ist in @ stetig und partiell differenzierbar;

2) A= (@), B= 5 (@)
Bezeichnung: Die Ebene
0 0
= glavy) = (@) + G (@) (o = a0) + 5L (@) (0= w0

heift Tangentialebene (vgl. Tangente, §6, p. 52).

(Lt. Def. ist dann f(Z) — g(&) vom Typ o(||Z—Zo|), d.h. f(Z) = ¢(Z) fir & — Zo).



17

Bild:

) S

Beweis: lim f(Z) = lim [f(Zo) + A(z — x@;{—\B(y — y02+ o(& — %) | = f(Zy) =

T—To T—To N

— f ist in Ty stetig;

%(ﬁo) — iy @ %0) = f(20, y0)

ox T—xo T — X0
~ im A(xz — x0) + B(yo — o) + o(x — 70, %0 — Yo)
T—TQ r — Xo
i
——
Az — ~ 20,0 ~ 20,0
T—T0 T — Xo T—T0 T — X
-
|||l

0
Analog fiir B. O

Bemerkung: Wie im 1-dimensionalen gilt, dafl Summen, Differenzen, Produkte, Quo-

tienten (wo der Nenner # 0), Zusammensetzungen von differenzierbaren Funktio-

nen differenzierbar sind. Daher mufl man in der Praxis fast nie auf die Definition
zuriickgehen.

Bsp. 3 (Rotationsellipsoid)

2
P A Y A SN - O /R
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2
:>f(x0):§7
of —x/2 . —1/3 1
_Gfﬁ B —2y . _—4/3__
B_ay(mO)_Q _z2 2(1;0)_22/3_ ’
7z Y

Tangentialebene: z = g(z,y) = f(Zo) + A- (x —x0) + B (y —yo) =

21 2\ 2N _ e 3
371 \""3 Yy=3) =71 9Ty

—

Verallgemeinerung: f: D — R, D CR"™, Zy € D. f in @y differenzierbar <=

< f in ¥y partiell differenzierbar A
7@ = 1)+ 2L (@) (o1 —w01) 4+ 2L (#0) - (@0 — wom) + oF — Fo)
83:1 a.CCn N——

gé)

u = g(&) heiBt Gleichung der Tangentialhyperebene an f in Zy; ¢ heifit Lineari-

sierung von f bei Z.

Schreibweise: Fiir 1 — xg,1 etc. schreibt man oft dz; etc. Dann ist
0 0
9(%) = g(Zo + dT) = f(Zy) + \6’7{@0) dey + -+ 8_;;@0) dx,,
Def d‘]r” (“Differential von f7)
und f(Z) = g(Z) = f(&y)+df fiir & bei Zp, d.h. dZ klein. df ist also eine Funktion
der 2n Variablen %(, dZ.

In & statt &y geschrieben: f(Z+ dZ) =~ g(Z + d¥) = f(Z) + df (&, d).

J/

Bsp. 3.5 Auf wieviel % kann man die Fléache eines rechtwinkligen Dreiecks angeben,

wenn man die Katheten z,y auf 2% genau messen kann?
1
Losung: A(z,y) = 5%Y; dr <0.02z, dy <0.02y

A A
:>dA:8—dx+a—dy:ydx+§dy§0.02wy:0.O4A
ox Jy 2 2

—> A kann auf 4% genau angegeben werden.

DIE KETTENREGEL

Gegeben: a) eine Kurve 7 : [a,b] — R";
b) eine Funktion f: D — R, D C R".

Das Bild der Kurve liege in D. Dann laft sich fo @ : [a,b] — R :t — f(Z(t))
bilden.
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Bsp. 4 Es sei n = 2. Wir stellen uns f(x,y) als Temperatur in der xy-Ebene vor.
fo@(t) = f(z(t),y(t)) ist dann die Temperatur auf der Kurve zur Zeit t.

Problem: Wie verdndert sich f o Z(t), d.h. wie ist die Temperaturzu-/abnahme

d(f o)

auf der Kurve?
dt

Z.B. Z(t) = ( ;2) (nach x parametrisierte Standardparabel),

flz,y) =32y — ba? = foZ(t) = f(m(t),y(t)) = f(t,t?) = 3t3 — 5¢t2

B

O

¢
O
7//\
(/\ N
1 1=1,x=(}), f=-2°
-1 f\\? V 1

‘{\ N

. z
N R
kein t, x=(j} ) =20 o,

Nach dem rechten Bild ist wegen 19.2 f(Z(t)) ~ f(Z(to)) + A - d(to) dt + B - y(to) dt
mit dt =t — tg. Das fiihrt zu

Satz 2 (Kettenregel)

Z sei differenzierbar in to, f sei differenzierbar in #y = Z(¢y). Dann gilt:

dfof 0 d 0 d 0 dx,,
J;t x(to) = 3_;1(:%) : %(to) + 8—;(56’0) : %(to) 44 %(fo) . %(to).
In ¢ statt to f(Z@) = g—i(f(t)) Sy A A aa—;;(*(t)) i

Beweis: Z.B. fir n =2

dfoZ, . f(@1) - f(@(ts))
3 (o) = lim t—tg ’
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F(@®) - f(@o) _

t—to t— 1o

t) — 0 t) — Z(t) — @,

- lim 2(t) — 2o —|——f(fo)~ lim y(t) = vo + lim —Q( (t) - o)
t—to t—1p dy t—to t— 1o t—to t—1o
hv_/ ~ J/ . ~~

42 (to)=(to) 2 (to) =0

oF(t) = Fo) _ o(F(1) ~F) |7(t) o

t—to l|f(t) —f()ll N t—1o

v/ Vv

—0 — || (to) |

WW%ﬁﬂ:i¢@®—mf+@@—mf_ﬁ

t—to (t —t0)? (t —to)?

— 0, da

denn

NGt
— /i (to)? + y(to)? fiir {t/tZ}. O

t
t2

Zuriick zu Bsp. 4 f(z,y) = 3zy — 522, Z(t) = ( ) = f(Z(t))=3t> — 5t* =

— f(Z(t))" = 9t? — 10t

0 0
Mit der Kettenregel: —f = 3y — 10z, —f =3z, z=1, y=2t,
ox dy

%(f(t))ﬂ%(f(t))-g = (3y(t)—10x(t))-14-3z(t)-2t = 3t*—10t+3¢-2t = 9> —10¢

Anschauliche Bedeutung von f(f(t)) : Z.B. zur Zeit t = 2 steigt die Temperatur
auf der Kurve um 16°/sec.

Bemerkungen:

1) In konkreten Fallen ist man mit der Kettenregel langsamer als beim direkten Aus-
rechnen von f (f(t)) (s. Bsp. 4). Man benétigt die Kettenregel aber gewhnlich

in allgemeinen Situationen, wo f(Z(t)) nicht durch Einsetzen berechnet werden
kann.

2) Fiir n =1 gibt Satz 2 gerade die iibliche Kettenregel
fle@®) = f(z@) - () (s. 87, p. 58)
—— ~—

suBere Ableitung innere Ableitung

Fiir groflere n stellen wir uns die Abhéngigkeiten baumartig vor:
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of

//\ 8a:n

Die Kettenregel

d r Jf d 0 dz,
f ot — f . 561 _|_ P + _f . i
dt Oxy dt Ox, dt

L daw

dt
t

ergibt sich, wenn wir alle Wege von f nach ¢ gehen, multiplizieren entlang der
Wege und dann addieren.

Wenn & von 2 Variablen u,v abhéngt, so hangt auch

fo@= f(z1(u,v),z2(u,v),...,2n(u,v)) von u und v ab.
. Ofod | . : .
Bei wird v festgehalten und u spielt die Rolle von t in Satz 2.
u
. 8fof_ of 0x1 of oxy,
Daher gilt 50 prn (Z(u,v)) - B +- 4 8mn( Z(u,v)) 5
of o  Of 0xq af . 0z,
und analog 50~ B (Z(u,v)) - Do +- 4 pr. (Z(u,v)) 5

Baum:

// \ 6“20 T . alle Wege von f nach u
u

W 8];0 T alle Wege von f nach v
v

u A\

Bsp. 5 (Ableitungen in Polarkoordinaten)

a) z = f(x,y) gegeben, x =rcosy, y=rsing

Wie andert sich f bei Anderung von r, ¢?
Hierist also n =2, 1 =, zo =y, u=7r, v = ;

Baum: f

ZERN

f=foZ= f(rcosp,rsinyp)
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Schreibweise: Statt f(r, ) schreibt man einfach f(r, ).
Die Kettenregel gibt:

g—a_f: —g.@_{_a_f.@—ﬁ.cos _{_gsin
or\ or) Oz Or Oy Or Oz v Oy 4

of _0f 0z of oy _of . . af

dp Oz (‘9g0+8y dp Oz ( rsmgo)—kay (rcos )

Schreibweise: Partielle Ableitungen werden auch manchmal als Index geschrieben,
d.h.

of of

fo fir =, f, fir == etc.

ox oy
Die Kettenregel sieht dann oben so aus:

fo= 1Tz 2o+ [y -y, etc.

b) Umgekehrt: z = f(r, ) gegeben, wieder geschrieben als f(r, ¢).
of of of of

Wie driicken sich 9% 8_3/ durch 5 % aus

(~)
f
N

r=/z? 4 y? &
¢ = arctan £ (4) ><

X y

of _of or

or or 9z  dp 0z or 9 x2+yz+%'1+(g)2
_of x Of y

SR
or r Oy 7’26C

or op _of 2@ | Of ;(_i>:

Bemerkung: Die eigentlich falsche Schreibweise, wieder f statt f zu schreiben, fiihrt
dann zu Fehlern, wenn einige Koordinaten unverandert bleiben:

ZB. f(z,y) =x+2y, u=x+y, v=y (unverdndert!)
= f(u,0) = fu,y) = u+y.
Wenn man hier f(u,y) statt f(u,y) schreibt, so entsteht ein Fehler, denn

of of
a_y_l aber a—y—Q

Mehr dazu in § 21 unter “Koordinatenwechsel”.
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19.4 GRADIENT UND RICHTUNGSABLEITUNG

Da wir f noch anderweitig brauchen, schreibe ich hier F' fiir die Funktion. In
19.1 wurden die Steigungen der Kurven betrachtet, die sich ergeben, wenn wir von
Zo aus parallel zur = bzw. y—Achse gehen. Allgemeiner wollen wir nun in eine
beliebige Richtung, dargestellt durch einen Einheitsvektor 7, gehen. Wir suchen

also die Anderungsgeschwindigkeit von F, wenn von #, aus mit Geschwindigkeit 1
in Richtung 7 gegangen wird.

Losung: #(t) = &y + t7 (parametrisierte Gerade) =

(Kettenregel) F(Z(t)) (0) =

or . . or _ . .
= a—xl(xo) ~21(0) 4o + a—wn(fco) - 20 (0)
71 Tn
OF ‘ .
8_:1:1(%) \ RA(F, Xy, 7)
X
)
8—(550)
T, N
. . . X(t)=X,*tr
Def. F' differenzierbar in Zp, 7]l =1, c€ R
oF
8_901(%)
1) Der Vektor : heift Gradient von F' in Zp.
oF
9z, (o)

Schreibweisen: grad F'(Zy), VF(Zp) (letzteres sprich “nabla ef von iks null”)

2) (VF(Zy),7) heiBt Richtungsableitung von F in %, in Richtung 7.
Schreibweise: RA (F, Zg, T)

Interpretation: <VF(:E’0),'F > = Anderungsgeschwindigkeit von F von Z, aus in

Richtung 7, vgl. oben.
3) Die Menge M, = {Z € D : F(Z) = ¢} heiBt Niveaufléiche (fiir n =2 Niveau-
linie) von F' zum Niveau c.

Interpretation: Wenn z.B. F' =Temperatur, so ist M. =Menge aller Punkte mit

Temperatur c. Beachte, daf3 sich verschiedene M, nicht schneiden.

5 2/3
Bsp. 3 n=3 w:F(a:,y,z):%+y2+22, To= | 2/3
2/3

(Um w = F(z,y,2) zu zeichnen, briuchten wir den R*.)

1 2
) =g 1] =1
—2
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x/2 1/3
VE=| 2y |, VF@) = | 4/3 | = RA(F,7,7) =
22 4/3
1 1 1 2 2
= <VF(5U’0), F> = <— 4 1,=| 1 > = ——, d.h. die Temperatur F fallt von
3 4 3 _9 9

2
Zp aus in Richtung 7 mit Geschwindigkeit 9’ d.h. genauer

2
F(Zo + er) = F(Zy) —=€ + o(e), ®—>0 fir e — 0.
N—— 9 €

1

2.02 0.673
Zahlenbsp.: ¢ =0.01l = @y +er=—-| 2.01 | = | 0.67 |,
1.98 0.66
0.673? :
F(Zy + er) = +0.67% + 0.66% = 0.99784,
. 2 2 . a4
F(%y) — g€ = 1-— 9 -0.01 = 0.997, der Unterschied ist das o(e).
b) Die Niveauflachen sind
{} ce<0
M. — {0} :c=0

2
Ellipsoid % +y?+22=c:e>0
Speziell: &y € M, <= c=F(Z) =F(3,%2,3) =1
Problem: In welchen Richtungen steigt/féllt F' am schnellsten, in welchen Richtun-

gen ist keine Anderung?

Satz3 F': D — R seiin @y € D C R™ differenzierbar, ¢ = F(Zy). Dann gilt:
1) RA(F, %o, 7) = ||VF(Zo)|| - cos L(VF (&), 7)
Speziell: a) RA =0, wenn 7 L VF(Z))

b) |[VF(Zy)|| = maximale RA; diese wird erreicht, wenn 7 in Richtung
(7
VF(Zy) geht, d.h. wenn 7= V—(aio)'
IVE o)

In Worten: Der Vektor VF(Z,) weist in die Richtung der stirksten Zunahme
von F' und seine Lange ist gleich der maximalen Richtungsableitung.

F
2) Wenn g—(fg) # 0 und ¢ = F (&), so 1aBt sich die (Zp enthaltende) Niveaufl&-
Tn

che M. bei Z; als Graph einer Funktion z,, = f(x1,...,2,_1) schreiben. Man
sagt: “F(Z) = ¢ definiert f implizit.”
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3) Die Tangential(hyper)ebene an M, in Z ist dann (Z — Ty, VF(Z))) =0

Somit: VF(Zy) steht senkrecht auf die Niveaufliche durch

Beweis: Wiederholung zu linearer Algebra:

0,0 € R" = | (4, 0) = ||u]| ||¥]| cos L(@, V)
(Vorstellung dazu:
AN
v "
ava
v=0v"4+0", 0| q, -, -~
u
v L= ||v']| = ||J|| - cos e, o« = Z(i, D)
u
= U’ = ||U]] - cos Tzl
= (4,7) = (u,0") + (a,7")
0
= (a I q) - IES @ — a7 cosa)
Il | lall  ~—~~

]2

=1

( F bvg
maximal : £ =0, d.h. 7= v (ﬁo)
IV E@o)]]
r(z
=4 minimal : £/ =7, dh. 7= — v (a_:)g)
IVE(o) |
™ —
|0 :Aza,dh L VF(Zy)
2) Beweisskizze: Betrachte x,— F(wl, ey Tp—1,Xy) fir feste x1,..., 2513
[ ~~ d
t — u(t)
) oF .
U 5’ # 0 = t = x, lafit sich fiir feste x1,...,2,_1 als Funktion von
Tn
u(t) = F a,usdrucken (vgl. 18.1, Satz 1, 1. Beweis, 1) = M, =
{ = c} = { X1y Tp_1,Tn) : T, = Funktion von ¢ und Ti,... ,xn_l}
—f(:r1 STn—1)
(Ganz genaugenommen braucht man hier als Voraussetzung, dal —— in Zj

n

stetig ist.)
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3) Z(t) sei eine Kurve in der Niveaufliche M. mit #(0) = ¥y =

d

— Vt: F(Z(t)) = —

(#0) =c |5

= (VF(Z),7(0)) = 0 = VF(&) L #(0) = VF(&) L alle Richtungsvek-

toren in der Tangentialebene an M, = VF (%) = Normalvektor der Tangen-
tialebene.

Also: ¥ € Tangentialebene <—-

= T— Iy L VF(Z) < (T — Zo, VF(Zp)) =0 O
Bild: VF(x,)
Tangentialebene
B X(1)
xX(0)

\M

(4

2 1
2 1 1
Zuriick zu Bsp. 3 F = o 442+ 22 Zo=- | 2 |, VF@) == | 4
4 3 3
2 4
1 1
1) Maximale RA fiir 7 || VF (%), d.h. 7= — | 4
1 (1 V33
Dann ist RA = | VF(Z)|| = —H 4 H = — ~ 1915
3 4 3
1
RA=0<«=7r1 |4
4

2
2) CZF(f()):l, Mlz{fixz+y2+22=1};

l
0z

ausrechnen, f(z,y) =1/1— % —

4 atz
To) = 3 #0 532 e Ty ist z = f(x,y); in unserem Fall konnen wir f
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2 1
1 1
3) Tangentialebene: (& — o, VF(Zy)) = 0, d.h. <f—§ 2 '3 4 >:0<:>
2 4
1 2 2 2
§<x—§+4(y—§)+4(z—§>>:O<:>:E+4y+4z:6,
x 3
= =—— — —, vgl. 19.2.
=g(x,y)=—7-y+5, vel 19

Zusammenfassung zu 3): Wir kénnen die Tangentialebene auf zwei Weisen berech-
nen, namlich, z.B. fir n =2 bei f, d.h. n =3 bei F:

(a) Bei expliziter Angabe der Funktion z = f(z,y),

= durch g: 2z = — (x — i c(y —
o= () duch g = fla) + 5L G0 (o= 20) + 5L G0) - )
(b) Bei impliziter Angabe von f mittels F(z,y,z2) = ¢,

Zo
fo = Yo durch <VF(ZEO),.’E— .’fo> =0
20
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§20: Zweite Ableitungen

20.1 DER SATZ VON SCHWARZ

Def.: f: D — R, D C R", sei differenzierbar. f heifit (in Zy) zweimal differenzier-

bar <= alle Ableitungen g{f :D— R, i=1,...,n, sind (in &y) differenzierbar.
Schreibweisen: 1) Man fafit 82:- oft als “Operator” auf, der einer Funktion f die
. . 0 . Of
Funktion zuordnet. Daher schreibt man f fur .
a(2L 2
2) Fiir 0 (9] = (8%) schreibt man o7 .
81’1‘ 8$j 8:}31 L0 4
3) Fiir 0 schreibt man oft f,, und fiir
Zi
0% f o (0f 0
= = —(f3.) = (fs.)s. schreibt daher fy ...
D20, 6%(6%) &Ei(fj) (fz; )z, schreibt man daher f; .,
Beachte die verschiedene Reihenfolge von z; und z; in den zwei Schreib-
weisen!

Bsp. 1 f(x,y,2) = 2%y + xcos z =
_of 0

fz = = %f = 229> + cos 2, fy = 322y?, f. = —xsinz,
fng = %%) = 2°,

g (L) - L)

(s = i) = o (52) = g = 2B e
fyy=62%y, f.. = —zcCOS2, fr,= ;zzé’fx = 8(2:83/381— c0s 2) = —sinz,

Dafl f, und f,, etc. jeweils dasselbe ergeben, ist zum Gliick kein Zufall:

Satz 1 (H.A. Schwarz, 1843-1921) Wenn f in Z; 2-mal differenzierbar ist, so gilt:
orf orf

Gxiaxj (:EO) N 8@383}1 (JJO)

Vi, g :

Beweis: Zur Vereinfachung nehmen wir n = 2 an und da$§ f,, in der Nahe von

f(xvy) — f(xovy)

Y

definiert und in 7y stetig ist; fi(xg,y) = lim
T—X0 r — X
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—» 6fw fm(x()ay)_fx(ajo’y())
fea(o) = S (79)= Tim
Yy Yy—Yo Y — Yo
flxy)—f(xo,y) _ f(=,90)—F(%0,Y0)

= lim lim e Lo
Y—Yo T—%o Y —1Yo

— lim lim f(xvy) _f(x()ay)_f(x:yO)—’_f(xO?yO)
Y=Y 20 (x —z0)(y — %0)

A

g I,y) - Q(Iayo) (MWS, 8.2, Satz 3)
(x —20)(y — vo)
)

Es sei g(z,y) = f(z,y) — f(20,y) = A =

1 ) - 9 S . .
= cgy(z,n) = fu(@.1) = fy(2o, 11 (VW) fyz(z1,y1) wobel x1 zwischen
r — X9 T — X
zo und z liegt, und y; zwischen yo und y; fy, stetigin ¥y =
= fay(To) = lim lim A= lim lim fy.(x1,91) = fyz(T0,v0) = fyz(Zo) O
Y—yo T—T0 Y—yo T—T0

Bemerkung: Ebenso gilt fiir hohere Ableitungen, dafl es auf die Reihenfolge nicht
O3 f O3 f Bf

ankommt. Also z.B. = =

011019011 012072 023012

(wenn f 3-mal stetig differenzierbar ist).

20.2 DER LAPLACE-OPERATOR

Bsp. 2 f:{7#=(}) eR*:¥#0} —R:Z— In|Z.

Also f(z,y) =In /2% +y? = $In(2? + y?).

(Man nennt f “logarithmisches Potential”.)

8f 1 2x x

Jo = or 2 x2+y :x2+y2
f 0P 1@+t —x-2e oy —a?
T 92 (22 + 42)2 - (22 4 y2)2
fomy, = LU0 (@ N_ 0@y ey 2wy
WO T oyNox ) - oy\at+yr) o (@24 (a4 y?)?
Nach Satz 1 ist fyz = fay;
2 _ 2
Yy r~ =y .
fy = e Jyy = m (aus Symmetrie)
y? — 22 22 — 2

Beachte: foo + fyy = P +2? (@2 + )

0? 0?
AISO (@ —+ a—y2>f = 0
———
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Def.: f: D — R, D C R", sei zweimal differenzierbar.

2 2 2
1) Af = 8 f + g J; +-- 4 % (sprich “laplaf ef”)

A heif3t Laplace—Operator (nach P.-S. de Laplace, 1749-1827).

2) Wenn Af =0, so sagt man, f ist harmonisch bzw. f erfiillt die Laplace-

gleichung (oder Potentialgleichung).

Physikalische Bedeutung: Wenn D C R? und eine Membran am Rand von D (nicht

unbedingt eben) eingespannt ist und unter der Last g(x,y) [N/m?] steht, so erfiillt
ihre Durchbiegung z = f(x,y) die (partielle Differential-)Gleichung 7Af = —g,
wobei 7 =Membranspannung [N /m].

Speziell: Af = 0 heifit Last = 0, z.B. Seifenhaut.

Einspannung

zf

20.3 A IN POLARKOORDINATEN

Wie berechnet man Af, wenn f in Polarkoordinaten gegeben ist?
(Etwa in Bsp. 2 wére f(r,¢) =Inr.)

f

_ af 8f or Of 8g0
Kettenregel: 87‘ 890 + == 8g0 I

r ¢ 5
>< x
X y Zweimal Produktregel:

32f of or of 03r of 8@ of 0%p
A L L) s

922 or) 0z ' Or 022 do) Oz ' Bp 0Ox2
~— =~ =~

/7
! v u v

Noch einmal Kettenregel:
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() 0.0, 0 0p 2 0, B 0

Ox \_Or or Odx Oy 9r  or2 oz dodr Oz
<~
g

undebenso— 2R 0°f @4—82—‘78%
0x\Op /) 0Ordp 0x 0p2 Ox

Einsetzen in (x) gibt:
PI_PL (), P 00 0 0 0
ox?2  0Or? \Ox Op0r Oz Oz Or 0x?
1
a2f or o an(5@)2 af 9%

T orop or 0w o2\ or dp Oz

2

2
Vorsicht: @ und gr sind etwas Verschiedenes!
ox 0x?

Analog fiir y (ersetze = durch y) :

2 2 2 2 2 2 2 2
3f_8f.<87'> +28f or 0y O0°f <8<p> +3f 8r+8f D%

ay? ot \oy dpor Dy Oy 02 \dy) " or oy " dp Oy?

Zusammen:

OXf  02f O f|[or\® [or\® O*f |or dp O 9y
Af_0m2+8y2_87’2 (%) +(8_y) +26<p(97“ o 8m+8y Ay

2f | (0p\?  [(0p\?| O 02 3] 0>

LOTN (20N (20| L o8\ Oty OF | O | O
0p? | \ Ox oy or 8302 oy? Do | 022 Oy?

(a) r=+22+y? = ﬁ = v z O _y

81’ ,/a;2+y2:;’6_y_7“

ar\? ar\ > 2 49
OO

_ y Do —5 X~ y oy
(b) ¢ = arctan = (+7r) % = ﬁ = EyET
1 2
dp 7 =~z or dp Or dp x ([ y +y T _ 4
dy 14+4 0 dxr Or 9y Oy r 2] T 2T

S A2 L . 2
(d>(9_27‘_£ x :1 Vi 4y :1:2\/332——|-y2:$2+y2_$2:y_2
ox? Oz 22 + 2 2 +y2 (22 + y2)3/2 13
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8_27’_x_2:>AT_82r+827°_x2+y2_1
oy 3 o0z oy 3 7
(6)32_80_£ oy \N_ O0-y-20 2y
972 Oz \ 22+y2) (@2 +y2)2 i
2y 0 T —2xy 2o D%
- = — et A = — —_— =
Oy? 8y<x2+y2) ST a2 + y? 0
0% f 0*f o*f 1 of 1 Of
E ist Af=—=-1+2 . R A T
rgebnis: Af or? * Dpor 0+ ©2 r? * or r + Oy 0
— A = 82+82—82+l._82 _|_1§
C0x2 oy or2  r?2 Q¢ r Or

Zuriick zu Bsp. 2 f(r,¢) =lnr =

02 1 0? 1 9
Af = w(lnT)Jrr—Q ' W(ln”’)ﬂj ' E(lnr) =0
—— iv—’
0 1
_,r_2 ;

Bemerkung: Anschauliches Versténdnis von (a), (b), (c¢) oben:

Die Rechnung ergab: b%

0 %= (o) = (i) =

oo (35)- () -3(2)

9 /By
a) Vr L r =konstant (§19, Satz 3, 1) = Vr || &,
|IVr]| = (RAvon r in Richtung Vr) =1

Geometrisch:

l
(8§19, Satz 3, 1)
Also: Vr = z
r

B) Ve L ¢ =konstant = Vo || (_xy)

1
IVel = (RA von ¢ in Richtung V¢) = -

1 /-
Also: Vy = 2 ( my>
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[Wenn man die Groflen der RAen geometrisch nicht erkennt, miifite man nach 19.4

rechnerisch so vorgehen:

a) F=r&t) =& +1t—2 (Dann ist #(0) = @, ||#(0)|| =1, #(0) || Vr)
r

F(Z(t)) = ||1Zo]] (1 + ;) =r+t, RA=F(Z(t))(0)=1
o mepy [ cos(e+t/T) =y = ([ g =
B) F=qo@t)=r sin(cp + /1) (Dann ist #(0) = Zo, ||Z(0)|| =1, Z(0) || Vi)
F(Z(t)) = p+t/r, F(Z(t)) (0) = H
(a), (b), (c) folgen aus «), ), denn sie bedeuten .
IVrl® =1, (Vr, Vo) =0, [IVe|* = .
92 1 9% 1

(d), (e) und die Endformel A = 52 + 2 9 1 i sind anschaulich schwerer

zu verstehen.

20.4 EXTREMA

Def.: (vgl. 8.2) f: D — R, ¥y € D C R™.

. . {Maximum} {f(_’o) > f(i”)}
1) f hat in #, ein globales <~ VZ¥eD: ; ; .

Minimum

Maximum

2) f hat in &y ein lokales { } <= f hat in ¥y ein Extremum <=

Minimum

B L f(@o) = f(T)
<= 35 >0:VZ¥e D mit |¥—Zp| <I: . -
f(@o) < f(T)
Bsp. 3 f:{ZeR?:[|Z]| <2} - R:Tr— (z—y)(z® +y*> - 1)
Y
y=x
K + = Vorzeichen von f

Wie in §8 miissen Randpunkte separat betrachtet werden.
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Def.: Es sei D C R".
1) #y € D heifit innerer Punkt von D <=

<= 30> 0:VZmit | ¥ —Zp||<d:Z €D
(In Worten: D enthélt einen (kleinen) Kreis um #y. § kann dabei fiir jedes innere
Ty ein anderes sein.)

2) Zp € R™ heifit Randpunkt von D <=

(i) &y ist kein innerer Punkt von D

(ii) D enthélt &y oder Punkte beliebig nahe bei Z.
3) D heifit abgeschlossen <= D enthélt alle seine Randpunkte.
4) D heifit beschrénkt <= dR > 0:VZ € D : ||Z]| < R.

(In Worten: Es gibt ein R, sodafl D in einer Kugel (= Kreis fiir n = 2) mit
Radius R um 0 liegt.)

Bsp. 3 a) D= {Z:|Z| <2}

J)

ist abgeschlossen und beschrankt.

o7}

Die inneren Punkte sind <

o mit ||Zo]| < 2 (vgl. das Bild), 2 X

die Randpunkte sind Zp mit ||Zp] = 2

b) {Z € R?: 2 +y > 5} ist nicht abgeschlossen und nicht beschriinkt.

Satz 2 (Weierstral) f: D — R stetig, D abgeschlossen und beschrinkt = f hat
(zumindest) ein globales Maximum und ein globales Minimum in D.

Es gilt auch das Analogon zu Satz 1, 8.2:

Satz3 f: D — R, @y € D C R" sei ein innerer Punkt von D, f sei in Z
differenzierbar. Dann gilt: f hat in #) ein Extremum = V(%) =0

1
0

Beweis: f habe in Zy z.B. ein lokales Maximum = g¢(t) = f(:z?o +t] . ):
0

f(xo1 +t,z02,...,20,) hat in t = 0 ein lokales Maximum.

Nach Satz 1, 8.2, folgt 0 = ¢(0) = a—f(fo).

8901
of ., , . S
Analog (Zo)=0,i=2,...,n= Vf(Z)=0. O

8Ii
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% X = t -
Def.: Ein innerer Punkt &y von D, wo V f(Zy) = 0, heifit stationdrer Punkt

von f.
Stationdre Punkte sind also die ¥, wo die Tangentialebene waagrecht ist.
g g

Ergebnis von Satz 3: Die méglichen Kandidaten fiir Extrema sind also

(a) stationdre Punkte, d.h.

Zo im Innern von D A f in %y differenzierbar AV f(Zg) = 0,
(b) Randpunke von D,
(c) Punkte #y, wo f nicht differenzierbar ist.

Bsp. 3 f(x,y) = (z —y) - (2% + y*> — 1) ist ein Polynom und daher iiberall differen-

zierbar.
(a) Vf=0+<—=
of 2, .2 _ _ 9.2 2 1 _
5~ © +y =14+ (r—y) -2 =3z"-2z2y+y~—1=0 I
x
0
Aa—f:—(m2—|—y2—1)+(x—y)-2y:—x2+2xy—3y2+120 IT
)

IHI1: 222 — 2 = 0 = 2% = y? =z = +y

1
1.Fall: y=2 = ausl:22° =1, 2 =+— =4y

V2
A () (53

2. Fall: y= —2= ausl:62°=1, o=+

Il
/T\

\H
(@)
5l-
(@)
~
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Yy
M,
Das Bild zeigt, »
dafl P, P> keine
+
Extrema sein konnen, A

da f >0 in
M, ={Z:y>uz 22 +y%2 <1}
und f <0 in

Sy

My ={7Z:y<uz, 2?2 +y? <1}

f hat in P, ein lokales Mazximum,
da nach Satz 2 in M} = {Z :y > x, 22 + y?> < 1} ein solches existieren muf.

(Die Minima von f in M liegen am Rand, wo f = 0.) Ebenso hat f in Ps ein
lokales Minimum.

Die Randpunkte von D sind
{z:]|7| =2}, dh. T mit 2% +y* = 4.

Wir parametrisieren diesen Kreis durch

o\ [ 2cost - . o 2 L2,
x(t)—<25mt):>f(x(t))—(2(:ost 2sint) - (4cos“t + 4sin“t — 1)

= 6(cost — sint)
f hat ein Extremum = f(Z(t))" = 6(—sint — cost) = 0 = sint¢ + cost =0

=y =1 = Ps = (V2,-V2), Ps = (—V2,V2); f(Ps) =6vV2> f(Py) =
4
3v6

=—> f hat in P5 ein globales Maximum. Ebenso hat f in Py ein glob. Minimum.

Bild:

20 —

18 2=(x-y)(x>+y?~1)+10

16 —

14—
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20.5 DER EXTREMSTELLENTEST

Wir suchen ein mehrdimensionales Analogon zu Satz 1 in 9.1. ( Dort heifit es:
f"(x¢) > 0= Min.

Es sei f'(xg) =0 (d.h. 2y stationar). Dann gilt:
f( 0) ( 0 ) g {f”(ﬂio) < 0:>Max.)

Wir setzen (vgl. den Beweis von Satz 3) gz(t) = f(Zo + tr) = foX(t).
——

Z(t)

= ~—
= A

N

Max. Max.
Dann gilt: f hat in Zy ein . —> V7' : g7 hat in 0 ein Mi .

1m. 1m.

Auf g7 werden wir 9.1, Satz 1 anwenden und dann auf f schliefen. Dazu wird mit
der Kettenregel §=(0) berechnet:
Zunachst fir n = 2:

g7(t) = f(xo + tri,yo + tre) =

S
/ \ gr(t) = %(zo +try,yo + tra) -1+

X y g’% af
\ / +6—y($0+tr1,yo+trz)'7’2
4
2 2 2 2
— gF(O) = %(f@) : T% + 8?;5; (f()) -T2 + 66;(‘;; (f()) -Tr1To + %(f@) . T%
——
~ B /
(Sch;arz)

Allgemein in n Variablen:
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Def.: Die symmetrische Matrix

o f *f 0 f
0z? 0x10x9 0x10x,
0% f 0% f :

Hf — 82328331 6(13%

0*f 0% f
0,011 ox?
heifit Hesse’sche Matrix von f (fiir zweimal stetig differenzierbares f).

Bemerkungen: 1) In einer Variablen ist Vf = f/, Hf = f”.

0= L% g

i=1j=1 1xn,nxnnxl
(Hf'f')z‘ P
Bsp. 3 f(z,y) = (x —y)(@* +y° — 1)
0 0
—f:3x2—2xy+y2—1, —f:—x2+2xy—3y2-|—1
or oy
°f 0 f °f °f
— 7L — 6z -2y, =%y — 2 = At R PSR
0x? T 0x0y g Oyox’  Oy? SR
6x — 2y 2y—2x) (1 1) (1 1)
— Hf = ) P = =T = Ps = S
/ <2y—2ac 2z — 6y ! V2 V2 3 V6 V6

— = (N0 g) = (0 )

2
4 atz 1, 9.
( )(Pl) g ];(Pl) = NG > o Sl 9@) hat in 0 ein Minimum.

g((l)) (P) = gQJ;(Pl) —% <0= 99 hat in 0 ein Maximum.

Py ist daher ein “Sattelpunkt” und kein Extremum (wie wir ohnehin schon wissen).
Def.: f: D — R, Zy innerer Punkt von D.

T heiBt Sattelpunkt <= (i) Z, stationir, d.h. Vf(Z) =0,

(ii) Zp ist kein Extremum.

In P3 hingegen ist §~(0) = #7 . Hf - ¥ immer positiv, denn

. 8/\/6 _4/\/6 . ™ 8 8 2

(r1,72) (—4/\/6 8/\/6> (7‘2) \/— \/—12+\/_
8 (2 oy _ 8 |1 o 2 1 2 . o

= %(ﬁ — Ty +15) = NG {5(7"1 +735) + 5(7’1 —ro)?| >0 fiir ¥#0.

Nach Satz 1, 9.1 hat g7 in t = 0 ein Minimum und daher auch f.



39

Def.: Eine symmetrische n x n-Matrix A heifit

FTAF > 0

positiv ~
(a) definit <= V0 # 7€ R":

negativ FTA7 < 0

(IF e R™ : 7TAF > 0)
(b) indefinit <=
A (37 e R™ : #TAF < 0)

a b

Satz 4 Es sei A = (b C), det A = ac — b?.

(1) A positiv definit <= a >0Adet A >0
(2) A negativ definit <= a <0AdetA >0
(3) A indefinit <= det A <0

U
Beweis: Es sel 7= <Z>, vV#£0, t=— =
v

a b

ST A=
=7 Ar—(u,v)(b .

wy _ o2 2 _ 2 2
) <v> = au® + 2buv 4+ cv® = v° (at® + 2bt + ¢)
>0
(1) A positiv definit <= 77A7 > 0 fiir v =0, u # 0
A FTAF > 0 fiir v # 0
= a>0AVt:at® +2bt +c> 0
———
h(t)
Wenn a > 0, so ist y = h(t) ist eine nach oben offene Parabel. Dann gilt:
Vt : h(t) > 0 <= h hat keine reelle Nullstelle

b b% — ac
<~ 1t2:—a:i:

dR<=b0 —ac<0<=detA>0
——
—det A

a?

(2) und (3) werden dhnlich bewiesen.

Bemerkung: Fiir beliebiges n gilt nach dem “Jacobi-Kriterium?”:

pos. >0
A definit <= a1; Adet [ M1 M2} S 0 A
neg. <0 a1  a22
a1 ai2 a3 >0
A det ag21 QA2 A23 AR y
<0
asz1 Ga32 ass

d.h. die Vorzeichen der “Hauptunterdeterminanten” von A sind

alle >0
abwechselnd < 0 und >0
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Folgerung (Extremstellentest) D C R™, f : D — R, Zj stationdrer Punkt von
f (: Kandidat vom Typ a), f seiin Zy 2-mal differenzierbar. Dann gilt:

2
(1) Hf(#y) positiv definit, d.h. fiir n =2 %(i‘b) >0, det Hf (Zp) >0
— f hat in 7y ein lokales Minimum
0 f
(2) Hf(#y) negativ definit, d.h. fir n =2 : w(fo) <0, det Hf (Zp) >0

— f hat in 7y ein lokales Maximum
(3) Hf (%) indefinit, d.h. fir n =2: detHf(Zy) <0
—> f hat in &y einen Sattelpunkt
(4) Hf (%) ist weder noch, d.h. fir n =2: det Hf (%) =0
keine Entscheidung; man mufl g7 direkt betrachten.
Beweis: Z.B. fiir (1):
Hf (&) positiv definit <= V7 # 0 : §=(0) > 0 = (Satz 1, 9.1): VF#0 :
g7 hat in ¢ =0 ein Minimum <=
— VF#£0: Y0 #t Klein: gz(t) = f(Zo + t7) > f(Z)
Mit Hilfe der Taylorreihe (s. Kap. VI) sieht man, dafl sogar gilt:
(*) 30 >0: VP mit ||F]| =1: Vt mit 0 < |t| <0 : gr(t) = f(Zo +t7) > f(Zo)
und daher VZ mit |7 — Zy|| <& : f(Z) > f(Zp), d.-h. f hat in &y ein Minimum.
O
(1) Min.
(2)

Bemerkung: #j ist in
E— ax.

} sogar ein “isoliertes” { }7 d.h. das einzige

Min.
{M } in einer kleinen Umgebung von #j, denn in (%) gilt > .
ax.

Schema z.B. fiir Bsp. 3

. 2
(mstationiue Punkte) | 57 det Hf | Ergebnis
P \% —% <0 Sattelpunkt
P —\% —% <0 Sattelpunkt
Ps >0 0218 > 0 lokales Minimum
Py —\% <0 64%16 >0 lokales Maximum
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20.6 EXTREMA BEI NEBENBEDINGUNGEN

Bsp. 3 Die Kandidaten nach (b) erfiillen die Gleichung g(z,y) = 22 + y* —4 = 0.
Def.: Esseien f: D — R, g1,...,9x : D — R, ¥y € D.

Zo heifit Extremum von f unter den Nebenbedingungen g¢i,...,gr <
(a) g1(Zo) = -+ = gr(Zo) =0 A
(b) 30 >0:
B o B B f(&0) > f(Z)
VZ € D mit |7 — Zo|| <d und ¢1(Z) =+ = gx(¥) =0 {f(_’o) < 1)
In Worten: Unter den Z, die die Nebenbedingungen ¢1(Z) =0, ..., gx(Z) = 0 erfiil-
maximalen
len, hat #y lokal einen { minimalen} f-Wert.
Untersuchung fiir n = 2 : z
g(z,y) = 0 gibt eine
Kurve im R? und =
z = f(x,y) wird auf der
Kurve in 7y extremal.
T = Z(t)

X X0

Es sei Vg(Zy) # 0. Dann 148t sich nach §19, Satz 3, 2, g(z,y) = 0 als y = h(z)

oder als x = h(y) schreiben. Allgemeiner sei Z(t) irgendeine Parametrisierung von
g(z,y) = 0 mit Z(0) = o, #(0) #£ 0.

Ty Extremum unter der Nebenbedingung g <= f(Z(t)) hat in 0 ein Extremum
= f(#(#)(0) =0 =

L@ a(0) + (@) i (0) =0

Andererseits ist Vt : g(Z(t)) = 0 =

0 . oy
I 57 (@) - (0) + 5 (F) - 5(0) = 0
x
Da f(()) # 0, miissen die Zeilen dieses Gleichungssystems linear abhingig sein,
d.h. 3)\0 : Vf(fo) = )\ng(f()) d.h. in fo gllt
of dg
und
x

of dg
Oz )\06 =g,

Ay oy
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Dies fiihrt zu folgendem Rezept:

Zy Extremum von f unter der Nebenbedingung g A (Vg(Zo) # 0)

= <§0) ist ein stationarer Punkt von F' fiir ein gewisses \g
0
o (T g OF 08 09

Denn in (Ao) gilt: 9% Do )\8;5_ 0
OF 0
— = _f _ )\@: 0
Jy Jy oy
OF
o T =0
ox 7

Bezeichnung: A heifit Lagrange’scher Multiplikator.

Zuriick zu Bsp. 3 f(z,y) = (z —y)(2® +y*> — 1), g(z,y) = 2> +y*> — 4
Fz,y,A) = (z—y)(@® +y* — 1) = Mz +y* — 4)

OF

I 8—:3x2—2xy+y2—1—2)\x:()
x
OF

II a—:—x2—|—2xy—3y2—|—1—2)\y:()
Y
OF

I4+IL: 222 — 292 —2Xx — 2y =0
= (@ —y)(@z+y) - Mz +y)=0
— (@ +y)lz—y—-A =0
LFall 24y=0, y? =22 III: 22° =4, z = +/2; das fithrt auf Ps, Py
2Fll o +y#0=zx—y= A\
I gibt 322 — 22y +9y> —1—-2(x —y)z =0
— 224+ 9y?> - 1=0 Widerspruch zu IIL
(Beachte, daf8 die Voraussetzung Vg(Zo) # 0 fiir alle #o auf dem Kreis zutrifft!)

Allgemeines Rezept:

Zo Extremum von f unter den Nebenbedingungen g¢i,...,gr — <§O) sta-

tiondrer Punkt von F(Z,\1,..., k) = f(Z) — \g1(&) — -+ — Aggr(Z) flr ein

gewisses Xo € RF.
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621: Vektorfelder

21.1 NABLA

Def. Eine vektorwertige Funktion ¢ ist eine Vorschrift, die jedem ¥ € D C R"

ein ¥(Z) € R™ zuordnet.

—

Schreibweise: v': D — R™ : ¥ +—— ¥(7) =
U ()
Bemerkung: Wenn m = n, so nennt man ¢ auch Vektorfeld. Zur Betonung des

Unterschiedes wird f(Z) wie in §19 auch Skalar(feld) genannt.

Mathematische Interpretation: ¢ besteht aus den m gewdhnlichen ( “skalaren”)

Funktionen vq,...,v,,.

Physikalische Interpretation: Man kann sich #(Z) € R? z.B. als Geschwindigkeits-

vektor einer Stromung oder als Kraftvektor im Punkt Z vorstellen. Man zeichnet
daher ¢(Z) als Vektor mit Anfangspunkt in Z.

Bsp. 1 f(Z) Funktion = grad f ist ein Vektorfeld.

ZB.im R?: f = ay = V(%) = (z) = ¥(%)

y

X
v1()
Def. 7: D — R3: Z+— 0(%) = | v2(Z) |, D C R3.
vs()
0 0 0
1) divd = UL 902 OU8 it Divergenz von 7.

ox oy 0z
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Ous _ Ovz
dy 0z
- 81}1 8v3 . . -
2) rotv=| — — — | heiBt Rotation von %.
0z ox
vy _ O
Ox oy
0/0x
Schreibweise: Wenn V = | 0/0y | als Operator-Vektor aufgefafit wird, so ist
0/0z
grad f =V - f, divt = (V,?), rotv =V x ¥
Bemerkungen:

1) Skalarfeld grad Vektorfeld O rot

-
div
af |0z,
2) grad, div kénnen ebenso im R™ definiert werden (grad f= : , div e
of |0xy,
oy ov,, . . ) . .
=—+4---4+ —— |, aber rot ¥ wird im R"” eine schiefsymmetrische Matrix:
0x ox,

i j R o -1
rot v = (g;]] — giﬁ) - = JU — (JU)T (s. 21.3) und hat also %
Komponenten.

Ty
Bsp. 2 v = z
sin(y — z)
0/0x xy
= dive = (V,?0) = (| 9/9y |, z ) =y +0—cos(y — 2)
0/0z sin(y — 2)
0/0x xy cos(y —z) —1
rotv =V xv=| 9/0y | x z = 0—-0
0/0z sin(y — z) 0—x

Physikalische Interpretation der Divergenz

7(Z) sei das Geschwindigkeitsfeld einer Strémung, o(Z) [kgm™3] sei die Dichte,
@ = o7 [kgm~2sec?!] ist die Impulsdichte. Im allgemeinen hiingen @, o, % auch
noch von der Zeit t ab. Wenn das nicht der Fall ist, nennt man die Strémung

“stationar”. Dies nehmen wir zunachst an.

Von ¥y aus werde ein kleiner Quader ) mit den Seitenléngen dx, dy, dz gezeich-
net:



dz
- At 77’

AFM sei eine Abkiirzung fiir “aus ) pro Sekunde austretende Fliissigkeitsmasse
(kg /sec]”.
AFM =a >0 a [kg/sec] stromt aus @ aus

bedeutet

AFM =a <0 la| [kg/sec] strémt nach @ ein

Dann gilt:
AFM durch A ~—uy (%) dydz
AFM durch B ~ wuy (%) dydz = uy(zo + dz, yo, 20) dydz

0
~ {ul(fo) + %(fo)dx dydz
Ul 0 0
(Denn = | 0 | + | uz | und | wy | gibt einen Fliissigkeitstransport parallel
0 U3 Uus3
zu A, B)
ouy

= AFM durch A und B = %(aco) dzdydz

—> AFM auf allen Seiten von Q = div u(Zy) dadydz
Also: divi(#y) = “Quellstiarke von 4 in Zy”.

Bei einer stationaren Stromung oder bei einer inkompressiblen Fliissigkeit ist daher
div @ = 0; wenn # zusétzlich von ¢ abhéngt und die Fliissigkeit/das Gas kompres-
sibel ist, muB das nicht der Fall sein. Ahnlich 148t sich rot@ als “Wirbelstirke
von 4 in Ty” interpretieren.

Def. Ein Vektorfeld ¢ heif3t

quellenfrei dive =
— Sp .
wirbelfrei rotv =10
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21.2 ZUSAMMENGESETZTE OPERATOREN

Sinnvoll sind: div grad f=Af
rot grad f=0
div rot v =0
rotrot v =graddive — Av

Sinnlos sind: rotdivv, divdivd, gradgrad f und gradrot o

Rechnungen dazu:

a) div(grad f) = (| 0/0y |, | 0f/0y |} =55+ 55+ 55 =Af
0/0z of /0= ..
0f  0°f
8/dz af | %@/;35 35;3? .
b) rot(grad f)= | 9/dy | x | Of/0y | = — = 0.
a/az af/az 882281;1; aaaé?fz Schwarz
0xdy B 0yox
0/0x 0/0x vy 0/0x Ugy — V2
c) div(rot )= (| 0/0y |, | 0/0y | x [ va |)=(| 0/0y |, | vie —v3z |)
0/0z 0/0z U3 0/0z Voy — Vly

Schwarz

1
= VUsyx — V2zzx + Vizy — V3ay + Vg — Viyz = 0

AUl
d) rot(rotv) = grad(divd) — Av, wobei Av' = | Avy | (vgl. die Ubung 65)
Avg

Bemerkung: b) und ¢) kann man sich “alchimistisch” merken: rot(grad f) =
VxVf=0,da “Vf| V”; div(rot ) = (V,V x %) =0, da “V x ¥ L V”.
grad f

—

Def: Wenn das Vektorfeld ¥ sich als ¥ = {
rot w

} schreiben 1af3t, so sagt man

Potential (= f) oder ¥ ist konservativ
v hat ein ) _ .
Vektorpotential (= )

Bemerkungen: 1) f ist (wie das unbestimmte Integral) durch ¢’ bis auf eine Kon-

stante bestimmt:

- 0
Vi=7=Vfo=V(fi—fo)) =0=Vy,z: —g(x,y,z) =0= g ist bzgl. =
N—— ox

g
konstant; ebenso ist g bzgl. y, z konstant = ¢g = Konstante. w ist nur bis auf
ein Gradientenfeld bestimmt, da rot(w + grad g) = rot @, s. auch Satz 1.

(2) Wenn K ein konservatives Kraftfeld ist, d.h. K = V f, so nennt man in der
Physik U = —f Potential von K.

Grund dafiir: Ein Massenpunkt mit Masse m erfiillt mi=K=-VU | T
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— w1 =-— (VU,D) (Kettenregel)
N — \ﬁ,—/
m(EE+yy+2%) di

NIS

iy W)
d m., -9 o . . . .
= 5\ 3 |Z]|* + U (Z(t)) | =0, d.h. in einem konservativen Kraftfeld gilt der
“ E
Eyin pot

i + g% + 27) —i
* T

Energieerhaltungssatz und die potentielle Energie ist U mit K =-VU.
Satz 1

) ¥ hat ein Potential = rot ¥ = 0, d.h. ¥ ist wirbelfrei.

2) U hat ein Vektorpotential = divd = 0, d.h. ¥ ist quellenfrei.

) Wenn die Definitionsmenge D von @ konvex ist [d.h. T, &1 € D = die
ganze Verbindungsstrecke tZo + (1 —t)Z1, ¢ € [0,1], liegt auch in D], so gilt in
1),2) auch “<=".

Beweis:

1) ¥ =grad f = rot¥ = rotgrad f =0

2) ¥ =rotw = divy = div rotw =0

3) Es sei z.B. rotv = 0 und der Einfachheit halber D = R3. Wir wollen ein f
U1

mit Vf=¢= | vy | bestimmen.
U3

a) % = :>f:/v1(x,y,z)da::‘/1(f)+0;

x

darin ist V; eine Stammfunktion von vy bzgl. x, z.B. V4 (&) = /vl(t,y, z)dt,

Zo

und C' eine Konstante bzgl. x, die aber noch von y, z abhangen kann, d.h. C' =
C(y, 7).
b) f =V+(C=

8f 6V1 80 6 vy oC
- t,y,z)dt + —;
- = 61)1 . 81]2
rotv =0 —= 3y = 5
. ac (o aC )
vg(x):8—y+ %(t,y,z)dt: 6—y+vg( Z) — va(o,y, 2) — va (@)

Zo

e Cy,2) = / v2(@0,y, ) dy = Va(y, ) + D
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darin ist V5 eine Stammfunktion von ve(xg,y, z) bzgl. y, z.B.
Y

Val(y, z) = /’Ug(il?(),f?, z)dt und D eine Konstante bzgl.  und y, die aber noch

Yo
von z abhéngen kann, d.h. D = D(z).

c) f=Vi+Vo+ D=

af oV, oV, dD  [own Ovy D
=L =142, 7 [Zl At + | =2(zo,t,2)dt + —
B0 T T e @ 62< 9,2) i+ 0z (w0, ,2) dt +
Zo Yo
. 0 0 0 0 dD
dD
v3(xo,y, 2) — v3(T0, Yo, 2) = o = v3(xo, Yo, 2), d.h. D ist eine Stammfunk-
z
tion von vs(xo, Yo, 2) bzgl. z.
f=Vi+4+ Vo + D ist also ein Potential von v. O
y cos(zy)
Bsp. 3 7= | y+axcos(zy) | . D =R3 ist konvex.
eZ
0/0x y cos(zy)
Esist rotv= | 0/0y | x | y+xcos(zy) | =
0/0z e”
0-0
= 0-20 =0
cos(zy) — zysin(xy) — cos(xy) + xy sin(zy)

Nach Satz 1 existiert ein Potential f. Wir bestimmen es wie im Beweis:

of |0z
G=Vf=|0f/oy | = 3= =v1=ycos(zy) =
af 0z v

Zéfszwgg)QLZme+C@J)

L
:$W2y+%“ﬂﬁﬂzg§=éabmm»+0@wﬂ=x@wmn+%§
:=f§=y=$0=/ww=§+D@r:f=gm@yﬁ§+p@
2 2 ] 82

= D= [e*dz=e*+F
2

Also ist f = sin(zy)+ % +e*+ E. Die Konstante E kann beliebig gewéhlt werden

(vgl. Bemerkung 1 oben).
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21.3 DIE JACOBI-MATRIX

Wir haben uns bisher nicht systematisch um die Differenzierbarkeit von Vektor-
feldern gekiimmert, sondern vorausgesetzt, dafl die bendtigten partiellen Ableitun-
gen existieren.

v1(7)
Def: ¢: D — R™: ¥+ ¥(%) = , o € D innerer Punkt.
Uy ()
v heilt in &y (bzw. schlechthin) differenzierbar <= Vi = 1,...,m : v; in Zy
(bzw. schlechthin) differenzierbar. Dann heifit die m x n-Matrix
v Ou ou
Ooxr1 Oxa ox, T
Oy Ov O (Vor)
(9561 (9552 aJJn (fo) = . (-'fO)
L z (V)"
ov,,  Ovup, Ovn,
ox1  Oxo 0x,

Jacobi-Matrix oder Funktionalmatrix von ¢ in Zj.

dv;
Bezeichnung dafiir J oder genauer Ju(#y) oder ( OU (fo)>
.I'j i=1,...,m

ov;
Bemerkung: J fafit also alle ersten Ableitungen — in einer Matrix zusammen.

L
Fiir ein Vektorfeld im R3 gilt z.B.

ov;  0Ovy  Ovy
or Ody 0z T
dvy  Ova  Jug . (=T s

J= und div ¢ = Spur (J), rotv = | (J—J" )13
or Jy 0z (J—J7)
81]3 8’03 81}3 21
or Ody 0z

Satz 2 (Bedeutung der Jacobi-Matrix)
7:D— R™, & € D C R". Aquivalent sind:
(a) v ist in &y differenzierbar,

(b) 3 m x n-Matrix A, sodaf

—

(%) = (o) + A - (¥ — Zo) + 0(Z — Zo),

— — 0| E
wobei g(h) vom Typ o(||h||) ist, d.h. llIILM =0.
=0 [|R]]
In diesem Fall (wenn (a),(b) gelten) ist A = Ju(Zy).
Beweis: Analog §19, Satz 1.
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Bedeutung von Satz 2: JU(Z,) liefert also eine “lineare Approximation” von ¢ bei

Zo, d.h. genauer

N~~~ N—— ——
mx1 mxXn nx1
Ly
Bsp. 2 v = z —
sin(y — z)
(Vop)T Yy x 0
J=| (V)T | =10 0 1 ;
(Vus)T 0 cos(y—2z) —cos(y—=z)
1 1 1 1 0
essel Zp=|1]|=d(@) =1 und JU(Z)=| 0 O 1 |;
1 0 0 1 -1

nach Satz 2 ist fur £ — %y
5(&) ~ B(i0) + J5(@o) - (7 — &)

1 1
=1+ 0 0
0 0

—_

x—1 r+y—1
y_l - z )
z—1 Yy—z

—0.04

1.01-0.98
1 02
Sm —0.04)

0.9898
1.02

0
1
-1
0.99
d.h. 2.B. 7(1.01,0.98 1.02) 1.02
<0.039989 o

Der Unterschied ist o(& — Zy).

Bemerkung: Satz 2 zeigt, warum die partiellen Ableitungen als m x n-Matrix und

nicht als nxm-Matrix angeordnet werden: Sonst hitte das Produkt Ju(Zg)-(Z—Zy)
keinen Sinn. Ebenso bei der Kettenregel:

R" R™
Wot:{T €D :0(&) e Dy} — R : %+ &(0(Z))
Dann gilt fiir Zy € Dy mit (%) € Dy :
3 0 9)(@) = (3) ((0)) - J7(70)
< 2N ) ~——

Vv e

IXn IxXm mxn
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denn /Wl
/ \ ow; _ Odw; Oy N ow;  OYm

Y, Yo o Yo :>8xj_8y1'8xj+.” ay_m'axj’
}j% J(wW o T)i; = (JW)i1 (JO)15 + - + (JB) i (JV)
Xy X o Xy = ((J) - (Jg))ij

(wobei der Einfachheit halber das Einsetzen von Zy bzw. /(Z) hier nicht explizit
angeschrieben wurde).

21.4 DAS NEWTONSCHE NAHERUNGSVERFAHREN IN MEHREREN VARIABLEN

Es seien n Gleichungen in n Variablen gegeben:
vi(z1,  ,x,) =0

bzw. ¥(F) = 0.
(1, ,2,) =0

Zo sei ein Startpunkt “in der N&he” einer Nullstelle Z. Dann gilt nach Satz 2:

0 = (%) ~ 6(&) + I8(Z) - (F - Fo) | — (&)
= — (%) = JU(Zo) - (F—Ty) /- J0(Zo)"" von links
— —J(@0)(Zo) - U(Fo) =TTy [+ T

Daher nehmen wir als nachste Naherung
T = Zo — JU(Z) " - T(Z0)
und gelangen mit Iteration zur Formel

fk+1 =Ty — Jﬁ(fk‘)il ﬁ(fk)

Bemerkungen: 1) Fiir n = 1 erhalten wir die Formel aus Mathematik A mit v
statt f, k statt n:

v(wg)
v (wr)

n=1= Jv(z) =v"(r) = w1 =x) —
2) Damit Jo(%)) ! existiert, muss det JU(Zy) # 0 gelten.

Bsp. 3.5 Bestimme das lokale Maximum von f(z,y) = cosx + cosy + sin(x—2y) +
in der Ndhe von (0/0).

o8

Die Funktion z = cos x4+ cosy ist periodisch, vgl. Ubung 58 und hat ein Maximum
bei 0, durch die (kleinen) Zusatzterme verschiebt sich dieses Maximum etwas.

o oe (0f)0x\ [ —sinz+Zcos(Z)+ 1\ 1 =
v(x)_vf_(af/(‘)y)_( —siny—i%cosQ(“’—;) ) =0
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1o — —Cosm—yffsm(g) %cos( )——S ("”2) ey
%cos( ) mysm(ﬂ) —Cosy——sm(w)

_4 (02 _ 0.26
—3 \01) o013
Mit Iteration erhélt man ¥ ~ (8?;(133;1) . Vgl. dazu das maple-Programm im

Anhang.



53

21.5 KOORDINATEN-TRANSFORMATIONEN

Def.: n differenzierbare Funktionen vy (%), ..., v,(Z), £ € D C R", heilen Koordi-
v1(7)

naten, wenn die Abbildung v : D — R" : & — ¥(Z) = g umkehrbar
n (T)

ist, d.h. wenn [0(Z) = U(&y) = &1 = T5].
Bemerkung: Zur Unterscheidung nennt man die Koordinaten bzgl. einer Basis (s.

Math. A) manchmal lineare Koordinaten, und den obigen, allgemeineren Begriff
krummlinige Koordinaten.

Bsp. 4 (Polarkoordinaten)

n=2 v =r=\ax2+y? vy =¢p = arctang(—i—ﬂ) sind Koordinaten in D =
T

{ZeR?:2#0Vy>0}. (Beachte: “x # 07 gilt auBerhalb der y-Achse, “y > 0"
gilt in der oberen Halbebene, “x # 0 oder y > 0”7 gilt in der Vereinigung dieser
beiden Mengen, d.h. aulerhalb der negativen y-Achse.)

y
11 2
=T Wir nehmen immer
*=r ) « p = arctan y + 7 fur ¥ € LI
= x
H; b /2 v und daher muf} die zy-Ebene
©-37 —n/2¢ @
wie im Bild “aufgeschnitten” werden.

(Oft wird auch ¢ = arctan 2 — 7 fiir @ € III gesetzt. Dann ist ¢ entlang der
x

negativen x-Achse unstetig und es wird dort aufgeschnitten.)

Es gibt zwei Moglichkeiten, sich Koordinaten vorzustellen:

(a) Zeichne in R™ die Niveauflachen von vy, ..., v,. Die Koordinaten eines Punktes
Zo werden durch die Niveauflichen bestimmt, auf denen er liegt.
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- 1 . . -
0= ( ) = kartesische Koordinaten von I

1

U(Zp) = < ﬂ) = Polarkoordinaten von Z,

/4

(b) Als Abbildung, die jedem Punkt & von D C R™ den Punkt (%) € R™ zuord-
net. Die Niveauflichen gehen dabei in (Hyper-)ebenen (bzw. fir n = 2 :

Geraden) tiber.

Im Bsp. 4:

¢
3n/2
V(X
r
V2
—7t/2

Satz 3 (iiber die Umkehrfunktion)
U: D — R™ sei stetig differenzierbar in ¥y € D C R™. Wenn det JU(Zy) # 0, so

sind vi,...,v, bel Zy Koordinaten (d.h. 36 > 0 : ¥ ist auf {Z : ||T — Zy| < 0}
umkehrbar).
Bezeichnung:
ou v
81131 (%cn
9v2 vz
det(Jv) = det | Oz 0rn | heiBt Funktionaldeterminante und wird auch
Oy, Oy,
0x1 oz,
mit (Vs -+ n) bezeichnet.

ONx1,...,2p)
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Beweis: a) det JU(Zp) # 0 <= Vu1(Zp),. .., Vo, (&) sind eine Basis im R™ (denn
dies sind die Zeilen von J#(Zp)).

U stetig differenzierbar in ¥y = Vuy,..., Vo, sind stetig in £y = Vu1(#1),...,
Vo, (Z,) sind auch eine Basis im R", wenn 71, ...,Z, n Punkte nahe bei Z; sind.

b) Der MWS angewendet auf f(t) = vy (:E+ t(y — a?)), gibt

F(1) = f(0) = (1= 0) - f(t1), t1 €]0,1[;

—

:1?1:37+t1(y—f):>

Kettenregel

4 . . 1 vy ov ,
vi(y) —vi(@) = f(1) = f(0) = f(t1) = —1($1)'(y1—$1)+"'+—1($1)‘
8.1171 awn
(yn - xn) = <vvl(f1)a v — f>
Analog fiir vy, -+ ,v,.
Wenn daher 9(%) = ¢(¥) fir &,y nahe bei Zy = §—& L Vo1 (Z1),..., Vo, (&)
— j—#=0, da Vui(Z1),..., Vua(Z,) eine Basis ist. O
Zuriick zu Bsp. 4: Bild:
T :)3 4
(Ve N r
= (<w>T i A
r2  r2
L Orp) 2 yP 1
d t = = — —_ = =
et(Jv) Doy i + 3T
|det(J17)‘ = Flédche des Parallelogramms, das Vv, Vuy aufspannen. Hier ist das

Parallelogramm ein Rechteck, da Vr L Vi und daher |det(J?)| = [|[Vr|-||[Ve| =
1 1

1.2 ==

r o
Def.: Die Koordinaten vy, --- ,v, heiflen orthogonal <= alle Niveauflachen von
v1, ...,V schneiden sich senkrecht <= Vwuvy,..., Vv, stehen in jedem Punkt 1 .

Bemerkung: Fiir orthogonale Koordinaten gilt | det Jv| = Volumen des von Vuy,. ..,

Vo, aufgespannten “Quaders” = ||V - [|[Vu,]|
Bsp. 5: Kugelkoordinaten

v = 0= |7 = a? +y? + 2 N <X>
N R

vy =¥ = (&, z-Achse)

vy =@ = Z( , x-Achse) | y

ow &
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Wie erhalten wir x,y, 2z aus o,v, p?

x
z:gcosﬁ,r:H Y H:,Qsinl‘},xzrcosgp,yzrsingpzQsinﬁsingo:>

0

sin ¢ cos ¢

— £ =p | sindsiny

cos v

Umgekehrt folgt daraus ¥ = arccos E, ¢ = arctan g(—Hr)
0 x

Die Niveauflichen von v; = ¢ : Kugeln um 0
vo =¥ : Kegel um die z-Achse
vs = ¢ : Halbebenen durch die z-Achse

schneiden sich senkrecht = Kugelkoordinaten sind orthogonal.

heli1%

21.6 DIE FUNKTIONALDETERMINANTE ALS FLACHEN- (VOLUMS-)DEHNUNG

Es sei n =2 und vy, vy Koordinaten. Vorstellung wie in 21.5,(b):

y AN
Vs V(%) V(X)
v X X dy-éi N V(R)
R vy
v (X
Yo & X, e A( )
Vv (Xo) ~ dx-@
| | X aX

. T C o .
Wenn wir ] = (y ) nahe bei ¥y wahlen, so ist
0



Ou - Ot
o or Oy | (T—20) _ -~ _ . Ovy /Ox
= U(o) + vy vy ( 0 ) _v(x0)+w ((%2/83:
or Oy dz —
v
Ox
i erste Spalte von JU(Zy) = J
s L ov
Ebenso ist 9(#2) ~ v(%y) + dy - oy und
(%) =~ 9(%y) + dx - %+dy~ g—z
. ov 0v
Wegen |det J| =[Fldche des von den Spalten 32 5y aufgespannten Parallelo-
T Jy

gramms| erhalten wir, dal ¢ das Rechteck R von der Fliache dz - dy in etwas

ungeféhr parallelogrammartiges mit der ndherungsweisen Fléache |det J|dzdy ab-
bildet, d.h.

[ det J| 0(v1,v2) Fliche von {#(Z) : 7 € R}
(§] = | =
d(x,y) R—0 Flache von R
etdJ| > vergrobert
|detJ| > 1 grof
bedeutet also, bei Ty ) v die Flache. (Das Vor-
|det J] < 1 verkleinert

v OU
zeichen von detJ sagt, wie die Spalten 9% Ju bzw. wie die Zeilen Vwvq, Vg
L oy
orientiert sind.)

Die eingerahmte Aussage gilt natiirlich analog im R3(R"), wenn R (n—dimensio-
nale) Quader sind und “Fléche” durch “Volumen” (im R™) ersetzt wird.

Umgekehrt werden Rechtecke in v, v2-Koordinaten in krummlinige Gebiete der

xy-Ebene mit Flache ~ ’ % dvidvs abgebildet.
V1, V2
Im Bsp. 4:
¢
Y 3n/2+
X (V) G -
NN R
X (V) X (V) 1 . 5
o dr Vo 1
rd@ X (V) ‘ ‘
X ‘\ﬁ/_/‘ r
dr
-T2+
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0
Offenbar ist die Flache von Z(R) (fiir kleine dr,dy) ~ rdedr, d.h. ‘aEx’ y; ‘ =7
TP
T =TCosp
oz Ox y=rsing
Rechnerische Kontrolle: (z,y) —det | Or 0% 3
(r, ) 9% Oy
ar Oy
— det (cpsg@ —T’SIHSD) — 7“(308290-1- rsin2 o =r.
singp  rcosy
Friher hatten wir 3(z.y) = — erhalten und das ist in Ubereinstimmung mit
T,y r

Ox1,...,xn) O(v1,...,0p)

(v1,...,vn) O(x1,...,20)
(Vgl. auch §7, Satz 3, p. 59).

Satz 4 ¥ umkehrbar — =1

1. Beweis (Geometrisch) z.B. fir n =2

Ein kleines Rechteck R mit Flache F' bei &y wird von ¢ in ein ungeféhres Parallelo-
ov

gramm P mit Flache Fy = F - 3 bei (%) abgebildet. P wird von ¢ +—— Z()
7

wieder auf R abgebildet mit Flache

ox ov| |0%
blov or| | ov
ov| |0%
Fiir F — 0 folgt 8—;‘-8—2:1. 0
2. Beweis: (Kettenregel)
Es sei @ =1"1:4(%) — T.
Dann ist w o ¥ = Identitéat, d.h.
T
WoU(Z) = w(v(@) == | | =
Tn
6x1 81’1 61’1 1 0 0
o (F a0 0
J(Wo®) = J Identitiat = | 071 92 Orn | = : =1
0 1
= (s.21.3) J@(¥(Zy)) - Jo(Zo) = I
detJw - det JU =det/ =1 O
~—— N——
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d(z,y, z)
d(0,7, )

oder geometrisch:

Bsp. 5: Um zu bestimmen, kann man rechnerisch vorgehen (s. Ubungen)

z ¢ Q
pdo \
rdo 7 | do
/ G @0 :
X(V)g | 5; N’ ””” de
Ao / dp do
~ y e
t ~rdo
do p

Ein kleiner Quader ) mit Seitenldngen dg, dv/, dp wird im zyz-Raum in ein
quaderartiges Gebiet G' mit den Seiten dp, od¥, rdyp = psin®¥dy und daher mit
Volumen = p?sin1) dod¥ dy abgebildet

9(z,y, 2)
90,9, )
(Dal G rechte Winkel hat, liegt an der Orthogonalitdt der Kugelkoordinaten.
L.a. wére G ein parallelepiped-artiges Gebiet.)

= 0% sin?.
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KAPITEL VI: DIE TAYLORREIHE

§22: Konvergenzkriterien

22.1 KONVERGENZ VON REIHEN

Bsp. 1 (Geometrische Reihe) Der griechische Sophist Zenon (5. Jhdt. v. Chr.)

behauptete, einen Widerspruch im mathematischen Denken gefunden zu haben.
Er konstruierte folgendes Paradoxon:

Kann Achilles, der 12mal so schnell 1auft wie eine Schildkréte, diese einholen, wenn
sie einen Vorsprung von 1 Stadion (1[Sta]=184.97 [m]) hat?

1
Die Vernunft sagt ja. Genauer: Wenn die Schildkréte I [Sta] gekrochen ist,

12 1
so hat Achilles das 12-fache, d.h. T 1+ 11 [Sta] zuriickgelegt und hat sie
eingeholt.
Treffpunkt

A— SK— |

o |

hd - 3k )

1[Sta] 1 [Sta

Die Zenon’sche Mathematik sagt nein:

1
Zuerst lauft A 1 [Sta], SK inzwischen 2 [Stal;
dann Tiuft A - [Sta], SK inzwischen —— [Stal
nn — inzwischen — ;
ann lau 13 [Stal zwischen oo [Stal;

” 1 N 1
dann lauft A 12 [Sta], SK inzwischen 138 [Sta] etc.

Um sie einzuholen, muf Achilles also 1+ -5 + 72 + --- [Sta] laufen und eine
Summe von oo vielen Termen gibt - nach Zenon - oco. Also kann Achilles - nach
Zenon - die Schildkrote nicht einholen. In Wahrheit ist die Summe der Grenzwert
einer konvergenten Folge:

R NI U S i li §—1t
J— N [ e — ar = lim s, = = ]1—
- 12 122 1on—1 P see 11
a1 ~— =~ N—— k=1

Il a2 as (e 2%

S1
— —

N J/

Sn:Z ag
k=1
Numerisch: s; =1, sy = 155 = 1.083, s3 = 1 + & + -1 = 1.09027, ...,
S =1 =1.090909... [Sta]~ 201.79 [m]
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Def: Ein Ausdruck der Form a; +ag+--- (mit a; € R oder C) heiit (unendliche)

Reihe (engl. series). a, heiit n-tes Reihenglied. s, = a1 + -+ +a, = > ax
k=1

heifit n-te Partialsumme.

konvergiert konvergiert
Die Reihe i ] <= die Folge s,, der Partialsummen ] ] .
divergiert divergiert
Falls die Reihe konvergiert, nennt man S = lim s, ihre Summe und schreibt
n—oo
S = Z ag.
k=1

Summe einer konvergenten Reihe

= Grenzwert der Folge der Partialsummen

Schreibweise: Z aj, steht fir lim s, und es gibt 4 Moglichkeiten:

k=1 n—oo

o0
(a) > ar =S <= s, konvergiert gegen S
k=1

o
(b/c) > ap = oo <= s, divergiert gegen +oo
k=1

(d) Z ay existiert nicht <= lim s,, existiert nicht.
n—oo

Bemerkungen: Der Laufindex kann 1. umbenannt und 2. substituiert werden, d.h.

n=1+1

||’°

e8] 1 o0 o0 .
Yoap= > ap Z ait1 n=1=7=0
k=1 n=1 i=0

n=—00=1=00

Manchmal ist es bequem, eine Reihe ab 0 oder allgemeiner ab n = N zu nu-

merieren, d.h. man betrachtet i a, und setzt s, = i ay. Beachte, daf} der
Laufindex in s,, nicht n sein kazl_n]:[ sondern anders heiﬁgr: ]I\;luﬁl
Bsp. 2 ! + ! + ! + ! + - =1+1+i+i+
— 1-2 2-3 3-4 4-5 2 6 12 20
1 1 1
oy o
. (k=1)  (k=2) (k=3) (an)

Sn:z;akzlz"f‘Q —|— +“+(n—+1):

(i-4) G! ) (a) e () -

=1- — 1, d.h.
n+1




11 1 1
St ot — o+

2 6 12 Z::

(I<:+1)
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= lim s, =1
n—oo

Zuriick zu Bsp. 1 Es sei p € R (oder C).

Die Reihe 1 +p+p? +p3 + - --
“Parameter” p.)

Es ist also a; = p*~ 1, k
l+p+p*+--- =

.
k=1

n
Berechnung von s, = > p*~1:

1,2,....

oo
n=0

heift geometrische Reihe. (Sie enthélt noch den

(Zenon: p:%)
k=n+1
k=1=n=0

k=o0co=n=o00

Sn:1+p+p2 +___+pn—1 (1_p)
1_ n
:l_pn:>5n: 1 fallsp;zél;
(firp=1ist s, =1+---+1=n)
ﬁ,—/
n-mal
0
2 1—p" 1

2. Fall |p| >1

b) p

#1= s, = .

a) p=1= lim s, = lim n =00
n—oo

n—oo

n

divergiert,

da p™ divergiert, vgl. 3.1, Bsp. 4 und 6, p. 25.

°° 1
Ergebnis: > p" = —— konve
n=0 -

Spezielle Beispiele:

1

1
1 424
a) 1+ 5 +5+¢+

1
2
~~

bS]

1

5)"

-

rgiert < |p| <1

o0

(hier ist s, =

2
zB. s3=2-2"2=2—-1

1
+ ...

T2

1
b) (Zenon) 1+ .
~—

p

(2) n=0 1_%
—_9—n B .
1 —2(1 2 )—2 21

2
)
B 1 - 1 12 1
- T — 11 717 ‘711
1-— iz 5 11 11
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c) 1+ 1 +14--- divergiert,da [1|>1 (s, =n)
p
d) 1 -1 +41—1+4--- divergiert,da | —1| > 1
—
p

0 : n gerade 1
s1=1, s9=0, s3=1,---,s, = =—(1-(-1)"
(51 2 3 " 1 : n ungerade 2( (=1) )

e) 1 -3 4+9—27+ —--- divergiert, da | — 3| >1
~—
P
1—(=3)" 1 1 28
n= = —(1-(=3)"), 2.B. s3=~(1—(=27)) = — =

DAS NOTWENDIGE KRITERIUM lim a, =0

n—oo

o0 [&.°]
Schreibweise: In Konvergenzbetrachtungen steht oft > a,, fiir Y a, bzw. > a,.
n=1 n=N

Fiir die Konvergenz ist es egal, mit welchem n begonnen wird.

Satz 1 Z an konvergiert = lim a,, =0

n—oo

A 4
Beweis: > a, = lim s, =S € R;

n—oo

ap+ -+ an = Sn GWS
- = a, =58, — Sp—1 — 0,dh. lim a, =0 O
ap + -+ ap-1 = Sp—1 l ! n—00
S S

Bemerkung: Weil A =— B, gilt auch $ == A, d.h. lim a, # 0 = > ay,

divergiert.
Bsp. 3
a) arctanl + arctan2 + --- ,a, = arctann, lim a, = g # 0 = > arctann
n—oo
divergiert;
b) 1—-1+ 1 —1+--,a,=(-1)""1
as — (—1)2

o0
lim a, existiert nicht = Y (—1)""! divergiert (vgl. auch Bsp. 1, d).

n— 00 n—1

Vorsicht: I.a. gilt nicht B = A, d.h. lim a, = 0 ist ein “notwendiges”, aber

n—oo
kein “hinreichendes” Kriterium fiir die Konvergenz von ) a,.
Bsp. 4 (Harmonische Reihe)
1 1

[
l+5+g+ - an=—, lima,=0

x 1
ABER: ) — divergiert.
n=1"N
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Bewei 1+1+1+1+1 1+1 ++1+ +1
ewels: s;g=1+ - +-+-F+-+=+=-+=-+-+— —
16 2 "374 7576 789 10 16,
v \/—/ N N "
e >8 5=
Al 1 1+ >1+ +1 >1+1+1+1
S0: s1 =1, s9 = ~. s 24+ g
! 2 97 74 9 g 78 9 92 "y
1
s16 > 1+4- 5, sox > 1+ k- -,
~~ 2
=24
k.. i
sn>1+§furn> 2 —
S—— —92(M—1)
=M
= 5, > M fir n>22M-1) = N — lim s, = 00 m

Ergebnis von Satz 1 Damit ) a, konvergiert, muf jedenfalls lim a, = 0 gelten
n—oo

(Bsp. 3). Wenn das gilt, gibt es 2 Moglichkeiten: a) Y a,, konvergiert (Bsp. 2)
b) 3 a, divergiert (Bsp. 4)

RETHEN OHNE NEGATIVE GLIEDER

Wenn alle a,, > 0 sind, so ist s,, schwach monoton steigend :

a1 < a1+ax< a1+as+az<
—— ————

[ I I
— s1 < s2 < 53

Dann gibt es 2 Moglichkeiten: Entweder wéchst s, unbeschrankt, d.h. > a, =
lim s, = oo (s. Bsp. 4) oder s, ist beschriankt, d.h. 3M : ¥n € N : s, < M.

Nach §3, Satz 4, S. 30 (Vorsicht: dort steht S fiir M) ist s, dann konvergent,
d.h. > a, = lim s, =5 < co. In diesem Fall schreibt man einfach > a,, < co. Also:

Satz 2 Es seien alle a,, > 0. Dann gilt: > a, konvergiert <= die Folge s,, ist
beschrankt. 0J

Vorsicht: Wenn manche a,, < 0, so kann “ <=" falsch sein.
0 :n gerade

Z.B.ist 1-141—1+—--- divergent, obwohl s,, =
1 : n ungerade

} beschrankt

ist.
Bemerkung: Wenn alle a,, > 0, 148t sich iiber Konvergenz/Divergenz oft durch
Vergleich entscheiden:

I) Wenn |Vn:0<a, <b, A Z b,, konvergiert | =—

n

= S, = Y. ar < > b < > by = M, d.h. die Summe von by ist eine
k': k:

Satz 2 .
Schranke zu s,, = s,, beschrinkt == Zan konvergiert
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Es geniigt auch, Vn > N : 0 < a,, < ¢+ b,, mit einem positiven ¢ zu verlangen,
weil es fiir die Konvergenz auf die ersten a,, nicht ankommt und weil mit »_ b,
auch Y cb, konvergent ist.

IT) Ebenso, wenn |Vn : 0 < b, < a, A Z b, divergiert | =

n n
= Sp= Y. ap > Y, by —>00= 5, > 00— Zan divergiert | Also:
k=1 k=1

Folgerung 1 (Vergleichskriterium) ¢ > 0, N € N.
(I) Vn > N:0<a, <c-b, A>_ b, konvergiert = > a,, konvergiert
(I) Vn> N :0<c-b, <a, A b, divergiert = > a,, divergiert O
Bezeichnung:
> Z an in I

> cby, ist und wird daher {

in I : konvergente Majorante}
< Z a, in I1

in IT : divergente Minorante

genannt. (major=grofer, minor=Kkleiner in lat.)

11 11 1
I+ —+—F—=+-+—+ ", ap=—
V2 V32 b vn

1 1 1
Idee: —= ist grofler als —, > — = oo (Bsp. 4); also ist vermutlich auch
n n n

Bsp. 5 a)

1
1 1 oo
Exakt: /n<n=— — > = (hierist N=1, c=1)
NZD n
b
an n

> b, div. gt Yan =, NG div.

1
>~ — ist also eine divergente Minorante.
n

1 1 1 1
b) 1+ -4 -4 — 4 .r . a, = —
J It gttt m=0

o0
(nicht verwechseln mit > on = 2, s. Bsp. 1a)
n=0

1 1 & 1
Idee: — =~ =1 (Bsp.2
e n(n+1)’ n; nn+1) (Bsp-2)

1
also ist vermutlich auch ) — < oo
n

1
Exakt: Wir wollen —

<co—— .n2. 1
5S¢ n 1) n”-(n+1)
~~ ———

Qn bn

<= n+1 < c-n; das stimmt fiir ¢ = 2



66

1
Also a, < 2-by; > b, konvergiert V:>k . Yan =), — konvergiert
rit. n

x 1 & 1
Genauer: Y, — < > 2.

n=1 n2 n=1 n(n + 1)

Tl
N

Bsp. 2

7.‘_2

> 1
Aus der Fourieranalysis ergibt sich ) — = 5~ 1.644934.
n=1"N

Beachte: Die Konvergenz einer Reihe ist oft viel leichter zu zeigen, als die Summe
zu berechnen.

Bemerkung: Oft ist a,, = f(n), f eine Funktion. In Bsp. 5 etwa in a) f(z) =

1 1
N in b) f(z) = —. Die Konvergenz von ) a, = ) f(n) hingt dann mit der
x x
Konvergenz von [ f(z)dz zusammen.
N

Folgerung 2 (Integralkriterium)
f(x) sei positiv und monoton fallend fiir x > N — 1. Dann gilt:

() 3 f(n) > ]‘f f(z)da

(b)Zf <ff

—1
() > f(n) konvergiert <= [ f(x)dxz konvergiert
=N N
Beweis: (a)
f(n) =Fléche des Rechtecks
iiber [n,n + 1] mit Hoéhe f(n)

m %mé”“

N N+1 . n ntl
(zB.=1)

= > f(n) =Fléche aller Rechtecke > Flache unter der Kurve {iber [N, oo[=

- jj f(z) dz
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[Weil f monoton fallend ist, kann so etwas:

nicht passieren, und gilt >]

n nt+l

b) Nun tragen wir die Rechtecke nach links auf:

y
f(n) =Flache des Rechtecks iiber
[n — 1,n] mit Hohe f(n)
LI @
fim(? \Wf\y_fm
NI N Nl .. ol on x

= > f(n) =Fliche aller Rechtecke <Fliche unter der Kurve iiber [N —1, co[=
n=N

= | f@)ar

c) Bisher wurde vorausgesetzt, dal >~ und | konvergieren.

o0 a b
a) “=75= > f(n) sei konv. g>‘v’bEN:ff(x)dach
= N

n=N

—> | f(z) dz monoton steigend und nach oben beschrankt

—

2%8 Ze—

b
f(z)dz = blim | f(z)dz konvergiert.

—)OON

B) “<="M = [ f(z)dz sei konv. = Vn € N:
N

o= 0= FN)+ 352 0 £ + ] ) do= £ + 1

. . 1. Satz 2
—> s, monoton steigend und nach oben beschrankt Ve



68

= Y, f(k)= lim s, konv.
k:N n—oo
1
Bsp.5 > —, a>0.
PR E— na

> 1 °d ,
Nach Vkrit. I'ist ) — konv. < [ = konv. 2 o>
n=1N% 1 e

x 1
Def.: ((a) = > —, a > 1, heifit Riemann’sche Zetafunktion.
na

n=1

. x 1 7 . :

Genaver fir a =2: ((2) = ), — = o~ 1.645 Abschitzung mit dem Inte-
n=1"N
gralkriterium:

1 1 _ =1 = 1 11 1
B.1l+-4+=-< 1+-+- —<14+-4+=-4+=
pBlrgtg sy = lhg gt 2 mSltgtgts

—— n=4=N N ~ 4

1.361 1.694
o 1 () o dg 1 1 1
n;NnQ_N[1x2 r|y, N-1 —4-1

hier —

2
Oft gibt es keine Formel fiir die Summe S ( 7; ), und man ist auf solche

Abschitzungen angewiesen (z.B. fiir ((3)).

22.4 REIHEN MIT NEGATIVEN GLIEDERN
1 1 1 1 1 0 (—1)”—1
Bsp.6: 1 ——4+—- -4+ -4 —...= N
LR R I A DD
S1 S——
SN—— =an
_2,_/

Was passiert mit den s,,7

1
3
7\
y
1
5
7\
7 Y
| | | | | |
I [ [ I [ I
— 1__1 —_Q_— _ 1 _ 1_5 —
82—81—5—5 S4 i So—S—Sl — S5—S4+3 83—82+§—g 81—1
N v
Vv
1
4
N 7
v
1
2
N VAN
vV Vv
sok liegen hier

Sok—1 liegen hier

. . . 3,8 4
Sor ist monoton steigend und nach oben beschriankt (< s7) §3, Sag Sor — So
Sok—1 ist monoton fallend und nach unten beschriankt (> s2) = sop—1 — 51
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1 2k—1
Sog—S1 = lim (s9r — S9—1) = lim a9, = lim ——~—— =0
0 1 kﬂoo( 2k 2%—1) pm agg = Am %
ask

= Sp=51=8S5 und s,, — S

Also folgt: Diese Reihe konvergiert.

Allgemein:

Satz 3 (Leibnizkriterium) Die Reihe ) a,, erfiille

1) Die Reihe ist “alternierend”, d.h. das Vorzeichen der Reihenglieder wechselt
(d.h. Vn :signa, = —signa,41);

2) die Betrége der Reihenglieder sind monoton fallend (d.h. Vn : |a,| > |an1]);

3) lim a, =0 (nach Satz 1 fiir Konvergenz notwendig)

n—oo

Dann konvergiert S = a,, und es gilt
S = sn| <anial. (+)

() in Worten: Der Abstand der n-ten Partialsumme von der Reihensumme (=
der “Fehler”) ist < dem Betrag des ersten weggelassenen Reihengliedes.

oo n
Genauer: S = ) an, S, = >, ag, (x) fir n > N; meistens ist N = 1.
n=N k=N

Beweis: Wie oben sei z.B. a1 > 0= a2 <0, a3 > 0,---. Dann gilt genauso

la7| weil s7 = s¢ + ay

~
| | | | | | | |
I [ [ [ [ I I [

S S4 s — S «— sy S5 S3 $1

=— S zwischen sg und s7

= |S — s¢| < |az| und allgemein (x). O
x 1
Zuriick zu Bsp. 6 S = > (—-1)""1=
n=1 n
1) alternierend v/ 2) Jan| = - 2 lansa] = — < v
alternieren an| = — > |aps1| =
n + n+1
1
3) lim a, = lim (-1)""!'= =0/
n— oo n—oo n
1
Also konvergiert S und z.B. |S — sg| < |ar7| = - & 0.1428.
oL L Ll b 0616 Spiter S =2~ 0603
s¢=1—=-+-—-+-—-=0. dter S =1n2 ~ 0.693.
‘ 2737175 6 P

1
Beachte: Die Reihe der Betrdge Y |a,| = > — divergiert (Bsp. 4, harmonische
n
1
Reihe). Man sagt: > (—1)""!— ist “bedingt konvergent”.
n

Def.: 1) Die Reihe ) a,, heifit bedingt konvergent <=
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— (i) Zan ist konvergent

A (i) Z lan| ist divergent.

2) Die Reihe ) a, heifit absolut konvergent <= > |a,,| ist konvergent.

Satz 4 > a, absolut konvergent = > a,, konvergent. [In Worten: Wenn die
Reihe der Betrédge konvergiert, so konvergiert auch die Reihe selbst.]

Beweis: Es seien s, = a1 + -+ + an,,

& = [Summe aller positiven ag, k=1,...,n] = Z ay,
ak;CElO

(2) -

Sy’ = [Summe aller negativen ay, k=1,...,n] = ;;1 ay
ap <0

[ee)
> a, absolut konvergent =T = > |ag| < o0
k=1

=0 s(nl) ist schwach monoton steigend und nach oben beschrankt durch T

0> s(f) ist schwach monoton fallend und nach unten beschrankt durch —7T

3,8atz 4 i
§3,Satz 8(7%)’ 3(3) sind konvergent

— Y ap =S, = s(ﬁ) + 3(3) ist konvergent.

GWS ;2
(Fir a, € C setzt man S = > Reay,...,s) = > Imay
Reka:klz 0 Imka:k1< 0
sn = $) + 82 + i(s(s) + s(:f)) und verfdhrt analog.) O

Ergebnis von Satz 4:

absolut konvergent
} konvergente

) Reihen
alle Reihen < | bedingt konvergent

divergent

Bemerkung: Konvergente Reihen lassen sich addieren /subtrahieren und mit Zahlen

n

multiplizieren: > a, und > b, konv. = > (a, £b,) = lim > (axr £bx) =

n=1 O k=1
X n n GWS . n X n o0 o0
lim (Z apt . bk> =" lim > arp+ lim > by = > a,+ > b, und ebenso:
O Nk=1 k=1 N k=1 NP k=1 n=1 n=1

A an =D Aay.

Vorsicht: Nur absolut konvergente Reihen lassen sich umordnen (s. Ubung 90) und
multiplizieren. Letzteres heif3t
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> ap, > b, absolut konvergent =—-

o0 o0
Ay, + by, = a1b1 +(a1be + agb1) + (a1bs + agbs + asby) + - - =
mz:l n§1 k=2 ( k=3 e k=4 g

jedes a,

mit jedem b,

multiplizieren
= Z( Y. am bn)
k=2 \m+n==k

22.5 DAS QUOTIENTENKRITERIUM

1 1 1 1
Idee: Es sei z.B. ay ~ ~aj, a3 & —ag,...,0nt1 ~ —a, bzw. @nil o 2| Dann
3 3 3 an 3
1 1 1\" 1\"
ist apy1 =~ -a, = 3 §a"_1 AN (§> ap und Y a, &= > aj - (§> =
o0 1 n
ay 712::1 (g) sollte auch konvergent sein.
—_———
konv.
Exakt

Satz 5 (Quotientenkriterium) Es sei ) a,, gegeben.

(I) lim Intl] _ g <1=)>a, absolut konvergent
n—oo an
an, ,
(IT) lim = ¢>1= Y a, divergent
n—oo | Op
(Wenn lim nt1l — 1 oder nicht existiert, ist alles moglich.)
n—oo | Qp

Beweis: (I) 0 < € sei so (klein), dal ¢ + € < 1;

——
p
: An+1 An+1
lim =¢g=—dN:Vn>N_: —q| <€, d.h.
n—0oo | ap an
. . Ap+1 .
hier liegt firn>N
a’l’L
[ | ] |
| | | |
q—e¢ q qte=p 1
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an+1

—0< <qg+e=p fir n > N

an
= |apt1] < p-lan| fir n > N

= |an 11| %p' lan]
= lani2| <p-lani1| < p?lan| = |ani2| %p2|az\f|

= |an4s| < p-lans2| < pPlan] = lanss] < pPlan]

la Nk | < pFlay| =pNTE. lan]
~—~ p
n SN~
C

= Vn>N:l|a,| <c p" A D p" konvergiert (p < 1)
~—
by

= nach Vkrit. I: ) |a,| konvergiert = > a,, absolut konvergent.

(IT) g = lim Gntll 1, e=q—1
Qn
hier liegt fntl
22
:>EIN:‘v’n2N:'an+1 —q| <e Ir i ‘I
Qp
1 q q+e
€
ntl >1firn>N
Qnp
= |apy1] > |ay| fir n > N
= lant1] > |an], [an+2| > |anta] > |an] ete.
= lim a, #0 = > a, divergiert O
n—00 (Satz 1)

< 1 1 1 1 1 1
- == Z Z Z 4. 1=1):
BSp'7a)n:on!_1+1+2+6+244r (0F=1);

1
[CEsy] ! 1
= lim (ntl)! — lim —%— — lim =0=q< 1=

an+1
Gn

lim

n—oo

x 1
(Q.krit.) = > — konvergiert
n=07ﬂ

< 1
§23: > — =e=2.71828...
n=0 T

> 1
b) > — konvergiert <= a > 1 (vgl. Bsp. 5)
nOé

n=1
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. . An+1 . (n+1)« .
krit.: 1 =1 =1 =
Qlait.: lim |2 = lim 505 =t
1
= lim —— =1 = ¢ (fiir beliebige «)

n

~—
l
0

Das Quotientenkriterium gibt hier also keine Entscheidung. Man sieht, daf} fiir
g = 1 die Reihe sowohl konvergieren (e > 1) als auch divergieren (o < 1) kann.
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§23: Potenzreihen

23.1 DER KONVERGENZRADIUS

Bemerkung: Ein Polynom vom Grad n hat die Form cg + cix + cpx? + - - - + ¢, 2",
Eine Potenzreihe ist ein “Polynom vom Grad oco”.

Def.: Es seien cg,cq, -+ € R (oder C). Die (von x abhéngige) Reihe > ¢,z" =
n=0

co+c1z+cox®+- - - heilt Potenzreihe. Die Zahlen cg, ¢y, ... heilen Koeffizienten
der Potenzreihe.

o0
Bsp. 1 (Geometrische Reihe) ¢ =¢; =---=1. > a™ konvergiert

n=0

1
(und = 1—) fir |z| <1, d.h. =1 <z < 1, und divergiert fiir |z| > 1.
T

Bild:
DIV. KONV. DIV.

8

-1 0 1

Bemerkung: Der néchste Satz besagt, dafl die Menge der x, wo > c¢,z" kon-

vergiert, immer ein symmetrisches Intervall um 0 ist (bis auf die Randpunkte).

oo
Satz 1 Y c¢,z" sei eine Potenzreihe, zy € R
n=0

(A) > cpxf konvergiert A |z| < |xg| = Y ¢p,z™ konvergiert absolut

(B) Die Menge M = {z € R: )" ¢,2™ konvergiert} hat eine der Formen

—e—— ) {0}=10,0]
Z.B.—@—B—}%— Vb)|-RR[; [-R,R[; ]— R,R]; [-R,R] mit R>0

———+—— Vo) R=]—-00,0]

Def. Die Menge M heifit Konvergenzintervall und R (: 0 in a), = o0 in C))

heifit Konvergenzradius von Y ¢,z".

|z

Beweis von Satz 1 (A) p= 70| <1
Zo
n n :I:n n n
lenx™| = |cpxy - —| = |enx] - p
Lo
> cpzy konvergiert = — lim c 2 =0

(§22, Satz 1) n—o0

= IN:Vn> N :|cpzf| <1
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= Vn > N :|epz™| = |epaf] - p™ < p"
~—
by

> p™ konvergiert Vit > |enx™| konvergiert
(B) Nach (A) ist mit xg € M auch | — |zg|, |xo| [ C M.

0
. ot Bild fiir zo < 0

—’ZL'O‘ = ilfa = CM |.CL’0|

eM (A)
Daher hat M eine der Formen in (B).
Ergebnis von Satz 1

DIvV. 7 ABS. KONV. 7 DIV.
1
-R 0 R

Die Punkte x = +R sind separat zu untersuchen. In Bsp. 1 etwa ware R = 1;
Zx” istinz==41div. (zt= 1= 1+1+--- divergiert
r=—-1=1—-1+1—1--- divergiert)

= M =|-1,1][.
oo QNgn 2¢  4x? 83 162*

Bsp. 2 (1 = —
L(n)ngln 1+2+3+4+
an 2" |||
a gntlgntl ’/m2n+1 ‘n
a) Quotientenkriterium: ¢ = lim |—*| = lim ;f}t = lim =
n—oo an, n—oo TI n— oo |x”\2”(n + 1)
2
lim Zeln = 2|z| lim LS 2|z| - lim T = 2|z|
n—>oon—|—1 n—>oon—|—1 n—oo =
l
0
. N 1
Dabher ist Zan absolut konvergent fiir ¢ = 2|z| < 1, d.h. |z| < 3
1
divergent fiir ¢ = 2|z| > 1, d.h. |z| > 3
.. 1
7 firg=2lz|=1, dh.z= ii
1
Also R = —.
S0 5 1
b) Untersuchung der Punkte x = j:§ :
1 .. .
a) x = 5= > a, =) — divergiert (§22, Bsp. 4)
n
__1 ) D
B)x = 5= dYap =Y ST > bedingt konvergent (§22, Bsp. 6)
‘n n
Ergebnis: M = [—%,%[



23.2

76

Bed. Konv. DIV.
DIV. | ABS. KONV. | DIV.

° 1
® T X
0

(NI
NI

Vorgangsweise allgemein: > ¢,z" gegeben.
——

an
n+1

a) ¢= lim ntll _ iy |2 ntl = |z| lim Cntl| _ |z| - I

n— oo Ay, n— oo xncn n— oo " !

1
q<1<:>|x|<7:R(l:0:>R:oo; l|=00= R=0)

b) Betrachte z = +R separat.

Bemerkung: Fir ) c¢,(z — x9)", d.h. “Potenzreihe um zy” ist analog M ein
- n=0
symmetrisches Intervall um x :
? M ?
: —~ | .
LEofR ) 1‘0+R
DIV. ABS. KONV. DIV.
GLIEDWEISES DIFFERENZIEREN UND INTEGRIEREN
00 n ALY el
Idee: Wir versuchen f(z) = > T u berechnen. (Dann ist auch Z =
n=1 N n=1 "N
f(2z) erledigt.) Wenn wir die einzelnen Terme nach z differenzieren, erhalten wir
00 n—1 0o
flx)= > n Z = Y 2%, eine geometrische Reihe.
n=1 n=1 =0

Satz 2 (ohne Beweis) f(x) = > c¢,a™ habe den Konvergenzradius R > 0 (auch
n=0

R = oo ist erlaubt.) Fiir |x| < R ist 1) f(z) unendlich oft differenzierbar,
n+1

2) f/(IL’) _ nil Cnnl'n_l und ff(m) dr = n§00n2+ 1

wieder Konvergenzradius R.

+ C und diese Reihen haben

In Worten: Potenzreihen kann man fiir |x| < R gliedweise differenzieren und in-
tegrieren.

o0
Zuriick zu Bsp. 2 f(x > x_ hat Konvergenzradius R =1
n

n=1

) =
(zeigt man wie in 23.1)

1 — - n—1 _
‘113’< Satfo( ) nzzzlx 1—=x
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— f(z) = /f’(a:)dxz/ de__[d_ e

1l—=x U

(eigentl. €)
=—Injl—z|+C=—-In(l—-2)+C
(weil [z| < 1l<= -1l<z<1l=1-—2>0)

—_O=>—ln 1-0)+C=0=C=0

fo)= 55 %
X n 2 3

Ergebnis: n(l—x) % —%—%—--~fﬁr|x|<1:R
n=1

Das gilt auch noch fiir x = —1 (hier ist M = [—1 1[) nach dem “Satz von Abel”

—_—— n=1 n=1 2 3 4
In 2~0.693

Bsp. 3 Wir wollen f(z) = arctanz in eine Potenzreihe entwickeln.
Es sei |z| < 1=

! 1 1 - - 2
€Tr) = = = 1 = —X n =
setze p=—x2 lpl<1

)
Z( )n 2n:1—$2+$4—l’6+—"'

— arctanz = f(z) = [ f/(z)dz =

:f(l—:c2+x4—x6+—~~-)dx(Sat:Z2)
x> 25 Al

T T

x 3—1—5 7-|— +

arctan0=0=—C =0

Rechnung mit dem Summensymbol:

Satz 2

arctanz = [ > (=1)"z*"dx e > (—1)”/332” dx
n=0 n=0

%) x2n+1
ngo( ) o +1 +\,0/
Ergebnis:
t = _ = —_ — —_ = — — e f 1 - R
arctan x ;}2n+1x T3 + 3 - + ir |z| <

Vorsicht: arctanz ist definiert in ganz R, aber der Konvergenzradius der Reihe
ist R=1und M = [—1,1]. Wieder gilt die Gleichung auch fiir z = +1 € M (Satz

7T 1 1 1
Abel),dh. x =1=— —=arctanl =1— -+ - — -+ —--- .
von Abel), x 4 = arctan 3+5 7—1—
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23.3 DER SATZ VON TAYLOR IM R!

Wiederholung: f differenzierbar in g, * = 29 + h =

h
= f(zo+h) = f(zo)+ f'(z0) - h+ o(h) mit }llir% # = 0 bzw. in z geschrieben

f(@) = f(w0) + f'(z0) - (& — w0) +olx — o)

g(z)=s1(z)=
lin. Nadherung an f bei xg

Tangente in zg : y = g(z) = f(ﬂﬁo) + f'(zo) - (z — iUoZ

Polynom vom Grad 1

Frage: Wie laf3t sich f genauer, d.h. durch ein Polynom héheren Grades, annahern?

Satz 3 (Satz von Taylor im R!)

1) f n-mal differenzierbar in zog =

I " (n)
fzo+h) = f(zo) + f(lf!%) gl ;‘f(’) -h2+~--+fn—(!xo)-h"+0n(h)
mit %11)% Qr;l(nh) =0, bzw. in z = ¢ + h geschrieben:
/ (n)
Fla) = Fwo) + T80 (@ gy g T o o a0)
n k)
onle) = T )

2) Wenn f im abgeschlossenen Intervall von xg bis « (n+ 1)-mal differenzierbar
ist, so gilt die “Lagrange’sche Restgliedformel”:
Fr (&)

on(T — x0) = W “(z — o)

"+l fiir ein &, zwischen zo und z.

Def.: s, heifit Taylorpolynom n-ten Grades an f in xg, 0, heiit n-tes Restglied.
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¥
s, (x) (kubische Kurve)
y = s0(0)=f0x,)
/\//' /,/i
/ /// — /‘/‘
i '
i § (0= fx0)+f (0% )-(x% )
// / \ (Tangente)
/ \
- t T X
// :I x() E
| |
‘g | YA
\ Is, (v
(Parabel)

Bild:
Je grofler n ist, umso besser ndhert s, die Kurve bei xy an.

Folgerung: Wenn f oo oft differenzierbar in zy und wenn lim g, (h) = 0, so folgt

oo f(n)
flxzo+h)= > fn—('ﬂfo) -h™ bzw. in z geschrieben:
n=0 .

0 £(n) (g
=y Tl gy
n=0 ’

Def.: Diese Potenzreihe in (z — zy)-Potenzen heiit Taylorreihe von f um xg.
Speziell fiir £y = 0 heif3t

f(n)
=35

Mac-Laurin-Reihe von f (oder Taylorreihe um 0).

Bsp. 4 f(z)=¢e", f'(z)=¢%,...,fM(zx)=e* = Vn: fM(0)=e" =1

o0 n

MacLaurin: e* = ) x_ falls on(z) — 0
n=0 T
Hier ist also zp = 0 und nach Lagrange o,(z) = M(w —xo)" 1 =
(n+1)!
efn ?
= 2"t — 0 mit &, zwischen 0 und z.
(n+1)!

Essei |z| <k €N fest und n > k; &, < |z| = ef» <el?l < ek und
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efn A xn-i—l ek‘x’n+1 ekkn—i—l
len(@)] = n+ D! |~ (m+ Dl = (n+1)
B ek k- ke-okokeoo ok _ek-k:k k k k
T 12 k- - o " n
1-2 k-(k+1) (n+1) k!l k+1 n n+1
<1

IN
_

ek . kF k

< .
k! n+1
SN— N~

fest —0

— 0 fur n — oo. Also

- = " r? 23 2t ..
e:ZH:1+Q;+?+€+Q+~-furxeR(R:oo)
n=0

fiir alle x € R. Der Konvergenzradius dieser Potenzreihe muf} also R = oo sein

(wie man auch mit dem Quotientenkriterium sieht, s. Ubung 95b).

Noch einmal Bsp. 2

(@) = In(1 - ) £0) =0
fla) =1 () =-(-o) £(0) =1
T~
innere Abl.

f@) ==(=D-2)72 () =-(1-2)"  f(0)=-1
f(@) = =(=2)0—2)7 - (-1) = =201 —2)7%, f7(0) = 2
fO@) = =2 (=3)1 = 2)7" (-1) = =6(1 = 2)~*, f¥(0) = 3!

FO @) =~ = DL =) F™(0) = ~(n 1)
Satz 3 gibt also mit xp =0 :
—~ fM(0)
In(l —z) = f(z) = Z . -2¥ 4o, (2)
E=0 ,
sn ()
~ —(k—1)!
k=1 '
"ok
== Z % + on(z)
k=1
Nach 23.1/2 hat die Potenzreihe — ) T den Konvergenzradius R = 1 und ist
n=1 M

In(1 —z) fir —1 <z < 1. Daher ist g,(x) — 0 fir —1 <z <1 und g,(z) /~ 0
fir x < —1. Fir > 1 ist f(x) nicht definiert.
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Situation:
y
y=In(1-x)=f(x)
-1
t D 3
[ . . .
Mac Laurin-Reihe  f=Mac Lgurin-Rgihe Mac Laurin-Reihe div.
divergiert, olso0 f nicht definiert
P+ 0 L

Ahnlich ist es bei f(z) = arctanz, wo auch R = 1.
Bsp. 5 f(x)=sinz = f(0)= 0

f' =cos = f(0)= 1

[ =—sin= f"(0)= 0

" =—cos= f"(0) =—1

f® =sin, alles beginnt von vorn
on(z) = f(nﬂ)(fn)xnﬂ, ‘f(n+1) ‘ _ { | sin(&n) ’} <1

(n+1)! | cos(&) |

‘ ’n+1
)| < (n+1)!
Also gilt nach MacLaurin:
. f(n)
fo)
n!

= |on(w — 0 fiir n — 0o und z fest (s. Bsp. 3)

1 0 —1 0 1
=0+ -2+ 2+ —23+ -zt + =25 +.

sinz = f(x) =

p TR 31 A1 51
R T G DA B N . _
bzw. smx—;mx _§+§_7+_ - firz eR (R =)

Weil sin ungerade ist, treten nur ungerade z-Potenzen in der Mac-Laurin-Reihe
auf (s. Satz 4) und diese stellt man durch z?**! k£ =0,1,2,..., dar.

Eb . _ = (_1)k 2k _ a? zt g R _
enso: cosx—kzgmx _1_7+ﬂ_+ ir r € R (R = 00)
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Bsp. 6 (Hyperbelfunktionen) f =sh, f(0) =0
f'=ch= f'(0)= 1

f"=sh= f"(0)=0

[ =ch = f"(0) =1 etc.

2k I
h = _—_— = — — e f R -
= shz ;(211:4—1)! x + 5 —|—120+ irz € R (R =00)
.2k . )
Ebenso Chx—;(Qk)!—l—i—?—l—ﬁ—k---fuerR(R—oo)

Beweis von Satz 3 1) Zu zeigen ist

f m-mal differenzierbar in zo = lim on(h) =0

h—0 h"™

fiao), — f"(x0), o £ (o)

fiir on(h) = f(zo+h) — f(x0) — 1 921 n!

on hangt natiirlich auch von f ab, wir bezeichnen es im Beweis genauer mit g, ¢.

h";

01,7(h)
h

n=1: o1y = f(zo+h) = f(xo) = f'(z0) - h = ¢ von §6 = lim =0

(siehe §6)
ong(h) _ o dn0ns(h)
h™ h—0 nhn=l 7

" (n)

(f") (o) (S (xo) , oy
1! “h—-e - (n—l)!o h

n>1: p,s(0) =0= I'Hopital gibt }llir%

-nh"

= f'(xo + h) — f'(w0) —
= on-1,7/(h)

’ 1y (h
s i Ot ) gy oot ) g, Gy ()

h—0 h h—0 nhn—1 P h =0 nach Fall n =1

1.5) Der MWS der [-rechnung fi, fo stetig auf [a,b], fi1(t) >0Vt € [a,b]

b

b
= Tty € [a,b] : [ f1(¢) f2(t) dt = fa(to) [ f1(t) dE
Denn m} = { mln} von fa(t), t € [a,b] (existiert nach §4, Satz 6, p. 44) —
M max
=Vt €[a,bl :m < folt) <M |- fi(t) >0
=Vt € [a,b]: fr(t)m < f1(t) f2(t) < f1(t) M; J monoton, §10,3), p. 83
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b

b b
— / fitmde < / Fi(0) f>(t) dt < / f(H)M dt

a

J/

7
b b
:>m/f1(t)dt§ I< M/fl(t)dt
a a
>0

b
:>I:c/f1(t)dt mit m<c< M

ZWS (84, p. 43) = c = fa(to)

(n+1)
2) Zu zeigen ist: 3¢, € [zo, ] : on(x — 0) = %@ — x) (D)
! (n)
wobei o, (x — xo) = f(x) — f(zo) — ! (13'60)( — o) — - — ! n(!flfo) (x — xo)™

(Der Einfachheit halber sei z > xg).

Fiir n =0 ist das gerade der MWS der Differentialrechnung (§8, Satz 3, p. 66),
denn

o0(r —x0) = f(z) — f(zo) = f'(&)(z — 7o)

MWS
. \/’
//\
/ 2/ _
\ Steigung %
- 0
Steigung f'( g, ) //
/
/
\ /
/ >
X, €, x

Allgemeines n a) Darstellung von g, durch ein | :

innere

Abl.

- x o1 ~ =
_/ (z—1) (=1 (@) dt =

(n— 1)' N——

T

/ E=O" s gy g Pt @ D" gy

n!

| N , N ,
xo + v/ T V1 To ' V1
f(n) () /x (z — t)”_l (n) f(n)(xo)
= - LV g [ Iy dt == - — zo)"
1 n! (z = zo)" + (n—1)! w n! (z = o)
untere L\ — e’ v/

Grenze Us



(n—l)x "(z x —t)°
L) gt L0 oy [0

N J/

f(@)=f(zo)

= [(2) = sn(2) = on(z — 20)

b) MWS [-rechnung = g, (z — 2¢) = / % FOHD@) dt =

o f2
0<f1
7 9 u=x—1t
n (-0 n u”
= +1)(571)'/70125:]“ ) | 5 (=du) au_
Zo T—x0 E -
n 0 n _ o
= f(n+1)(§ ) - —u :f(n+1)(§ ) - (z — xo)" ! 0O t=To=u=2— 2o
n (7’L+1)' oo n (n—|—1)' t=rx=>u=0

Satz 4 f(z) = fjf(n)( )on fiir 2] < R, R> 0.

gerade gerade
Dann: f <= nur x-Potenzen treten in der Mac-
ungerade ungerade

Laurin-Reihe auf.

Beweis: Z.B. f gerade, d.h. Vx : f(—x) = f(z)

= Vz:—f'(—z)= f'(z), dh. f" ungerade

= Vr:+f'(—x) = f"(x), d.h. f” gerade

— ... = fZ+D) yngerade;

=—0
=~
g ungerade =g (0) = g(=0) = —g(0) |+ g(0)
= 2¢(0)=0=¢(0)=0
Also gilt V& : f*+1)(0) = 0 und

e f(")() = f(%)(o)x% .
f(z) = ngo = k;o @h)] fiir || < R.

ungerade n
geben 0

Umgekehrt, wenn f(z) = Y copa?®, soist f(—x) = f(x) fiir |z| < R,
k=0

d.h. f gerade. O
Bsp.: Siehe Bsp. 3 (arctan), Bsp. 5 (sin, cos), Bsp. 6 (sh, ch).
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23.4 DIE BINOMIALKOEFFIZIENTEN

Idee:
(a+b)? =1-a> +2-ab +1-b°
(a+b)?* =1-a>"4+3-a*b'+3-alb*+1-a*
‘ l l l l
Binom — (51 (5) < () 0 4
“Binomialkoeffizienten”
Allgemein:
Satz 5 a,b € R (oder C), n € {0,1,2,...} =
(%) (a+b)" = Z (Z) akpn k|, wobei () =1 und fiir k € N:
k=0

<Z) ) Anzahl der Moglichkeiten, & Dinge aus n Dingen auszuwéhlen

2y nn—1)---(n—k+1) 3 n!

k(k—1) -+ - 1 ~ Kl(n—k)!

4 k-te Zahl in der n-ten Zeile des Pascal’schen Dreiecks (bei Zahlung ab 0):

1 0. Zeile

1 1 1. Zeile
1 2 1 2. Zeile

Nt
1 3 3 1 3. Zeile
1 4 6 4 1 4. Zeile
+ + + +
SN N SN S NS N

1 5 10 10 5 1 —— 5. Zeile

l | [ | I l
0. Zahl 1. Zahl 2. Zahl 3. Zahl 4. Zahl 5. Zahl

| || I u H I
@ O @ 6 0 (&)

Auflerdem gilt: 5) (Z) = (nﬁk)

6) (i) + (1) = ()

Def.: Die Zahlen (}) heifien Binomialkoeffizienten, () heifit binomische Formel.

Bsp. 7 n=5, k=2; (g) tritt bei a?b? in der binomischen Formel auf:

(a+b)5:...+(2>a2b3+...

1) Wéhle aus den 5 Karten As, K, D, B, 10 zwei aus
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—> 310 Moglichkeiten:

(As,K; As,D; As,B; As,10
K.D; K,B; K,10
10
D,B; D,10
B,10
\
5
— (2) 10
5y 2420
sy o _ 120
) ()= 2131 2.6 =10V
1) siehe oben 5) () = () 6) () + () =20= ()

Beweis von Satz 5

1) (a+b)?= (a+b) - (a+0)

1. Klammer 2. Klammer

= a - a +a-b+b-a+bd-b

—~—
1. KL 2 KL
a a
RAUAY
‘ —— N——
Ani;l:fgg alle Moglichkeiten «— Rl TR
b = b) - b) .- - b
(a+b)"=(a+b)-(at+b)----(a+D)
1.KL 2 KL n. Kl
a a a
-2 b b b
—— —— ——
1. KL 2 KL n. KI.

In der Y tritt a*b”~* auf, wenn in & Klammern @ und in den restlichen b gewihlt
wird = (a+b)" =Y (})a"b" ™, wobei

(Z) = Anzahl der Mdglichkeiten aus n Dingen (hier: Klammern)

k auszuwéhlen (diejenigen, wo a genommen wird).

()"

2) Speziell f(x) = (:|1|; + ﬁ)" =
k
a b

n

Andererseits nach MacLaurin:

n  £(k)
flx)= > fk—fo)a:k, da f("*1) =0 und daher nach Lagrange auch
k=0 ~
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B f(n+1)(§n)mn+1 o
 (n+1)! -
fr=nlz+1)"7 [P =nh-1)@+1)"72 -,
fE =nn-1)---(n—k+D@+1)"* MO)=nn-1)---(n—k+1)

on(7)

= i) = 35 MR = 5 ()

=0 - k=0
:(Z)Zn(n—l)--];!(n—k—kl)
3 n! _nn—=1)---n—k+1)(nAk)n—-k—-1)---2-1
)k!(n—k)!_ k! nAk)(n—k—-1)---2-1

~nn—-1)---(n—k+1)

B E(k—1)---1

") s n! o oonl oy (n

5) (%) :(n—k:)!(n—(n—k:))!_(n—k)!k!_<k>
(Direkt aus (%) : (a+b)" =+ (Q)a"b"F + .+ (" )a""FbF +...)

| = | (Symmetrie in a,b)

6) Entweder (wie 5) rechnerisch aus 2 oder (besser) aus (%)

A
| i
(@40 = et () () ()
| |
B
A B
pynt+l — . M\ k+1pn—k n k+1pn—k
= (a+ D) +<k)a + L +
n+1\ ji1n-k
= b
<k+1)a ’
1

4) folgt aus 6), denn die 1. Zeile stimmt und die (n + 1)-te Zeile von Binomialko-
effizienten erhélt man aus der n-ten Zeile nach 6) durch Addition

/k—te Zahl
(k 4+ 1)-te Zahl

s

n-te Zeile

//
% i : U
// y (k n 1) (n + 1)-te Zeile
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Bsp. 8 Wie wahrscheinlich sind

a) ein Lotto 6-er, b) ein Lotto 5-er?

a)

Wir miissen 6 Zahlen aus 45 auswéhlen und haben nach Satz 5, 1) dafiir (465)

45-44-43-42-41 -4
Moglichkeiten; (45) 2:) > 6-5 i 3-2-1 .

6
nur 1 Kombination gibt den 6-er = Wahrscheinlichkeit fiir 6-er=

= 8145 060;

_ Anzahl der “giinstigen Moglichkeiten” 1
N Anzahl aller Moglichkeiten ~ 8145060

~ 0.0000001228 = 0.00001228 %

Einen 5-er erhalt man, wenn man 5 aus den 6 richtigen wahlt und 1 Zahl
aus den 39 falschen. Die “giinstigen” Moglichkeiten (fiir den 5-er) sind daher
6 -39

6\ (39 _ @ .. C e e ~ 0. _
(5) ( 1 ) = 6-39 = Wahrscheinlichkeit fiir den 5-er 3145060 0.0000287

~ 1 zu 8 Millionen~

1
. ~ —~1 T .
0.00287% 31808 zu 35 Tausend

Idee: f(z) = (1 + x)¥ 148t sich auch fiir v € R differenzieren. Die Rechnung
in 2) des Beweises ergibt f*)(0) = v- (v —1)---(v — k + 1). Wir erhalten als

MacLaurinreihe

Def.: Fur v € R, k € N setzt man ((”)) =1 und (Z) =

s V(V—1>'~~(V—k‘—|—1)xk.

k=0 k!

Satz 6 Fir v € R und |z] <1 gilt

(1+a:)”:i(2)xk fiir o] <1=R| (*)

k=0

Bemerkung: Fiir v =n € N ist (}) =0 wenn k& > n und (x) ist die binomische

Formel. Fir v € R nimmt man (x).

Beweisskizze: Wir miiiten lim g, (z) = 0 fiir festes = mit |z| < 1 zeigen.
n—oo

Fall1 0 <z <1; Lagrange gibt

n

_ f(n—’_l)(én)xn—i—l _ I/(V — 1) e (y — n)(fn + l)V—n—1 .
(n+1)! (n+1)! ’

O=z0<&<2<1=& +1>1= (£ + 1) " List beschrinkt;

1
negative Potenz fiir grofles n

wenn |v| <k €N, k fest,soist v —1] <k +1 etc. =

viv—1)--- (v —n)
(n+1)!

k(k+1)(k+n) Satz 5, 2) k+n
(n+1)! N n+1

Satz:5,5)( kE+n >_<k+n) (k+n)---(ktn—(k-1)+1) _

k+n—(n+1) k—1 (k—1)! =

<(k+n)---(k+n)=(k+n)k L



89

Weil 2"+ (k+n)*~! — 0 fir n — oo und 0 <z < 1, k € N fest (vgl. Math. A,

p. 73, Bsp. 1, = dort entspricht n hier), folgt lim g,(x) =0

Fall 2 —1 < z < 0 geht nicht wie im Fall 1, da &, + 1 < 1. Man verwendet ein

allgemeines Prinzip:

f(x) =MacLaurinreihe fir 0 < z < R A f “analytisch” = = gilt auch fiir

—R<x<0. O
Bsp. 8 a) (1 +x)71/2 = ki_ozo (_Z/Q)xk

“1/2\ . [(—1/2\  —1/2 [-1/2\ (-1/2)(=3/2) 3
()= (V)= () =TT =
(_1/2) _(-1/2)(=3/2)(=5/2) _ 1:3:5

3 3! 23 . 3!

—(2k—1)/2

~1/2\ _ (-1/2)(=3/2)---(-1/2—k+1) (=1)*1-3----(2k —1)
( k )_ k! B 2k . k!
Also

1 1 = (=D)F1-3-(2k—1 322 .
_1+x:(1+x) /:kZ:O( ) 2kk!( )xkzl—g—i—?——{—u- fir |z| <1
b) f(z) =arcsinz, |z|<1=
fla) = s = (1) 2 = (1 +0)7

o= (A3 (2k—1) = 1-3---(2k—1)

B kZ::o 2R E! N kz::() 2k k! i
(—2?)* = (A1)ra

0 1-3---(2k—1)

— arcsinz = [ f'(x)dz = )

x2kz+1 +C
= 2FKI(2k + 1)

r=0=0=C
Ergebnis:

o0

. 1-3---(2k—1) 3 3P .
arcsmxzz PRIk £ 1) Pl =g+ = i [z < 1
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23.5 DIE TAYLORREIHE IM R"

Wiederholung: f(x,y) sei differenzierbar in &y = (Zg) Nach §19, Def. und Satz
1, p. 16, gilt:
ﬁ , af . of . L.
F(@) = (@) + 2L @) - (2 w0) + P2 (F0) - (y — 90) +01(F — 7o)
x oy
$1(&) lineare Nél':grung an f bei Zo
mit lim ol — %) =0 (Tangentialebene: z = s1(z,y))

F—zo ||Z — Zo||t
Problem: Néahere f genauer an!

Losung: Betrachte g#(t) = f(Zo + t7) mit 7€ R? fest mit ||7]| = 1;

g ist eine Funktion einer Variablen:

:

io"""

(t=1) %o+ 2r (t=2)

L og® 0
Satz 3 gibt gn(t) = > g”k—‘()tk + 01(t); was ist g;k)(O)?
k=0 K

A
gr(t) = f(xo +tri,yo + tra) x/ \y
97(0) = f(Zo)
N

g_f_ 2 f
"oz TQay

g7(0) = [(7“1(% + T2§y)f] (Zo) (= RA(f, Lo, 7))

Gelt) = (o) oyt () o = (70 + 7
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L L d oN? .| .
Iteration: §e(t) = (97) (£) = (£+8—y) 7| (@ + )

Kl +al)

, t = || — &|| und zur Abkiirzung h = 7 — &) = t7 =

f(Z) = f(Zo + 2 — Zo) = f(Zo +1-7) = gr(t) =

Satz 7 1) f(x,y) sei [-mal differenzierbar in x¢o =

[ e

wobei nach dem Differenzieren hy = x — xg, hy =y — yo gesetzt wird und

+ 01(Z — Zo)

hm —Ql( xo)

- = 0. Daraus folgt mit der binomischen Formel:
T—7o || — Zoll

N 1. S
P9 = 30D a5 ey ) (2~ w0 (0= w0) + (i )

i=0 j=0 "7~

i+

i<
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2) Allgemein in n Variablen: f(z1,...,x,) sei [-mal differenzierbar in
20,1

_’0 = f—
Zo,n

0 0 \k
L |(higs—+ - +hos—) f|(Zo)
(@) :Z [ 0x1 ox, }

k!
k=0

—

+ Ql(f_ 330)7

—

wobei nach dem Differenzieren h = & — 7y eingesetzt wird.

/

Bemerkungen: 1) Falls g, — 0, gilt wieder f(Z) = > ---.
k=0

2) Die ersten 4 Terme in Satz 7, 1) (d.h. n = 2) sind:

of ., of .
F.9) = Fa,0) + 52 (@) - (o= 0) + 5 (@) - (= o) +
51(%): Tangentialebene
1[0%f 2 o Of . *f 2
+o [@(wo) (@ —x0)” + 28x8y($0) Sz —x0) - (¥ —yo) + a—yz(ﬂﬁo) (Y —wo)” |+
s2(T): Schmi:e’geparaboloid”
1[03F . Pf Pr .
gt G o)+ (2= 0P+ 35 (@) (o = ) (= ) + 3 () (o -

20) (0= w0)? + 550 (4 - yo>3] T 0a(F — )

3) Die ersten 3 Terme in Satz 7, 2) (d.h. beliebiges n) sind:

. . of . of
@) = §(@0) + (21 - xo,oa—i(xo) et - zo,n>a_i<xo> i
:(f—fo)‘;'vf(fo)
L[, o " 1. L
+§ 18_561 + -+ . [ (Zo) +02(T — Zo)
_li ihh- 0°f (Zo)
B 2 i=1j=1 ! Jawi(?xj o
1 n n 82]0 ~
- 5 Z; j;l(xz xO,i)(xj 0,3)8xia$] ( O)
1 — — —
25(1'— O)T-Hf(x0)~(:c—x0)
—_——— —— ——~
1xn nxn nx1
) o o oL R 1., o o o o o
Somit: f(Z) = f(Zo)+(Z— O)T‘Vf(37o)+§($— 0)" - Hf(Zo) - (Z—Zo) +02(T—To)

ws)
)
<
Ne
vs}
@D
—
o)
)
=
=
@)
e
@
=
Qo
=
O
=
]
@,
=
©)
<
@)
=
s
&
s
Il
—_
|
IS
|
N
(S
[art
B
§1
Il
N
[N
~ T
w W
~__



bis g2 (vgl. §19, Bsp. 3).

x? 2
2 =fley) =\[1- - -9 f(@) =5
of_ 2 Le O, 1
ox 2\/1_%7_y2 4 = Oz 4
2 _of _ —2y __Y g(fo)—_l
y — - = 5 - ’ -
i 1l z—zon 82f(f)__l_%+§'%1:_9
v 4 22 7 92 4 (%)2 32
L 1 -2, 52]"(#)_1 %(_1):_§
vy 4 227 gxoy V4 (%)2 8
z—y-z o%f 3—2(-1)

Ryy= 52 7, a2 (T) = =2 (5)2 =3

} 1/4 ﬁ 3 s
Also Vf(xo) = ( { )7 Hf( 0) = ( _3§2 _g)’

8
., 9f .
flx,y) = f(Z) + —f(xo) (z —wo) + 5= (%o) - (¥ — yo)+
or 0
1[0%f 2f o2f
*5[@@o)-(x—xo)”?axay(wo) (=0)(y—30) + 5 5 (T0) (¥ =90)* + 02

21 2\ (. 2), !
37 4\" "3 LY

z=s1(z,y): Tangentialebene

P

2

B D))o

y

z=s2(x,y): Schmiegeparaboloid

+02
Bemerkung: Aus Satz 7 (der oben auch nicht bis ins Letzte bewiesen wurde, da g;
von der Richtung a_j,_ zio abhangt und daher lim M = 0 noch genauer
1 = Zo| i—7o || — Toll
zu begriinden wire) folgt (x) in S. 40, 20.5, denn: Esseien V f(Zy) = 0 und Hf (%))
positiv definit = 0 < ¢ = min{r? - Hf (%) - 7: ||F]| = 1} = mit ¥ = %
r — Xo

gilt

F(@) = £(@o) + |17 — &ol? (fT () iy 2T T)
—_— ————

>c

> f(fo)+§||:?:’—:?:’o||2 fiir ||Z—Zo| < 0, d.h. & = Zo-+¢7 mit [t| < 6, ||F] = 1.

_|_



23.6 DIE TAYLORREIHE IN C

Die Theorie entféllt aus Zeitmangel.

Bsp. 10 e* = ) %, 2€C=
- n=0
ol ey 1R ()" X ()"
sing = gr(o7 ) = (5 000 & 8
1] iz ()2 (iz) iz (ir)?
= |1+ = S O
2i + 1 + 2! + 3! + 1 2!
2 [iz  (ir)® (ix)°
B ST T
1 iz3  ix® B r? b
I R T T S B TR
%) (_1)kx2k+1

= W in Ubereinstimmung mit Bsp. 5.
k=0 :

(iz)°®
3!
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KAPITEL VII: INTEGRALRECHNUNG IN MEHREREN VARIABLEN

§24: Mehrfache Integrale

24.1 DAS DOPPELINTEGRAL

Wiederholung von 10.1: f: [a,b] — R stetig, Z = {zo, -+, 2z} mit

a=xg< 1 < <z =b=—=

E _
(@i —mi1), OD(Z) = X f; - (v — mi-1)
i=1 S—— i=1

Dann gilt lim UD (Z(™) = lim OD (Z™), wenn »(Z(™) — 0, und dieser Limes

n—oo n—oo

b
wird mit [ f(x)dx bezeichnet.

Bsp.1 f:]0,27] — R:z+—sinz

y
T
Z={0, 5 Zmh k=2
o \/ o
=0, f, =1,
5 Ja f,=0 2 2
i2:—17 f2:1, - X
_ s 3T __ 3
UD(Z)=0-F —1.3 = 31,
OD(Z)=1-5+1-% =2m, =1
27

UD(Z) < [ f(z)dz =0 < OD (Z).
0

Nunsei D CR? und f: D — R: (z,y) — f(z,y) stetig.
D =Dy U---UDy sei eine Zerlegung in Gebiete so, dass D; N D; Flache 0 hat,

fo=min {f(z,y) : (x,y) € Di}, f; = max {f(z,y) : (2,y) € D;}
UD (Z) = f f, - Fliche von D;, OD(Z) = zkj £, - Fliche von D; und
i=1 =1

p(Z) = groBiter Durchmesser der Gebiete Dy, ..., Dy.
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Satz 1 lim UD(Z™) = lim OD(Z™) falls ¢(Z™) — 0 (und D nicht zu

n—oo

irregular ist) und dieser Limes wird mit [[ f(z,y) dzdy bezeichnet.
D

Bsp. 2 f(z,y) = x —y, D = Gebiet im 1. Quadranten, das durch 2% + 3% = 1

begrenzt wird, Z = Zerlegung durch ein Raster mit Breite }1.

L f=-1
7/
,
/
7/
Ve
,
/
s __
. PR . ,
/
/ ad z 08 z=f(x,y)=x -y
4 7 06 X ,
Ve V2 .
1 \ Ve 0.4

D D =0 '
34— % / 0
/ .
4 D5 /Dé \ -0.4
1/2 D, P f=1/2
, , -0.6
/ 7/
Dg Dy Dio E/)lx 08
1/4 < <
/7

(Die Nummerierung der D; ist ganz willkiirlich.)

ZB. f, = f(0,1)=—-1und f, = f(§,3) = —3 etc.

Wie in 10.2 hat [[ f(x,y)dzdy 5 Eigenschaften. Speziell gilt 1)
D

[Volumen zwischen xy — Ebene und Flache, wo f(x,y) > 0]
z,y)dedy =
é / f@y) Y —[Volumen zwischen xy — Ebene und Fléche, wo f(z,y) < 0]

In Bsp. 2 ist daher aus Symmetriegriinden

é/f(x,y)dxdyz [ @ vasay=0

z>0,y>0

z24y?2<1
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24.2 ITERIERTE INTEGRALE

Wir fithren nun Doppelintegrale auf einfache Integrale zuriick. D C R? sei
beschriankt. X sei der kleinste z-Wert in D, X der grofite; wir zerlegen das
Volumen iiber/unter D in kleine Scheiben parallel zur yz-Ebene so, wie man

einen Brotlaib in Schnitten schneidet:
A

y
J 4 D A y(r) kleinster
Y(x) VEY(x) in D fiir FESTES z.
X X X

Wir nehmen an, dass D = {(z,y): X <2 < X, y(z) <y <y(z)} und dass y,7
stetig sind. (Man nennt D dann Normalbereich bzgl. z.) Ein Kreisring ist z.B.
kein Normalbereich, kann aber in zwei Normalbereiche zerlegt werden:

Der Einfachheit halber sei f(x,y) > 0.

z=f(x,y) tiber der kleinen Scheibe

Die i-te Scheibe tragt zum Integral V; bei, V; &~ Breite - Querschnittflache bei x;
y(zi)

= (lCz - $i—1) : / f(xz’,y) dy

Az; y(x4)
9(‘9;)
X
S Vim > (x; — xi-1) - g(x;) ist eine Riemannsumme des Integrals [ g(z) dz und
i i X

daher erhalten wir
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grofiter

. r-Wert in ganz D,
kleinster

X
Satz 2 (Fubini) D C R?, {X} = {

y(x) grofiter
= y-Wert in D fir FESTES z.

g(m) kleinster
Es gelte D = {(x,y) X <z <X, y(r) <y < @(w)} und f: D — R sei stetig.
Dann ist
X y(x)
//f(w,y) drdy = / < / f(z,y) dy) dx
5 1=X y=y(x)
Bsp. 2
ylk
P(x)=1/1-x2 l.
/y:f(x): 1_x2
D
Y(x)=0 B .
x=o b7

fir FESTES z ist y(z) =0, y(z) = V1 — 22 =

1 VI-a? 1 ) =22
://f(x,y)dazdy: / ( (w—y)dy) dr = / (a:y—%) dx =
D =0 y=0 =0 y=0

1

_ /(xm_u;; )dmo/lmmdxéo/laﬁ)dx

=0

1 . | .2
—x"=u
:/\/1—x2a:dx——
3 du du
=0 — =2z, vdr = ——
0 dx 2
/\/_<du> 1 r=0=u=1
= U |- —=
LT N2 3 r=1=u=0
3/210
_ _Lw” _12_1(03/2_13/2)_121_1:0
2 3 |-, 3 3 3 3 3 ’

wie wir schon in 24.1 feststellten.
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Bemerkungen: 1) In Satz 2 wird aulen nach z, innen nach y integriert. Ebenso

geht es umgekehrt:

/ f(z,y)dedy =
D Y

Y grofiter Z(y) grofiter
= . y-Wert in ganz D, = . z-Wert in
Y kleinster z(y) kleinster

D

z(y)
( (x,y dx) dy, wenn

S

fir FESTES y und D = {(z,9): Y. <y <Y, z(y) <z <T(y)}.
2) Manchmal muss man D zerlegen:

Bsp. 3 Bestimme [[ zdzdy, wobei D von y? = 4z und y = 2z —4 begrenzt wird
D

(vgl. Ub. 77, Math. A 1996/97).
y=2x—4bzw. x =5 +2

Ffestes X (414)= P,
Zur Bestimmung der Schnittpunkte Py, P
setzt man 4x = y? = (22 — 4)?

{1
S 4

2 . g2
y? =4z bzw. y = £2\/x baw. =%

Somit ist X =0, X =4 und fir 0 <z <1 ist y(z) = -2y, ¥(z) = 2V/z;
fiir 1 < <4 ist hingegen y(z) = 2z — 4, y(z) = 2/x

1 2V 4 2v/x
:>//:L’dxdy: /( / xdy) dx+/( / :Udy)
D =0 y——27 z=1 2$ 4
——_———
ol y\y -



100

1 4 4
5/2 (1 5/2 3 72
/4x3/2dx—l—/x (2vz — 20+ 4) dz = 4% +(2‘c——2x—+4 )

J J 5/2 |, 5/2 3 2 X
8 4 2 8+4-31 72
= (42 ) 4P ) 242 1) =TT 42430 = = =144
25 63 15
N—_——
31

Wenn wir aulen nach y integrieren, brauchen wir keine Unterteilung:

y
4=Y
festes Y
x(y) X(y) X
-2=Y
4 {+2
//:chxdy: xdx)dy: u:‘%+2
v=m2 a=y/a du 1
4 v 4 4. = 5
_/"’U”+2 d—1/ Vo) — Y gy v
- 2 |y 2 2 16) Y~ dy = 2du
y=—2 y=—2
r 54 314 5 5
1 / 2 94 1y u 1 4°—(-2)
— — u _— = — _ — =
2u:1 32 5 y=—2 3 wel 32 5
64 —1 1 1
= 45 4+925) =21 ——(2°+1) =144
3 25-5( + ) 5< L )

Bemerkung: Beachte, dass [[1- dady = (Volumen iiber D unter der Hohe 1) =
D
(Flache von D) = A.
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Satz 2 gibt A — 7( y/(m)dy) Az = 7@(9&) ~y(@)) do = /b ((z) — g(x)) da in der
X y(=z) X a

Notation von § 13,13.1.
In Bsp. 3 ergibt sich A =9 (Ubung 77, Math. A 96/97).

24.3 STATISCHE MOMENTE UND SCHWERPUNKT

1) Die z-Achse werde als gewichtslose Stange vorgestellt, auf der bei z; bzw.
xo die Massen my bzw. mo sitzen, die Schwerkraft gehe in Richtung der
negativen y-Achse. Wenn man die x-Achse im Punkt s balancieren will, so
muss die Summe der Momente um s 0 sein, d.h.

(x1 — s)my + (z2 — s)mo =0 = xymy + xamg = smy + smae = s(my + mo)

T1my + Tame
= § = —

mi + mo

Wenn wir k£ Massen m; bei z; haben, so ist (mit derselben Rechnung)

k k
S = E l‘lmz/ E m;

Wenn eine Massendichte o(x) [kg/m] gegeben ist, so ist m; ~ o(z;)Az; und
der Grenzwert ¢(Z) — 0 liefert

s :/arg(a:) da://g(a:) dz

= statisches Moment/Gesamtmasse.
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y
mﬁp(xi)'(xi_xi_l)
Y=p(x)
X, x x”
N’
Ax

Def. S = Y a;m; bzw. [xp(x)dx heiBt statisches Moment der Massen-

verteilung.

2) Nun werde die zy-Ebene als gewichtslose Platte vorgestellt, auf der in den
Punkten P; = (z;,y;) die Massen m; sitzen; die Schwerkraft gehe in Richtung

der negativen z-Achse.
Der Schwerpunkt § = (s1,s2) ist der Punkt, um den die Summe der Momente

verschwindet, d.h.

T — 81 0 B —(yi — s2) B
Z Yi — 52 [ X 0 20:>mei Ti — 81 =0
i 0 —mig i, 0
z

= Zmz'%' ZSl'Zmi
Zmiyi = SQ‘Zmi

- DM Y MY m
= . g m;g
—> S ( Zml s Zmz 2 3
g lmzxgx y"
1
B P
Si ;
zm; g

Wenn das Gebiet D mit der Dichte o(z,y) [kg/m?] belegt ist, erhalten wir
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Satz 3 Der Schvverpunkt §=(s1,$2) ist durch

//xgxy dxdy/// o(x,y) dxdy,
= % = é/yg(w,y) dxdy/ é/ o(z,y) dzdy,

gegeben. Um diesen Punkt verschwindet das Moment der Schwerkraft.

Bezeichnung: Man nennt

S = é/ zo(x,y) dzedy
| S2 = é/yg(x,y) dwdy}
Sy(h Sy
o {50 (5

Im Allgemeinen haben die statischen Momente die Dimension von z - ¢ - dx - dy,
d.h. [m- ke m- m| = [kgm]. Wenn ¢ = 1, so nennt man [ zdzdy, [[ydady
D D

!

Y
statische Momente bzgl. der { |
x(!

) } -Achse und schreibt

m?2
statische Momente des Gebietes D; sie haben Dimension [m3].
Bsp. 2 D ist der Viertel-Einheitskreis und o = 1. Nach 24.2 ist

f [ xdady = f [ ydzdy; weiters ist f [ dzdy = Fliche von D =

y

1

=

o [1/3 1/3 4 4
=2 = L) ==, — ) ~(0.424,0.424

/4’ /4

) :
Bsp. 3 [[zdady =144 = 2 _ Q7
=52 ) 5 5

89
[ dady =9 = slzi:§:1,6
D 9 5

[[ydzdy =9 (Ubung) = sy =~ =1
D

(16
-1
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24.4 TRAGHEITSMOMENTE

1) Eine Masse m drehe sich am Ende einer F
gewichtslosen Stange der Lange 7.
Eine Kraft F' am Ende der Stange bewirkt eine r B m

Beschleunigung a und nach Newton ist F' = m - a.

Wenn w = ¢ die Winkelbeschleunigung ist, so gilt v =1y, a =r¢p = F = rmg.
Die Kraft F' entspricht dem Drehmoment N = rF = N =1rF = r’mg.

Def. r?m heifit Trigheitsmoment und wird mit I bezeichnet (Triigheit = inertia

(lat.)).

Somit gilt

Drehmoment = Tragheitsmoment - Winkelbeschleunigung

(vgl.: Kraft = Masse - Beschleunigung)

2) o(x,y) sei eine Massendichte in der xy-Ebene.

Wenn wir um die Gerade g : aix + agy = b drehen, so hat der Punkt (x/y)

la1z + agy — b
]

Tragheitsmoment bzgl. Drehung um ¢ gleich

I, = //7“2@($,y) dxdy
D
a1 + asy — b)?
://( ! Hc_iﬁg ) o(x,y) dzdy.
D

Speziell die x-Achse ist durch 1-y =0, d.h. a = (?) , b =0 gegeben

von g den Abstand r = (s. LA, § 6,B) und daher ist das

= I, = Iy -achse = [[ ¥?0(z,y) dzdy und ebenso
D
Iy = Iy—Achse = ff x2g(90,y) dl‘dy
D
Weiters bezeichnet man [[ zyo(z,y) dedy mit I, .
D

Dann gilt also (mit M = ff o(z,y) drdy = Gesamtmasse)

Iy = ”CLHQ // aiz? + a3y + b® + 2a1a2wy — 2a1bx — 2a2by)o(, y) dedy

= ( I + a21 + 2a1aglxy + b M — 2&1[)81 - 2@2()52)
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Speziell, wenn die Koordinatenachsen durch den Schwerpunkt gehen, so ist §= 0,

dh S1=5=0=

1 b2 M

I, = EE (a1, + a3l + 2arasl,,) + Tl
N ~ S~~~

Iy d2M

wobei h : (@, ) = 0 parallel zu g ist und durch 0 = § geht und § = 0 den Abstand

a=
al

Satz 4 (Steiner)

von ¢ hat. Das ergibt:

I, =1I,+d*M, wenn h || g, §€ h,
M = Gesamtmasse, d = Abstand von § zu g

Bemerkung: Die Tragheitsmomente spielen auch bei der Balkenbiegung eine grofie
Rolle, s. Hofstetter 4.4.

Bsp. 2 Viertelkreis. Wir bezeichnen mit z,y verschobene Koordinaten durch den

Schwerpunkt. (Vorsicht: Bei Hofstetter hingegen Zhier = THofst., Yhier = UHofst.

i'hier = THofst. ghier - yHofst.)

4 .
Dannist 1 =2 — —, g =y — —; y y
3T 3T |
4 |
3n b
I, = // y? dzdy s
Viertelkreis i\ 1 X
1 V1—2z2 1 W 31
:/ yzdy)dxz/y— dz
0 =0 20 3 y=0
z= y= T
1
= %/(1 — x2)3/2 dzx Substitution: x = sint
0 dx = costdt
17r/2 2=0%“=—"7t=0
:g/(l_SiHQt)S/chStdt CC:].“:>”t:7T/2
0
w/2
1 4 1 3w o
= - tdt = (Math. A, S. 137) = - . — = —
3 / o (Math. A, ) =316~ 16

0

Aus Symmetriegriinden ist I, = I,,.



2
Nach Steiner ist Iz = I, — (%) . Z = 116 — gi = I;. Weiters ist
1
Iy = //xyd:cdy— / :1:( / ydy>
D =0 y=0
%yz‘y 1(;352

1

1 1
2 4

Allgemein gilt & = z — s1, § = y — s2 wenn (s1,s2) die Koordinaten von § im
xy-System sind —

Iz = //Q (x —s1)(y — $2) dedy = //Q (ry — s1y — S2x + $182) dzdy,
D D

SQ-M Sl'M
~ =~ ~ =~
= Iacy — 51 Sm —S89 Sy +81$2M = Imy — 8182M

Somit ist beim Viertelkreis

1 4\?
Ifg:]xy_5132M:__(_> .

4
971’

oo | =

s
8 3T 4

Fiir die Gerade ¢ : a1Z 4+ a2y = 0 mit ||d|| = 1 durch den Schwerpunkt ist

I, =all;+ a3z + 2ara2lz5 = @ ( Iy Iiﬂ) a,
Iz Iz

eine quadratische Form in a.

Die Maximal-/Minimalwerte von I, sind daher die Eigenwerte von J = < II~ 37~ Iﬁg ) .
Ty T

Def. Die Maximal-/Minimalwerte von I, mit g durch § heiflen Haupttriagheits-

momente, und die Achsen in Richtung der Eigenvektoren heiflen Hauptachsen der
Dichte ¢ auf D.

Bezeichnung: £, 7 seien die Koordinaten in Richtung der Hauptachsen, I¢, I, die
Haupttragheitsmomente.



x 4 1 4
6 97 8  Or 0.055 —0.016
Bsp. 2 J = ~
p- 2 14 a4 (—0.016 0.055 )
8§  9r 16  9nm

b
(a—N)? =0b* = a—\=+b = 1)y = a+b und die zugehérigen Eigenvektoren

. 1 1 . R R

smdt(l),t(_l).Soml‘c y 7
1 n
K\\{h\\\

Allgemein: A = (a Z); det(A—=X) =0 = (a—-N?*-0 =0 =

+ < - gi ~ 0.0384

™

— OO k=

— -~ 0.0713

dN
I
IS
|
o>
I
—
NERNE
oo
2
r—/
=1
v

In den neuen Koordinaten &,7n ist J = ([67 ? ) diagonal und I¢, = 0. Bei
3

Drehung um die £-Achse hat der Viertelkreis also Tragheitsmoment Iz = 0.0384,
d.h. er verhélt sich so, als ob seine gesamte Masse A = 7 im Abstand i¢ von der

&-Achse entfernt ist, wobei Z?A = I¢, d.h.

I I
ie = w/f ~0.221. Ebenso i, = 1/~ =~ 0.301

Def. i = \/IM&, iy = \/IM” heilen Hauptradien der Massenverteilung o. Ihre
Einheit ist Lange.

24.5 SUBSTITUTION (=KOORDINATENWECHSEL) BEI [

A

Bsp. 2 ¢
T
s 2 -
¥ D,
3ml ||
8 ~
etc D2
1 | 17 A
i - D
a0} D,
£ A I S
8
> 3 >
X S T
H—/
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Ein rechteckiges Raster in T, <p entspricht einer Zerlegung in z,y. Nach § 21.5 ist

die [Flache von D;] ~

' drdp. Es sei f(x,y) gegeben,

90
x,y
g(r, o) = f(z(r,@),y(r, ¢ o) = f z,y) dedy =
= lim > f. -Flache von D; = lim (z,y) ‘ ~drdy =
@(2)—0 7 =1 ©(2)—0 7 G(r, Q)| —~—~
| S —— =Flédche
—r von D

// @) drdp —//f r<p ))J-rdrdgp

f(r,) meist kurz
f(rie), s.8 19.3

Diese Uberlegung funktioniert fiir beliebige Koordinaten und ergibt:

Satz 5 vi(z,y),v2(z,y) seien Koordinaten. Dann ist

//fa: y dwdy—//f o) plon, ) - |52

wobei D dem Bereich D in der v1, va-Ebene entspricht.

dUl d’Uz,

Speziell in Polarkoordinaten:
// f(@,y) dedy = / f(r,)r drdg
D D

Bemerkungen: 1) rdrdy entspricht der Flache von D; (s.0.) und lésst sich wie in

§ 21.6, S. 57 unten veranschaulichen:

y ¢t
37de _“Fliche
dr =rde-dr dr
X r

2) Das analoge zu Satz 5 in einer Variablen ist die Substitution in § 11.4. Dort
sind die Buchstaben etwas anders gewahlt:
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b d g(b)
g
/h(g( ) dx~dx: / h(t) dt
R
fxwo % dv f xdx

Weiters entspricht [a,b] dem Bereich D und
{ [9(a), g(b)] falls g(a) < g(b)

} dem Bereich D.
[9(b), g(a)] falls g(b) < g(a)

dg
dz>’

man rechts nicht iiber D integriert, sondern ein Kurvenintegral schreibt (siehe
spater).

Bsp. 3 D = Viertelkreis, f(x,y) ==

— Slz//xdxdy: /rcoscp-rdrd@:
D

In einer Variablen fehlt der Betrag bei der “Funktionaldeterminante” weil

D T
1 /2 P w/2
= /(/r2cosg0dg0) dr = /(r sin ¢) dr =
r=0 ¢=0 r=0 ¢=0
1 o
_ /ﬁdr:_ —~  (vel 24.3)
3 r=0
r=0
1 /2
I, = /Jc dxdy—//r coscprdrdgo—/(/r oS godcp)d
D D r=0 ¢=0
1 /2 A
:/7‘3- cos%pdgpdrz%-rz =17T—6, s. 24.4
r=0 ©=0 0
N—— ——

§ 11.8: halbe Inter-
valllange :%
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Bsp. 4 Berechne [[(z*—y?*)dzdy, wobei D das Gebiet im ersten Quadranten ist,
D

das durch die Kreise 22 +y% =4, 22 +9y> =9

und die Hyperbeln 22 — y? = 1, 22 — y? = 2 eingeschlossen wird.

Wir fiihren die neuen Koordinaten u = 22 + 32, v = 22 — 9?2 ein.
Dem Gebiet D entspricht dann D:4<u< 9, 1<v<2.
« X2-y2=2 bzw.
v=2
2—y2=1bzw.
v=1
\2
~ X2+y2=9 bzw. 2
u=9 | |5
VA L]
« X2+y2=4bzw.
u=4
4 9
2 oz,
-yt = (22 +1?) (2% —y?) = u-v Sates //(x4 —yt) dazdy = //u v (z,9) dudv.
O(u,v)
D

D
Nach § 21, Satz 4, S. 58 gilt fiir die Funktionaldeterminanten
Oz, y) O(u,v)

. -1
(u,v) I(z,y)
———
ou ou
or oy 2z 2y
= det (gi gg>:det < ):—8333/
9z oy 2r =2y
d(z,y) 1 1 :
’aw,v) [ 8ay|  Bay IO

Das miissen wir noch durch wu,v ausdriicken:
w2 — 0% = (22 +42)2 — (22 — y?)? = 2t + 2022 + y* — (2t — 222y% + yt) = da2y?

= Vu? —v? = 2|zy|

1 1
— in D gilt — —
8Ty  A/u? — v?

:>//(£L‘ —y)dxdy—//—4 ——3 dudv =
D D
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t =u?—v?
9 2
1 v dt
= — U dv |du = — =2
4 /4 (/1 u2 — 2 ) dov v
R dt

9 U
1 —dt\ 2
a1l 21 = v=1 = t=u?-1

v=2 = t=u?>—4

u=4 u=4 s 3
9
L1 2 3/2 1 2 3/2 1 3/2 3/2 3/2 3/2
=—3 §( —4) —g(u 1) = ——[773/2 —123/2 - 803/2 + 15%/2] ~
u=4
1.945

Bsp. 5 Man bestimme die Fliche A der Kardioide r = 1+ cos ¢ (Math. B, Ubung
31 vom 24. 3. 99).

dfest=r=0..1+cos¢

2w 1l+4cose

A://dxdysat:Z5//rdrd90: (/rdr>d90:
D

D =0 r=0
27 7»2 1+4cos @ 27
:/? d@z—/(1+cosg0)2dgo:
=0 r=0 0
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27 27 27
1 3
=3 [/1dg0+2/cosgodga+/cosz<pdgp] = g ~ 4.7 FE.
0 0 0
N s N ~ 7 N ~ 7
2 0 halbe
Intervalllange
- =
('s. Math. A,
11.8, S. 97)

24.6 DIE 1. GULDIN’'SCHE REGEL

Wenn die Kurve y = f(x) um die z-Achse rotiert, so hat nach Math. A, 13.2 der

b
entstehende Kérper Volumen V =7 [ f(z)? d.

D sei der Querschnitt

y=f(x) y=f(x)

A))
S D% S
~ [ : // :
~— a U | b X a b X
z
Dann ist Sy = [statisches Moment bzgl. z-Achse] =
b flx) ) b
://yda:dy: / (/ ydy) dx = E/f(x)zda: =— V =275, =27-A 59 =
D rz=a y=0 a

= A -27msy, wobei A = Fliche von D, §= (s1,s2) = Schwerpunkt von D.
Dann ist 2wsy = Weglange des Schwerpunkts bei der Drehung und daher gilt
Satz 6 (Guldin)

Drehvolumen = Querschnittfliche - Schwerpunktweg.

Bemerkung: Durch Subtraktion sehen wir,

. . y=f(x)
dass das auch fiir Gebiete der Form [j/ .
Y=8Wx

X

gilt.
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Bsp. 6 Torus = Drehkorper bei Rotation eines Kreises:
V' = Flache - Weg
=721 27R = 27%r?R. y

Draufsicht

P

O

24.7 DREIFACH-INTEGRALE

Analog zu 24.1sei D CR3 und f: D — R: (z,y,2) — f(x,y,2) stetig und

k
UD(Z) = Z Volumen von D; und dhnlich OD(Z).

Dann gilt wie in Satz 1 lim UD(Z(™) =1lim OD(Z™)) und wird mit

// f(x,y,z)dedydz

Wenn z.B. ein Kérper D mit Massendichte p[kg/m?3] belegt ist, so ist

M = Gesamtmasse = /// o(x,y, z) dedydz.
D

Analog zu 24.2; Satz 2 gilt

X y(x) z(z,y)
// flo.y. syt = [ Q /(] f@,y,zmz)dy)dx,

z=X y=y(z) z=z(z,y)

Z(z,y) grofter
wobei X, X,y Y,y wie dort sind und = ) z-Wert in D fiir
z(z,y) kleinster

bezeichnet.

feste z,y.
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Bsp. 7 Der Tetraeder, der durch die 3 Koordinatenebenen und durch die Ebene

x+y—+ 2z =1 begrenzt wird, ist mit Massendichte o(x,y, z) = = belegt. Bestimme
seine Masse!

Offenbar ist X =0, X = 1;
fir festes x ist

y(z) = kleinster y-Wert = 0

y(x) = groBiter y-Wert = 1 — x+y+z=1
y=1-x
Y
festes x
fir feste x,y ist z(x,y) =0, Z(z,y) =1—z—y
l—-xz 1l—xz—y 1 — l—z—y
Also M = /<J/( / xdz)dy)dxz /(/:Uz dy)dazz
=0 y=0 #=0
11—z 1 . TR
:/( x-(l—m—y)dy)dx:/x-{—#} do =
=0 y=0 =0 y=0

Ebenso gut konnte man in einer anderen Reihenfolge integrieren, z.B.
1—-2 1

we J( (] oo

z2=0
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24.8 SCHWERPUNKT UND TRAGHEITSMOMENTE IM R?

X T
1) Wir gehen nun zur Indexschreibweise tiber, dh. © = [y | = | 2 | . Fir
z T3

dx1dxodxs schreiben wir dV.

Es sei eine Massenverteilung o(Z) in D gegeben. Der Schwerpunkt § = (s1, s2, s3)
ist der Punkt, um den die Summe der Drehmomente verschwindet, egal in welche

0
Richtung v die Schwerkraft wirkt. Es sei z.B. =1 0 ==

—1

N = Drehmoment um § = Z Kraftarm x Kraftvektor

:///(f—g)XQ(f)- ¢ :—g/// —:c3+§3 av =0
:>/// xde_sz/// 7 AV = s, - M

Allgemein gllt also

S; 1 .
8i= 57 = M///ng(a:)dV
D
wobei M = Gesamtmasse = /// o(¥)dV.

Bezeichnung: S = [[[x10(Z)dV heifit statisches Moment bzgl. der zoxs-
Ebene und wird auch mit SwaS bezeichnet. Analog Sy 25, Szozs-

o 1
Also gllt S = M(Szzxg; S$1$37 S:m:tz)'

Bsp. 7 Der Tetraeder sei wie oben —-

Seas = [, -V =

=T

a2 1y 1 5 _1/60 24 2
4 ~ 60 "M 1/24 60 5

O\H
H
l\.'JI»—A
,_\
|
S
=
Q_.

8
—

2\3 S

. _, 1
Analog ist Sy = ///xQQ(x) dV = ... = 20"

S3 = /// x3 o(Z) AV = (hier aus Symmetrie) =
—~~



116

—/// AV = S = .
- SR DY/

2/5
und daher §= | 1/5
1/5

X

Beim homogen belegten Tetraeder (d.h. o(Z) = 1) ist der Schwerpunkt in

. 1/4
1 > Eckvektoren = | 1/4
hier 1/4

Bei unserer Dichte o(Z) = x; hingegen ist wegen der grofieren Dichte bei A der
Schwerpunkt in Richtung A verschoben.

2) Tragheitsmomente

Der Punkt Z hat Abstand \/:L%Tx% X3
von der x1-Achse

— [, =Tragheitsmoment
bzgl. Drehung

=V

um die x1-Achse = (O ) X
xz .
- // / (23 + 23)o(&) V. x
D x}//

Analog T / / / (22 + 22)o(F) AV, I = / / / (22 + 22)o(F) dV..
D D

(Beachte: Statische Momente sind bzgl. Hyperebenen, Tragheitsmomente sind
bzgl. Geraden)

Ebenso wie im R? gilt und beweist man im R3 (bzw. R™) den Satz von Steiner:
I, =1, + d*>M, wobei h || g; §€ h, M = Gesamtmasse, d = Abstand (5, g).

Wir wollen nun wieder die Tragheitsmomente verschiedener Geraden h durch den

Schwerpunkt vergleichen. Die Koordinaten seien so verschoben, dass § = 0. Der
Einfachheit halber schreibe ich wieder & dafiir (in 24.4 hingegen Z,7).
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Es sei h: & = A\r eine Gerade
durch §=0, ||7| = 1. \VAY
Dann hat ein beliebiger Punkt
Z von h den Abstand

12> = (7, &

=

v

— 1= [[[ @ o@av = [[[ (a1 - .50t av -

- /// [33%4—3:% + 23 — (1121 + roxy +7’3x3)2]g(f)d‘/:
D Vo

22(1 —r]) — 2rirom e + 23(1 — r3) + 23 (1 — r3) —2r1737123 — 2r9T3T223
——

T§+T2 Tf—i—rg 7"1 —|—r2
/// (23 + 23) + r3 (2] + 23) + r3(af + a3) — 2rirowy @ — 2rir3T a3 —

— 2r2r3x2x3] o(¥)dV =

= 7"%]1 + T%IQ + Tgfg — 27“17‘2[12 — 2’[“1’/“3[13 — 27"27‘3]23 = FTJF mlt

L, -1, —Ii3
J = —112 IQ —123 und Il /// .732 +$‘3 dV
—hs -l I3

112 = ///xlxgg dV etc.

Bemerkungen: 1) aj,as auf Seite 105 entspricht —ro, 71 hier.

Daher sind I = I, Iz = I; dort in anderer Position in der Matrix J und fehlt
das — bei I35 = I1a.

2) In Matrixschreibweise ist

Ih:///(fT-f—(FT~f)2)Q(§:’)dV:
///F 7 ET 7T 7 ET 7)) dV =

hier 3x3 Elnheltsmatrix

///f Ig—a: xT)g(f)dv;-F

J

Diese Formel wiirde auch im R"™ gelten (mit I, statt I3).
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3) Nach Lineare Algebra § 7F sind die Maximal-/Minimalwerte von I, der grofite

bzw. kleinste Eigenwert von J. Die Eigenwerte von J heiflen wieder Haupttrag-
heitsmomente und die Achsen in Richtung der Eigenvektoren Hauptachsen.

Bsp. 7 Bestimme J fiir einen homogenen Zylinder mit Radius R, Héhe h, o = 1!

Wir wahlen die Koordinaten durch den Schwerpunkt:

/ z

X, X:

Aus Symmetriegriinden ist Iy = Iy und I3 = I13 = I3 = 0.

ZB 112—///.Z’1x2dV—0

positiv fir (z1,22) im 1. und 3. Quadranten
negativ fiir (z1,z2) im 2. und 4. Quadranten)
h/2 rdrde

I3 = ///(m% + 22) dzdrodas = / ( // (z] + 23) d$1d$2) drg =
D

x3=—h/2 z3+zI<R?

S/

von x3 unabhanglg

h/2 o7 R A A
= / dzs - (/T2'Td7”>dg0:h'%'2ﬂ':h}2ﬂ-
z3=—h/2 ¢=0 r=0
R4
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h/2 R 2

11212:///(I%+$§)d‘/: / (/ /(TQCOS?QO—Fxg)T‘dedT) das =

r3=—h/2 1r=0¢p=0
/ halbe Intervalllange

h/2 R h/2

4
/ </ (mr® + 2ma3r) dT) dzs = / (WRI + Wx%RZ) dzs

xz3=—h/2 7=0 —h/2
hR'm  h3R*m  hR?m(3R®+ h?)
1T T T 12 ’
3R? + h? 0 0
0 3R2+h% 0
0 0 6R?

:_[1:

B hR?7

J 12

Es ist also leichter, den Zylinder um die x3-Achse als um die x1-Achse in Drehung

h
zu versetzen, solange 6R? < 3R? + h%, d.h. R < —.

V3
Bemerkung: Wenn man so wie oben bzgl. z1,x, Polarkoordinaten einfiihrt, nennt

7 COS P
man das Zylinderkoordinaten, d.h. = | rsingp
L3

Dann gilt dV = dz1dzedrs = rdrdedas.

Wenn man iiber Kugelteile integriert, sind hingegen Kugelkoordinaten vorteilhaft,
siehe 24.9.
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24.9 KOORDINATENWECHSEL IN [[f

Analog zu 24.5 betrachten wir neue Koordinaten v1, v9, v3 und darin eine Zerlegung
von D in Quader D;

X3 Di V3 Z)
b 8% |
X

y N avz'dvl dy, //I—___ —_dvl

/ \@'dvl dv

ov, 2
N x> g
Ox 4 .

ov; °

.xl V]

Dies entspricht einer krummlinigen Zerlegung D; in den alten Koordinaten x1, zs, x3
und es gilt (vgl. § 21.5):

det ( o0r 07 8x)

dvidwvsd
81)1 81)2 ’ 8’[)3 v1¢v2€us

Volumen von D; =

- ///f(f) dridrodrs = o IZHILOZf - Volumen von D; =
D

dvydvedvs = /// ‘ f}?ijfj)) dvidvedus

Speziell fiir Kugelkoordinaten gilt (§ 21.4)

x1 = psind cos p

. 8(1131, o, .Z'g)

= lim
(9(111, V2, U3)

(2)—0 7

g O(x1, 2, :
xo = psindsin % e 0% sin V.

x3 = pcos? v.2.6.99)

Schreibweise: Man schreibt oft nur ein Integral statt der 2, 3, bzw. n Integrale im
R2,R3, bzw. R"™.

Die Uberlegungen oben gelten analog auch im R™ und ergeben
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Satz 7 U(Z) seien neue Koordinaten —-

D —fw)

dvy -+ -dv,

Speziell in Kugelkoordinaten:

/f(xl,xg,:l;g)dV:/f(g,ﬂ,gp)gzsinﬁdgdﬁdgo

Bemerkung: o?sind dodddy ist das angendherte Volumen von D; und wird in
S. 59 anschaulich bestimmt.

Bsp. 8 Die Tragheitsmomente einer homogenen Kugel sind fiir alle Achsen durch
den Mittelpunkt gleich. Es sei R = Kugelradius und Dichte o = 1.

a) 13:///1'%-1-1’% /ng/sm ﬁdﬁ/d@—

IZ[|[<R 52sin2 9 02 smﬂdgdﬂdg@ g:

\,_/
R5/5 27
ORSr [ 2R 391"
= R57T /511119(1—(:05 ¥)d = RW{—COS@—I—COS 1 =
0 9=0
_2R°m 4 8R°m
5 3 15

Bemerkung: Ein dreifaches Integral / /  f(v1,v2,v3) dvydvadus lésst sich genau
dann als PRODUKT schreiben, wenn ’
L f(vi,v2,03) = fi(v1) - fa(v2) - f3(vs)
(oben: fi(v1) = 0%, fa(v2) =sin’¥, f3(v3) =1) UND
N
=
2. das Gebiet D ein Quader ist, d.h.
D={¥:a; <wv <by, ap <y < by, a3 < vg < by}
(oben a; =0, by = R etc.)
Beachte, dass D = {Z € R® : ||Z|| < R} NICHT quaderformig war.
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b) Elegantere Berechnung mit Trick:

1 1
I3:—(11+IQ+I3):—/(w%+x§+x%+x§+x%+x%) dv =

3 3 —
D 202 02 sin ¥dodddep
R T 27 R5 R5
2 4 2 S8R’m
= - d inddd [dp==-—-2-27 = )
3 / e qe / S / 735 T
0 0 0

R371

4 2
Weil M = Masse = Volumen = I3 = SMRQ, d.h. es ist ebenso
schwer die Kugel in Rotation zu versetzen, wie wenn ihre gesamte Masse konzen-

triert im Abstand R - \/g ~ 0.63R von der Drehachse ware.

¢) Wenn man in Zylinderkoordinaten rechnet, so wird das Integral schwieriger:

X1 =1TCosp

Ty =Tsing Kugel: 2] + 23 +23 < R?* <= |z3| < V R? — r2
——
r3 = I3 r2

Also: ¢p=0---2m, r:0---R, 23: —VR?>—12---/R2 — 12

=
s

SRAN
i
.i

193

i
y

U
"
()
i
I‘I‘
)

,l
I

>
i
iy
R

v
f

iy
i\

i
N
B
|

; Nl i
. ==
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27 R R2—r2
— I3 = /// i +23) dV / ( / d:c3>r3 drdy =
rdrdedxs =0 r=0 L,__/RZ_,2
~~~ ————
e 24/ R2 —r2
R
:27T/2 R2—r2. p3dr = t=R>—7r? r*=R>—t
——
r=0 r2. rdr dt
~~ —_— = —27°
=—dt/2 dr
0 r=0 = t=R?%
:27r/\/¥~(R2—t)~(—dt): P R e f—0
t=R?
0
£3/2 45/2 9R5  9RS 5
e N
3/2 5/2 ) 3 5 15

t=R

Man kann natiirlich auch in einer anderen Integrationsreihenfolge rechnen, was
hier vorteilhaft ist:

z3 fest = r < /R? — 2%

or /R2-a3 R
/ / / r3 dr dpdes = 2 / E(R2 —z3)?das =
w3——Ri—/0/ r=0 r3=—R
27 i R2 22
Z 0

R5+R_5 _ 87R?
3 5 ) '

R
™ 2
:5-2/(R4—2R2x3+x3)dx3—7r<R5—— R
0
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24.10 DARSTELLUNGEN DURCH EINFACHE INTEGRALE

Wenn g =1 lassen sich viele Doppel-/Dreifachintegrale durch einfache Integrale

ausdriicken.
A) Statische Momente von ebenen Flichen "

Wenn D durch ¥
a<z<b yr)<y<y) %
Y
p b

gegeben ist,

b y(x)

b
S0 ist 81:/ /:cdyd :/ —y(x )dx

r=ay=y(z)

b y(z) b .
und Sy = / / ydydx = / 5(@(3:)2 —y(z)?) dz
r=ay=y(z) a

B) Tréagheitsmomente von ebenen Fliachen

b b
1
Ebenso ist I, = / /y dyd$:/§@3_gg)d$

T=ay=y
b T b
Iy:/ /mZdydx:/:{:Q@—g)dx
r=a y= a

C) Statische Momente von Drehkorpern

Wenn der Drehkérper durch Drehung der Fliache 0 < y < f(z) um die xz-Achse
entsteht, so ist sein Schwerpunkt auf der x-Achse und in Zylinderkoordinaten folgt

b
Sy, = / / / x dydzdx \
r=a y2+22<f(x)?

flz) 2rx

b b
:/ T_/O(p_/ rdgpdidxwa/xf(a:)de ‘\—4“
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b b
und somit §= (fa:y2 dz/ [ y? da:,0,0) (mit y = f(x)).
Auch ohne Dreifachintegrale erhalt man S,, mit einer Zerlegung in kleine Zylinder

und einer Riemannsumme wie in 13.2. Ebenso wie in 13.5 geht das auch fiir
Oberflichen von Drehkorpern. Dann ist

b
Syz = 27r/xy\/1+y’2 dx

(In § 25 werden allgemeine Formeln angegeben fiir beliebige Flachen und o # 1.)

D) Tragheitsmomente von Drehkdrpern

Wieder folgt in Zylinderkoordinaten

11:///(y2+z2)dv
g

S0 242 f(a)?

~

b (z)
(y? + 2%) dydzdz = /27‘(’ r3 drdz

r=0

5 o= [

Diese Formel entspricht der Rechnung bei der Kugel am Schluss von 24.9. Fir die

b
Oberfliche eines Drehkorpers erhalten wir (wie in C) I = 27 [ 33/1 +y/* da.
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§25: Kurven- und Oberflachenintegrale

25.1 KURVENINTEGRALE 1. ART

C sei eine stiickweise glatte Kurve

im R"™, d.h. mit hochstens endlich
vielen Ecken und Uberkreuzungen.

Problem:
Was ist ihre Masse M,
wenn sie mit der Dichte o(Z) belegt ist?

X
Losung: Eine Zerlegung Z = {Zy, Z1, -+ ,Zx} ist eine Folge von Punkten auf C,
w(Z) :max{Hfi—fi_lH D= k:} = M = lim Zg(acZ 1) 12 — 2|

p(Z)—0,=

Def. Wenn f: C — R : &+ f(&) stiickweise stetig ist, so heifit (lém . Z f(@i—
© —>

|Z; — @;—1]| Kurvenintegral 1. Art und wird mit | f(Z)ds bezeichnet.
C

Bemerkungen: 1) Wenn [a,b] — R"™ : t — Z(t) eine Parametrisierung von C

iSt, So ist Sl_,”z = f(tz) und Hfz — fi—l” = ||f(tz) — f(tz_l)H ~ Ha_’:(tl—l)H . (tz - tz’—l)

G ds—/f )- [0

ds

2) Wie in § 24 werden wieder die statischen Momente und die Triagheitsmomente
definiert. Z.B.im R?: S; = Sy —fmg )ds, Sy = fyg ds, §= (}?41, M) I, =

fyg )ds etc.

Bsp. 1 Bestimme den Schwerpunkt einer homogenen Halbkreislinie!

Essei C = {(z,y) eR?: 22 +y*> =R? y >0}

Parametrisierung: ¥ = R (CQSt) , t=0---m,
sint

ds:H:’E(t)Hdt:HR-( Smt)H dt — Rdt,

o) =1 = M:/ds:Léngevon C = Rm,
c
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ng/yds:/Rsint-Rdt:2R2, ¥
C 0
Sy 2R?> 2R

52 M Rm T

Aus Symmetriegriinden ist S7 =0 = s3.

In s muss man stiitzen, wenn die Halbkreislinie auf einer gewichtslosen Halbkreis-
platte aufgelegt wird.

Der Schwerpunkt liegt etwas hoher als beim homogenen Halbkreis (fiir den § =
(0, %—f) ~ (0,0.42R)), weil die Halbkreislinie im Vergleich zur Flache im Schnitt
hoher liegt.

Bemerkung: In Polarkoordinaten ist ds = vr2 +72dy (vgl. 18.3) und daher gilt
in Bsp. 1 ds = Rdt, da dort » = R konstant, t = ¢.

25.2 KURVENINTEGRALE 2. ART

Wir bewegen einen Massenpunkt auf einer (stiickweise glatten) Kurve C' im Kraft-

A
fold 5(@): V'

</

=y

Problem: Welche Arbeit W wird geleistet?
Losung: Wir zerlegen C' in kleine, praktisch gerade Stiicke.

A

y ~ s~
v(x;)

B:fk

><V
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o(Z) = max{||a_c’i —Ziq]|:i=1,--- ,k:}.

Dann ist W = lim Z <v Tio1), T — Ti—1 >
p(Z)—0,= &\,_/ _,_/
Kraft Weg

Def. Dieser Grenzwert heif3t Kurvenintegral 2. Art oder Arbeitsintegral.

Schreibweisen:

W = /<v ,dT) = /<v ,d3) = / v1(Z) do 4 v (%) dy = /vj(:i:’) dz; (TSW)

C

Bemerkungen: 1) Wenn die Kurve durch [a,b] — R? : t — Z(t) parametrisiert

iSt, So ist fz = f(ti), fz — ji—l ~ f(ti_l) . (ti —ti_1 ) und daher
——
dt
k

W = gp(lZiI)ILO Z§1<ﬁ(f(t11)),f(tzl)> . (ti — tifl) d.h.

b
/ (0(z), d) = / <17(a?(t)),§:’(t)> dt
C a

2) Alles gilt ebenso fiir Kurven im R?® oder R™.

3) Beachte, dass W nicht von der Parametrisierung von C' abhéngt (d.h. davon
wie schnell C' durchlaufen wird). W héngt aber von der Durchlaufrichtung ab,
d.h. C ist als orientierte Kurve gegeben, d.h. Anfangspunkt A und Endpunkt
B sind bekannt. Bei umgekehrter Orientierung ergibt sich —W. Wenn die Kurve
geschlossen ist, d.h. A = B, schreibt man oft §(¢,dZ). Es ist dann zwar uner-
heblich, wo man A = B auf C' wahlt, aber die Durchlaufrichtung muss bekannt
sein.

b
4) Das bestimmte Integral [ f(x)dz ist eigentlich ein Kurvenintegral 2. Art iiber
a

—gig— fallsa < b
die Kurve \ im R,
DZW. ——(—— falls a > b

Daher entfallt bei Substitution in einer Variablen der Betrag, vgl. 24.5.

Bsp. 2 17(%):( vy ), v

r+vy

<V

C = gerade Strecke von 0 nach (%)

g

—
ol
=y
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Wz/(ﬁ,df>:/xydx+(x+y)dy
C C

t
t/2

Berechnung: Parametrisiere C' z.B. durch Z(t) = ( ) ,t=0--2 =

— W—j<@),@>dt—j(§+%)dt

Oy (1)

Was ergibt sich, wenn wir auf
einem anderen Weg
von A nach B gehen,

z.B. auf dem Parabelstiick x = 2y%?

Berechnung: Parametrisiere C' z.B. durch #(t)

<17(f(t)), g'z(t)> dt = 0/1 < (231 t) | (41t> > dt

8 2
(8t4+2t2+t)dt:g+§+

%z
[l
c”:\H
I
N
)
~ o~
[\
N——
~
|
(@n]
[S—y

1
1,2
2~ 730

o

Auf dem Weg C wird also ein biBchen weniger Arbeit geleistet. (In § 26 werden

~ 1
wir mit dem Satz von Green die Differenz W — W = T kontrollieren.)

Wir untersuchen als néchstes, fiir welche Vektorfelder v die Arbeit W vom Weg
unabhéngig ist und nur von den Endpunkten A, B der Kurve C' abhéangt.

25.3 DAS POTENTIAL

Erinnerung (vgl. 21.2): Das Vektorfeld 7(Z) heifit konservativ bzw. hat ein Potential
<~ df:v=Vf.

Es gilt immer ¢ = Vf = rot% =0 (d.h. ¢ wirbelfrei) und in konvexen Gebieten
81;]- . Gvi
8.1‘7; N 8Ij

im R? gilt auch <= . Im R” ist statt rot ¥ = 0 die Bedingung Vi, j :

zu nehmen.
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Satz ¥(Z) sei ein stetiges Vektorfeld fir £ € D C R™. Dann sind dquivalent:
) ¥ konservativ, d.h. 3f : = Vf;
2) [(¥,dZ) hingt nur vom Anfangs- und Endpunkt von C ab und zwar ist (mit

—

c
fin 1)

B
Daher Schreibweise: / v, dZ);
A

3) fiir geschlossene Kurven ist j{ (0,dz) = 0.
c

Beweis: 1) = 2): Wenn ¢ =V f und Z(t), t € [a,b], eine Parametrisierung von
C ist, so gilt

/ /bﬁt >Jdt

7(a)
wobei { } = { #0) Anfangs- bzw. Endpunkt von C sind.
z

2) = 3): A=B — 74 (7,d7) = f(B) — f(4) =0,

3) = 1): A € D sei fixiert. Wir definieren f(Z) := [(7,dZ), wobei C irgendeine
C
Kurve in D, von A nach & ist. (Der Einfachheit halber sei D zusammenhéngend.)
Es ist egal, welches C' wir nehmen, denn wenn
X

G

G
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so ist /—/ = 7{ (U,dZ) = 0 nach 3).
C1 Co C1U—-Cs

Wenn wir die Gerade von # nach & = (x1+e€, x, - - ) durch Z(t) = (z141t, 20, -)

parametrisieren, so folgt f(Z) — f(Z) = /<17(:E’(t)), z(’t_)/ >dt = /v1 (Z(t)) dt
0 1 0

0

Hauptsatz

— L@ = LD g 2 JECOL Jrozmms )
0
F(e)
) F7(0) ’
und daher Vf = 7. O

Ergebnis: Fiir ein konservatives Kraftfeld ¢ ergibt sich also f(Z) als Arbeit, die

geleistet wird, wenn von einem festen Punkt A aus auf irgendeiner Kurve C' nach
Z gegangen wird. In der Physik wird U = —f potentielle Energie genannt. Es

—

xT

gilt also U(Z) = —/(17, dz), VU = —v. (Vgl. auch 21.2).

A
. L . CE mMz .
Z.B. im Gravitationsfeld einer festen Masse M in 0 ist 0(Z) = —G BE (mit
z
1 3 . mM o .

G =6.67-10 ) und U(Z) = —G——= bzw. in linearer Néherung auf

kg sec? 1]

0
der Erde v = 0 , U(%) = mgxs.

—mg

Beachte, dass U (im Gegensatz zur kinetischen Energie) nur bis auf eine additive
Konstante bestimmt ist. Man kann also nur Differenzen der potentiellen Energie

messen!
y cos(zy)
Bsp. 3 ¥(¥) = | y+ xcos(xy) | hat ein Potential, da rot ¥ = 0 (vgl. 21.2, p. 47).
eZ

—

Wir bestimmen f als Arbeitsintegral: f(Z) = / (U,dZ).

-

0

tw
Es sei C' die gerade Strecke von 0 nach @, d.h. Z(t)=t-Z= |ty |, 0<t<1.
tz

(Vorsicht: Z ist fix.)
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<17(:Z’(t)) : :’z’(t>> dt

etz

(2txy cos(t?xy) + ty* + ze'%) dt

/1
=0
y ty cos(t2xy) x
— / < ty + txcos(t®zy) |, | v > dt
2o z
/1
=0

2

= sin(zy) + Y yie 1.

= ( sin(t?zy) + % + e'*
2 2

25.4 OBERFLACHENINTEGRALE 1. ART

Eine Fliche D im R? ist meist durch eine Gleichung F(x,y,2) = 0 (und evtl.
verschiedene Ungleichungen) gegeben. Eine Parameterdarstellung einer Flache

benotigt zwei Parameter und hat also die Form

x(u,v)
(u,v) — Z(u,v) = | y(u,v)
= z(u,v)

Bsp. 4 224+ 9y?> =4, 0 < z <3 gibt im R? einen Zylinder.

Wir konnen ihn parametrisieren durch

2cosp
u=¢, v=z dh F(p,z)=| 2sing | mit
z

0<p<2r, 0<2<3.

D

Es sei nun auf D eine Funktion f: D — R gegeben. D = D U---U Dy, sei eine
Zerlegung von D in viele kleine praktisch ebene Stiicke und

k k. _
UD(Z)= > f.- Flache von D;, OD(Z) = > f, - Flache D, wie in 24.1.
i=1 " i=1
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Satz und Def. Wenn D beschrinkt und geniigend glatt ist, und f stetig ist, so
gilt

lim UD(Z)= lim OD(Z) und heit Oberflichenintegral 1. Art und wird
p(Z)—0 w(Z)—0

mit [[ f(Z)do bezeichnet.
D

Bemerkung: Wenn D ein Gebiet in der zy-Ebene ist, so erhalten wir das gewohnliche
Doppelintegral (24.1), d.h. dann ist do = dzdy.

Berechnung: D sei parametrisiert durch Z(u,v)

zl X(u,v+dvy)
D; v
N 17 D,
) X etduy) (do )\
] 1% (u’ v) (M +du’ v)

P y

~J 7x u

N3 du o

0

Einem kleinen Rechteck D; mit Fliche dudv entspricht ein krummes parallelo-
grammahnliches Flachenstiick D; und

7w+ du, v) =(<u> y (dou» ~ #wv)+ - (dou)

u v du
— 7 0 0
~ateo+ (& 2 )(7)
du  dv
Ox/0u o
= Z(u,v) +du- | dy/0u | = Z(u,v) +du - e
0z /0u Y
. . . . ox or
Die Kantenvektoren von D; sind also in 1. Naherung du - 0 und dwv - 70
U v
Die Flache des von ihnen aufgespannten Parallelogramms ist
dudv - @ X 8—$ ~ Flache von D;. Daher folgt
ou Ov
ﬁ . or 0r
//f(x)da—//f(x(u,v)) : ‘ 9 % B0 dudv
D D ~ -~ -

do
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Bsp. 4 Essei D der Zylinder wie oben und o(%) = 22 = Masse = M = [[2?do
D

o7 —2sin o7 0 o7 Of —2siny 0 2C98(p
90 2cosp ' 5, = 0 ,8—><8—: 2cosp | x| 0] =| 2singp
14 0 ? 1 v oz 0 1 0
2cosp
0 ox
== dcr:H—m :1: dpdz = 2sing dedz
9z 0
27 3 33
— M = // -2dpdz =21 - 2 - Y = 367
0

=0 2z=0

Das Moment bzgl. der xy-Ebene ware

2t 3

!

ngSmy://zg-zdaz // -2dpdz =27 -2 - vy
D =0 2=6

S 81 9
— §3 = ]\; =% -1 2.25 und § = (0,0,2.25) liegt iiber der Mitte, da die

Dichte mit z stark wachst.

3

=&81lnm
0

Bemerkungen: 1) Speziell, wenn man z,y als Parameter verwendet (beim Zylinder

oben nicht moglich), d.h. D durch ¥ = gegeben ist, so ist
1 1
ox or
“~_—1o bl 0 1 dad
Ox T Oy % v
—2y drdy = /1 + 22 + 22 dedy
1

(Vgl. ds = /1 +y'*dx bei Kurven.)

Auf der Kugel 22 + 3% + 22 = 0 hingegen kénnen 9, ¢ als Parameter verwendet
werden

osin v cos ¢
= Z(V,¢) = | osindsing |, o fest.
0cos

Wegen der Orthogonalitit der Kugelkoordinaten gilt

dV = dodp
v = do = ¢?sind ddde,
02 sin ¢ deddde

0x 0%
was man auch direkt nachrechnet: ’ a—g X 8—x = 0?sin?
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2) Im R? spannen zwei Vektoren @, die Fliche |det (7, )| auf und das liefert

die Substitutionsformel in 24.5. Im R” spannen zwei Vektoren v, @ die Flache
V7)1 ]|W]|2 — (¥, @)2? auf und daher gilt allgemein

[ o= [ s 2N - (2.2 s

Noch allgemeiner, wenn D eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit im R™ ist

2

ox 6:5

parametrisiert durch Z(0) = Z(vy,--- ,vp,), so ist

ox; 0x;
do = |det dvy - - - doyy,
g € ( (Z 0v; 8Uk)j,k:17... 7m> . !

g

mXm-Matrix

25.5 OBERFLACHENINTEGRALE 2. ART

D sei eine Fliche im R?, ¥ [m/sec] das Geschwindigkeitsfeld einer stationiren
Stromung.

Problem: Wieviel Volumen fliefit pro sec durch D von einer Seite A zur anderen

Seite B?
z
v
B
A Hier ergibt sich etwas > 0.
’ D
,x/ R y

Wenn hingegen,

|
A
D
\y

X

so rechnen wir den Durchfluss von A nach B negativ.



136

Ausschnitt: u

Parallelepiped P

h
7] = 1
; \ai.du
Oou
n stehe L auf D; in Z;, ||7i|| = 1, 7 weise von A nach B. Pro Sekunde flieft

dann von A nach B
+ Volumen von P = Grundflache - + Hohe

~ Flache von D; - (¥, 1)
Def. D sei eine orientierte Fliche im R3, d.h. VZ# € D ist ein Normalenein-

heitsvektor (von den zwei moglichen) 7i(Z) gewahlt, sodass 7i(Z) sich stetig &ndert,
v sei ein Vektorfeld auf D, D = D, U ---U Dy, Zerlegungen, &; € D; beliebig.

Dann heifit

k
lim <17(:E"i), ﬁ(fz)> - Flache von D;
o(Z)—0 i L

=f(&:)

Oberflachenintegral 2. Art bzw. Durchflussintegral von .

Nach 25.4 ist es //(17, 1) do.
D

Bemerkung: Bei umgekehrter Orientierung ergibt sich das Negative. Vorsicht: Es
gibt auch Flichen, die gar nicht orientierbar sind, z.B. ein Mo6biusband.

0.5

I
I
A

77 HiiHH

o
"""tz"‘t"""-’""':‘;""""""li' %":‘\“‘\\‘}“\\
ST A
S0 T i
== ";’:’2‘#“““:‘ i

Pt
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0r 0%

ou’ Ov’

Offenbar sind 7, Z, tangential an D. Im Allgemeinen sind sie linear unabhéngig

Ty X T

und daher ist 7 = +——= Y
|Zu X o

do = ||#, x &,| dudv folgt

//vnda—// Z( imuxxv>dudv

Bsp. 5 D sei der Zylinder aus Bsp. 4 und 77 weise zur z-Achse.

Berechnung: #(u,v) parametrisiere D, wir schreiben kurz #,, ¥, statt

, wobei + je nach Wahl der Orientierung. Wegen

T

X y

2cos 2cos
Nach Bsp. 4 ist Z(¢,2) = | 2sing |, @, x &, = | 2sine |,
z 0
Tp X T o5¥ Fp X T
|Z, x Z,|| = 2, =2—=— = | sinp |, hier ist also 7 = ——=F——"— =
|7 x 2| 0 |2, x Z.|]
—Ccos p
—sinp
0

Das erhalt man naturlich auch direkt:

Wenn z.B. (%) = | 22 — //(U, ny do -
e v* D =2dpdz D B *

—2 cosgo —CoS ¢ z-Achge
//< , | —singp >-2dg0dz
—22 sin ¢ 0
3

/ / (4 cos® p — 222 sin ) dzdp = / (12 cos? p — 18sin ¢ ) dp = 127.
~02=0 0
Yo =

Die Stromung transportiert also pro sec 127 VE von A nach B, d.h. hinein.

Wenn hingegen w = 22 , SO ist // w,d)do = =127, d.h. die Stromung w
e Y%

transportiert pro sec —127 VE von A nach B, d.h. +127 VE von B nach A.
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Bemerkungen: 1) Wenn D der Rand eines endlichen Kérpers K ist, so schreibt

man oft K statt D und ﬂ statt / / . Meist wird 0K so orientiert, dass 7 von
D

oK
K nach auflen weist. Es sei zB. K = {Z: |Z|| < R} (Kugel)] = D = 0K =

—

{#Z:||Z]| = R} und 71 = % Wenn z.B. ¥ = Z, so folgt

ﬁ(ﬁ, nydo = ﬂ <f, %> do = Rﬂ do = R - Kugeloberfldche

oK D N—— D

R
= R-47R? = 47R? (Kontrolle: Satz von Gau, § 26)
2) Tabelle:

/ 1. Art (nicht or.) / 2. Art (orientierte Mfkt.)

Kurven im R" / F(&) ds / (5, dF)

C C
Flichen im R é / (&) do é / (5, 7) do

8

Allgemein: . < 131
m-dim. Mfkt. im R" /f( )do (s. S. 134) /w
D D

Rechts unten ist D eine orientierte m-dimensionale Mannigfaltigkeit (d.h. die Rei-

henfolge der Parameter vy, - -« , v, ist geeignet) und in diesen w = g(¥) dvy - - - dvyy,.

In den urspriinglichen x1,--- , z,,-Koordinaten ist w eine “m-Form”, d.h. w =
> Wiy i, iy A+ - Adx;, . Die Umrechnung erfolgt mit den Regeln

1§i1<i2<-~~<im§n

dx; = dvi+-- -+ +— dv,, und dv; Adv; = —dv; Adv; (speziell dv; Adv; = 0).
8@1 8Um

Die Einordnung von Durchflussintegralen in diesen Formalismus geht so: Bei

Ty, Ty
richtiger Reihenfolge von u, v ist ndo = Z, X Z,-dudv = | vy, | X | ¥ | dudv =
2y Z

YuRv — Yv2u
dudv; andererseits ist dyAdz = (y,, du+y, dv)A(z, du+z, dv) =

(Yu2zo—Yp2zy) dudv etc. = //(17, n)do = // vi1dy Adz —vodx Adz 4+ vsdz A dy.
D D
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§26: Die Integralsatze

26.1 DER SATZ VON GAUSS

K sei ein endliches Gebiet im R3 mit stiickweise glatter Randfliche K. Dann
ist 0K orientierbar und wir wahlen 7 so, dass 7 von K nach auflen zeigt. Das
Vektorfeld v sei in ganz K definiert und stetig differenzierbar. Dann gilt der

Satz von Gaufl ﬂ(ﬁ, i) do = /// divodV
K

oK

Bsp. 1 a) (%) =& und K = “obere Halbkugel mit Radius 2” d.h.
K={ZeR?: 7| <2,2z>0}.

xT

Hier ist diveo =div | y :1—|—1+1:3:>///dideV:///i’)dV:
z K K
1 4-.23
:3-VolumenvonK:3-§~ 37T:167r.

OK besteht aus 2 Teilen:
D, = Halbkugelflache ||Z]| =2, 2 >0
0K =

Dy = Grundkreis 22 + 9% <4, 2 =0

1
In D, ist fizﬁ_’

Z/(U,ﬁ)da :Z/

2
——

blz2=2

7 1
<f, f> do =2 - Oberfliiche von Dy =2 -4- 2 = 16.
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0

In Dy ist 11 = 0
—1

ﬁ,//mg_//< 0 {0 >dazo
ﬁ,ﬂma_// ﬁda+// da_w_///dmdv

1
b) Wenn z.B. = [ 2 | (konstantes Vektorfeld), so ist dive' =0
3

:ﬂ o b ///OdV:O.
K
Kontrolle: //

% +3
e >dgz//wdg
D1 Dl

l\')l)—l

U
1
2
3

(Kugelkoordinaten: x = gsin cos p, etc., do = o2 sin 9dddyp)
2 71'/2
1 0 0 2
= / / 5(251n195265<p + 4sind gth p + 6 cos ) - 2* sin Y dddy

©=09=0

/2
=127

0

// ydo = //< >daz_3 //d _ 3. Fliche von Dy

= —3-4m = —127 und daher ﬂ(ﬁ, i) do = 0.

/2
=27 / 12sin¥ cos 9 dv = 27 - 6sin? 9

oK
Beweis des Satzes von Gaufl
U1 (f ) 0 0
Wir kénnen @ zerlegen: o = 0 + | v2(2) | + 0 ; es geniigt einen,
0 0 (%} (f)

z.B. den letzten Summanden zu betrachten und zu zeigen

///%dv ﬂvg.ngda
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(Fiir die anderen 2 Summanden geht alles analog.) K sei zylindrisch, d.h. von der
Form (z,y) € D, g(z,y) < z < h(z,y)

(Praktisch jeder Kérper lasst sich in solche zylindrische Stiicke zerlegen.)

A % 2 (x»)

N

. X\
z=g(x,y
) % (x») ’

Es gibt 3 Randfliachen:

1) Deckel: z = h(z,y), (z,y) € D

2) Mantel: (z,y) € C =0D, g(z,y) <z < h(zx,y)
3) Boden: z=g(x,y), (x,y) € D

x
Oben bzw. unten (in 1) bzw. 3)) ist Z = Y
h bzw. g
— ndo = i% X g—;dxdy
1 0
=+ 0 X 1 dzdy
Ozh bzw. 0.9 Oyh bzw. 0yg

—0zh bzw. — 0,9
==+ | —0yh bzw. — 9,9 | dzdy
1

oben, d.h. in 1)

—> ngdo = +dxdy
unten, d.h. in 3)

Am Mantel (d.h. in 2)) ist ng = 0.

Zusammen: ﬂvgng do = // [’Ug (:c,y,h(x,y)) — v3 (x,y,g(az,y))} dxdy
D

oK
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h(z,y)

//( / %dz>dxdy—///%dv ]

z=g(x,y)

26.2 DER SATZ VON GREEN

Der Satz von Gauf gilt (mit demselben Beweis) in allen Dimensionen, d.h.

7{(17,77[) do = /diVUdV

oK K

—

v1 (%)

0 0
wobei ¥ € R", ¢(%¥) = : , divy = i 4 2n

—’

Un ()
ndo = +2Z,, X -+ X &y, , - dug---du,—1 (vgl. Lin. Alg., § 6C, p. 73) bzw.
(U,1) do = tdet (Zy,, ++ , Ty, _,,V)duy - - - du,_q fiir eine Parametrisierung

Z(u, -+ ,up—1) von OK. (Im R™ schreibt man nur 1 Integral, s. S. 120).

Spezialfdlle: 1) n = 3, s. 26.1

2) n=1 = (@) = f(z), divi = f', K = [a,b], 0K = {a,b}, § (¢,7)do =
oK

f(b) — f(a), d.h. der Satz von GauB ist in 1 Dimension der Hauptsatz der Inte-
gralrechnung

b
/ f(@)dz = £(b) - f(a).

3) n=2. Im R? ist x (Z) = <_ab) , vgl. Lin. Alg. S. 73, und det (Z _b> >

0, d.h. (Z) , (_ab> sind positiv orientiert:

2]

y

—_
o
~——

Wir schreiben den Satz von Gauf fiir w = (zlgx’ y)) auf D C R?2 an —

2\, y)
8w1 Gwz
— divdidady = ¢ (@, i) do. Offenbar ist diva = P + B Wenn 0D
€T Y

oD
durch x( ) so parametrisiert ist, dass es im Gegenuhrzeigersinn durchlaufen wird,

so ist ido = — x Z(t)dt = ( y.(t) ) dt, weil Z,7 negativ orientiert sind =

—(t)
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30 n

wly — U)QQ'Z

R

wy dy — wo dz

Wir setzen vy = —wz und v = w; =

%(ﬁ,di} = jévld:v—i—vgdy—//(%—a—zl) dzdy

oD

Dies nennt man den Satz von Green. Beachte, dass 0K im Gegenuhrzeigersinn

durchlaufen werden muss, was man manchmal mit jé andeutet.

Bsp. 2 Essei D = {(z,y) e R?: 0<y <1, 2y? <2 <2y} und 9(7) = (x?y)




1 2y 1 9 2y
x
:/( (1—2x) dx) /(x—;) dy
y=0 x=2y2 y=0 z=2y?
1 0212 1
=/< (2y2—<yz)))dy=/(2y—4y2+2y4)dy
0 0
=1- % + % = % — % = 1—15 in Ubereinstimmung mit S. 128.

Bemerkung: Umgekehrt erlaubt es der Satz von Green Flichen, statische Mo-
mente sowie Tréagheitsmomente von D durch Kurvenintegrale 2. Art iiber 0D

auszudriicken:
2//1dacdy :ﬁxdyz—ﬁydx
D oD oD
22
51://$dxdy :ﬁ?dy:— ﬁa}ydx
D oD D
y2
ng//ydmdy :jéxydy:—}ggdm
D oD oD

3
I, = //ydedy:}émdey: — ﬁ %dx etc.
D oD &D

26.3 DER SATZ VON STOKES

Der Satz von Gauf} ist selber ein Spezialfall des allgemeinen Satzes von Stokes

/ dw = f w fiir eine orientierte m-dimensionale Mannigfaltigkeit D mit Rand

oD
8D und eine (m — 1)-Form w. Wenn D eine Fliche im R? ist und

U1 (ZL', Y, Z)
U(Z) = | ve(x,y,2) | ergibt sich daraus der (spezielle) Satz von Stokes

v3(z,y, 2)
f (5, d) = / / (rot 7, /1) do
oD D

Dabei ist D C R? eine orientierte Fliche, und die Randkurve 0D wird nach der
Korkenzieherregel orientiert:
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9D
aD.
N bzw.
D D
n
y

Bemerkungen: 1) Aus dem speziellen Satz von Stokes erhalten wir den Satz von

X

v1(,y) x
Green so als Spezialfall: #(x,y,2) = | vo(z,y) |, D CR? = y | eR3
0 0
0 0
= rotv = vy 0 vy | nndo = | 0 | dedy und das liefert den Satz von
dr Oy 1
Green. Somit:
Gaufl
m:n/‘ \n72
allg. Stokes Green
m=2 DCR?
n:3\ ) spCeziell
spez.
Stokes

2) Zusammenstellung

Eine Integration mehr

Randintegral dafiir ¥ differenziert
GauB f(f}', nydo = /diVUdV

OK K
Green jé (0,dz) = //(% - %—ij) dzdy

D
Stokes %(17, dz) = //(rot v,m)ydo
D
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Tz

Bsp. 3 D sei die Halbkugel ||Z]] = 1, z > 0. Dann ist 0D = “Rand des Ein-
heitskreises” = {Z : 22 + 9y = 1, 2 = 0}. Wenn wir 9D im Gegenuhrzeigersinn
Y
Ccos 2

durchlaufen, so muss 7 nach oben zeigen, d.h. ng > 0. Es sei ¥ =

a) Berechnung von j{ (U,dZ)

oD
cost
Parametrisierung: #(t) = | sint |, t=0---27
0
2 . 2 [sint —sint
= j{(ﬁ, d7) = /<U(f(t)),f(t)>dt = /< 0 |,[ cost > dt
oD 0 0 1 0
2m
= —/sintht = -7
0
b) Berechnung von //(rot v,mydo :
D
Oz Y —x
rotv= | 9y | X xz = 0
0, CoS 2 z—1
Parametrisierung durch Kugelkoordinaten:
sin ¥ cos ¢ z
0o=1 = Z(¥,p) = | sinvsing | ; auf der Kugel ist 7 = —
cos 0

do = ¢?sind¥ dpdd. (s. S. 134)
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™/2 27 —smﬁcoscp sin ¥ cos ¢
= // rotvnda—/ /< , | sindsine >sin19dgpdz9
Y=0 p=

0 cos 19 cos v

vV
— sin? 9 cos? p+cos? 9 —cos ¥

J/

/2
= / [—7 sin® 9 427 cos® ¥ sin ¥ — 27 cos ¥ sin 9] dY

(lfcos2 ¥)-sin 9

9=0
w/2
= /[—Wsinﬁ—f—?mcosQﬁsini?— 27 cos ¥ sin ] dv
9=0
/2
:(WCOSﬁ—WCOS319+7TCOS2l9)‘ﬂ 0:—7T+7T—7T:—7T\/

Bemerkung: Beachte, dass es viele Flachen mit demselben 0D gibt, so wie es
in 25.2 vielen Kurven von A nach B gibt. Fiir alle diese Flachen D stimmt

//(rot U,7) do tiberein (und = %(17, dZ)) wie auch der Satz von Gauf zeigt:

= //(rotﬁ,ﬁ)da—//(rotﬁ,ﬁ)da = ﬁ(mtﬁ,ﬁ)da = ///div(rotﬁ) dV =0,
———
D Do OK K =0

wenn K der zwischen D; und D liegende Korper ist und 7 auf D; von K nach
auflen zeigt.

Etwa in Bsp. 3 konnten wir auch den Einheitskreis Dy = {Z: 2 =0, 22 +¢* < 1}
nehmen:

—x
//(rotﬂ’,ﬁ)da://< 0 , >dxdy—//z—1 dxdy
D, D, Z—l 1 0

auf D1
= — Fléche von Dy = —m /.
Beweis des (spez.) Satzes von Stokes:
x
D sei durch z,y parametrisiert, d.h. u=2x, v=y, ¥ = Y
fz,y)

(Dies ist nicht immer moglich, vgl. S. 132. Aber D lésst sich immer in Teile
zerlegen, wo entweder z,y oder x,z oder y,z als Parameter verwendet werden
kénnen. Und fiir x,z bzw. y, 2z geht alles analog.)

_6xf
Dann ist ido =+ | =0, f | dady (vgl. 26.1),
1

8yv3 — (‘3ng
rot7 =V x 0= | 0,1 —0,v3 | — //(rotﬁ,mda:
6:51)2 — 6yvl
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- // [_a:rf ) (ayvi% —0.v2) — Oy f - (0,v1 — Opv3) + Opvg — 3yv1} dzdy.

DCR2 ,
dx
Auf 0D gilt d = of dy 9 f (wie man aus einer Parametrisierung
a dx + 8_3/ dy
x(t)
y(t) von 0D sieht).
f(a(t),y(t))
of
— / vi(z,y, f(2,y)) +vs(z,y, f(2,y)) - 5= | dat

~~
Ul

N { (2.9, (2. 9)) + v (2, F(z.3)) - %J dy

u2

(Green) | / / ( Oug %) dzdy = (Kettenregel)

= :t/ {axUQ + azUQ : 833f + (3:6'03 +-@—u-‘3—ass—f ) . 8yf +123.@p.@_] -
D

— [0yv1 + .01 - By f + (yvs +-Dsvs - D) - On f +130ynf] } dady

gegen

" } dem Uhrzeigersinn durchlaufen wird,
mi

Dabei ist + zu withlen, wenn 9D {

>0
d.h. wenn ns { - O} . Daher erhalten wir dasselbe. O
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§27: Erganzungen zu den Integralsatzen

27.1 DIE KONTINUITATSGLEICHUNG

Wie in 21.1 (Math. B, p. 44) sei ¢(t,Z) das Geschwindigkeitsfeld einer Strémung,
o(t,¥) die Dichte, i(t,Z) = o- ¥ die Impulsdichte. In einem Gebiet V C R3 ist
dann zur Zeit t die Masse M(t) = / o(t,¥)dV enthalten. (Ab hier wieder kurz

\%

/--~dV statt ///dV etc.). Im Zeitintervall [tq,t5] flieBt aus V' die Masse

t2
My, v, = /(7{ (u, 1) da) dt¢ hinaus.
t1 oV
ta
Der Satz von Gauf} ergibt M, ,, = / ( / diva dV) dt. Andererseits gilt die
t1 Vv
Massenbilanz M (to) = M (t1) — My, 1, bzw. M(te) — M(t1) + My, +, = 0, d.h.
12}
/LQ(Q@’) - ,g(tl,a?er/divﬁ(t,f) dt] dvV =0
Vv to

t1

8 R
=[ %2 (t.@) dt
t1

Also gilt Vitq,ta,V

[ [(Zoasavita)a -0

V t

und das fithrt zur Kontinuitatsgleichung

%(t, %) + divii(t, &) = 0

. 0 N : " . : L
(Denn wére z.B. %8 L divi >0 in (to, Zo), so konnten wir V' um Z; und

ot

0
t1 < to < t2 so wahlen, dass Vt € [t1,to], VZ € V : a—f + div# > 0 und erhielten

einen Widerspruch zu (x).)

Bemerkungen: 1) Speziell fiir eine stationire Stromung, wo g, 0,4 von t un-

abhangig sind, sowie fiir eine inkompressible Fliissigkeit, wo o = konst, gilt daher
divi = 0.

2) divi =div(g-9) = o-divi+ (Vo, 7).
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27.2 EULER UND STOKES

Nun sei ¢ = go konstant (inkompressible Fliissigkeit) und es wirke der isotrope
Druck p(t,Z) [Nm~2], d.h. zwei kleine Volumina mit Grenzfliche A und Einheits-
normale 77 iiben daran aufeinander die Krafte +nAp aus:

Auflerdem sei z.B. die Graviation

wirksam bzw. allgemeiner eine -—
Kraft =

T F(t,@) [Nkg ).
Masse V ¥
Auf das Volumen V C R3 wirkt
insgesamt die Kraft Pl

f?:/goﬁdv_j{ﬁ-pda, dh. K; :/gondV—]{njpda, j=1,2,3.
\% ov |4 ov
Der Satz von Gauf} gibt

p p
%nlpda:% 0],n dO'—/le dV = /—dV etc.
0 1%

ov ov

Aus K = Masse - Beschleunigung = T Impuls = T / 0o - vdV folgt dann die

v
Eulersche Gleichung

jt F)dv = /(F——Vp)( ) dv.

d
Vorsicht: Das Volumen V' bewegt sich mit der Zeit und wir konnen T und /

14
nicht einfach vertauschen. Zur Zeit ty sei Vi, gegeben und V; das daraus bei der

Stromung entstehende Gebiet.

=N
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Ein Partikel, das zur Zeit ¢ty in ¢ ist, ist zur Zeit ¢t in Z(¢,7). Daher ist V; =
{#(t,9) : § € Vi, } und fiir eine beliebige Funktion f(t,Z) gilt

/f (t,7) dxidxodrs 219 /f ‘

a—)
Imkompressibilitat — ‘?

dy1dy2dys.

= Volumsveranderungsfaktor = 1

d d
— a/f(t,f)dV:&/f(t,f(t,ﬁ)) av
Vi

Vig
(Kettenregel) 6f ox; 8f
- /( Za:cz 6t) V‘/(é‘t +VhD >) v
VtO Vt
(Vf) U"

Def. Man nennt % + (Vf,V) Stokessche Ableitung von f und schreibt dafiir
df
dt”

Die Eulersche Gleichung ergibt also

. v ;.1
/{%—F-I— Vp}dV—OfurJedeSV(glpmg)@:F——Vp

8117; 5 1 8p
i3] = F’L -
ot * <VU U> 00 8301

Nach 27.1 gilt aulerdem divv = 0.
KELVIN UND BERNOULLI

bzw.

L i=1,2,3.

Def. Fiir eine orientierte geschlossene Kurve C' heifit Z = ?{ (U,dZ) Zirkulation

C
von ¥ um C.

Nach dem Satz von Stokes ist Z = / / (rot U, 1) do fiir eine beliebige Flache D

D
mit 0D = C.

d — —
Der Satz von Kelvin sagt T (U,dZ) =0 falls F' = —VU, d.h. falls F' ein Po-

c
tential hat (z.B. Gravitation).

Vorsicht: Analog zu 27.2 wird C = C; als von der Stromung bewegt aufgefasst.
Wenn Cy, parametrisiert ist durch (y), ¢ € [a,b], so wird C; parametrisiert
durch Z(¢,4%(¢)), ¢ € [a,b], und wir erhalten

b

% (7,d7) = % / <17<t f(t,ﬁ(w))), % z (t, ﬁ(@))> dy

Cy



- J{idrmon)ac s (ot e o
) 17(75,:?(75,?7(90)))/
= (0°)

37700 |

=0, da y(a)=y(b)
do  _\ 27.2 = 1 4
—/<E d33> = /< F ,_Q_vPad$>

c, —VU

Stokes //<rot grad <U + —p) >da =0,

wobei D; eine Flache mit Randkurve 0D; = C; ist.

Schliellich sei U das Geschwindigkeitsfeld einer wirbelfreien Stromung (vgl. 27.4),
d.h. Vt:roto(t, @) = 0.
Nach 21.2 ist v = Vi und die Eulersche Gleichung ergibt

_UZ

6vi+<v6f vf> g L 0P

ot ox;’ 00 Ox;

Z (92 0f
Ox;0x; 8:63

g

o)

1 8f _1 0
28 — 6’33 © 20ux; v

ov 1
V G2 = F — —V
A ~ .
5 . 0
Speziell im stationaren Fall im Gravitationsfeld ist 5 = 0, = 0 =
-9

V(—g2)
Lo 1
= V| lIv|*+g9z+ —p) =0
2 00
1o 1
= —||J||* + gz + —p = konstant.
2 0o

Das nennt man die Bernoulli-Gleichung.
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27.4 DIV, ROT ALS GRENZWERTE VON RANDINTEGRALEN

a)

¥(Z) sei in der Nihe von #, € R? definiert, f = divd und V ein kleines &
enthaltendes Gebiet. In erster Naherung ist in V' f(Z) ~ f(Zo)

— [[[ 1@ av = [[[ 1@ av = si@) - vo.v)
e v

fvff f(@)av ff (7,7) do

Gaufl oV

= f(fO)%VOl—(V) = T(V)

Daher gilt

{ (v,7) do

Qs — 1 v
(div7)(Zo) vi?%‘o} Vol.(V)

V — {&y} soll dabei bedeuten, dass V' Gebiete mit glattem Rand sind und
max {||Z — Zo|| : T €V} — 0.

In Worten: (divv)(Zy) ist die “Quellstidrke von ¢ in Zp”, d.h. der Grenzwert

Durchflussint 1
aus — Hrenfussiesta bei Zp (vgl. auch 21.1).
eingeschlossenes Volumen

D sei eine kleine orientierte Flache durch #y und f = (rot,#). In erster
Néaherung ist in D f(&) = f(Zp)

— / / £(@) do ~ / / (@) do = f(Z,) - Fliche(D)

gff(f)da . 8§;<77’df>
:f(xo)%m ~ Fliche(D)

Daher gilt

$ (v,d7)

N7 ny — 1 aD—
(ot 0)(70), ) = lim | oDy

A(Zg)=n

0D wird dabei bzgl. 7 nach der Rechtsschraubregel durchlaufen.
In Worten: (rot¢)(Zp) ist die “Wirbelstiarke von ¥ in Zp”, d.h. (rotd)(Zy)
Arbeit

umkreiste Flache
und || (rot @)(Zo)|| ist dann der Grenzwert dieses Quotienten.

zeigt senkrecht auf die Ebene, in der bei ¥y maximal wird,
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27.5 DAS GESCHWINDIGKEITSFELD # IN DER LINEAREN NAHERUNG

Bei 7 gilt 7(%) = 7(o) + J7(Z0) - (F — Fo) + o(||Z — Zol|), vel. 21.3.

Es sei A = Ju(%) € R3*3
Lemma 1 Jede n x n-Matrix A lasst sich eindeutig als A = B + C' schreiben,
wobei B symmetrisch ist (B? = B) und C schiefsymmetrisch (CT = —C).

Beweis In der Tat folgt aus A = B+ C, dass AT = BT + T = B-C =

1 1
A+AT:2B,A—AT:2C:>B:§(A—|—AT),C:§(A—AT). O
Bemerkung: Im R? ist also A = B + C mit

1 a1l %(au + as1) % (a13 + asy)
= §(A + AT) = %(alz + az21) a2 % (az3 + asz)
%(al?) + az) %(G23 + a32)
und
1 0 (a2 —a21) 3(a13 —as1)
C=§(A—AT)= %(@1—@12) ) 0 % a23—a32
5(a31 —a13) 5(asz —azs)
Lemma 2 Wenn C € R3*3 schiefsymmetrisch ist, so gilt CZ = ¢ x & mit
€32
c c13 | . (Man nennt ¢ manchmal Drehvektor.)
C21
32 x €132 — €21y 0 c2 c3
Beweis [ ci3 | X |y | = co1x—c322 | = o1 0 co3 | @,
21 z C32Y — C13% c31 cz2 0
C12y + C13%
co1T + Co3%2
C31T + C32Y
weil c19 = —co1, €23 = —c32, €31 = —C13.

Es sei nun Jv =A=B+C,B=B", C=-0C",C¥=¢cx?2

—

(Zo)
mit ¢ = ) Dann ist also
(%) =

U(Zo) :
\v/ ~ “
g1
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U setzt sich also in der linearen Néherung aus folgenden 3 Anteilen zusammen:

1) 7Y ist ein konstantes Geschwindigkeitsfeld;

2) B= BT = (Lin.Alg., § 7) bzgl. einer neuen ONB fi, fg, fs ist

A 000 Expansion
B=10 X 0 und 7®) bedeutet . in den Richtungen
0 0 s Kontraktion
5 )\j >0
f; wenn :
)\j <0
2 /i
PN i)\j
* ! (0,50) wm; 0)

3
Schliellich gilt > \; =sp B = Sp JU(Zy) = div ¥(Z)
j=1

(weil sp C=0)
5@;@3 — 0,02 a32 — Aa23
(3) (rot?)(Zo) = (V x 0)(Zo) = | 0.v1 — Ogvs | (o) = | a13 —az1 | =26,
02 — 8yU1 21 — ai12

dh. U3 ist das Geschwindigkeitsvektorfeld einer Drehung um die Achse
1
durch (rot ¥)(Zp) mit Winkelgeschwindigkeit ||¢]| = iHrot #(Zo)||. Der Fak-

1
tor 3 kommt davon, dass fiir einen Kreis K mit Mittelpunkt 7y senkrecht zu

¢ gilt:
Feaan ™ 170 ) o
——

K K e

= r||@| - Kreislange

= TH€H - 27 3(3)\\%

= 2||e]| - Kreisfliche

ERIEFA |

$(v,d7)
Y i e =2l
K—{#,} Kreisflache

(weil ]f @V + 53 dg) L / / (rot (71 + 7)), /) do = 0)
0

= ||rot U(Z)||

J/

K
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27.6 DER VERZERRUNGSTENSOR

Nun bedeutet ¢ NICHT Geschwindigkeit [2], sondern die Verschicbung [m] des
Ortspunktes ¥ zu einem neuen Punkt ¢, d.h.

y(Z) = &+ 9(Z).

v ()

=<
o

Wir verwenden ab nun die Bezeichnungen von Hofstetter, d.h.

oben |
ab jetzt ‘

Py B

|
‘ grad o . i)

Somit #(X) = X + @(X) und
+J2(Xo) - (X — Xo) + O(HX — XOH) und
JE(Xo) = I+ Ji(Xo) = I+ A mit a;; = 5—;@0)-
Wir betrachten zunéchst kleine Verschiebungsableitungen, d.h. |a;;| << 1.
Wieder sei A =B+ C mit B= BT, C =-CT.

Dann ist JE(Xo) =+ A=1+B+C~ (I+C)-(I+ B), weil C- B klein von
2. Ordnung ist.

— #(X) = #(Xo) + (I +C)I + B) - (X = Xo)
1) #(Xy) bedeutet eine konstante Verschiebung;

A0 0
2) B = BT ist nach HA-Transformation | 0 Xy 0 | mit |\;]| << 1.
0 0 A3
Streckung

Somit bewirkt I 4+ B eine Verzerrung und zwar } in den Rich-

Stauchung
- . )\j >0
tungen f; mit Faktor 1+ \; wenn )

)\j <0
B=3 <0Xj 0X;

> = (€;;) heifit linearisierter Verzerrungstensor.
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Die Volumsénderung ist det (I + A) ~

det (I +B)(I+C))= det(I+B) - det(I+C)
——— S———
(I4+21) (14+X2)(14+X3) ~1

~ 1+XN+X+A3=1+spA
N— ——
sp B=sp A
= 14 divi(Xy)
Der Volumsanderungsfaktor ist also in 1. Naherung 1 4 div 11’()20).
3) Die lineare Abbildung i —— (I + C)¥ ist in 1. Ndherung eine Drehung mit
1 —
Drehvektor ¢ = Erot (Xop), denn Cy = x ¢ (vgl. p. 154)
= ([+CO)yy=y+cxy.
Draufsicht:

OjJ)‘
a
X
<)

<)

Q)

Vergleich lineare/nichtlineare Theorie

Fiir kleine 8;? ist also die Verzerrung in 1. Naherung durch
J
1/ 0u; = Ou; . C
€ij = 5 ( a;j 3;2) = b;; bestimmt. Exakt ist hingegen

F(X) = #(Xo)+ (I +A)- (X - Xo) +o(| X = Xo|); T =1I+A erhilt Lingen (und
Winkel) <= T orthogonal <= T7 . T =T+= I+ AT - I+ A) =1 +—

N

T4+ALAT AT A
= A+ AT+ ATA=0

Def. E = —(A+ AT + AT A) heiBt Greenscher Verzerrungstensor.

1
2
In Koordinaten ist

1
Eij = —(aij + aj; + akiakj) =

2\ox, ' 0x, ' 90X, 0X;

Allgemein gilt dann
11+ gl = g11* = (I + A)g) - I+ A7 5" -7
=gt [I+A"-I+A)-1I]-4=¢"-2E-7,
d.h. 2F beschreibt die Langenanderung.
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Ubungen und Klausuren zu Mathematik B, SoSe 1999; Datum der letzten Alnél&r)ungd;. %ézember 1999

1. I"Jbungsblatt zu Mathematik B, SoSe 1999

(1) Berechnen Sie ffl Va2 + 2z + 3dx.

Hinweis: Quadratisch ergénzen fithrt zum Integrand v/u? + 1. Nach der Substitu-
tion u = shv werden die Gleichungen ch?v = (14 ch2v), sh2v = 2shvchv =

2shvv/sh®v + 1, und arshz = In(x + v22 + 1) verwendet.

(2) Berechnen Sie das Integral in Ubung (1) numerisch mit Schrittweite h = 1, dh
k = 6, mit der (a) Linksregel, (b) Rechtsregel, (c) Trapezregel, und (d) Simpson-
regel.

(3) Berechnen Sie die Fliche, die von der Parabel y? = 4z und der Geraden y = 2z —4
eingeschlossen wird, durch Integration (a) nach z; (b) nach y.

Hinweis zu (a): Unterteilen Sie die Integration bei z = 1.

(4) Berechnen Sie die Fliche, die von der Parabel y = 22 und der Ellipsenhilfte
322 +y? =4, y > 0 eingeschlossen wird.

2
Hinweis: Substituieren Sie in einem Teil des Integrals = — sint.

V3
(5) Bestimmen Sie das Volumen, das entsteht, wenn die Kurve y =e®, 0 < x <1,
um die x—Achse rotiert.
(6) Was ergibt sich in Ubung 5, wenn die Kurve um die y—Achse rotiert?
Hinweis: Schreiben Sie 1 als Faktor ins Integral.

(7) Berechnen Sie die Bogenlédnge L der Kurve y = sinz, 0 <z < m, numerisch mit

der Simpsonregel. Verwenden Sie die Schrittweite h = %!_

(8) Bestimmen Sie die Oberflache des Drehkorpers, der bei Rotation des Hyperbelstiik-
kes y = f(z) =vaz? —1, 1 <z <2, um die z—Achse entsteht!

(Z1) (a) Berechnen Sie die Bogenlinge s(z) der Kurve y = t3/2 iiber dem Intervall
[0, z].

(b) Stellen Sie x a,ldeunktion von s dar!
(c) Berechnen Sie d—(p, wenn ¢ = arctany’ der Winkel der Tangente mit der
s
x—Achse ist.
dy y

d) Kontrollieren Sie, daf E = W

11
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Stellen Sie bei den uneigentlichen Integralen in den Ubungen (9) — (12) fest, ob sie
konvergent sind, und berechnen Sie sie in diesem Falll Machen Sie jeweils eine Skizze!

o dx o dx
9) (a b
()()!xlngx ()éfxlmj
I dx 2 dx
10 b —
10 @ [ o5 0
L dz
11
(11) ‘O[Sin:l:
Hinweis: Verwenden Sie die Substitution ¢ = tan§, = €] — 7, 7[, x = 2arctant,
2dt 2t 1—t2
dr = ——, sinx = ——, cosx = ——, oder die Abschétzung 0 < sinz < =,
14 t2 1+¢t2 1+¢t2
O0<ax <.

(12) fol x arccos z dx
Hinweis: Dieses Integral wird nach partieller Inte%ration uneigentlich. Die Substi-
tution = = sint macht das Integral wieder eigentlich.

oo

(13) Die Euler’sche Gammafunktion ist definiert durch I'(z) = [t*“le~'dt, = > 0.
0
Zeigen Sie: (a) I'(1) = 1; (b) T'(3) = 2; (¢) I'(z + 1) = zI'(z) fiir z > 0; (d)
'(n+1)=n!fir neN.
Hinweise: Zu (b,c): partiell integrieren! Zu (d): n! = [Produkt aller natiirlichen

Zahlen zwischen 1 und n] =1-2---(n—1)-n. (0!, das “leere Produkt”, wird als
1 definiert. Dann ist (a) in (d) enthalten.)

Bemerkung: Das Integral fiir I'(x) ist ein konvergentes uneigentliches Integral
1. Art, wenn = € [1,00[, und ist ein konvergentes uneigentliches Integral 1. und

2. Art, wenn z €]0,1[. Wie kdnnte man sich das iiberlegen?
(14) Berechnen Sie zu z = 1+1i und w = —2 +1 jeweils Realteil, Imaginérteil, Betrag,
z
und Argument, sowie z +w, z —w, z-w, —. Skizze!
w
k

|w

(15) Uberpriifen Sie fiir z,w aus Ubung (14) die Gleichungen |z-w| = |z|-|w],

und arg(z - w) = arg z + arg w, arg(i> =argz —argw.
w

(16) Stellen Sie z = —1.3 — 1.71 in der Form z = r(cos¢ + ising) dar und berechnen
Sie damit 29!

w/2

) . <r 1 1 1 1
(Z2) Bestimmen Sie (a) ({(m—f—l — m+a>dx’ a>0; (b) E)f <E — sinx)dx
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21\ ™
(17) Esseien z, = <1—|——1> und z = lim z,. Berechnen Sie |z —z,| fir n = 1,2, 3,4.
n

n—oo

(18) (a) Schreiben Sie die Zahlen z; = v/3 —1i, 2, = —1 —iy/3 in der Form z = rel¥.

(b) Berechnen Sie |z|, argz, Rez, und Imz fiir z = e>+17/4,

(19) Welche Gestalt haben folgende parametrisierte Kurven fiir feste a > 0 und zo € C?

(a) z(t) = 2o +te'e, t > 0; (b) 2(t) = 20 +ael, 0 <t <27
/2
(20) Stellen Sie cos® ¢ durch cos¢ und cos 3¢ dar und berechnen Sie so [ cos® zdz!
0

(Vgl. auch Ub. (75d) zu Math. A.)
(21) Berechnen Sie f03 e® sin 2z dz unter Verwendung von sin 2z = Im e?'.

(22) Stellen Sie sin5p als Linearkombination von sin® v, k=1,...,5, dar.

Hinweise: sinb5y = Ime®¥ = Im (ei‘P)5 = Im (cosp + ising)®; (a +b)° = a® +
5ab + 10a3b? 4 10a%b> + 5ab* + b°; cos? o = 1 —sin® ¢

(23) Losen Sie die Gleichung 2% + (2 + 4i)z —i = 0.

(24) Losen Sie die Gleichung 2® = 7+8i. Bestimmen Sie 2! Wie lassen sich die iibrigen
Losungen zp, k=1,...,5, durch zg ausdriicken? Skizze!

(Z3) Fiir welche komplexen Zahlen w gilt ¥ = 2z, wenn z € C, z # 0 gegeben ist?
Folgern Sie w =1Inz = In|z| +iarg 2.
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(25) Die Astroide (&ompov = Stern) ist durch
- cos® t
Z:00,2r] — R? : t — sind 1

gegeben. Bestimmen Sie @, |Z]|, vy, ¥, k, und
M (a) allgemein, sowie (b) speziell fir ¢t =
Z.

(26) (a) Bestimmen Sie die Gesamtliange der As-
troide.
(b) Parametrisieren Sie den Teil im ersten
Quadranten (d.h. 0 < ¢ < 7) nach der WS e o SAgtroide ¢ o
Bogenlange.

(27) Wenn der Kreis 2 + (y — a)® < a® auf der x—Achse ohne Schlupf abrollt, so

beschreibt der urspriinglich in (0,a(l — X)), 0 < A < 1, gelegene Punkt R eine
verkiirzte Zykloide oder Trochoide (Tooxds = Rad).

(a) Zeigen Sie, dafl ihre Gleichung durch ¥ =a <f : iilonstt> gegeben ist.

(b) Berechnen Sie ihre Kriimmung fiir ¢ = 0.

(28) Ein Straflenstiick beschreibt einen Viertelbogen in der Form einer Klothoide

s 2 s 2
x(s) = / cos 22 do, y(s) = / sin 27— do, 0<s<S,
0 2 0 2

und hat also im Punkt (z(S),y(S)) eine senkrechte Tangente, d.h. i(S) = 0.

(a) Bestimmen Sie @ und S so, daf fiir s = S der Kriimmungsradius 10 m betragt.
(b) Wie lang ist das Straflenstiick?

(29) Eine in Polarkoordinaten durch r = r(¢) gegebene Kurve erfiillt Z(¢) = ;((Z;)) :?j:g)
wobei ¢ die Rolle des Parameters t spielt. Leiten Sie aus dieser Darstellung durch
Differenzieren die Formeln (a) fiir das Bogenelement ds = ||Z]| de und (b) fiir die
Krimmung « her.

(30) Berechnen Sie den Winkel v, mit dem die Fermat sche szmle r? = 4p, <,0 > 0,
den Einheitskreis schneidet. :

(31) Bestimmen Sie die Punkte der Herzlinie
oder Kardioide (kapdio = Herzf( r=1+

cos ¢ mit horizontaler bzw. vertikaler Tan-
gente.

0.5

Hinweis: Tangente horizontal <y = 0=y =0 ¢
Tangente vertikal < 3 =c0 =2 =0,

(32) Zeigen Sie, daB fiir den Kriitmmungsradius
o der Kardioide gilt o? =

0 Kardioide = 2

(Z4) Die Menge aller Kriimmungsmittelpunkte einer Kurve nennt man ihre Evolute.
Zeigen Sie, dal man die Kriitmmungsmittelpunkte der Zykloide erhélt, indem man

von_ P aus in Richtung @ das Doppelte der Lange PQ abtrégt, und dafl die
Evolute der Zykloide eine verschobene Zykloide ist.



(33)

(34)

(35)

(36)

(45)
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o
;/7’,"0’%\\

2
. . . . . . - ‘\\\
Bestlmmen %e die partiellen Ableitungen von 0 //7777/////7;;;"3;:’ ; :‘\\
sin s \ / eSS
=" =+t R RS
2 ' SN
. o . . T
Bestimmen Sie die partiellen Ableitungen nach - Wg“‘\‘\:‘\:\:\“\:\“‘:““‘\:‘“ RN
x,y, z,a, und b von _ g Ofo‘o“\‘\\\\ sl
u= f(z,y,2,a,b) = ary — zarcsin(b + cos a). K5 s
Essei f(z,y) = 1+ 22% —y? — 2%, Bestimmen ppame s Y
Sie die Tangentialebenen an z = f(z,y) (a) in z=1+22%—y? —2*

hod 1/2 . — 0 . — 1
To = ( { ), (b) in &1 = (), (c) in & = ().
In einem Dreieck wurden die zwei Seiten z,y sowie der eingeschlossenen Winkel

a gemessen. Es ergab sich £ = 100m, y = 200m, « = 30°. Bestimmen Sie den
moglichen Fehler dA bei der Flichenberechnung A = lzysina = 5000m?, wenn

die Messungen nur auf de = dy = 0.5 m, sowie da = 1% genau sind!
Hinweis: Warum sollte man in Radiant rechnen?

Bei der Verformung eines Kegels vergroflert sich sein Grundkreisradius » = 30 cm
auf 30.1cm und verringert sich seine Hohe h von 60 cm auf 59.5cm. Berechnen
Sie die exakte Volumenanderung sowie die lineare Naherung dV.

et ) dz  dfoZ

Essei z = f(x,y) =2y —ylnz und Z(t) = sin2t | Berechnen Sie — =

dt dt
(a) durch Einsetzen, (b) mit der Kettenregel.

Es seien z(z,y) = 23 + 322y + 42, z(u,v) = u?v, y(u,v) = u + v2. Berechnen Sie

8_Z (a) durch Einsetzen, (b) mit der Kettenregel.
v

Es seien Funktionen der folgenden Form gegeben: f(x1, xa,x3,24), 21(s, 1), 2(t, u),

x3(8), xa(s,u), u(y,s). Wie driickt man 0 und s mit der Kettenregel aus?
y s

Skizzieren Sie das “Baumdiagramm”!

p,v, und T bezeichnen Druck, Molvolumen, und Temperatur eines Gases, das der
a

Van-der-Waals’schen Zustandsgleichung (p + —2) (v—>) = RT geniigt. (a,b, und
v

R sind Konstanten.)

10
(a) Berechnen Sie den thermischen Ausdehnungskoeffizienten o = i (d.h. die

Volumszunahme durch Erwarmung bei konstantem Druck) durch Differenzieren
der Zustandsgleichung. (Diese definiert die Funktion v(p,T) “implizit”.)

b) Wie stark dehnt sich das Volumen V von 1/¢ Sauerstoff bei 0° und 1 Atm
= Luftdruck) aus, wenn man die Temperatur um 1° erhéht?

Hinweis: dV = V -« -dT; a ~ 1.36[Atm*Mol™1], b ~ 0.032[¢(Mol™!], v ~
22.4 [ Mol™1], R = Gaskonstante ~ 0.083 [Atm ¢ grad~'Mol}]
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0f\2 0f\2
(41) Rechnen Sie <3_£> + <8_3];> in Polarkoordinaten um und iiberpriifen Sie die

Formel am Beispiel z = f(x,y) = 22y = 2rcosp - rsinp = r?

sin 2¢.
(42) Das elektrische Potential V' sei durch V(#) = ||Z]| ' = (22 45?4 22)~/? gegeben.
Bestimmen Sie die Richtungsableitung von V' im Punkt Z = (0, —4,3) in Rich-
2
tung 7 = 3 —1 | . Uberpriifen Sie das Ergebnis niherungsweise, indem Sie
2

V(%o + er) fiir kleines € berechnen, z.B. fiir € = 155.

(43) Es seien F(z,y) = xy und die neun Punkte (7,j), 4,7 € {—1,0,1} gegeben.
(a) Zeichnen Sie die (drei) Niveaulinien von F, die durch diese Punkte gehen!
(b) Zeichnen Sie die Gradienten in diesen neun Punkten ein!

(c) Bestimmen Sie RA(F, (}),7) fir 7= J5(3').

(44) Berechnen Sie die Richtungsableitungen von F(z,y,z) = 2y +yz + zx — 1 in
2t
Richtung der Tangentialvektoren an die Kurven (a) #(t) = | ¢ (b) Z(t) =
2t
t . .
1—t |, dh jeweils RA(F,Z(t), Z(t)/||Z(t)|), und erkléren Sie das Ergebnis in
2 —t
(b).
Hinweis zu (b): Die Kettenregel ergibt F(Z(t)) = ||Z(¢)||-RA(F, Z(t), Z(t) /|| Z(¢)]])-

2 2
(45) Bestimmen Sie die Gleichung der Tangentialebene an das Ellipsoid 2%+ v +z_ =3

9 4
im Punkt (1,3,—2) auf zwei Arten.

(46) Bestimmen Sie die Gleichung der Tangentialebene in Zy an die Niveauflache von
F(x,y,2) = xy® + y23 + 223, in der der Punkt &L = (1,—1,1) liegt.
0%z 0%z 0%z 4 0%z i y
: , , und —— fiir z = 2.
0x2’ Oyoxr’ 0x0y Oy?

(48) Berechnen Sie f., f., fzz, f2z, und f,, fiir f(x,y,z) = yarccosz + sh(zz).

(47) Berechnen Sie

(Z6) In der Niveaufliche F(x,y,z) = ¢ werde jeweils z als Funktion von y,z; y als
Funktion von z, z; und z als Funktion von x,y betrachtet. Zeigen Sie, da} dann

Hinweis: z(y(z, 2),2) =z etc.
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(49) Zeigen Sie, daf f(z,y) = 2 —y? harmonisch ist (a) direkt, (b) in Polarkoordinaten
(f(r,0) =71?*cos? o —r? sin? ¢ = 2 cos 2¢).
1 -
(50) Zeigen Sie, daB f(z,y,2) = (22 +y?+22)"/2 = — (definiert fiir & # 0) harmo-
nisch ist. 1]

(51) Rechnen Sie fy; — fyy in Polarkoordinaten um! Verwenden Sie zur Einiibung (im
Gegensatz zur Vorlesung) Indices zur Bezeichnung der partiellen Ableitungen.

Hinweis: Leiten Sie wie in der Vorlesung Formeln fiir f,.,7r;, 0z, "oz, Y2z €tc. her.

(52) Rechnen Sie Af fiir f(z,y) in die Koordinaten s = x + y, t = xy um und testen
Sie das Ergebnis an f(x,y) = 22y + xy?!

Hinweis: Wenn r, ¢ durch s,t ersetzt werden, so folgt aus S. 30 der Vorlesung die
Formel Af = 2 wsiP+ 22 ws v+ L v+ 2 as+ Y A
orme = —-||Vs —— (Vs — — - As+ — - At.
Ds? Osot ’ ot? Os ot
(53) Wenn eine Membran auf dem Kreis 22+y? = R? eben eingespannt ist und unter der
Last p(x,y) [N/m?] steht, so erfiillt ihre Durchbiegung f(x,y) [m] die Gleichungen
TAf = —p und f(Z) = 0 fir |Z]| = R. Be-
stimmen Sie a,b so, daf} f(r, ) = ar’? +b im
Fall einer Gleichlast ﬁ = konstant. Wie grof3
ist die maximale Durchbiegung, wenn 7 = Mem-
branspannung = 1[N/m], und Gesamtlast =

p- R?m =1[N]?

(54) Zeigen Sie durch Differenzieren, dafi die Wen- 5
delfliche f(z,y) = arctan y, x > 0, die Mini-
malfiachengleichung

(14 £2) foo—2fu fy foy+ (14 F2) fyy = O erfiillt]

Bemerkung: Die Umrechnung auf Polarkoordi-

naten empfehle ich nur hartgesottenen Rech- ohcnse y-acnse
nerlnnen! z=arctan? =pc|-5,5[, x>0

0

0 -2
-Ach:

(55) Bestimmen Sie die Extrema von f(z,y) = 42 + 4zy® + 22 am Kreis 22 +y? < 1.
Hinweis: Die Gleichung f(z,y) = 4 ((z + %)2 +y? — &) zeigt, wo f positiv bzw.
negativ 1st.

(56) Eine oben offene, rechteckige Schachtel soll ein Volumen von 32dm? besitzen.
Bestimmen Sie die Mafle dieser Schachtel so, dafl ihre Oberfliche minimal wird!

(Z7) Die Differentialgleichung der Torsionsfunktion ist Ay = —2.

(a) Zeigen Sie, dafl i(r, ) = g(QR cos—r) (f — 2) eine Losung dieser Gleichung
ist! (0 < a < R sind Konstante und r, ¢ sind Polarkoordinaten.)

(b) Wo ist ¢ = 07 (Dies ist die Begrenzungslinie des verdrillten Querschnittes, der
hier einer Welle mit halbkreisférmiger Keilnut entspricht.)
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(57) Bestimmen Sie die stationdren Punkte von
f(z,y) = 24+ 3xy® =152 —12y (mit D = R?)
und teilen Sie sie in Maxima, Minima, und

Sattelpunkte ein! 2 mo‘“\\
\\ \\ -
. . . . e Y u ‘\\\ A\
(58) Bestimmmen Sie die Extrema und die Sattel- O o%‘\\:::‘tox ,““\\\,;‘m “::\\\\ ,,;mm\
N 2N 7l \
punkte von f(z,y) = cosx + cosy. s ""“”‘::‘\;\‘\\\ '~’*“\‘«’0m'o"‘“\ ”'o““, il Vo o,o,““\\\\fo‘o‘ooo‘:‘,‘o“.‘\‘\“é’o‘o'o"‘ i

)I{'/,M

Q § “m"u‘\\" i
..m‘\ \\\ " ""“‘\\\\\\“‘:: el “““‘Jll/,'”"’:"“‘\\\‘l\\
S o,q, I H’ " N "\“\

gy
"‘ ‘\\\ \\\\

z-Achse
o

’\\\\\\

'W;ww. 0

(X
’o o"

Hinweis: cos km = (—1)F; unterscheiden Sie

o . . ~ ‘\‘Q Q'haw“ o \\\
fiir Py = (km,lm) die 3 Fille 1) k,l gerade; : \"f,.,'“A‘w’“‘;,\";:’.'.’e’:‘.“\““' mm»‘o,’,

i . . sy G \URR 4"4: w
221 l?,l ungerade; 3) eines gerade, eines unger- B 2 ‘“,,,,/ ‘\\%0,’,“',.%\\\“‘ “N,'% )
ade! i\

(59) Bestimmen Sie die zwei stationdren Punkte
2 2
von f(z,y,2) =2x+xe ¥ ~* — 23 und klas-

-10 o

sifizieren Sie sie mit dem Hurwitz-Kriterium. 2 = cosx + cosy

y-Achse x-Achse

(60) Losen Sie Ubung (56) als Extremwertaufgabe mit einer Nebenbedingung, d.h. be-
stimmen Sie die Extrema von zy+2xz-+2yz unter der Nebenbedingung zyz = 32.

(61) Bestimmen Sie die Punkte auf der Ellipse # +y =1, 2 +2y* + 2* = 1 mit dem
grofiten bzw. kleinsten Abstand vom Ursprung, indem Sie eine Extremwertaufgabe
mit zwei Nebenbedingungen losen! I

(62) Fir die gezeichnete Stabkette ist die poten- ‘
tielle Energie durch

U, ) = 622

k k

+§ (Isin a)2+§ (Isin a+1sin 3)? gegeben. ‘

Die vertikale Gleichgewichtslage ist stabil (d. h

knickt nicht aus), wenn U fir o« = § =

ein Minimum hat, d.h. wenn HU(0,0) posi- G /
N

tiv definit ist. Wie gro mufl ¢ = kl/G sein,
damit das der Fall ist?

+G(lcosa+ C(;Sﬁ>

Stabkette

(Z8) Ein Wassergraben habe einen Querschnitt von der Form eines gleichschenkligen
Trapezes mit gegebenem Flacheninhalt F. Bestimmen Sie die Form dieses Trapezes
so, daf} die Summe der drei benetzten Seiten (und damit die Reibung des strémenden
Wassers) ein Minimum wird!
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(63) Berechnen Sie rot ¢ und div(rot ) fiir das Vektorfeld (%) = 2 sin 2

arctan(z + z)
(64) Zeigen Sie (a) div(fv) = (grad f, ¥)+ f div(¥) und (b) rot(fv) = grad f x v+ frot v
fiir eine skalare Funktion f und ein Vektorfeld ¢ im R°.
(65) Zeigen Sie rot(rot ¥) = grad(div¥) — A7 fiir ein Vektorfeld ¥ im R3.

z cos(zz)
(66) Durch ¥(Z) = 292 ist ein Vektorfeld im R? gegeben. Zeigen
xcos(zz) +y? — 2
Sie, daB rot @ = 0 und bestimmen Sie ein Potential f zu 7.

Yz
(67) Es sei (%) = | xz | . Zeigen Sie, dafl ¢ nicht wirbelfrei ist! Versuchen Sie, wie
2
x
in Aufgabe (66) ein Potential zu bestimmen, und stellen Sie fest, an welcher Stelle
der Versuch mifllingt! a(y? + 22)
(68) Zeigen Sie, da8 W (Z) = —= | b(2? + 22) | ein Vektorpotential zu
24,2
. . c(a” +y7)
(@)= b | x| y | ist (fiir konstante a,b,c). Was ist dann div 07
2

(69) Schreiben Sie die Definition der 4 Begriffe “quellenfrei”, “wirbelfrei”, “konservativ”
(im unpolitischen Sinn), und “hat ein Vektorpotential” an. Welche Zusammenhén-
ge bestehen? y
(m+) arctan = : +x > 0
(70) Wie frither sei o(z,y) = v . Begriinden Sie die fol-

+ g rx=0,£y >0
genden Aussagen!

(a) @ ist an der negativen y—Achse unstetig.

(b) AuBerhalb der negativen y—Achse ist ¥ = grad p = (;:”/(;”;12%2)))

(—y/(w2+92)

(c) Wenn im R® gerechnet wird, ist o(z,y,2) = ( 4/@2+y?) ) auflerhalb der
0

z—Achse definiert und dort rot 7 = 0.
(d) Wenn ¥ ein Potential hétte, miiite es die Form ¢ 4+ C' haben und wére daher
nicht iiberall (auflerhalb der z—Achse) differenzierbar.

ée) Das ist kein Widerspruch zu Satz 1 in §21
er Vorlesung. s

(Z9) Das Potential einer inkompressiblen, wirbelfrei-
en Stromung um den Zylimder2 22 +9y? < R? 2

. Rz
ist durch f(x,y,z2) = c(m+$2—+y2> gegeben.

(¢ = Grenzgeschwindigkeit in Richtung der
x— Achse im Unendlichen.)

1

Stromlinien:

L

: . e YOt +y?-R?)=
(a) Bestimmen Sie das Geschwindigkeitsfeld

=konstant

v = grad f!
(b) Zeigen Sie rot ¥ = 0 und divd = 0.
(c) Skizzieren Sie ¥ an der Oberflache des -2

3

Zylinders z2 + y? = R?!

-3
3

Umstromter Zylinder z? +y? = R?2, R=1
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Ty 1
(71) Essei 9(Z) = | xz | und &5 = | 2 | . Berechnen Sie ©(%y), Jv, JU(Zy). Was ist
TYz 3 1

die lineare Naherung von (%) fir 2 =2Zp+e| 1 |7

1

0
(72) Berechnen Sie W = det(J¥) fiir ¥ aus (71). Wie gro8 ist die Volumsén-
x? y7 z
derung eines kleinen Quaders bei £y unter der Abbildung o7
1'1 + 2
(73) Es sei U(x1,22) = | x122 | = ¥ und W(y1,y2,y3) = (yly y3>. Rechnen Sie
2

nach, daf J(wo®) = Ju(v(Z)) - JT.
(74) Zeigen Sie, dafl die Kugelkoordinaten ¢ = [|Z|| = /22 + y? + 22, ¥ = arccos E,
o

¢ = (m+) arctan Yy orthogonal sind, indem Sie nachrechnen, daf3 die Gradienten

Vo = z, Vi = — zy , Vo= —< | = (wobei r = /a2 +y?)
o ro —x2 — 2 r 0
paarweise aufeinander senkrecht stehen. 5o
(75) Berechnen Sie aus den Formeln in Aufgabe (74) e, , p) .
d(zx,y, z)
d(z,y, z)

(76) (a) Bestimmen Sie die Funktionaldeterminante 900, 9) durch Differenzieren aus
Q? Y 90
x = psindcosp, y = psindsiny, z = pcosv.

(b) Kontrollieren Sie das Ergebnis mittels Aufgabe (75) und Satz 4 in §21.

& 1
(77) Berechnen Sie die Partialsummen sowie die Summe der Reihe )5 ————~ =
. =1 k(k+2)
—t
143 N 1 N
2-4 3-5 L1 ]
Hinweise: ay = 3 (E — k—+2>’ schreiben Sie s,, = k§1 ar in der Form a; + as +

as+ag+as+---+ap_3+an_o+ a,_1 + a, an und heben Sie weg!

(78) Bestimmen Sie die Partialsummen s, und—im Fall der Konvergenz—die Summe
S der geometrischen Reihen (a) 1+ % + (%)2 +---;(b) 14 % + (%)2 + .-+ ; und

(c)1—2+4+4—-84—---.

(Z10) Uberlegen Sie, da sich die Niveauflichen der Zylinderkoordinaten r = /x2 + 42,
v = (m+) arctan%, z = z senkrecht schneiden, d.h. dafl Zylinderkoordinaten

o(z,y,2)

A(r,p,z)

orthogonal sind. Bestimmen Sie auch die Funktionaldeterminante
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11. ﬂ'bungsblatt zu Mathematik B, SoSe 1999

1 2 3 x 2n? — 33si
(79) Zeigen Sie, dal die Reihen (a) 5 + 3 + 1 +--- (b) n§1 H

o0

(80) Untersuchen Sie mit dem Vergleichskriterium, ob die Reihe ) 3
n=1 oN

divergieren!

1 konvergiert!

(81) Untersuchen Sie mit dem Integralkriterium, ob die Reihe in Ubung (80) kon-
vergiert.

(82) Untersuchen Sie die Konvergenz der Reihen (a)

0) 3 (VaFT-vi)’

Hinweis: Erweitern Sie (a — b) mit (a + b) und verwenden sie das Vergleichskri-

(\/n2 +1-— n) und

M8

1

terium!
S 1
(83) Untersuchen Sie mit dem Integralkriterium die Konvergenz der Reihen (a) ]
r—onlnn
0 1
und (b) > v Schétzen Sie in (b) die Summe nach oben ab! (Siehe auch
Ubung 9).

m+9
(84) Untersuchen Sie mit dem Vergleichskriterium die Konvergenz von Z Z —; \g_
n=1 ne —

(85) Zeigen Sie mit dem Integralkriterium, da§ 1.0625 = % (4) = i i4 % ~
1.104.
(86) Bestimmen Sie mit dem Integralkriterium die Anzahl der Reihenglieder, die zu
summieren sind, um S = Z — auf 107 3 angeben zu kénnen.
n=1"T

(Z11) Zeigen Sie, daB

S=2 =Lyt Zln2n+ 1+Zn2n+

Wieviele Reihenglieder sind in der letzten Reihe zu summieren, um S auf 1073
angeben zu konnen?

o0

Hinweis: Schitzen Sie [

T o dx
——— durch [ — ab!
N 22 (x+1) e ]{ 3 &
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12. ﬂ'bungsblatt zu Mathematik B, SoSe 1999

o) _1 n
(87) Zeigen Sie, dafl die Reihe >’ (=1) bedingt konvergent ist! Bis zu welchem n
n=2 nn

mufl man die Reihe summieren, um die Summe der Reihe auf 0.1 genau angeben
zu konnen?

[ee) _1 n
(88) Zeigen Sie, dafl die Reihe ) ( ') absolut konvergiert! Bis zu welchem n muf
n=0 n:

man die Reihe summieren, um damit die Summe (= e™1) auf 1072° genau berech-
nen zu kénnen?

1 2 1
(89) Welche Voraussetzungen des Leibnizkriteriums sind fiir die Reihe 173 + 371 +
2 1 2 1
£ TG + 73 + — - erfillt? Welche nicht? Ist die Reihe konvergent?
) ) 1 1 1 1 1 1 1
Hinweis zur letzten Frage: s, = |- — = + = — ——|——---:I:—} + [—+—+---+
1 1 1 2 3 4 n 1 3
— oder
n n—1
. . . . 1 1 1 .. 1 5
(90) Zeigen Sie: (a) Die Reihe S = 1—§+§—Z—l+—-~~ erfiillt so = 5 < S < 6= 53
~ 1 1 1 1
(b) Die daraus durch Umordnung entstandene Reihe S = <1 + §> ~3 + (5 + ?> -
1 1 1 1
1+ <§+ﬁ> _6+_ -+« erfiillt (mit dieser Klammerung) auch das Leibnizkriterium
.4 _
und daher ist §2:6<S<§:§1 und S # S.
Hinweis zu (b): § hat die Form § 1+(1+1> L .
inweis zu (b): at die Form S =-.-— — -
2k \dk+1 4k+3/ 2k+2

Bemerkung: Bei bedingt konvergenten Reihen kann die Summe durch Umordnung

jeden beliebigen Wert annehmen geméafl dem Spruch “Durch Umordnung kann jede
beliebige Unordnung erzeugt werden”.

Untersuchen Sie mit dem Quotientenkriterium die Konvergenz der folgenden 3 Reihen:

0o n2 o (_3)n 00 pn
91 — 92 - 93 —
(91) 2 3 (92) HEZZO - (93) 2

(94) Bestimmen Sie mit dem Quotientenkriterium die Menge der = € R, = # —4, fiir

9 1 2+ 3
Iche die Reih
welche die elen§12n—1(x+4

n
) konvergiert!

: : : L e . 1 chz
(Z12) Zeigen Sie, dal die Reihe n§1 oy (cthn —thn) (mit cthe = o %) kon-

vergiert. Uberpriifen Sie, daf (bzw. iiberlegen Sie, warum) diese Reihe in der
angegebenen Form mit dem Computer nicht befriedigend angenéhert werden kann!
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13. und letztes ﬁbungsblatt zu Mathematik B, SoSe 1999

Berechnen Sie den Konvergenzradius der folgenden vier Potenzreihen:

95) () > oy b) 32
(96) (a) 3 mla” v 3 "
n=0 n=0 :

(97) Berechnen Sie die Potenzreihe f(z) = Y. n?z™ und bestimmen Sie ihr Konver-

n=1
2

genzintervall M! Was ist ;L—n (vgl Ub. 91)?
n=1

Hinweis: Differenzieren Sie die geometrische Reihe und multiplizieren Sie sie mit
T.

o0 n—l—l
(98) Berechnen Sie die Potenzreihe f(x) = > ﬁ und bestimmen Sie ihr Kon-
n=1 NN

vergenzintervall M!

1
(99) Stellen Sie [
0

alternierenden Reihe bis auf 10~%.

sinx

dx durch eine Reihe dar und bestimmen Sie die Summe dieser

00 —1)k
Hinweis: Sie diirfen verwenden, dafl sinx = %x%ﬂ gilt. Dividieren
k=0 -

Sie diese Gleichung durch x und integrieren Sie gliedweise!

(100) Entwickeln Sie f(z) = 23 — 72% + 5z + 12 in eine Taylorreihe um zg = 1 und
kontrollieren Sie das Ergebnis durch Ausmultiplizieren!

(101) Berechnen Sie die ersten zwei nicht verschwindenden Glieder der MacLaurinreihe
1
von f(z)=

cosz
(102) Entwickeln Sie Inz in eine Taylorreihe um xy = 2! Was ist das Konvergenzintervall
dieser Reihe?

(Z13) Entwickeln Sie f(z) = [cos(t?)dt in eine MacLaurinreihe und bestimmen Sie
0
f(1) auf 1073 genau!
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Einige zusatzliche ["Ibungsaufgaben zur Vorbereitung auf
die Priifung aus Mathematik B, SoSe 1999

(P1) Bestimmen Sie die MacLaurinreihen von shx und chz aus der MacLaurinreihe
fiir € mit den Formeln shz = (e” —e™®) und chz = (¥ +e™7).

(P2) Bestimmen Sie nz::1 oy + o + ST

Hinweis: Verwenden Sie die Formeln der Vorlesung!

( n2” +3 (=1) > (Ergebnis: e+1In2— 3 + )

P3) Berechnen Sie cos -+ mit der MacLaurinreihe auf 10716 genau!
10
(Ergebnis: 0.995004 165278 025 7937 & 10716)

(P4) Berechnen Sie die ersten drei nicht verschwindenden Glieder der MacLaurinreihe
von f(x) = tanz mit Hilfe der Gleichung (tanz)’ =1 +tan®z, d.h. f' =1+ f2.

(Ergebnis: f(x) =z + w—; + % + 05())

z tant

(P5) Entwickeln Sie f(z) = [ arctan
0

f(3) auf 107° genau! (Ergebnis: f(z) = kgo ((QkT’ =
0.4872258 4 1077)

dt in eine MacLaurinreihe und bestimmen Sie

_1)kx2k+1

<1, f(3) =

(P6) Berechnen Sie statt mit der Regel von 'Hopital durch Bestimmung der Taylorpoly-
nome (3. Grades in a, b; 4. Grades in ¢) von Zahler und Nenner und Verwendung
2

On (SU) sinx —x re* —sinx

von lim = 0 die Grenzwerte (a) lim 3 (b) lim -
z=0 " t—0 T z—0 arctanx — sinx
(c) lim R (Ergebnis: —%; —7; 6)

z—0 cosx — V1 — x?

(P7) Wie viele Moglichkeiten gibt es, 4 Dinge aus 10 Dingen auszuwéhlen? (Ergebnis:
210)

(P8) Wie wahrscheinlich ist es, im Lotto (a) genau 2 Richtige, (b) keine richtige Zahl
zu haben? (Ergebnis: 15.15%; 40.05%)

(P9) Beweisen Sie (}) + (,11) = (ZE) mittels der Formel (}}) = ”'(”_1)',;!('“_’““).

I d
(P10) Berechnen Sie [ ~ &7 durch Integration der binomischen Reihe auf 1072 genau!

0o V1+a3
(Ergebnis: 0.914847 + 0.01; wahrer Wert: 0.9096042...)
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(P12)

(P13)

(P14)
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(a) Zeigen Sie, dass der Umfang einer Ellipse mit den Halbachsen a und b (mit
2m
a>b) durch U(e) =a [ V1 —e2cos? tdt gegeben ist, wobei €2 =1 — (b?/a?). (e

0
wird Ezzentrizitdt der Ellipse genannt; U(e) heifit elliptisches Integral.)

(b) Nahern sie U(e) durch ein Polynom 4. Grades in € an!
(Hinweis und Ergebnis: = = acost, y = bsint, U(e) = [

2a7r(1 — ie2 — %64)) °

IZ(0)] dt, Ule) =~

1
2
Sie das Ergebnis durch Ausmultiplizieren! (Ergebnis: f(z,y) =2+4(z—1)+ (y—
2)+ 2z —12+2xz—-1)(y—2)+ (z — 1)%(y — 2))

Berechnen Sie die Taylorreihe von f(z,y) = v/ +e¥ um (0,0) bis einschlieflich

zu den Gliedern 2. Ordnung! Uberpriifen Sie das Ergebnis durch Verwendung der
MacLaurinreihen von v/1+ z und e”. (Ergebnis: f(z,y) =1+ 35(z+y) — g(z* +

2zy — y?) + 02(x,y))

Entwickeln Sie f(z,y) = 2%y in eine Taylorreihe um &y = und tiberpriifen

Berechnen Sie die Taylorreihe von f(x,y) = zIn(2x—y) um (1, 1) bis einschlieBlich
zu den Gliedern 3. Ordnung! (Ergebnis: f(z,y) = 2(z—1)—(y—1)+(z—1)(y—1)—
s(W—12+3(@-1)°=2(-1)*(y-1)+5(=-1)(y—1)*—3(y—1)°+es(@—1,y—1))
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1. Klausur zu ‘Mathematik B’, SoSe 1999

Sie konnen alle 6 Aufgaben bearbeiten; die 4 besten werden IThnen angerechnet. Die
Losungen miissen lesbar geschrieben und ausreichend begriindet sein. Bitte verwen-

den Sie keinen Bleistift! Beniitzen Sie fiir Rechnungen die angegebenen Naherungswerte.

(1) Ein Grundstiick liegt zwischen einer geraden Strafie und einem gewundenen Bach.
In Absténden von je 10 m wurde senkrecht von der Strafie der Abstand d (auch in
m) zum Bach gemessen, und es ergab sich:

x 0 10 20 30 40 50 60
d 0 2 3 7 6 3 0

Bestimmen Sie ndherungsweise die Grofle des Grundstiickes (a) mit der Trapezregel,
(b) mit der Simpsonregel.

(2) Bestimmen Sie das Volumen des Drehkorpers, der bei Rotation der Kurve y =
rsinz, 0 <z <m, um die x—Achse entsteht!

Hinweis: cos 2z = cos? z — sin z; 7% ~ 96, 72 ~ 10

w® dx
3) Berech Si .
(3) Berechnen Sie ‘e[x(1+21na:)lnx

Hinweis: ln% ~ 0.4

(4) Stellen Sie sin®p durch sin¢ und sin3¢ dar und berechnen Sie so foﬂ sin®z de.

(5) Losen Sie die Gleichung 23 = —2 4+ 2i. Bestimmen Sie zg, 21, 2o in der Form a +ib
auf eine Dezimalstelle. ,
Hinweis: el(™/4+27/3) — oin/4 o2in/3. /3~ 1.8

(6) Parametrisieren Sie die Kurve Z(t) = (1;%) , t >0, nach der Bogenlange!
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2. Klausur zu ‘Mathematik B’, SoSe 1999

Sie konnen alle 6 Aufgaben bearbeiten; die 4 besten werden IThnen angerechnet. Die
Losungen miissen lesbar geschrieben und ausreichend begriindet sein. Bitte verwen-

den Sie keinen Bleistift!

2
(1) Es sei z = f(z,y) = ¢/" und Z(t) = (gc{t)) - <i3) Berechnen Sie % -

Lo y(t)
J;(;x (a) durch Einsetzen, (b) mit der Kettenregel.

(2) Bestimmen Sie die Gleichung der Tangentialebene an die Fliche z3 + y3 + 23 =8
im Punkt (2,—1,1) auf zwei Arten.

(3) Rechnen Sie f;, in Polarkoordinaten um! (In der Endformel sollten z,y nicht
mehr vorkommen.)

(4) Bestimmen und klassifizieren Sie die stationéren Punkte von
f(x,y) = z3 + 3ay? — 3z.

(5) Bestimmen Sie die (sechs) Extrema von f(z,y) = 23 + 3zy? — 3z unter der
Nebenbedingung 422 +3y? = 4. (Sie brauchen die Extrema nicht zu klassifizieren.)

Hinweis: /32/27 ~ 1.1

Zefacz

(6) Durch v = 2]y ist ein Vektorfeld gegeben. Zeigen Sie, dafl
re " —241Iny
rot 7 = 0 und berechnen Sie ein Potential f zu @, d.h. f mit Vf = 7.
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3. Klausur zu ‘Mathematik B’, SoSe 1999

Sie konnen alle 6 Aufgaben bearbeiten; die 4 besten werden IThnen angerechnet. Die
Losungen miissen lesbar geschrieben und ausreichend begriindet sein. Bitte verwen-

den Sie keinen Bleistift!

LEQ o 2
(1) Es sei 0(x1,22) = | —z1 | = ¥ und W(y1,y2,y3) = (yzy yl). Rechnen Sie
3
19

nach, dass J(wo?) = Ju(4()) - Jv.

& 2
(2) Untersuchen Sie mit dem Vergleichskriterium die Konvergenz von ) \/ﬁ——i—
n=1 15n3/2 + 12n

(3) Bestimmen Sie mit dem Integralkriterium die Anzahl der Reihenglieder, die zu

x 1
summieren sind, um ¢(3) = > — auf 107 angeben zu kbnnen.
n=17

(4) Zeigen Sie (mit dem Vergleichs- oder dem Integralkriterium), dass die Reihe

o0 _1 n

> ( 2) absolut konvergiert! Bis zu welchem n mufl man die Reihe summieren,
n=1 n

um damit die Summe (= —7{—;) auf 10~! genau berechnen zu kénnen?

(5) Berechnen Sie die Potenzreihe f(x) = > nz™ und bestimmen Sie ihr Konver-
n=1
genzintervall M

(6) Entwickeln Sie f(z) = % = 271 in eine Taylorreihe um zy = 3! (Sie brauchen
keine Restgliedabschitzung durchzufiihren.)
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1. Priifung aus Mathematik B, SoSe 1999

Zum Bestehen der Priiffung miissen 8 der folgenden 15 Fragen korrekt, d.h. ins-
besondere geniigend ausfiihrlich, beantwortet werden. Die Antworten in Teil (a)
miissen nicht begriindet werden, die Antworten in Teil (b) sind zu begriinden. Das
Verstandnis der Fragen ist Teil der Priifung.

Wenn nur eine der Teilfragen (a) bzw. (b) korrekt beantwortet ist, so wird diese Frage
negativ gewertet.

Wenn Sie im Teil (a) einer Aufgabe (bzw. in 13b) eine ausfiihrliche Begriindung geben,
indem Sie einen diesbeziiglichen Satz beweisen, so erhalten Sie einen Zusatzpunkt
(unabhéngig davon, ob Sie Teil (b) richtig beantworten). Dies ist bei allen Fragen
aufer (7) und (10) moglich.

Verwenden Sie fiir Ihre Antworten nicht dieses Formular, sondern das ausgeteilte

Pa%ier. Sie brauchen die Fragen nicht in der gegebenen Reihenfolge zu beantworten.
Geben Sie bei Thren Losungen jeweils die Nummer der Aufgabe an!

zZ1

z2 zZ2

b) Uberpriifen Sie sie an z; = 1+i, 29 = —24+i. (2 ~0.78, arctan(—3) ~ —0.46,
m~ 3.14, arctan3 ~ 1.24)

(1) (a) Schreiben Sie die Regeln an, die fiir 2

bzw. fiir arg< ) gelten!

2L gin? L)

Hinweis: cost = cos 5

(2) (a) Wie lésst sich e cos(bx) als Realteil einer e-Potenz schreiben?
(b) Berechnen Sie so [ e %% cosz du.

(3) (a) Was ist die Formel der Bogenlinge einer parametrisierten Kurve Z(t), t € [a, b]?
(b) Bestimmen Sie die Bogenlénge der Zykloide Z(t) = (f: (Sjlonsi) , 0<t<2m.
(

4) (

(4)

a) Wie berechnet man die Bogenlénge einer in Polarkoordinaten durch r = r(y)
gegebenen Kurve?

(b) Bestimmen Sie die Bogenldnge der logarithmischen Spirale r = et/3 » €
] — 00, 0]

(5) (a) Was ist die Gleichung der Tangentialebene an z = f(z,y) in Zo?

e o q 2/3
7 _z 0 ;
(b) Was ergibt sich fiir f(z,y) 1 y* und ¥ 2/3 ?

(6) (a) In welche Richtung weist der Vektor VF (&) und was ist seine Lénge?

1 2
(b) Im Punkt #Zy = | 2 | gelte F(Zy) =4 und VF (%) = | -3

3 6
Sie die Tangentialebene an die Niveaufliche {Z € R® : F(%) = 4} in 7y sowie
RA(F, %y, 7), wenn 7 den Winkel 60° mit VF (%) einschliet.

(7) (a) Wie driickt man f,, durch Ableitungen nach s,¢ aus, wenn f(s,t) und s(z,y),
t(z,y) gegeben sind?

(b) Was ergibt sich fir s=x+vy, t =x —y?

) . Bestimmen

(8) (a) Wann heiit die symmetrische n x n—Matrix A positiv definit und wie lasst

sich das im Fall n =2, d.h. A = (z g) , charakterisieren?
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(b) Hat f(z,y) = (z—y)- (2> +y*>—1) in (=, —-=) ein lokales Maximum oder

V6 V6
Minimum?
(9) (a) Wann heifit f Potential zu ¢ und was gilt dann fiir rot v7
22/2
(b) Es sei ¥ = | —zy | . Berechnen Sie rot¢. Hat ¢ ein Potential?
xz
O(v1,..., v, )
(10) (a) Wie ist die Funktionaldeterminante O+, 0n) definiert?
8(:1:1, ce 7-7771)
0 1
(b) Rechnen Sie nach, dass 8§T’ gp; = —, wenn 1, p Polarkoordinaten sind.
T,y

(11) (a) Schreiben Sie das Vergleichskriterium an!

e 2
(b) Untersuchen Sie damit die Konvergenz von ngl —15n\§72—:— o

(12) (a) Schreiben Sie das Quotientenkriterium an!

o0 mn
(b) Berechnen Sie damit den Konvergenzradius der Potenzreihe 3  — ™.
n=1 T

(13) (a) Schreiben Sie die Lagrange’sche Restgliedformel fiir o, (z — x¢) an!

(
(b) Was ergibt sich speziell fiir f(x) = e® und xzy = 07 Was ist hier lim g, (x)?
(

Die Antwort auf die letzte Frage miissen Sie nicht begriinden. Ein Beweis ergibe
einen Zusatzpunkt.)

(14) (a) Was ist die MacLaurinreihe von (1 + t)~1/2?
(b) Bestimmen Sie daraus die MacLaurinreihe von arcsin durch Integration!
15

(

) (a) Schreiben Sie die Taylorreihe von f(z,y) um Z; mit Restglied g, allgemein
an!

e e ? S 2/3 .
Y) = - = 0= 2!
(b) Was ergibt sich fiir f(z,y) 1 T Y und 7 2/3 mit 057
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2. Priifung aus Mathematik B, SoSe 1999

Zum Bestehen der Priifung miissen 8 der folgenden 15 Fragen korrekt, d.h. ins-
besondere geniigend ausfiihrlich, beantwortet werden. Die Antworten in Teil (a)
miissen nicht begriindet werden, die Antworten in Teil (b) sind zu begriinden. Das
Verstandnis der Fragen ist Teil der Priifung.

Wenn nur eine der Teilfragen (a) bzw. (b) korrekt beantwortet ist, so wird diese Frage
negativ gewertet.

Wenn Sie im Teil (a) einer Aufgabe eine ausfiihrliche Begriindung geben, indem Sie
einen diesbeziiglichen Satz beweisen, so erhalten Sie einen Zusatzpunkt (unabhéngig
davon, ob Sie Teil (b) richtig beantworten). Dies ist bei allen Fragen aufler (2) und
(7) moglich.

Verwenden Sie fiir Thre Antworten nicht dieses Formular, sondern das ausgeteilte

Pa%ier. Sie brauchen die Fragen nicht in der gegebenen Reihenfolge zu beantworten.
Geben Sie bei Thren Losungen jeweils die Nummer der Aufgabe an!

(1) (a) Wie lisst sich sing durch e und e ausdriicken?

(b) Stellen Sie so sin* ¢ durch 1, cos 2¢, cos 4¢ dar und berechnen Sie foﬂ sin* z d!
(2) (a) Was besagt der Hauptsatz der Algebra von Gauf3?

(b) Losen Sie 22 — 4(1 —i)z +1 — 8i = 0.
(3) (a) Wann heisst eine Kurve #(s), a < s < 3, nach der Bogenlénge parametrisiert?

acost
(b) Parametrisieren Sie die Helix #(t) = [ asint |, t € [0,00[, nach der Bo-
bt
genlan-
ge!

(4) (a) Was erfiillt der Winkel 3 zwischen # und Z fiir eine in Polarkoordinaten
gegebene Kurve r = r(p)?

(b) Wie grof} ist  bei der logarithmischen Spirale r(p) = 5e¥?

(5) (a) Was gibt die Kettenregel fiir %,
v

9,
(b) Berechnen Sie 92 it 2(z,y) = 2® + 322y, x(u,v) = v?v, y(u,v) = u + v?

wenn z(z,y), x(u,v), y(u,v) gegeben sind?

nach (a) und kontrollieren Sie das Ergebnis durch Einsetzen!

(6) (a) Durch welche Formel ist die Tangentialebene in &y an die Niveaufliche F(Z) =
F(Zy) = ¢ gegeben?
1
(b) Was ergibt sich fir Zp = | 2 |, F(Z) = In(zy + 2)?
3



179

(7) (a) Wie driickt man f,, durch Ableitungen nach s,t aus, wenn f(s,t) und s(z,y),
t(z,y) gegeben sind?
b) Was ergibt sich fiir s = x + 2, t = — y??
(8)
i

a) Wie findet man nach Lagrange ein Extremum von f(x,y) unter der Nebenbe-
dingung g(v,y) = 07

(
(
(b) Was ergibt sich fiir f(z,y) = (x —y)(2? +y? — 1), g(x,y) = 2% +y? — 4?7
(
(

(9) (a) Was sind divgrad f bzw. divrot 7
y cos(zy)
b) Bestimmen Sie ein Potential zu ¢ = | y + x cos(zy) |!
2

ze®

(10) (a) Was ist die anschauliche Bedeutung der Funktionaldeterminante?

. . : : . B r+y? :
(b) Vergroflern oder verkleinern die Koordinaten #(z,y) = <arctan (2 — y)) bei

(?) die Flache? Um welchen Faktor?

o0
(11) (a) Wie und unter welchen Voraussetzungen lasst sich Y. f(n) mit dem Inte-
=N
gralkriterium nach unten bzw. oben abschatzen? !

n

(b) Bestimmen Sie damit A, B, sodass A < Z m <

(12) (a) Was besagt das Leibnizkriterium?

1

. 1 ) .
(b) Berechnen Sie of . dz auf =00 genau! (75 = 0.05)

sin &

(13) (a) Schreiben Sie die Taylorreihe von f(z) um z( allgemein an!
(b) Was ergibt sich speziell fir f(z) =Inz und zo = 27

)
)

(14) (a) Geben Sie die 4 Darstellungen von (}) aus der Vorlesung an! (Kombinatorik,
F

k
2 Formeln, Pascal’sches A)
b) Wie viele Méglichkeiten gibt es, 4 Dinge aus 10 Dingen auszuwéhlen?

(
(a) Schreiben Sie die Taylorreihe von f(z,y) um Z; mit Restglied g, allgemein
an!

e ? . 2/3\ .
(b) Was ergibt sich fir f(z,y) =1/1— - Y und ¥y = 2/3 mit 097

(15)
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2000 - 02 - 01
3. Priifung aus Mathematik B, SoSe 1999

Zum Bestehen der Priifung miissen 8 der folgenden 15 Fragen korrekt, d.h. ins-
besondere geniigend ausfiihrlich, beantwortet werden. Die Antworten in Teil (a)
miissen nicht begriindet werden, die Antworten in Teil (b) sind zu begriinden. Das
Verstandnis der Fragen ist Teil der Priifung.

Wenn nur eine der Teilfragen (a) bzw. (b) korrekt beantwortet ist, so wird diese Frage
negativ gewertet.

Wenn Sie im Teil (a) einer Aufgabe eine ausfiihrliche Begriindung geben, indem Sie
einen diesbeziiglichen Satz beweisen, so erhalten Sie einen Zusatzpunkt (unabhéngig
davon, ob Sie Teil (b) richtig beantworten). Dies ist bei allen Fragen aufler (4), (9),
und (10) moglich.

Verwenden Sie fiir Ihre Antworten nicht dieses Formular, sondern das ausgeteilte
Pagier. Sie brauchen die Fragen nicht in der gegebenen Reihenfolge zu beantworten.
Geben Sie bei Thren Losungen jeweils die Nummer der Aufgabe an!

(1) (a) Wie ist ¥ als Grenzwert definiert und was ergibt die Euler’sche Formel?

(b) Folgern Sie aus e!(*+¥) = ¢l* . ¢¥ den Summensatz fiir den Cosinus!

1) (a)
2) (a) Wie lassen sich die Losungen zg,...,2n—1 von 2" = w = pe¥ in der Form
( ‘ g
z = re'¥ darstellen?

b) Lésen Sie 2% = —16.

d
(3) (a) Wie lasst sich ¢/ = d—Z durch #,¢y darstellen, wenn #(t) = (Z(t))‘?

- .. . . . o [ acost
(b) Uberpriifen Sie (a) fiir die Ellipse Z(t) = ( bsin ¢ > .

(4) (a) Wie ist eine Klothoide charakterisiert?
(b) Bestimmen Sie eine Parameterdarstellung der Klothoide aus x =
|7 =1, #(0) =0, ¥(0) =0.

dy _

= as
ds ’

(5) (a) Wann nennt man f(x,y) in Zy differenzierbar?

(b) Was ist o(Z — %) fir f(z,y) = m7 To = <§§§)’ z= <(1))?

(6) (a) Was gibt die Kettenregel fiir 2 = dJ:i%, wenn z = f(x1,...,2z,) und Z(t) =
1 (t)
: gegeben sind?
Tn(t)

(b) Berechnen Sie mit (a) 2 fiir 2 = f(z,y) = 3zy — 522, z(t) = ¢, y(t) = t*> und
kontrollieren Sie das Ergebnis durch Einsetzen!

(7) (a) Was sagt der Satz von Schwarz? (b) Kontrollieren Sie ihn fiir f(z,y) = z¥.
(8) (a) Wann heiit die symmetrische n x n—Matrix A positiv definit und wie lasst

sich das im Fall n =2, d.h. A = (z g) , charakterisieren?
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(b) Hat f(z,y) = (x —y)- (22 +y?>—1) in (\/Lé, —\/Lé) ein lokales Maximum oder
Minimum?

(9) (a) Wann nennt man (%) in 7y differenzierbar und wie lésst sich das mit der
Jacobi-Matrix Ju(Zy) und einem Vektorfeld o(h) vom Typ o(||h||) charakter-

isieren?
Ty 1
(b) Bestimmen Sie J(Zy) und o(ZF — Zy) zu v = z , To=1|1
sin(y — 2) 1

(10)

(a) Wann heiflen die Koordinaten vy, ...,v, orthogonal?
(b) Wie sind die Kugelkoordinaten o, 4, ¢ definiert? Skizze!
)
n

a) Was gilt fiir lima,,, wenn > a, konvergiert? Ist das ein notwendiges oder
hinreichendes Kriterium?

10
(11) (

(b) Zeigen Sie, dass die harmonische Reihe divergiert!
12) (a)

(12)

a) Was besagt das Leibnizkriterium?

1
(b) Berechnen Sie [

0
Sinus vgl. Frage 14 b)

. 1 '
Tz auf =00 genau! ({g = 0.05; zur MacLaurinreihe des

(13) (a) Wie ist das Konvergenzintervall einer Potenzreihe > c¢,a™ definiert?

o0 277,1.71
(b) Bestimmen Sie das Konvergenzintervall von )’
n=1 n

a) Schreiben Sie die Taylorreihe von f(z) um zy allgemein an!

Was ergibt sich speziell fiir f(z) =sinz und zo = 07

a) Schreiben Sie die binomische Reihe fiir (1 + z)” an!

1
Vi+z

N /N o/~
o

Bestimmen Sie (_}c/ 2) und daraus die MacLaurinreihe von
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2002 - 07 - 10
1. Priifung aus Mathematik B, SoSe 2002

Zum Bestehen der Priifung miissen 8 der folgenden 15 Fragen korrekt, d.h. ins-
besondere geniigend ausfiihrlich, beantwortet werden. Die Antworten in Teil (a)
miissen nicht begriindet werden, die Antworten in Teil (b) sind zu begriinden. Das
Verstandnis der Fragen ist Teil der Priifung.

Wenn nur eine der Teilfragen (a) bzw. (b) korrekt beantwortet ist, so wird diese Frage
negativ gewertet.

Wenn Sie im Teil (a) einer Aufgabe eine ausfiihrliche Begriindung geben, indem Sie
einen diesbeziiglichen Satz beweisen, so erhalten Sie einen Zusatzpunkt (unabhéngig
davon, ob Sie Teil (b) richtig beantworten). Dies ist bei allen Fragen aufler (2), (8),
(9) moglich.

Verwenden Sie fiir Thre Antworten nicht dieses Formular, sondern das ausgeteilte
Pa,%ier. Sie brauchen die Fragen nicht in der gegebenen Reihenfolge zu beantworten.
Geben Sie bei Thren Losungen jeweils die Nummer der Aufgabe an!

(1) (a) Welcher Satz gilt fiir inhomogene lineare Differentialgleichungen 2. Ordnung?
Was bedeutet der Begriff “partikulare Losung”?

(b) Uberpriifen Sie, dass 223/2 eine partikulire Losung von
y"' 42y + 5y = 10232 +6/z + % ist, und bestimmen Sie die allgemeine Losung!
(2) (a) Welchen Ansatz macht man fiir z,, bei der inhomogenen Schwingungsgleichung
mi + ri + cx = Fysin(¥t)?
(b) Bestimmen Sie die Resonanzfrequenz 9 aus xs = Asin(dt — a),
Fo
V(e — mi?)2 4 1292 .

(3) (a) Was ist die Formel der Bogenlénge einer parametrisierten Kurve Z(t), t € [a, b]?

A=

3cost
(b) Bestimmen Sie die Bogenlinge der Helix 7' : [-2,2] — R3 : ¢t —— | 3sint
4t

(4) (a) Was ist die Gleichung der Tangentialebene an z = f(x,y) in Zo?

S ) . 2/3
(b) Was ergibt sich fir f(z,y) =1/1— oY und 7y = 2/3 ?

(5) (a) Wie ist die Richtungsableitung RA(F, Zy,7) definiert und wie wird sie durch
|IVF(Zy)|| und £(VF(Zy),r) dargestellt? (fur ||7]] =1; £ = “Winkel”)

- 1
(b) Was ist RA(F, %y, 7) fir F(x,y,2) =ye*™ 4+ 2tanz, &y =0, 7= 3

NN~
~

In welcher Richtung wachst F' am starksten?
(6) (a) Was sagt der Satz von Schwarz? (b) Kontrollieren Sie ihn fiir f(z,y) = z¥.

(7) (a) Wann heif3t 7y stationdrer Punkt von f, und was sagt der Extremstellentest,
alls Hf (Zy) positiv definit bzw. negativ definit bzw. indefinit ist?

b) Wieviele stationire Punkte hat f(z,y) = 2%y — y? Wieviele Extrema?

f
(b)

(8) (a) Was ist die Newtonsche Formel zur niherungsweisen Losung von @(F) = 07
(b)

b) Leiten Sie die Formel in (a) her! (Hinweis: 0 = #(Z) = 0(Zo + (Z — %)) ~ ...)
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a) Wann heiflen die Koordinaten vy, ...,v, orthogonal?

(9)

(10) (a) Schreiben Sie das Vergleichskriterium an!

(
(
(
(

)

b) Wie berechnet man z,y, z aus den Kugelkoordinaten o, 4, 7 Skizze!
)
)

x 1
b) Untersuchen Sie damit, ob >  —= konvergiert!
n

n=1

(11) (a) Ffir welche p konvergiert die geometrische Reihe > p™ und was ergibt sie

dann n=0
(b) Bestimmen Sie die MacLaurinreihe von arctanz durch Integration der geome-
trischen Reihe. (Setzen Sie p = —x?!) Was ist der Konvergenzradius?

(12) (a) Schreiben Sie die Taylorreihe von f(x) um =z, allgemein an!

(b) Was ergibt sich speziell fiir f(z) =shz und xo = 07 Was ist der Konvergenz-
radius?

(13) (a) Schreiben Sie die Taylorreihe von f(z,y) um #; mit Restglied o, allgemein
an!

(b) Was ergibt sich fiir f(z,y) = vz +¢e¥ und &, = 0 mit 0,?
(14) (a) Was sagt der Satz von Fubini?
b) Berechnen Sie S, = [[, « dz dy fir den Viertelkreis D : 2*4y* <1, z,y > 0.
15) (a)
)

(

(
(
) (a) Wie berechnet man [, f(x,y)dzdy in Polarkoordinaten?
(

b) Berechnen Sie so das Trégheitsmoment I, fir D aus (14) (b)!
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2002 - 10 - 25
2. Priifung aus Mathematik B, SoSe 2002

Zum Bestehen der Priifung miissen 8 der folgenden 15 Fragen korrekt, d.h. ins-
besondere geniigend ausfiihrlich, beantwortet werden. Die Antworten in Teil (a)
miissen nicht begriindet werden, die Antworten in Teil (b) sind zu begriinden. Das
Verstandnis der Fragen ist Teil der Priifung.

Wenn nur eine der Teilfragen (a) bzw. (b) korrekt beantwortet ist, so wird diese Frage
negativ gewertet.

Wenn Sie im Teil (a) einer Aufgabe eine ausfiihrliche Begriindung geben, indem Sie
einen diesbeziiglichen Satz beweisen, so erhalten Sie einen Zusatzpunkt (unabhéngig
davon, ob Sie Teil (b) richtig beantworten). Dies ist bei allen Fragen aufler (1), (2),
(6) moglich.

Verwenden Sie fiir Thre Antworten nicht dieses Formular, sondern das ausgeteilte
Pa%ier. Sie brauchen die Fragen nicht in der gegebenen Reihenfolge zu beantworten.
Geben Sie bei Thren Losungen jeweils die Nummer der Aufgabe an!

(1) (a) Wie stellt man ypom = Cr1e* sinbx + Cye* cosbr mit Phasenverschiebung
dar?

(b) Was ergibt sich speziell fiir C; = Cy = —2, a =3, b= 47 (V/8~2.8)

(2) (a) Wir betrachten die Differentialgleichung y™ +d,,_1y~Y + -+ dyy/ +doy =
g(z), wobei g(x) nur aus Polynomen, e, sincx, coscx besteht. Welchen Ansatz
macht man fir y, und was tut man im “Resonanzfall”?

(b) Was ist der Ansatz fiir y,, wenn ynom = C1e* + Cae™ " sin 3z + Cse™ cos 3z
und g(z) = 4e™% cos 2x + 3x% + 2e%7

d
(3) (a) Wie lésst sich 3/ = d—z durch #,y darstellen, wenn Z(t) = (x(t))?

ly"|
(1+y?)3/2
of of Of

(4) (a) Wie driickt man —— durch ==, == aus, wenn 7, ¢ Polarkoordinaten sind?
T, oY
0 0
(b) Was ergibt sich fiir %, wenn 8_£ =1, 8—5 =

(5) (a) Wie bestimmt man die Tangentialebene an die Niveaufliche M, = {¥ € D :
F(¥)=c} in &y € M.? ,
b) Was ergibt sich fiir FI(Z¥) = 6z cosy—In(3z+e¥ ), ¢ = 11 und & = (8,0,0)7?

a) Wie driickt man f,, durch Ableitungen nach s,¢ aus, wenn f(s,t¢) und s(z,y),
(z,y) gegeben sind?

(b) Driicken Sie mittels (a) k = durch #,9,%,7 aus!

2, r=23, gng?

(
(6) (
t
b) Was ergibt sich fiir s =z —y, t = 32?

dingung g(z,y,z) = 07

)
(7) (a) Wie findet man nach Lagrange ein Extremum von f(z,y, z) unter der Nebenbe-
(b) Was ergibt sich fir f(z,y,2) =2y + 2z(x + y) und g(zx,y, z) = xyz — 327

8) (a)

(8)

a) Wie sind die Begriffe “¢ ist wirbelfrei” und “¢" hat ein Potential” definiert?
Welcher Zusammenhang gilt?
z + y cos(zy)
(b) Es sei v = x cos(zy) . Ist ¢ wirbelfrei? Hat es ein Potential?
x



185

Was ist die Newtonsche Formel zur ndherungsweisen Losung von #(Z) = 07

T+ 2tany )?

)
b) Was ist speziell #;, wenn #y = 0 und o(z,y) = <arctan(66m+sin8y) !

(
(
(Hinweis: T = 0.4)
(
(

(10) (a) Schreiben Sie das Quotientenkriterium an!
oo 9N
b) Berechnen Sie damit den Konvergenzradius der Potenzreihe — .
n=0 T

7) und was ist die MacLaurinreihe von (1 + z)”, v € R fest?

Bestimmen Sie den Koeffizienten von z* in der MacLaurinreihe von {/(1 + x)%.

(a)
(b)
(12) (a) Was ist (}
(b)
(375 ~ 0.004)

(14) (a) Wie sind die statischen Momente S,, S, definiert und wie héngen sie mit dem
Schwerpunkt § = (s1,$2) zusammen?

Dichte gilt o(x,y) = 1.

(15) (
(

(b) Bestimmen Sie S, und s; zu D : 0 <2z < 5, 0 <y < cosz, wenn fiir die
a

) Wie berechnet man [, f(x,y)dzdy in Polarkoordinaten?

b) Berechnen Sie so das Trégheitsmoment I, = [[, 2?2 dx dy fiir den Viertelkreis
D:2?2+9y2<1, z,y>0.
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2003 - 01 - 17
3. Priifung aus Mathematik B, SoSe 2002

Zum Bestehen der Priifung miissen 8 der folgenden 15 Fragen korrekt, d.h. ins-
besondere geniigend ausfiihrlich, beantwortet werden. Die Antworten in Teil (a)
miissen nicht begriindet werden, die Antworten in Teil (b) sind zu begriinden. Das
Verstandnis der Fragen ist Teil der Priifung.

Wenn nur eine der Teilfragen (a) bzw. (b) korrekt beantwortet ist, so wird diese Frage
negativ gewertet.

Wenn Sie im Teil (a) einer Aufgabe eine ausfiihrliche Begriindung geben, indem Sie
einen diesbeziiglichen Satz beweisen, so erhalten Sie einen Zusatzpunkt (unabhéngig
davon, ob Sie Teil (b) richtig beantworten). Dies ist bei den Fragen (3), (4), (5), (6),
(9), (10), (11), (12), (14) moglich.

Verwenden Sie fiir Thre Antworten nicht dieses Formular, sondern das ausgeteilte
Pa%ier. Sie brauchen die Fragen nicht in der gegebenen Reihenfolge zu beantworten.
Geben Sie bei Thren Losungen jeweils die Nummer der Aufgabe an!

(1) (a) Welche reellen Losungen hat die homogene Schwingungsgleichung ma + r& +
cx =0 im Schwingfall r? < 4em?

(b) Was ergibt sich fiir & + 64 + 252z = 0 und welche Form hat die Losung
angeschrieben mit Phasenverschiebung?

(2) (a) Bei welcher Frequenz ¢ hat die ungedampfte Schwingungsgleichung ma +cx =
Fysin(¥t) Resonanz?

(b) Losen Sie m + cx = Fysin(¥t) im Resonanzfall!

(3) (a) Wie berechnet man die Bogenlange einer in Polarkoordinaten durch r = r(p)
gegebenen Kurve?
(b) Bestimmen Sie die Bogenlinge der Spirale 7 = ¢2?, 0 < ¢ < 7! (72 +4)3/? ~
51.5)

(4) (a) Wann nennt man f(z,y) in &y differenzierbar?

(b) Was ist Q(j’_ fo) fur f(m’y) = Sin(.T -+ 2aTCtany>, ,fl_’,"o = 6, T = (?) ?

0
(5) (a) Was ergibt die Kettenregel fiir 5’_1ZL’ wenn z(z,y), z(u,v), y(u,v) gegeben
sind?
(b) Uberpriifen Sie (a) fiir 2 = arcsin 2, y = vsinu und = = v (wobei |u| < 7,

v #0).
(6) (a) Wann heifit Z stationdrer Punkt von f und was sagt dann der Extremstel-

lentest, falls Hf(Zy) positiv definit bzw. negativ definit bzw. indefinit ist?

(b) Besitzt f(¥) = zy+a3+y3, T = @) e R2, (o) in @ =0 baw. (8) in Ty = (})

Extrema?
(7) (a) Was sind divgrad f bzw. rot grad f?

y cos(zy)
(b) Bestimmen Sie ein Potential zu ¥ = | y + xcos(zy) |!
20" v (Z

(8) (a) Wie ist die Jacobi-Matrix der differenzierbaren Abbildung ¥(Z) = ; )

U (T)

~—"
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Z € R™, definiert?
Ty

(b) Geben Sie die lineare Approximation von v(Z) = z bei #y =
sin(y — 2)

1,1,1)7 an!

a) Was besagt das Leibnizkriterium?

(1,
(9) (a)
(b) Berechnen Sie damit f e~ dz auf 355 genau! (3 ~ 0.46)
(a)
(

a) Wie ist der Konvergenzradius R einer Potenzreihe definiert?

(10)

LIZ'QTL

b) Berechnen Sie R fiir Z —
n=1 ’I’L2n

(11) (a) Schreiben Sie die Lagrange’sche Restgliedformel fir o, (z — z¢) an!
(b) Was ergibt sich speziell fir gs(z), wenn f =sin, zo =07

(12) (a) Geben Sie die 4 Darstellungen von (}) aus der Vorlesung an! (Kombinatorik,
2 Formeln, Pascal’sches A)
b) Wie viele Moglichkeiten gibt es, 3 Dinge aus 10 Dingen auszuwahlen?

(b)
(13) (a) Was ist gz(0) fiir gz(t) = f(Zo + tr)?
(b) Schreiben Sie den Beginn der Taylorreihe von f(x,y) um #y = (;) an, wenn

6 7
P2 =3, V10,2 = () wd 70,2 = (5 1)
) (a) Was sagt der Satz von Fubini?
(

)
b) Bestimmen Sie das statische Moment S, fiir den Viertelkreis D : z? +y? < 1,
Y

(14
x, 0.
15

>

(15) (a) Wie ist das Trégheitsmoment I, des mit der Dichte o belegten Gebietes D C
R? beziiglich der Geraden g : a;x + asy = b definiert?

(b) Brechnen Sie I, fir o(z,y) =z 4+yund D : 0 <z <1, 0<y <e".

(2e

3 —1
2; +el6 ’”4'9)
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ﬂbungsaufgaben zu Hoherer Analysis, WS 2002/03

Aufgaben zu Doppelintegralen.

(A1) Bestimmen Sie den Schwerpunkt des Gebietes 0 <z < 5, 0 <y < cosw.
(Antwort: 5= (5 —1, %))

(A2) Berechnen Sie die folgenden Integrale und skizzieren Sie das Gebiet D, iiber das
integriert wird:

1 Yy T T—x
Yy 2 2
(a) dz dy (b) sin® x cos® y dy dx
y;[o in (1—22)(1-y?) wio yzj;w
(c) fylzo fxl:o y e cos vy dr dy (Antwort: 1, %2, s(esinl —1))

(A3) Das Volumen V des Korpers, der iiber dem Viertelkreis D : 2% +y?> <1, 2,y > 0
liegt und von der Sattelfliche z = zy begrenzt wird, ist durch V = [f p vy drdy
gegeben. Berechnen Sie V' (a) in xzy—Koordinaten, (b) in Polarkoordinaten.
(Antwort: V = 1)

Aufgaben zum Koordinatenwechsel in Doppelintegralen.

(B1) Berechnen Sie den Schwerpunkt der Kardioide, die in Polarkoordinaten durch r <

1+ cos ¢ gegeben ist. (Antwort: §=(2,0))

(B2) Skizzieren Sie das Flachenstiick, das in Polarkoordinaten durch die Kurven r = 1,

r =2, r=¢, r=e? begrenzt wird und ermitteln Sie seine Grofie. (Antwort:
37 _2In2~1.7)
12 :

(B3) D seidas Dreieck mit den Eckpunkten (0/0), (0/1), (1/0). Berechnen Sie [ cos(
D
indem Sie u =2 —y, v =z + y substituieren. (Antwort: 1sinl ~ 0.42)

2 2
(B4) Berechnen Sie die Flache der Ellipse x_2 + y_2 < 1 mit der Koordinatentransfor-

mation x = ascost, y = bssint. (Antwort: abm)

(B5) Berechnen Sie die von der Astroide |z|?/3 + [y|>/® = 1 (vgl. Skriptum Math. B,
Ub. 25) eingeschlossene Fliche mit der Koordinatentransformation = = pcos®,
y = psin® . (Antwort: 37/8)

Aufgaben zur Guldinschen Regel.

(C1) Berechnen Sie mit der Guldinschen Regel den Schwerpunkt des Viertelkreises x2 +

y? <R, z,y > 0! (Antwort: §= (&, 3))

(C2) Berechnen Sie das Volumen des Drehkorpers, der durch Rotation des Dreiecks mit
den Eckpunkten (0/0/0), (1/0/0), (1/0/1) um die z—Achse entsteht

(a) als Doppelintegral, (b) mit der Guldinschen Regel, (¢) als Differenz von Zylinder-

und Kegelvolumen. (Antwort: %“)

€xr —

T+

y) dzdy,
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(C3) Berechnen Sie (a) den Schwerpunkt des Kreissegmentes z2 + y? < 1, = > a,
y>0 (0<a<1 fest) und damit (b) das Volumen der Kugelkappe “welche durch
Rotation um die z—Achse entsteht. (Antwort: A = Z — Zav/1 —a® — ; arcsina,

§=4(31-0a???2,2(2-3a+4a%), V=2(2— 3a+a))

(C4) Wenn der Halbkreis (z —2)? + 4% < 1, > 2 um die y—Achse rotiert, so entsteht
ein “halber Torus”. (Skizze!) Bestimmen Sie mit der Guldinschen Regel sein
Volumen! (Antwort: V ~ 23.93)

Aufgaben zu Dreifachintegralen.

(D1) Berechnen Sie das Trégheitsmoment I beziiglich der z—Achse fiir den durch die
3 Koordinatenebenen und x 4+ y + z = 1 begrenzten Tetraeder, wenn die Dichte

p =1 ist. (Antwort: 55)

(D2) Berechnen Sie die Masse des Pyramidenstumpfes (Skizze!), der von den Ebenen
y=1,y=2 2=0, x =y, 2=z begrenzt wird und mit der Dichte p(z,y, z) =
x2+y belegt ist! (Antwort: 31n2)

(D3) Berechnen Sie die Masse des Korpers im ersten Oktanten der durch die Ebenen
y=0, 2=0, 2+y =2, 2y+x = 6 aus dem Zylinder y? + 22 < 4 ausgeschnitten
wird (Sklzze') und mit der Dichte plx,y,z) = z belegt ist. (Antwort: =)

Dreifachintegrale in Kugel- und Zylinderkoordinaten.

(E1) Berechnen Sie den Schwerpunkt des homogen mit Masse belegten Korpers der als
Schnitt der Kugel 2% + 23 + 23 < R? mit dem Kegel 2% + 23 < a?23, x5 > 0,

entsteht. (Antwort: 5= (0,0, E;(HC;R—‘z/m))

(E2) Bestimmen Sie das Trigheitsmoment I fiir die Halbkugel D : 2% + 23 + 23 < R2,
x3 > 0, welche mit der Dichte p(Z) = x3 belegt ist. (Antwort: ZRS)

(E3) Eine Halbkugelschale mit Innenradius R ist bis zur halben Hohe mit Wasser
gefiillt. Welche Wassermenge enthalt sie?

Hinweis: Verwenden Sie Zylinder- oder Kugelkoordinaten! (Antwort: 5% R3)

(E4) Berechnen Sle das Volumen das innerhalb des Zylinders (z — a)? + y* = a® und
der Kugel z? + y? + 22 = 4a liegt! Skizze! Verwenden Sie Zylinderkoordinaten!
(Antwort: V a2 9.644a3)

Aufgaben zum Koordinatenwechsel in Dreifachintegralen.

(F1) Berechnen Sie das Volumen des Korpers im 1. Oktanten, der von den hyperbolis-
chen Zylindern zy =1, zy =9, zz = 4, xz = 36, yz = 25, yz = 49 begrenzt
wird. Setzen Sie u = zy, v = xz, w = yz. (Antwort: V = 64)

(F2) Es sei 0 < r < R. Durch Drehung des in der yz—Ebene liegenden Kreises
(y — R)? + 22 <r? um die 2—Achse entsteht ein Torus. (Skizze!) Der Kreis wird
parametrisiert durch y = R+psina, z = pcosa, 0 < o <r, 0 < «a < 27 (Skizze!)
und daher der Torus durch die “Toruskoordinaten” x = (R + gsina)cosy, y =
(R+ psina)sinp, z = pcosa.
) Bestimmen Sie das Volumselement dV = dzdydz bzgl. o, a, ¢.

(a
(b) Berechnen Sie den Schwerpunkt der Torushalfte O <o <m dh y > 0.
(Antwort: dV = o(R + osina)dedady, §= (0,28 +

2R7r’ ))



190

(F3) Berechnen Sie das Volumen, das von der Fliche |z|?/2 + |y[?/3 + |2|*/3 = ¢ (mit
¢ > 0 fest) eingeschlossen wird, mittels der Substitution z = psin® ¥ cos® ¢, y =
osin® ¥sin® ¢, z = pcos® Y. (Antwort: 34—57'('09/2)

Aufgaben zu Kurvenintegralen 1. Art.

(G1) Berechnen Sie den Schwerpunkt des folgenden Teils einer Schraubenlinie: z =
acost, y=asint, z="0t, 0 <t <c (a,b,c> 0 fest).

(Antwort: §= (sinc, (1 — cosc), 3bc))

(G2) Berechnen Sie die Trigheitsmomente I, I, des Halbkreises z? + y? = r?, y > 0,
beztiglich der z— und der y—Achse. (Antwort: I, = 373 =1I,)

(G3) Der halbkreisférmige Trager C : x =rcosp, y =rsingp, 0 < o <, 0 < r fest,
wird durch die vertikale Linienlast ¢(¢) = qop beansprucht. Bestimmen Sie die
Resultierende R und ihre Wirkungslinie, d.h. R = [, qds, zw = R™! [, q -z ds,

2
yw = R [, q-yds. (Antwort: R = T-qor, zw = —%r, yw = %T)

(G4) Berechnen Sie den Schwerpunkt des Zykloidenbogens #(t) = a(f:iionsi), 0 < a fest,
0 <t <2m. (Antwort: 5= (am, 3a))

Kurvenintegrale 2. Art und Potential.

Y
(H1) Durch 9(%) = x ist ein Vektorfeld gegeben.
—2z
(a) Zeigen Sie, dass ¢ wirbelfrei ist und bestimmen Sie ein Potential zu 4.
(2/2/0)
(b) Berechnen Sie W = [ (¢,dZ) entlang der Verbindungsgeraden der 2
(1/0/-1)

Punkte und kontrollieren Sie das Ergebnis mittels (a).
(Antwort: f(Z) = xy — 22, W =5)

(H2) Berechnen Sie [,ydz + zdy + xdz
(a) entlang der Schraubenlinie (¢) = (cos ¢, sinp, @), 0 < ¢ <7, und
(b) entlang der Verbindungsgeraden der 2 Punkte A = (1/0/0) und B = (—1/0/m).
(c) Warum ergibt sich etwas Verschiedenes, obwohl die 2 Kurven beide von A nach
B gehen? .

(Antwort: —2 — Z,0,rot ¥ # 0)

(H3) Berechnen Sie die Arbeit, die geleistet wird, wenn ein Korper unter der Wirkung
des Kraftfeldes 7 = (—x2%y, y%2z,22%)T um die Ellipse 22 +y?> = 1, z = y trans-
portiert wird. (Antwort: £% je nach Umlaufrichtung)

(H4) Zeigen Sie, dass 0(F) = (dayz+3x2y?2?%, 20° 24 20y 22, 20°y 4 22°y*2)" wirbelfrei
ist und bestimmen Sie ein Potential f durch f(Z) = f(f)/o/o)(ﬁ, d).

(Antwort: f(Z) = 22%yz + 23y?2?)

Aufgaben zu Oberflachenintegralen 1. Art.
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(I1) Berechnen Sie die Oberfliche des iiber bzw. unter dem Einheitskreis liegenden
Teiles der Sattelfliche z = zy. (Antwort: F = 2%(2v2 — 1) ~ 1.22n)

(I2) Bestimmen Sie den Schwerpunkt der Halbkugeloberfliche 22 +4%+2? = R?, z > 0.
(Antwort: 5= (0,0, £))

(I3) Bestimmen Sie die Oberfliche und den Schwerpunkt der Paraboloidfldche
z=12%4+y% 0<2z<1. (Antwort: F ~5.33, s3 =~ 0.559)

(I4) Bestimmen Sie das Trigheitsmoment der Paraboloidfliche z = 2 — 22 —y2, 2 > 0

beziiglich der z—Achse. (Antwort: I, = 1)

(I5) Bestimmen Sie die Gréfle des Teiles der Kugeloberfliche x2 + 3% + 22 = 4a?, der
innerhalb des Zylinders (x — a)? + y? = a? liegt (vgl. auch Aufgabe E4).

(Antwort: 8a?(m — 2))

(I6) (a) Zeigen Sie, dass fiir das Fliachenelement einer Flache in Zylinderkoordinaten,

T COS 972 972
d.h. Z(r,p) = | rsing | gilt do = \/7"2 + 72 <8_) + <(9_) drde.
2(r, ¢) " v

(b) Berechnen Sie damit den Flécheninhalt der Schraubenfliche z = ¢, 0 <r < q,
0<¢<b, (0<a,b fest). (Antwort: F = 2(av/1+ a®+ arsha))
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Oberflachenintegrale 2. Art.

(J1) Berechnen Sie [[,(¥,7)do fir @ =rotd, @ = (22 — 2y,2x — 2,y — 22)T. D sei
dabei die Ellipsoighéilfte r = sindcosp,y = sindsinp,z = 2cos?, 0 <9I < 7,
0 < ¢ < 2m. Die Normale weise nach oben, d.h. n3 > 0. (Antwort: 4m)

(J2) Berechnen Sie [[,(0,1)do fir ¥(Z) = (x,2y,2 — 32)". Dabei sei D die Parabo-
loidfliche z = 1 — 22 — 32, 2z > 0. Die Normale 7 weise nach oben, d.h. nz > 0.
(Antwort: 2)

(J3) Das Geschwindigkeitsfeld einer Stromung sei 4(t, T) = (tx,t+y,t2)T. Essei o = 1.
Bestimmen Sie den Fluf} zur Zeit ¢ durch das Dreieck mit den Eckpunkten (1/0/0),
(0/1/0), (0/0/1). Die Normale weise in Richtung (1,1,1)T. (Antwort: (5t + 1))

(J4) Berechnen Sie fiir das Vektorfeld ¥(#) = & den Fluss durch den Zylindermantel
22+ y? =1, 0< 2 <1. (Antwort: 2m)

(J5) D sei die Hyperboloidfiiiche 22 + 3% — 22 =

1, < 1. (Skizze!) Berechnen Sie
[ (&, 7)do, wenn 7 so gewéhlt ist, dass (Z, 1)

z<1
0. (Antwort: 2m)

Aufgaben zum Satz von Gauf3.

(K1) Losen Sie Aufgabe J1 mit dem Satz von GauB. (SchlieBen Sie dazu die Flache D
durch den Kreis Dy : 22 +y?> <1, 2 =0 ab!)

(K2) Losen Sie Aufgabe J2 mit dem Satz von Gaufl. (Hinweis wie in Aufgabe K1.)

(K3) Losen Sie Aufgabe J3 mit dem Satz von Gaufl. (Ergénzen Sie die Fléche zu einem
Tetraeder!)

(K4) Losen Sie Aufgabe J5 mit dem Satz von Gau$. (Schlieflen Sie die Flache D durch
2 Kreise ab!)

(K5) Berechnen Sie §f p(¥,7)do, wobei ¢ = (22 — zy,2yz — 3y, z — 2?)T und D die
Oberflache einer Kugel mit Mittelpunkt (1/2/3) und Radius 2 ist mit dem Satz
von Gaufl. (Verwenden Sie die Tatsache, dass der Mittelpunkt einer Kugel auch

ihr Schwerpunkt ist!) (Antwort: 1237)

(K6) Berechnen Sie gx?’dy A dz — y3dx A dz + 23dx A dy iiber die Kugeloberfliche
22+ 4%+ 22 = R? direkt und iiberpriifen Sie das Ergebnis mit dem Satz von Gau8.
(Antwort: 2 R°m)

(K7) Das “archimedische Prinzip” besagt, dass der Auftrieb eines in einer Fliissigkeit
befindlichen Korpers gleich dem Gewicht der verdrangten Wassermenge ist. Be-

weisen Sie das_mit dem Satz von Gauf. . L
Hinweis: Der Wasserdruck ist p = v(h — z), h = Hohe des Fliissigkeitsstandes,

I’y{ = spezifisches Gewicht der Fliissigkeit, und wirkt normal zur Oberfliche des
orpers, d.h.
0

Auftrieb = —ﬁ pnz do = —ﬁ ({ 0],7)do.

p

Aufgaben zum Satz von Green.

(L1) Uberpriifen Sie die Giiltigkeit des Greenschen Satzes am Integral $o2ry—2?) dx+
(x + y?)dy, wobei C der durch y =22, 0 <z <1, und z =92 0<y <1, im

positivem Drehsinn durchlaufene Weg ist. (Antwort: =)
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(L2) Berechnen Sie mit dem Satz von Green §,y* cosz dz + 3y?(sinz — x) dy iiber die

geschlossene Kurve C, welche die Punkte (0/0) und (1/0) durch y = zv1 — 22

und die z—Achse verbindet. C' werde im “positiven” Sinn (d.h. so wie €1, € =iib-

licherweise Gegenuhrzeigersinn) orientiert. (Antwort: —-x)

Aufgaben zum Satz von Stokes.

(M1) Uberpriifen Sie die Giiltigkeit des Satzes von Stokes fiir ¥ = (3y, —x2,y22)T und
die Fliche D : 2z = 22 + 92, 2 < 2. (Antwort: —20m, wenn ns > 0)

(M2) Bestimmen Sie die Differenz der zwei Kurvenintegrale in Aufgabe H2 mit dem Satz
von Stokes unter Verwendung der Flache Z(p,t) = ((1—t)(1— 2?‘/’)—#15 cos @, tsin g, )7,
0<p<m 0<t<1.

(M3) Losen Sie Aufgabe H3 mit dem Satz von Stokes.

(M4) Lésen Sie Aufgabe J1 mit dem Satz von Stokes.

(M5) Lésen Sie Aufgabe J2 mit dem Satz von Stokes.

(MG6)

C sei der Rand des Flichenstiickes x2 + 32 = 1, 22 < 2y, xz,y,z > 0 (Skizze!),
und 7 = (22, zy,22)T. C werde von (1/0/0) uber 0/1/0) nach (0/1/\/_) und
zuriick nach (1/0/0) durchlaufen. Bestimmen Sie ¢, (i, d¥) mit dem Satz von

Stokes. (Antwort: —I)



[ Newton-Verfahren in mehreren Variablen, Bsp. 3.5:
[ > £:=(x,y)->cos(x)+cos(y)+sin(1/2*x*y)+x/5;
1 1
| ‘f:(L)O—»coﬁx)+co%y)+sh{5xyj+gx
[ > plot3d([x,vy,f(x,v)],%=-10..10,y=-5..5,numpoints=3000);
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[> plot3d(f,-3..3,-3..3);
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> with(linalg):
Warning, new definition for norm
Warning, new definition for trace

[ > v:=[D[1] () (x,¥),DI[2](£) (%x,¥)];

1 1 1
= —si + - —x +=
v {sm(x) zcos[zxy)y P

> gi=(1,3)->DI[i,3]1(f) (x,¥):
> Jacv:=matrix(2,2,9);

1 (1 )
—cos(x)—zsm Exy y

Jacv = 1 (1 1 !
_ - + = -
4s1n ny yXx 2cos 2xy

> xv[0] :=vectoxr([0,0]1);

xvy =0,

1 1
, —sin(y) +Ecos[5xy)x]

1 (1 1 1
—_ - +—= -
4sm ny yx 2cos 2xy

Lol e
cos(y 4sm 2xy X

0]

> Digits:=30:for i from 1 to 5 do xv[i] :=evalf(evalm({xv[i-1]-
> subs({x=xv[i-1][1],vy=xv[i-1]1[2]},inverse(Jacv)&*v))); od;

xv; = [.266666666666666666666666666667,
xv, :=[.271334200999066803793581972225,
xvy :=[.271338502564232105409182701706,
xv, :=[.271338502567941684178576761867,
xvs :=[.271338502567941684178579525081,

Page 2

.133333333333333333333333333333]
.136063000596538489579004281161 ]
.136065597151868595218664391207 ]
.136065597154132055641479285977]
.136065597154132055641480978526 ]
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