INHALTSVERZEICHNIS

1

Kap. I: Grundlagen

g1:
§2:
§3:
84:
§5:

Zeichen, Mengen, Zahlen
Funktionen

Grenzwerte (Limites)
Stetigkeit

Die Exponentialfunktion

Kap. II: Differentialrechnung

§6:
87
§8:
§9:

Die 1. Ableitung
Die Technik des Differenzierens
Anwendungen der 1. Ableitung
Die 2. Ableitung

Kap. III: Integralrechnung

§10:
§11:
§12:
§13:
§14:

Das Integral

Die Technik des Integrierens
Numerische Integration
Anwendungen des Integrals
Uneigentliche Integrale

Kap. IV: Differentialgleichungen und C

§15:
§16:
§17:

Differentialgleichungen mit trennbaren Variablen

Die komplexen Zahlen
Die Schwingungsgleichung

23
37
45

o1
26
63
74

79
89
103
106
113

119
129
142

13 ﬁbungsblétter; 3 Klausuren; 5 Priifungen; Literaturverzeichnis

Version 2: 4. Marz 1999



2

KAPITEL I: GRUNDLAGEN

§1: Zeichen, Mengen, Zahlen

1.1 SPRACHEN
Sprache =~ Kommunikationssystem

Beispiele: Deutsch, chinesisch, Latein, Bienensprache, FORTRAN, Taubstummen-
sprache, “Sprache der Mathematik”.

Geschichte der Schrift:

~ 3000 v. Chr. 1. Bilderschrift bei den Sumerern: 1 Zeichen = 1 Wort
~ 1700 v. Chr. 1. Alphabet (protokanaaniisch): 1 Zeichen = 1 Laut
Daraus entwickelten sich die heutigen Alphabete:

~ 900 v. Chr. althebriisch: nicht alle Vokale!

~ 800 v. Chr. griechisch

~ 600 v. Chr. lateinisch

~ 800 n. Chr. cyrillisch

Idee des protokanaaniischen Alphabetes:

Das Zeichen fiir den Buchstaben stellt einen Gegenstand dar, der im Hebréischen
mit diesem Buchstaben beginnt.

Beispiele:
protokan.  hebr. Wort Bedeutung hebr. gr. dt.
~r ma’im Wasser w,M m,M
O ba’it Haus 5,B b,B

rosch Kopf o, P r,R

Die griechischen Buchstaben:

a, A alpha (a) v,N ny (n)

g,B beta (b) £,= xi (x)

v, T gamma (g) 0,0 omikron (o kurz)
5, A delta (d) m, 11 pi (p)

e, E epsilon (e kurz) o,P rho (r)

¢,Z zeta (z) 0,3 sigma (s)

n,H eta (e lang) T, T tau (t)

0 (v),0 theta (th) v, T ypsilon (y)

0,1 iota (i) o (p), P phi (f)

kK kappa (k) X, X chi (ch)

A A lambda (1) P, U psi (ps)

M my (m) w, omega (o lang)

Nun zur Sprache der Mathematik!



1.2 ZEICHEN BEI MENGEN

(unterstrichen ist der symbolisierte Buchstabe)

Zeichen Bedeutung Beispiel
{,} Mengenklammern M ={1,2,3}
: fiir die gilt (nach V nur ”gilt”) M={zxeN:1<zx<3}
€ Element von leM
¢ nicht Element von 4¢ M
c,D Teilmenge, Obermenge {1,2} ¢ M, M D {1,2}
U Vereinigung M uU{3,4} ={1,2,3,4}
N Durchschnitt M n{3,4} = {3}
{} leere Menge Mn{4,5} ={}
N natiirliche Zahlen 2eN,-1¢N
N={1,2,3,..}
1
Z ganze Zahlen NcCZzZ,-5eZ, 3 &7
Z=1{0,1,-1,2,-2,..}
5
Q Bruchzahlen (rationale Zahlen) 3 €Q,0873€Q
Q:{@:m,nez,n#O} V2 & Q (siehe 1.4)
n
d.h. Q = Menge aller Quotienten
von ganzen Zahlen
R reelle Zahlen V2eR,QCR
R = {33 = tay...am,.b1bs... 1 a;,b; € {0, ,9} v—1 € R
und (m =1 oder a; # 0)
und z hoért nicht auf 9 periodisch auf}
C komplexe Zahlen siehe §16

C={a+ib:a,beR}

Die reellen Zahlen lassen sich auf einer Geraden nach Wahl von 0 und 1 eindeutig

anordnen und fillen diese aus:

1
-5/3 -1 0 % 1

Konvention: 1 wird immer rechts von 0 gewéhlt. Diese Gerade heifit “Zahlengerade”.

Def.: Wenn a,b € R und a links von b auf der Zahlengeraden, so schreibt man
a<bbzw. b>a.

a<bbzw. b>a heifit: a < b oder a = b.



Def.: Fiir a < b sei Bild
a b
1 Ja,b ={reR:a<z<b} . .
2 Ja,b] ={reR:a<z<b}
3 |a,b] ={reR:a<z<b} .
4 Ja,b ={reR:a<z<b} o
5 [a,00] ={ze€eR:a<z} .
6 Ja,0] ={reR:a<z}
7 ] —o0,a] ={zeR:z<a} .
8 | —oo,al={zreR:z<a}
1,5,7 abgeschlossene
2,6,8 heiBen offene Intervalle
3,4 halboffene

Vorsicht: oo ist keine Zahl sondern ein Symbol.
Bsp.: 11,3[U]2,6] =]1,6]
| —00,3]N]2,00[ =]2,3]

1.3 LOGISCHE ZEICHEN
A, B seien Aussagen. “A gilt” heif3t dasselbe wie “A ist wahr”.

Zeichen: Bedeutung Beispiel
V: fiir alle Ve eR:2” >0
o “Quantoren”
d: es existiert JreR:z?=2
(vgl. Ubung 4)
A= B: wenn A gilt, gilt auch B VeeR:z>1=2>0

(wenn A falsch ist, darf B auch falsch sein) 1 =2 =2 =3
lies: “aus A folgt B”

A # B: A ist wahr und B ist falsch JreR:z>1%4x>2
lies: “aus A folgt nicht B”

A <= B: A gilt genau dann, wenn B gilt Ve e R:z>1<=z€]|l,00]
lies: “A aquivalent B”

AANB: Aund B Ve,y,z€ R: (e <yhy<z)=—=z<z
AV B: A oder B VM, N Mengen: M UN =
(nicht ausschlieBend; lat.: vel) ={zx:xeMVzeN}



Vorsicht:
— = Folgepfeil, ist zwischen Aussagen

— = Konvergenzpfeil (§3), zwischen Zahlen oder oo

(oder auch bei Funktionen)

Nicht verwechseln!

z.B.: r>1=—x>0
—— ——
Aussagen
1
Aber: — — 0 fur n — o
Zahlen
BEISPIELE

V2 ¢ Q, d.h. V2 ist keine Bruchzahl

Indirekter Beweis, d.h. wir nehmen das Gegenteil an und zeigen, dafl das auf einen
Widerspruch fiihrt. Also

Annahme: V2 € Q

m
= JIm,n € N: /2 = — Am,n teilerfremd (sonst kiirzen wir, bis sie wirklich
n
2

teilerfremd sind) = 2 = % = 2n%2 = m? = m? ist gerade = m ist gerade =
Jao € N:m = 2a = m? = 4a®> = 2n? = 4a® = n? = 24> = n? ist gerade =
n ist gerade = m,n sind nicht teilerfremd (Widerspruch)

Also muB die Annahme falsch sein, d.h. v/2 & Q.

Beachte: Aus etwas Falschem kann etwas Falsches folgen, nicht aber aus etwas

Wahrem! Vgl. auch Ubung 1.

Ungleichungen Va,b,c € R:

a<b=a+c<b+c Z.B.1<2=-3< -2 (mit c=—4)

(a<bAec>0)=ac<bc ZB.(1<2A3>0)=3<6
(a<bAc<0)=ac>bc ZB. (1<2N-2<0)=-2>—4
(a<bAb<c)=a<c ZB. (1<2N2<4)=1<4

Ya,b>0: a<b<= a’<b? 7B.2,3>0:2<3&4<9

Vorsicht: (i) Ja,b € R:a <b# a? < b? Z.B. —2 < 1 aber 4 < 1 ist falsch

Hier mufl man korrekt eine Fallunterscheidung machen: a > 0,6 > 0; a > 0,b < 0;
etc.

(i) Ja,b eR:a?=b*Aa=10 Z.B. (=1)2 =12 aber —1 =1 ist falsch
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Korrekt ist: a2 =b?> <= a=bVa= —b

Man schreibt fiir letzteres oft a = +b.

ALSO: a> = < a=+bund 2?2 =c <= 2 = £/c fiir ¢ >0
3) Eine quadratische Ungleichung

Aufgabe: Fiir welche reellen z ist 2 +x — 6 > 0?
Also gesucht: L={z€R:22+2—-6>0}

a) Losung:
«) Nullstellen: 129 = —= +

=22 +r—-6=(z—2)(x+3);
B) (x—2)(x+3)>0<= (z—2>0Ax+3>0)V(z—2<0Az+3<0)
= (x>2Nz>-3)V(x<2Ax < -3)
= r>2Ve< -3<=x€ (2 00[U]—o00,-3,
d.h. L =1[2,00[U] — 00, —3]
b) Graphische Veranschaulichung: (Vgl. §2)

y

IN
+

y=X2+x-6

N
y
+

41

6
y>0<= x€[2,00[U] — 00,3

¢) Methode der kritischen Punkte:

» X Zahlengerade
+ X- 2

o' w
Ll (=21 IS

+ X+ 3
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Daher ist (x —2)(x 4+ 3) > 0 fiir > 2 oder x < —3.
(sieche auch Ubungen 3 und 7)

Eine Wurzelungleichung

Aufgabe: Fiir welche reellen z ist 22 + 5z < 67

Also gesucht: L = {z € R: (V22 + bz ist definiert) A (Va2 + bz < 6)}

Wir bestimmen zuerst die Definitionsmenge

D = {x € R: /22 + 5z ist definiert } = {x € R: 22452 > 0} = {x € R: z(z+5) >
0} 2 oo, 5] U0, 00

Fir z € D gilt:

V21 bz < 6 (VUPAdSiten 20 o s < 36 = 22 + 52 — 36 < 0 <
(x—4)(x+9) <0<z e]|—-94]

20 47
\ ol /(x—4)(x+9)
-9 ° 4 X
Daher ist L =]—-9,4/ND =] —9,-5]U[0,4][. ¢
Bild: y 50 L
'R R — —y =
(Hyperbelteil )

y =22+ 5z

—C

4
2
) 5 = + + + G/ " + X
Vgl. auch Ubung 2. T

Der (Absolut-) Betrag

x falls x > 0,
—qx falls z <0

Fiir z € R sei ]x|:{
x —y falls x >y,
z.B. | =5 = —(=5) = 5. Fir z,y € Rist |z —y| =

d.h.
y —x falls y > x,

|z —y| = Abstand von z,y auf der Zahlengeraden (vgl. Ubung 8).
T Yy
Bild: . . R

N—————
|z —y




8

Beachte: Buchstaben wie x,y etc. sind Platzhalter fiir reelle Zahlen, d.h. fiir (a) ein
Vorzeichen, und (b) eine positive Dezimalzahl. —x hat gegeniiber x das gegenteilige

gesetzt. Falls x eine Zahl ist, lafit man einfach ein eventuelles — weg. Falls x oder
allgemeiner ein Ausdruck A zahlenm#Big noch unbekannt ist, so verlangt |A| nach
der Fallunterscheidung 1. Fall A > 0 : Dann ist |A| = A und der Betrag wird
weggelassen; 2. Fall A < 0: Dann ist |A] = —A und der Betrag wird durch ein —

ersetzt (vgl. Bsp. 6). |z = Va2

Fir z,y € R gilt: 7 < |z]

(Dreiecksungleichung) |z + y| < |z| + |y| (Beweis s.u.)
iz — 4| > ||| — lo]| (Beweis Ub. 5)
|-yl =[] - y]
Beweis der Dreiecksungleichung: zy < |zy| = 22 + 2zy + y? < 22 + 2|2y + 9% =

2 +2lzllyl + [y1* = (@ +9)* < (2| + y)?* = Ve+y)? < V(zl+y)? =
|z +y| <||z|+|y|| = |=| + |y|- (In Mathematik B ebenso fiir Vektoren Z,%.)
~——

>0

6) Eine Betragsungleichung (Vergl. Ubung 6)

Aufgabe: Fiir welche reelle z ist |x + 1| < z + 37
Also gesucht: L={z eR: |z + 1| <z + 3}.
a) rechnerisch:
1. Fall: z+1>0, dh. > —1.
Dannist [r+1|=z+1lundr e L<=zx+1<z+3

<1< 3, dasist wahr, d.h. L1 =[-1,00].

2. Fall: x4+1<0, d.h. =z <-1.

Dannist [r+ 1| =—(z+1)undr € L= —x—1<z+3
2> -4 x>-2 dh Ly=]—-2,-1].

Ergebnis: L =Ly ULy =] —2,00].

b) graphisch

& ¢
N
AN

y=1z+3 L: hierist [z +1| <z +3
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§2: Funktionen

2.1 DEFINITIONEN UND BEISPIELE

Def.: Eine reellwertige Funktion ist eine Vorschrift, die jedem Element einer Defini-

tionsmenge genau eine reelle Zahl zuordnet.
Vorlaufig: Funktion = reellwertige Funktion

Beispiele:

Definitionsmenge = Menge von 5 Studenten; die Funktion ordnet jedem Studenten
die Grofle in cm zu. Die Groflen seien 175, 180, 182, 190, 180.

Wir wahlen Namen:

Definitionsmenge: S (tudenten)
Funktion: G (r6Be)
Variable fiir 1 Student: a

Variable fiir Grofle: [

Nach Numerierung der Studenten ist S = {1,2,3,4,5}.

Die Funktion wird symbolisch geschrieben
G:S— R:a— G(a)
oder G: 5 — R
oder I = G(a) fira € S
oder | = G(a)
Dann gilt z.B. G(1) = 175, G(2) = 180, G(5) = 180,
Va € S:175 < G(a) < 190.

Also Schreibweisen fiir Funktionen:

f: D— R: T —

(Funktion) (Def.  (mogliche (unabh.
menge) Funktionswerte) Variable)

f: D— R

y = f(x), xe€D

(abh. Var.)

y = f(z)

f()
(Funktionswert
in z)

2) Ein Stein wird mit 20 m/sec senkrecht in die Hohe geworfen. Gesucht wird die Héhe

als Funktion der Zeit.
Wahl der Namen:

Definitionsmenge: T
Funktion: h
unabhéngige Variable: ¢
abhangige Variable: 2z
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Somit h:T — R:t+— h(t) oder z = h(t), t €T.

Physik: h(t) = —th +20t.

Der Einfachheit halber sei:

g =10 m/sec? = h(t) = —5t% + 20t; h(t) > 0 <= 0 < t < 4.
Also T = [0,4] und

h:[0,4 — R : t — —5t2 + 20t

oder: z = h(t) = —5t% +20t, t € [0,4]

Graphisch:

z[m]

2 0 — 2 4 tlsec] 6
T

Def.: Fiir eine Funktion f: D — R mit D C R ist der Graph (= das Bild ) von
f die Teilmenge {(z, f(x)): x € D} der Ebene R?.

3) Der Einheitskreis z? + y? = 1 (eigentlich genauer {(z,y) € R? : 22 + 3% = 1})
besteht aus den Graphen zweier Funktionen:

f:-1L,1]] - R:z+— V1 —2a2
und g: [-1,1] - R:z+— —V/1 — 22

; y=f(z)
Merke: Eine Funktion
ordnet jedem Element der
. o Definitionsmenge genau
\ / einen Wert zu.
‘ y=g(z)

4) Das Paraboloid f : R? — R : (z,y) — 22 + y? ist eine Funktion zweier
Veranderlicher. Es gibt 2 unabhangige Variable =,y und 1 abhangige Variable z.
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Graph:
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2.2 OPERATIONEN MIT FUNKTIONEN UND EINTEILUNG

Def.: f: Dy — R,g: Dy — R seien 2 Funktionen und D = Dy N D9 # {}.

Dann definiert man

f+9:D—R:z+— f(x

+ g(x),

)
)

f—9g:D—R:x+— f(x)—g(x),

fr9g:D—R:x+— f(x)g(z)

f

E:{xED:g(a@)%O}—)R:xHM‘

9(x)

Bsp.: 1) f(x) = |z], g(x) =2, D=R

Mehr dazu: Math.

6 y: |£(;|—|—2 20:-——:Y
: Y
y = 2|x| #
2
. y=lz| -2 :
\\\ ///
hiNe o tid |z| Smmmmmm—en T
4 .2\\\\ 0 /,/2 X g y — T /‘ R B e
S L 3 2 1
\_z\of

2) f2=f-f, dh f3(z)= f(z)? und allgemein f"(z) = f(z)".

7.B. sin® z = (sinz)? darf man nicht mit sin(z?) verwechseln, vgl. Ubung 11.

Es sei ¢ > 0.

Die Funktion

hat im Vergleich zu y = f(z) den Graph

y= f(z) +c um ¢ nach oben verschoben
y=f(z)—-c um c¢ nach unten verschoben

gestreckt (¢ > 1)
y=f(z)-c in y— Richtung

gestaucht (¢ < 1)

um c¢ nach rechts (!) verschoben

um c¢ nach links (!) verschoben

gestaucht (¢ > 1)
in x— Richtung !
gestreckt (¢ < 1)




Bsp.: 1)

sin(x+m/2)= cos x

12

\
\
X
a2 N\
\

f(x)=sin x

-15 -+

Diese Operationen sind Spezialfalle der Zusammensetzung von Funktionen.

154

os+/

sin (2x)
N,

-15 -+

Def.: f: M —R,g: D — R und D C R. Dann heifit:

gof:{xeM: f(r)e D} — R:x v+ g(f(x))

die Zusammensetzung von g mit

3

\
\, /
N

In Worten: g o f heifit, “wende ¢g auf das Ergebnis von f an”.

Vorsicht: La. ist go f # fog.

Bsp.:
f@) | g(x) | goflz) fog(x)
sin x VT Vsinz sin+/x
x+c || |z + ¢ |x| + ¢
e” Cos T cos(e”) eeos®
E 22—1| L _1(s Bild)| —— (s. Bild)
- 2 22 _
54 Sf v
gof : foyg 1

H
K
ol

siehe auch Ubung 11.
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Einteilung der Funktionen (mit D C R)

(jede Klasse enthélt die vorige)

Konstante: y = c¢

X

lineare Funktionen: y = kx 4+ d

(Beachte: Bei senkrechten Geraden x

(d.h.z = ¢) ist y keine Funktion von x).

Polynome: was sich durch +, —, -, o aus linearen Funktionen erzeugen 1afit, d.h.
Y= anx™ + an_12" 1+ + a1z + ag

sieche 2.3

rationale Funktionen: was sich durch 4+, —,-,:, 0 aus linearen Funktionen erzeugen
1a83t, d.h.

P(z
,_ P

Q(x)
Vgl. Beispiel 2 oben und Ubung 10.

algebraische Funktionen: was sich durch Losung einer Polynomgleichung ergibt: z.B.

vy =2, dh. y = Yz oder y = /228 4 1\/x

, P, Q) Polynome

elementar transzendente Funktionen: was sich durch +, —, -, :, o aus Potenzen, sin x,
e?, arcsinz und Inz erzeugen lat (siehe 2.4, 2.6, §5)
hoher transzendente Funktionen:

Besselfunktionen: Ji, N, Kg, I},
hypergeometrische Funktion: oF(a,b;c; )

£ sint
Integralsinus: Si(z) = [ 1Tdt’ etc.
0

POLYNOME
Def.: Ein reellwertiges Polynom ist eine Funktion der Art P(x) = ap,z"+---+ajx+

agp, wobei n € {0,1,2,...} und ag,ay,...,a, € R. Wenn a,, # 0, so heifit n Grad
des Polynoms.

Polynome lassen sich mit dem euklidischen Algorithmus dividieren.

Bei Zahlen:
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170 : 3 = 56, d.h. 170 = 3 - 56 + 2
—[15}4
20
—[18]

2 = Rest
Bsp.: Es sei P = 23 — 322 4+ 4. Wir dividieren z.B. durch = — 1 :

(23 =322 +0x4+4): (x—1)=2® - 22 —2
~l" -2 L
— 22 4 0x
— [-227 + 27]
214
— [—2z + 2]
2 = Rest

Also
Plx)=2° 32 +4= (v —1)(2® —22 —2) + 2.

Daher: P(1)=(1—-1)(...)+2=2.
Also: Rest = P(1). Kontrolle: P(1) =13 —-3-12+4 =2/
Allgemein: P werde durch z — x¢ dividiert.

== P:(x—x0)=Q

r Rest
= P(z) = (¢ — x0) Q(z) + r = P(z0) = r. Somit:
Satz: 1) Wenn P durch z — x¢ dividiert wird, so ist der Rest = P(zg).
2) P ist durch = — ¢ teilbar, d.h. Rest =0
<= P(z9) =0, d.h. xy ist eine Nullstelle oder Wurzel von P.
3) P laBit sich eindeutig (bis auf die Reihenfolge der Faktoren) in der Form

P=(x—-x))(z—x1)...(x —x)- R

schreiben, wobei zg, ...,z die (reellen) Nullstellen von P sind, (k < n) und R
keine (reellen) Nullstellen hat.

Zuriick zum Beispiel P = 2% — 322 4+ 4. Wir erraten die Nullstelle 2o = —1
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(P(-1)=—-1-3+4+4=0)
(23 =322 +0x+4): (x+1) =2 —4a+ 4
S A ) A

— 4% 4+ 0z
— [~4a? — 4x]
dx + 4

— [z + 4]
0 = Rest

weitere Nullstellen: 22 — 4z +4=0= 129 =2++/4—4=2.
Also 7g = —1, 21 =2, 10 =2, P = (x+1)(z — 2)2.

(Kurven-
diskussion
siehe §8)

¥

g
o

Nach Teil 3) im Satz kann ein Polynom n-ten Grades hochstens n mal die x-
Achse kreuzen (= z.B. sinz ist kein Polynom). Systematische Nullstellensuche
(Newton’s Algorithmus) und Kurvendiskussion: §8.

Vgl. auch Ubung 9.

2.4 TRIGONOMETRISCHE FUNKTIONEN
(A) Im Dreieck (nur fiir 0° < a < 90°):

Ankathete
¢ cosq = ———
o Hypotenuse
i Gegenkathete

csina - cosa Sina — g
Hypotenuse
sinaw  Gegenkathete cos
tana = = cota =

cosa  Ankathete ’ sin a



(B) Am Einheitskreis:

Wir messen o meist im Bogenmaf, d.h.
180° = = rad(iant)

o

= — rad

o

180

rad wird meist weggelassen.

x > 0 heifit: P wird
durch Drehen im Gegen-
uhrzeigersinn um x von 1
aus gefunden. Bei z < 0
wird im Uhrzeigersinn
um |z| = —x gedreht.

Nach Pythagoras: sin®a + cos?a = 1.

Bsp.: a = 45° = sin«

cos 45°,

tan45° = 1.

Analog sin 30° =

(C) Graphen der trigonometrischen Funktionen:

——a rad

) ) LT
cosa = 2sin’« 1 = sin45°® = sin — =

1 3}
3 etc. s. Ubung 12.

e
N

x<0
Bogenlinge
o[ =-x

cot x . At
sinx
tanx P

Periode 27, d.h.
sin(x + 27) = sinz
cos(z + 2m) = cosx

Periode m, d.h.
tan(x + m) = tanx
cot (x 4+ m) = cot x
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1)sin(a + B) = sina cos 8 4 cos asin 3
Die Summensatze: ) )
2) cos(a + ) = cosavcos B — sin asin

Beweis von 1) (zu 2) siehe Ubungen 13, 14)
Der Einfachheit halber seien oo B,a+p€]0,5 |

} cosa-sin g

} sin(a + )

} cos - sina

sin(a+ )  sina cos 3+ cosa sinf icosa cos g tana + tan 3
cos(a+ ) cosa cos B — sina sin 3 B 1 —tana tanf’

3) tan(a + f) =

sin2a = sin(a + «) = 2sin« cos «

Verdoppelungsformeln: ) )

cos 2ae = cos(a + a) = cos” a — sin” «

EIGENSCHAFTEN VON FUNKTIONEN, UMKEHRFUNKTION

Def.: Essei f: D — R und D C R bzgl. 0 symmetrisch
(d.h.D ={—x:x € D}). Dann heifit

a) f gerade <=VrxeD: f(—z)= f(z)
b) f ungerade <=Vz € D : f(—z) = — f(x).

gerade
Satz: f
ungerade

<= der Graph von f ist spiegelsymmetrisch bzgl. {

der y-Achse
des Ursprungs

Bildbeweis
f(-x) = () "
(%) £ -f(x)
Bsp.
1) cos(—x) = cos(z) = cos ist gerade.
2) sin(—z) = —sin(z) = sin ist ungerade.

3) f(z) =2243 = f(—z) = —22+3; Jz: f(—z) # £f(x) = [ ist weder gerade

noch ungerade.

vgl. auch Ubung 15.
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Bsp.: f:R—R:z+—=2x+1 bzw. kurz y = 2z + 1 ist eine Gerade. Wenn wir
fragen, welches x zu einem gegebenen y gehort, so ist die Losung: y = 22+1 — y—
1l=2z =1z = yT_l Dies liefert die “Umkehrfunktion” f~!: R — R :y+— yT_l
Die unabhingige Variable wird wieder x genannt und dann ist f~1(x) = wT_l Zu
jedem y gehort hier genau ein x—Wert; die Funktion f ist “umkehrbar”. Das folgt
daraus, dafl sie “monoton steigend” ist.

Def.: f: D — R, DCR.
steigend

f heit monoton
fallend

}<:>V$1,$2€Dmitx1<x2; {
Bsp.:
fl:[O,OO[—)R;x|—)x2 e y=f1(x)

0< 2 <9 =27 <5

f1(x1)

Also ist f; monoton steigend

f2:] —00,0] — R : x +— 22

T < x93 <0 = 2% > 23 )

Also ist fy monoton fallend B |fzm>
fs:R—R:2+— x?

ist weder noch, denn z.B. — 1 < 1, aber (—1)? = 12

y=ts()

Def.. f: D —R,D CR. \
a) f heiflt umkehrbar (injektiv, invertierbar)
< Vxi,29 € D mit z7 # xo: f(x1) # f(22)
b) Die Menge B = {f(z) : x € D} heifit Bildmenge (oder Wertemenge) von f.

Beachte f monoton (steigend bzw. fallend) = f umkehrbar.
f(z1) < f(z2) bzw.
f(z1) > f(x2)
f(x2) < f(z1) bzw.
f(x2) > f(z1)
— jedenfalls f(x1) # f(z2). y

Bsp.: f1:[0,00[— R:z+— 2

Denn z1 # x5 = entweder x7 < x93 = {

oder To < T3 — {

ist monoton steigend, also umkehrbar;
B={fi(z):zeD}={2?:2€[0,00[} =[0,00]
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Def.: f: D — R umkehrbar, B = {f(x) : x € D}.
f1:B—R: flx)—2x

heifit Umkehrfunktion von f.

Somit: Vz € D: f~lof(x) =2 und Vy € B: fo f~(y) = y.
Vorsicht: Unterscheide f~! und %!

Konkret Wenn y = f(z), so ist # = f~!(y). Um f~! zu finden, rechnet man also
x aus der Gleichung y = f(z) aus. Damit die unabh. Variable wieder x und die
abhangige Variable wieder y heifit, vertauscht man dann = und y.

Graphisch: Der Graph von f~! entsteht aus dem von f durch Spiegelung an der 1.
Mediane y = x :

xo=F"1(t,) ya

1= f(x,) -

Bsp.: fi:[0,00[—— R:zr— 2%y = fi(z) =27

r > 0= 2z = ,/y; Vertauschung: y = \/z, d.h.
fiti0,00[—R:z+— \/x

Ebenso fz:] —00,0] — R: 2+ 2% y = fo(x) = 22, ' '
r < 0=z = —,/y; Vertauschung: y = —/x, d.h. Oé’/

— fy ' [0,00[— R:z+— —/x
f3: R — R : x> 22 nicht umkehrbar, da f3(—1) = f3(1).

Die Spiegelung des Graphen von f3 an y = z ist keine Funktion.

f2 fa y

N
keine
Funktion
(gl 2 1)
AN A

2.6 ARCUS-FUNKTIONEN
So heiflen die Umkehrfunktionen von gewissen Teilen von sin, cos, tan, cot .
Def.:
1) f:[-%,5] — R: 2+ sinz ist monoton steigend und daher umkehrbar.

f~! heiit arcsin.
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Graphen:

7 f1=arcsin
l 4

—7/2 /2 X

—m/2

Wertemenge von f:[—1,1]

Also:arcsin : [-1,1] — R :sinz —

}a

el—

[SIE

5]
Figenschaften: monoton steigend und ungerade
Werte: arcsin(—1) = —7,arcsin0 = 0,arcsinl = 7.
2) f:]0,m] — R :x — cosz ist monoton fallend. f~! heifit arccos.
Graphen:

1,54 .4
y y
1]
/2
05+ t
f'=arccos
) /2 X
.0'5 +
t +—> X
2 1 1 2
-1+
.1'5 L
Wertemenge von f:[—1,1] Eigenschaft: monoton fallend
Also: arccos: [—-1,1] — R Werte:arccos(—1) = m,arccos0 = 7, arccos 1 = 0

3) ] —%,5[— R:2z+— tanz ist monoton steigend. f~' heifit arctan.

Graphen:

24

f* = arctan
14 /2

|

—7/2

—m/2 72

monoton steigend und ungerade
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4)arccot ist f~! zu f:]0,71[— R: 2+ cotx

24

y f

w2

Bsp.: 1) Gesucht
o = arccos(—3).
— o =120° = 3.
Allgemein:

% arccos x

arccos r + arcsinx =

Beweis: fiir z € |0, 1];

-

arcsin x

T 3
arccos X

siehe auch Ubung 17.

monoton fallend

D.h. cosa=—1 und « € [0, 7]

arcsin x
1

= 90°.

t
/\- arctanx

(0>)x

fir x € [-1,0]

o—P=n/2

-arcsin x=f

arccos X =q

3) Vorsicht: Unterscheide % und f~1. Z.B.

f]-5,5[—Rizr— tanz; f~! = arctan
/2 a2
%{.’L’G]_%vg[’r#o}—)R thanm_COtw T
21
228 3
l,ST ’
y
14 1
05+
. =2 /2 X
—7/2 /2
-0,5 + 1/f 1
1

15+
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1
Vorsicht: Fiir eine Zahl ¢ € R mit a #0: — = a~ L.
a

Aber fiir eine Funktion f ist die Bezeichnung f~! reserviert fiir die Umkehrfunktion.

Allgemein:Vox € D : f~X(f(x)) =z; Vo e B: f(f~(z)) = .

arcsin etc. sind die Umkehrfunktionen von sin etc. in den ausgewahlten Intervallen!
a)sin(arcsinz) = z fur z € [—1,1]

Es gilt also z.B.

& b) arcsin(sinz) = z fur x € [—g, g]
Wenn in a) x ¢ [—1,1], so ist arcsinz nicht definiert,
wenn in b) z & [~7, 5], so ist die Gleichung falsch.

z.B. arcsin(sinm) = arcsin0 = 0. arcsin(sinm) # 7 aus demselben Grunde wie

VED? £ -1

Genauere Untersuchung fiir arctan :

Wenn = €] — 7, 5 [, so ist arctan(tanz) = x;
wenn z €%, 3% [ soist arctan(tan z) = arctan(tan(z—m)) =

tan periodisch weil z—me }—g,g\[
x — .

Allgemein: arctan(tanz) = x + km, wobei k € Z so, dafl x + kr €| — 5, T [.
Vergleiche auch Ubung 18.

Summensatz fir arctan :

arctan x + arctan y = arctan( 1:3 +y ) falls zy < 1.
(fiir den anderen Fall siche Ubung Z3)
Beweis:

) tan o + tan 8
a) Es seien a = arctanz,5 = arctany an(a + () o) T tanatan
r+y r+y

— arctan(tan(a + 8)) = arctam( )

1—zy N — Z 1—2y

=a+p=arctan x+arctan y
falls a +8 €] — 5,5 [.
b) Wenn = > 0,y <0, soist « €]0,5 [, €] = 5,0[=a+p€] -5, 5[

Ebenso fir z < 0,y > 0.

Wenn z,y > 0 und zy < 1, so ist y < % — [ = arctany < arctan% =
s.Ub.17
T

2

T
2
Ebenso fir z,y < 0,zy < 1. O

arctanr =2 —a—=a+ <

5 = a+pBe] -5, 5[
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§3: Grenzwerte (Limites)

3.1 GRENZWERTE VON FOLGEN

Bsp.:

) L1 1
72737 an—n

2)  3,3,3, an =3
123 n—1
0,-,=,=,... " =

3) 456 = 2

4) 1,—-1,1,—1,... a, = (—=1)" 1

5) 1,2,3,... an =N

Def.: Eine Folge ist eine Funktion auf der Definitionsmenge N, d.h. f: N — R:
Schreibweise: Statt f, g, etc. verwendet man die Buchstaben a,b, etc. und statt
a(n) schreibt man a,,.

Verhalten fiir n — oo :

1
1) lim —=0
n—,oo M
2) lim 3 =3
n— oo
n—1
3) li =1
L
4) lim (—1)""! existiert nicht
n— oo

5) lim n = co.
n— o0

“Anschauliche Definition”: Fir o € R hei3t lim a,, = o : a, nahert sich o mehr
n— oo

und mehr, wenn n gréBer und grofler wird. D.h. fiir jedes € > 0 : |a,, — a| < € bzw.
ap €|la —e€,a+ €[ fiir n grofl genug, d.h. ¥n > N.
Bild:

alle a,, ab ay sind hier

Def.: a,, n € N, sei eine Folge.

1) a € R heifit Grenzwert (Limes) von a,, <=

Ve>0:dNeN:Vn> N :a, —a| <e (%)

2) Wenn a,, n € N, einen Grenzwert hat, so heifit die Folge konvergent, sonst divergent.
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Schreibweise: Wenna Grenzwert von a,,, n € N ist, schreibt man

lim a, = « oder a, — o fur n — oo.
n— 00

(¥) in Worten: Fiir jedes positive e existiert eine natiirliche Zahl N, sodafl alle

Folgenglieder ab ay von « weniger als € entfernt sind.

Beachte Je kleiner €, umso gréfler wird man i.a. N wahlen miissen.

1
Bsp.: 1) a, = —
—_— n
) 1 . ) .1
Anschaulich: — nahert sich 0. Also lim — = 0.
n n—oo N,

Exakt: Fiir € > 0 ist zu zeigen, daB 3N € N: [Vn > N : |1 — 0] < €]

1
< [— < efiir n > N]
n

1
— =<
N €

1
< N > —
€

1
So ein N existiert. Also gilt lim — = 0. (Wenn z.B. € = 0.147, kann N = 10

n—o0 N

1
gewahlt werden; das kleinstmogliche N ist 7, da 0147 6.8... . Wir miissen nur
zeigen, dafl zumindest ein N existiert. .
Bild:
I I —l e Zahlengerade
— € 0 .ar € Qg
an = 3. Wegen |a, —3| =0<e€ firalle ne N
kann fiir jedes ¢ N =1 gewahlt werden.
-1 -1
Anschaulich: Fiir grofles n ist ~ 1, d.h. lim r =~
n—+2 n—+
-1 -1- 2
Exakt: (*)‘n —1‘<e<:>‘ﬁ (fi+2) < €= <e=n+2>
n+2 n+2 n+2

§<:>n>§—2, d.h. wahle N>§—2. Dann gilt (x) Vn > N.
€ € €

Also: lim a, = 1. Vgl. auch Ubung 19.

n—oo
Was passiert, wenn wir den Limes falsch raten?

-1
n ;O.Esseie<1.

Probiere z.B.: lim
n+
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-1 -1
(%) ‘n —0‘<6<:>n—<€<:>n—1<e(n—|—2)<:>n(1—e)<1—|—2€<:>
n+ 2 n+ 2
2¢+1
n < .
1—e€
(x) gilt also nicht ¥n > N sondern nur fiir kleine n.
-1
Daher ist i 0
aher is nl_)fglon+2 =+
Allgemein:
Satz: lim a, =« und lim a, == a =7
n—oo n— o0

Beweis Fir e >0sei NeN:Vn>N:|a,—a|<eund |a, — | <e = |a— 05| =

|O‘_an+an_6| S |Oé_an|+|an_ﬁ|<26
A—Ungl.

Also gilt |a — | < 2¢ fiir jedes € >0 = a = . O
Somit: Wenn ein Limes existiert, ist er eindeutig.
a, = (—1)n1
Anschaulich: Die Folge divergiert, da es keine Zahl a gibt, der sich die a,, ndhern.
Exakt: Annahme: lima, = «
Essei e=1und |a, —a| <e=1 fir n > N
— lay —a| <1, |anyy1—a| <1
= [l-a|<1,|-1—-0a|<1
—_—
=1+«
:>2>|1—a|—}—]1+04\A2l\l—a—|—1+a|=2 Widerspruch
gl.

-Un,
a, = n divergiert. Beweis wie im Beispiel 4).
Die Folge a,, = n divergiert in ganz spezieller Weise.

Def.: a,, n € N, sei eine Folge.

a, divergiert gegen oo <—=VM e N: N eN:Vn>N:a, > M

a, divergiert gegen —o0 <= VM e N:AINeN:Vn>N :1a, < -M
Schreibweisen:

1) nli_)néoan:oo bzw. a, — oo fiir n — oo

2) nh_}n;O a, = —o0 bzw. a, — —oo fir n — oo

Vergleiche auch Ubung 20.
Bsp.: 6) Flir ¢ > 1 ist lim ¢"” = oo.

n—oo

Wir brauchen dafiir den folgenden
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Hilfssatz h >0,n e N= (1+h)" > 1+nh
Beweis (14+h)"=(14h)---(14+h)=14+nh+--- O

N J/
v

n—mal

h=c—1>0=c"=(1+h)">1+nh
M-1
h

— "> M fir n > N, wenn 1+nh > M fir n > N d.h. wenn N >

Also gilt lim ¢" = oo.
n— o0

Bemerkung: Damit lim a, definiert ist, geniigt es, a, fiir grole n zu kennen.a,,
- n—oo

braucht fiir kleine n gar nicht definiert zu sein.
3
. n° +n . ..
Z.B.: gesucht nlgngo o — 32 11 A definiert fiir n > 2

3.2 GRENZWERTSATZE (GWS)

Um lim a, = a zu zeigen, haben wir bisher a erraten und die Definition (mit
n— o0

€, N,n) verwendet. Beides ist unbefriedigend.
Satz 1: Es seien a,,b,,n € N, zwei konvergente Folgen, a = lim a,,3 = lim b,.
n—oo n—oo
Dann gilt:
1) a) lim (a, +b,) =a+ S, lim (a, —b,) = a — f;
n—r oo

n—oo

b) lim (a, - b,) =« B.

n—oo

2) a) Falls 8 # 0, soist lim Z—n = %; (Beachte: Z—n ist definiert, wenn b,, # 0. Fiir
n—oo n n
geniigend grofles n ist das der Fall, da lim b, = 8 # 0.)
n—oo
b) falls B =0,a >0 und IN € N:¥n > N : b, >0, so gilt lim - = co.

n— o0 n

(Ahnlich fiir & > 0 und Vn > N : b, < 0: Ergebnis —oo; etc.)

Beweis
1) a) Es seien € > 0 und ]an—a]<§,|bn—ﬁ|<§ fiir n > N. Dann gilt Vn > N :

€

2

€
|an+bn—(a—|—6)|§|an—a|+]bn—ﬂ]<§+ =€
T

A —Ungl.

€

4
und \an—bn—(a—ﬁ)\g]an—a|+!ﬁ—bnl<§+2

= €

Dies ergibt lim (a, £b,) = o £ .

n—oo



Bild: an « n 5 b s
—— = g h— | |
€/2 €/2 ¢)2 ¢/2 —v—/e —/—’6

b) Es seien € > 0 und C > |af,|8]|,1,6e und N € N mit VYn > N : |a, — o] <
%>|bn_5| < % Dann gilt Vn > N :
(b = 18+ bn — Bl < |B] + |bn — B| <C+ 55 <C+ 1 <20
= lanbn — af| = [(an — )bn + a(bn — B

< lan — allby| + |[bn, — B

<35-204+C-35=¢

1
a) Es geniigt, wenn wir lim 5= 3 zeigen und 1b) verwenden.
n—)oon
limbn:5#0,6:|2ﬂ|:>ElN1:VnZle\bn—B|<@ﬁVnZNlﬂbn\z
n—oo
18l _ 18
— |bp — — =
181~ b — 811 > 18]~ L1 = 10
. €| B2 1 1
Esseinun e >0=—= 3N > N; :Vn > N : |5 —b,| < 5 :VnZN:b——E’§
_ 2
b= Bl o1
by, - B 2 Blg
b) Fir M € N sei N € N mit
VnZN:|an—a|<%und|bn|<%undbn>0
a !
> N: n - d bn oNT
— Vn > a >2un 0< <2M
. 1
. Qnp
Also lim — = ([l
TL—>OOn
Bep.: i At 1+ 20
Sp.. 11Im = 1im--———-—-—-- =
=P s T 3n2 + 1 2-3 4L
im(1+:%) 1  liml4lim: . lim: 140-0 1

im2 -2+ %) lm2—-3-lm2+(lmLi)3  2-3.0+0° 2

0

/
N 1 )
Abgekiirzt; lim 23—”1 =35 Vgl. auch Ubung 22.
T n T nd
| {
0 0

Problem: Was passiert z.B. fiir lim a, = co?
n—oo



28

Satz 2: Es seien lim a, = «, lim b, =f, a,f € RU{£oo}
n— o0

n—oo
1) a=o00,0# —© = lim(a,, + b,) = o0;
2) a=o00,0# = lim(a,, — b,) = oc;
_ . _Joo :B8>0VB =00,
3) a=00,8#0 = lim(ayn, b”)_{—oo B <0V B =—o00;
- . Gp  foo >0,
4) a-oo,ﬁ;éo,ﬁ#:l:ooéhmbn—{_oo L B<0:
5) «a# too,f =+o0 — lim 2 =0,
n—o0 by,
Beweis: Ahnlich wie bei Satz 1.
Einige Falle bleiben iibrig.
Def.:
Wenn so heifit die Folge vom Typ
a =00, =00 an — by, “oo — 00”
a=o00,=0 G - by, “o0 - 07
a = 00, 5 — 00 a_” “@»
by, 00
an 0
=0 =0 -on “-»
o 7/8 bn 0
a=1,8=00 abr “1°07

In diesen Fallen 1afit sich von vornherein nicht sagen, ob der Limes existiert, und,
wenn ja, was er gibt.

Bsp.: 1) Die folgenden Folgen sind alle vom

3 2 2n+n(—1)"
R T T T e
lim % 1 00 0 existiert nicht
n—oo
lim (vn? +2n —vn? —n) Typ:“oco — 00”
n—oo

(/4 2 on — 2 _
VAV (el (a— b)(a+b) = a? — 1?) = Tim 2= —n)

n—o00 \/n2 4+ 2n+vn? —n

. 3n
im
n—00 \/n2 +2n++/n2 —n

n .

3 3
:”lggo\/1+3+\/1—l:5

1 {
0 0
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Numerisch:

V3~ 1.73 V120 — V90 ~ 1.47 V10200 — /9900 = 1.496

(Genaugenommen verwenden wir hier aufler Satz 1 noch, daf

SR VTR =y )

d.h. daf man ,/ und lim vertauschen kann. Dies wird in 4.2 néher begriindet. )

Satz 3: (EinschlieBungssatz) Es seien a,,b,,c, 3 Folgen mit 3N € N:Vn > N :

an < b, < c¢,. Weiters sei lim a, = lim ¢, = a. Dann gilt auch lim b, = a.
n— oo n— 00 n— 00

Beweis: Fir n > N sei |a, — | < ¢,|cp, —a] <eund a, < b, <¢, = a—€<
ap <b,<c,<a+e=|b,—a|<e O
Bemerkung: Ebenso sieht man:

[ =lima,, f=Ilimb,, AN e N:Vn > N :a, <b,] = a <.

Bsp.:

sinn 1

,Cp = — = Vn :
n n

. sinn
lim
n—oo n

. 1
=7 —1 < sinn < 1; setze also a,, = ——,b, =
n
sinn

an < b, <cp;lima, =limec, =0= lim
n—oo N
lim {/6™ 4 5™ =7
n— o0

ap =6<b,=6"+5"< V/2-6"=6-V2=c,

d i siehe Hilfssatz
6 6
= lim {/6" + 5" =6.
n—oo

Numerisch:n =1:11, n=2:v/61~7.21, n=10: V6! +510 ~ 6.6

Vorsicht: Auch wenn Vn : a, < b,, so kann doch lima,, = limb,, sein.

Hilfssatz d > 0 = lim Vd = 1.

n—oo

Beweis: 1. Fall: d =14/
2. Fall: d > 1. cin 3.1
. . . A .
Fiir e>01ist lim (14¢€)" =00 (s. Bsp. in 3.1)

n— o0

— INeN:Vn>N:d< (1+¢€)"
$1<’\1/c_i<1+e:>\f/a—1\<e. Also lim V/d=1.

n—oo

3. Fall: 0 <d < 1. Dann gilt

1 satz1 1 2.Fall 1

lim ¥/d= lim _ = 1. O
n—00 n—oo 1/1/d lim {/1/d 1
~— n—00

>1
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steigend
fallend

Def.: 1) Eine Folge a,,, n € N, heiffit schwach monoton {

Gn S Gn41
an, Z Ap+1

2) Eine Folge a,, n € N, heift nach {
a, < S
a, > S [

Satz 4: Wenn die Folge a,, n € N, schwach monoton {

} <~—=VYneN:

oben

unten

} beschrankt «<—= 3S € R : Vn € N :

steigend

und nach
fallend

oben
beschrankt ist, so konvergiert sie.
unten

Beweis: Z.B. fiir steigend und nach oben beschrankt.
Bild:

]
—_
=)
)
ne

Es sei I1 = [a1,S]. Wir teilen I; in die 2 Intervalle [aq, “4°] und [245, S] und
setzen

[algrS ,S] falls dieses Intervall ein a,, enthalt, d.h. falls 9n : a,, > a ;_ S;
I, =
[ai, %] sonst, d.h. falls Vn : a,, < A ;— 5

Weil a,, schwach monoton steigend ist, liegen dann ab einem gewissen N alle a,, in
I, dh. AN eN:Vn> N :a, € I.

Es sei Iy = [l2, 73] und

l
[ 2 ; 2 ,T2] falls ein a,, hier enthalten ist;
In —
’ l2 + 12
[l2, 5 ] sonst.

Wieder giltdN e N:Vn > N : a, € I5.

Wenn wir so fortfahren, erhalten wir eine “Intervallschachtelung” Iy D Io D I3 D ... .
Das Intervall I; hat die Linge (S —a1)-2'7% — 0 fiir K — 0o = es gibt genau
eine reelle Zahl o mit Vk : a € Ij. (Dies ist die sogenannte “Vollstéandigkeit” von
R.)

Dann gilt lim a, = «a, denn
n—oo
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Ve > 0:3k: (S —a1)2' 7% < € und fiir dieses k:
AN :Vn > N : a, € I, = fiir dieses N : Vn > N : |a, — a| <e. O

Bsp.: 1) Es sei a1 = 0,a2 = /6 +a1 = V6,a3 = 6+ az = V6416 etc., d.h.
n+1 =+V06+a, fir n=1,2,...

ai as ...
I I — i
0 1 2 V6 3=a
a) a, ist nach oben beschrénkt, denn a; < 3,a2 = V6 < 3,..., wenn a, < 3, so ist

aps1 =6+ a, <v6+3=3. Also VneN:aqa, < 3.

) ) il ay,>0
b) a, ist monoton steigend, denn a, < apy1 <= a, < V6 +a, (Weéy ) a2

a, <
6+ ap <= (an +2)(a, —3) <0< -2 <a, <3y
c) Nach Satz 4 existiert « = lim a,.
n—oo
d) Dann ist & = lim apsr = lim 6+ an = /64 lim an = V6 Fa = a? =
n—oo n— o0 n—oo

6+ o= ac{-2,3} = (weila positiv sein mufl) a = 3.
So kann v fir v > 0,v € R definiert werden. Wenn z.B. u > 1 und p; < ps <
. ,pn € Q, mitnli)ngopnzv>0undv<q€@, so ist wPt < wP? < ... <

al a2

u? = lim uP" existiert und definiert u” (Man zeigt leicht, daf§ die Auswahl der
~~~ n—00
s

pn keine Rolle spielt.) Z.B.: V2 . pr=1<ps=14<p3 =141 = a1 = 2,0, =
214 = W/OIL go = 2L41 — "/2UI otc. 2V2 = lim a,.

n— oo

Dann gelten die iiblichen Rechenregeln, wie etwa
(i) (a-0)" =a”-b%;

(ii) a?*¥ =a" - a¥

(iii) (a¥)¥ = a®"

(iv) 0<a<bAv>0=a" <b"

Wir beweisen z.B. (i).

1. Fall v=neN:

(a-0)"=(a-b)-(a-b)---(a-b) =a™-b", da die Multiplikation in R assoziativ und
kommutativ ist.
2. Fall v=1 neN:

a-b)Y = Va-b = Zahl, deren n—te Potenz a-b ist; ({a - ¥Vb)" = ({/a)" -
/b)™ = a - b nach dem 1. Fall, d.h. (a-b)" = a- V/b=a’-b".
cFall v=", mneN:

—~

w




3.3

32

(a-b)" = /(a-b)m = Vam - b = {/a™ - Y™ = a¥ - b’ nach den ersten beiden
Fallen.
4. Fall veQ, v<0:

1 1 1
(a-b)~v T o b
5.Fall veR, p, €Q, p, » v flir n - 00 :

(a-b)” = lim (a-b)P» = (4. Fall) = nli_)ngo(ap" ) = (GWS) = av - b".

n—oo

(a-b)¥ = a’ - b¥ nach dem 3. Fall.

GRENZWERTE BEI FUNKTIONEN

1 1
Bsp.: Die Folge a,, = —, n € N, ist eigentlich die Funktion a : N — R : n — —.

Graph:

: : : o +
Sx1 05 1 2 3
1

GefiihlsmaBig gilt auch lim 1 =0.

T—00 I
Def. 1: Es seien a« € R, f : D — R, und D enthalte beliebig grofie x (d.h.
VNeN:JzeD:xz>N).
lim f(z)=a<= Ve>0:INeN:Vze D mit > N :|f(z) —a| <e

flx) > M }

00
lim f(z) = — VM ecN:INeN:Vz € D mit x > N :
- flx) < —M

T—00 o0

(Analog lim )

T——00
(Vergleich zu Folgen (x) in 3.1:
.Vn>N: |a,—a|<e
a, > M
bzw.
a, < —M
Statt n kommt x, statt a, f(z).)

. . m . .
Bsp.: lim — =0, lim arctanx = —, lim /z =00, lim —x = —o0.
T—00 I T—00 2’ r—oo T—00
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Anders als bei Folgen kann man bei Funktionen auch lim f(z) definieren.

T—rTQ
—1
Bsp.: f:{zx€[0,00[:2#1} —R:z+— \/5_1
f(0) =1
f(2) 2—-1=0.414
1
£(3) = 5(\/§—1) ~ 0.366
1
4 = - 0
2 1— %
’ 2= o =0
1 4
l ¥
M < 0
X
1 D 1 2 3 4
-1
, Vo —1 : 1 1
xlﬁlnl f( ) m;ﬂﬁ (\/E— 1)(\/E+ 1) wl%lnl \/E—f- 1 (genauer spiter) 2
1l
1

Def. 2: Es seien zp,a € R, f : D — R, D enthalte beliebig nahe bei xy Punkte
x#xo (dh V9>0:3x € D:0<|z—x0] <9).

lim f(z) =a <=

T—TQ

Ve>0:30>0:Vx e D mit 0 <|z—xo| <d:|f(x)—a|<e (%)
00
lim f(x)= =
T—TQ —0
VM e€N:36>0:Vz € D mit O<|x—x0|<5:{

flz) < -M

(x) anschaulich Wenn z nahe bei zg, so ist f(z) nahe bei a.

(%) in Worten: Fiir jedes positive € existiert ein positives §, soda$ fiir alle = # x,
die von zy weniger als § entfernt sind und in D liegen, gilt, daf§ f(x) von a weniger
als € entfernt ist.
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(%) im Bild
Was f(z0) ist, y
ist fir lim f(x) o) ¢
T—rXT0 f

unwichtig! { afe

a ‘/
ro mufl gar arFe
nicht in D liegen
(vgl. Bsp. oben)

/ XO—(S )(0 X0+(§ 9)(
N——
T wenn x hier, so ist

|f(z) —a| <e, dh. f(z) dort.

(Bemerkung: Wenn D Punkte x # xg beliebig nahe bei xy enthilt, heift xq ein
Haufungspunkt von D. Z.B. fir D =]1,2[U{3} sind alle = € [1, 2] Hiufungspunk-

te. Wenn xy kein Haufungspunkt von D ist, hat das Symbol lim keinen Sinn.
T—X0

Z.B. hat lim a, keinen Sinn.)
n—no

Bsp.: Wir wollen mit Def. 2 lim1 Va =1 zeigen.
- T—r

Hier ist xg = 1, =1 und es ist |/z — 1| < € fir |z — 1| < § zu zeigen.

Wir setzen 0 < € < 1 voraus (wenn (%) fiir kleine e gilt, dann auch fiir grofe).
Wr—1ll<e<=1l—-e<r<1l+4+e<= (alles >0)
l—e<z<(l+e?<=1-2e+e<z<1+ 26+ €

= 2t <z—1<2+¢€

= —€(2—€) <z —-1<e2+¢).

Esist 0 <e(2—¢€) <e(2+¢). v
Wir setzen daher 6 = ¢(2 — €). Dann gilt (%), T

y=+/ X
dh |z-1<d=|Vr—-1| <e {111
Z.B. fiir e=0.1ist §=0.1-1.9=0.19 09

121
081 1 1.19 x
T wenn z hier

so ist y/z dort.
Vgl. auch Ubung 26.
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Die Grenzwertsatze gelten auch fiir Funktionen:

Satz: Esseien DCR, f: D —R, g: D —R, z9,a, € R und lim f(z) = «,
T—rTQ

lim g(x) = . Dann gilt:

lim (f(2) * g(a) =a " 6.
a) Wenn 8 # 0, so ist xlggo % — %;

~—

b) wenn f =0 und o > 0 und g(x) > 0 fiir g # x bei xp, so ist lim @) =
w0 g(x)
0.
Wenn f(x) < h(x) < g(z) fiirein § > 0 und alle z mit 0 < |z —z¢| < 6, und a = g,
a.

so ist auch lim h(x) =
Tr—rTo

Beweis: Analog zu 3.2

Bsp.:
lim 1 Satz 2)a) 1 Satz 1) 1 voriges Beispiel 1 N 1
=1y +1  lim(Vz+1)  (limyz) + 1 - 1+1 2
z—1 z—1
1
lim — = oo, da lim |z| =0 nach 2) b)
z—0 ‘:1:| z—0
1
Vorsicht: lim — existiert nicht.
z—0 T
y y=1/x
0 X
1 1 -
Wenn f:]0,00]— R:z+— —, g:] —00,0— R:2+— —, soist lim f(z) = oo,
T T z—0
lim g(z) = —oo.

1
Um das auch aus der urspriinglichen Funktion — zu erhalten, machen wir
x

Def. 3: Es seien xzg,a € R, f: D — R, D enthalte beliebig nahe bei xy Punkte
T > Xg.

I{Jm flz)=a<=Ve>0:30 >0:Vz € DN]xg,xo+0[: |f(z) —a] <e.

flx)>M
flx) < —M

TN\(Zo —0o0

00
lim f(x):{ <:>VM€N:E|5>O:VxEDﬂ]xo,mo—i—d[:{
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Andere Schreibweisen: lim oder lim .
xlxo T—To
r>x0

Analog hfm , vgl. Ubung 30.
x o

Beachte Wenn D ein Intervall um xy enthélt, so gilt: lim f(z) existiert <

r—rTo
lim f(z) und lim f(x) existieren und sind gleich.
T To T \(To
B 1)1'1 denn Vz €]0, - [: f(z) Lo m
Sp.: im — = oo, denn V& =[: flx)=— .
P N0 T ’ "M x
(hier D ={z € R:z # 0}).
1:2>0
2) signz:R—R:z+— 0:x=0
—1:2<0
y y = sign x
1 c /
lim si =1
X x% sign x
lim si =-1
. xl}% sign x
Vergleich der Definitionen:
Symbol Bedingung anx € D Bedeutung
Def. 1 lim x> N x grofl genug
Tr—ro0
Def. 2 lim 0<|z—x0| <6 x # g, x nahe bei zq
T—rTo
Def. 3 l{‘m o< x<xTo+0 x > xg, * nahe bei xq
T \(To
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§4: Stetigkeit

4.1 DEFINITIONEN UND BEISPIELE
Bsp.: Wir haben gezeigt, da8 lirn1 V=1 (=+1)
e T—

Allgemein gilt fiir eine stetige Funktion f: lim f(x) = f(z¢) wenn xo € D.

Tr—rTo
Def.: f:D— R,z € R,D CR.
f heiBt stetig in 9 <= lim f(x) = f(=zo)

Tr—rTo
Genauer heif3t das: a) lim f(x) existiert;
T—X0

b) f(xo) existiert, d.h. z¢ € D;
c) die zwei sind gleich.

(Bemerkung: In einem Punkt xy € D, der kein Haufungspunkt ist (ein sogenannter
isolierter Punkt), nennt man f auch stetig, obwohl lim f(z) nicht sinnvoll ist.

Tr—rTo
Dieser Fall spielt bei uns keine Rolle.) ,
f
Bsp.: Es sei g = 0. '
1l:2>0 "
fi=signz:R—R:z+—— 0:2=0 *
—-1:2<0
hier ist a) nicht erfiillt ’
2R R 1:x#0 ; Le

fo=sign"x:R—R:2+— 02 =0

hier ist ¢) nicht erfiillt x
far{freR:z2#0} —R:xr—1 y

hier ist b) nicht erfiillt i

1

fi=1:R—R:2+—1 ist stetig in 0.

Anschaulich: “In zg stetig” heif3t, wir miissen beim Zeichnen nicht absetzen in zq.

Mit € : Wenn wir o = f(xo) in der Definition von lim setzen, ergibt sich:
T—rXT0

f stetigin zg <= xo € DA lim f(z) = f(x¢) <= zo € DA
r—xo

Ve>0:36>0:Ve €D mit |z —xzo| <:|f(x) = flzo)] <e¢ (o)
(¢) heiBt: Zu € > 0 kann § > 0 gefunden werden mit
[z — x| <0 = [f(z) — flzo)| <e€
Def.: f: D — R heiflt stetig (schlechthin) <= Vxo € D : f in x¢ stetig.
Bsp.: 1) f(z) = x ist stetig, denn:
[ — 0| <8 = |f(z) = flao)| = | —wo| < e
Setze z.B. § =€ (aber 0 = g ist auch moglich).
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?
|z — 0| <6 = [|z] — [20]| < € F=ix|

§1, 1.4, Ubung 5 sagt: ||z| — |zo|| < |z — xo|. Also ist § = ¢ mdglich.

Beachte: Stetige Funktionen diirfen einen Knick haben, aber keinen Sprung.

3) f(z)=sinx ist stetig.

Hilfssatz Vo € R: |sinz| < |z

Beweis
y
x Ve e [0,7]:0<sinzx <z
o — Ve € [-m,0]:0>sinz >z
Allgemein daher Vo € R : |sinz| < |z|. O

Beweis, dal f(z) = sinz stetig ist:

Zu zeigen ist
Ve>0:36>0: |z —x9| <d=|sinx —sinzg| <€ ()
Setze wieder 6 = e. Dann gilt |z — x¢| < 06 =

|sinx —sinzg| = Q\Sinx_x0|-\cosx+x0]§]m—x0]<e
vgl. Ub. 14 PN .
< lz—zl <1
f(z) = cosx ist stetig: siche Ubung 31.
1
f(x) = — ist stetig (d.h. in allen zp € D = {x € R: 2 # 0})
x
1 1 1
denn: lim — = — = — fiir g #0
T—zo T lim =  xg
T—rXT0
Def.: Essei f: D — R und zo € D. f lait sich in x( stetig fortsetzen <=
lim f(z) € R, d.h. lim f(x) existiert und # 4oo.
T—x0 T—T0

~ f('r) Y 7& Lo,
Bemerkung: Die Funktion f:DU{zo} — R:xr—< f@):z =z
T—T0

heiflit dann die stetige Fortsetzung von f in zg. f ist stetig in xg.

(Wir setzen hier voraus, dal xy ein Haufungspunkt von D ist.)
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1
Bsp.: 1) — laBt sich nicht stetig in 0 fortsetzen. (lim < existiert nicht.)
x

r—0
Vo —1

2) f:{re[0,0[:x#1} —R:z+— 148t sich in 1 stetig fortsetzen. Hier

1st
1

Vi+1

148t sich in 0 stetig fortsetzen durch

Fil0,00[—R:z—s
3)f:{xER:x7é()}_>R:x'_>sina:

sinx

fiR—R:2+— T 1z 70
1 cx=0.
Bild:
y ~
/g:_\f
— 0 —_—
—JT 1L T 27T X
Zeige dazu lim Sy =1
z—0 X
y
Beweis:
tan x
SI — -
\ /1 X
:>V:L'E]O,§[:0<sinx<m<tanx=smx / isinz

cos T
(Die hintere Ungleichung folgt aus einem Fliachenvergleich des groBeren Dreiecks mit
dem Kreissektor.)

x 1
—Vre]0,f[:1<—<
sinx  cosx
—r x
. = ——, cos(—x) = cosr =
sin(—z) sinz

Vo#ze| -5, 5[:1<

€T 1 sin &
" = V0#zxe]-3,5[:1>
sin x

> COS T;

= 1 nach dem Einschlieungssatz.

cos ist stetig = lim cosx = cos0) =1 = lim
0 rz—0 z—0 X

Vorsicht: lim % =1 gilt nur, wenn x in Radiant genommen wird. Daher muf} in

xX
der Differential- /Integralrechnung bei Winkelfunktionen immer in Radiant gerechnet
werden. Sonst ist z.B. (sinz)’ = cosz falsch.
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4) f:]0,00[— R:z+— sin(2) LiBt sich in 0 nicht stetig fortsetzen.

xT

Anschaulich:

1,5

' y

f

1
0’5 ]/(3/2/2)

Y 27 1z Ww2) 1 X
-0,5

-1
-1,5

4.2 SATZE ZUR STETIGKEIT

Satz 1: Essei lim a, = a bzw. lim g(z) = a und f sei definiert in einem Intervall

n— 00 T—rx0
um « und stetig in «.
Dann ist lim f(a,) = f(a) (= f(lim ay,))
n—oo n—oo

baw. lim f(g(@)) = f(a) (= f(Jim g(z)))

In Worten: f 148t sich mit “lim” vertauschen.

Beweis Z.B. fiir Folgen. Es sei € > 0. f stetigin a = [F36 >0: |z —a| < § =
[f(z) = fla)] < €.

lim a, =a= zu 6:INeN:Vn> N :|a, —a| < J;

n— o0
fiir dieses N folgt: Yn > N :|f(a,) — f(a)] <€
Somit: le flan) = f(a). O

Bsp.: 1) /z stetigin 1 = lim /142 = /lim (1+2)=V1=1

n— oo n—oo

2) Satz 1 rechtfertigt die Substitution in Limites :

. o (f stetigin ) .. . sin2x Y sint o .
mlig:lo flg(x)) = f(a) = th_r)r;{ f(t). 'Z.B. ig% 5y = }g% = 1, wobei
sin x
20=0, a=0, g(z) =2z, und f(x)= e 70,
1 =0
3) igni(m —1) - tan(%F) Typ “0 - £o00”
. m(t+1) t=x—1
= lim - tan ) r=t+1
—_——
$+%
sin(5 +
(NR: tan(§ +u) = : (fr v = SR — cot u)
cos(§y +u)  —sinu
, mt
cos(Zt V=7
=lim¢- (—cot(%)) = —lim¢ - — (Qt) 2
t—0 t—0 3111(%) . 2v
t =22
™
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. 2v cosv 2 . . v 2
= — lim — - — = —— lim cosv - lim — = ——.
v—0 T sinwv T v—0 v—0 SIn v T
——
cos0=1 =1

Satz 2: 1) f,g: D — R seien stetig in g € D. Dann gilt: f+g, f-g und S (falls
g

g(xp) # 0) sind stetig in xg.

g stetig in xg, 0« = g(xp), f sei definiert in einem Intervall um « und stetig in o.
Dann ist f o g stetig in x.

Beweis: Wir konnen annehmen, dafl 2y ein Haufungspunkt von D ist. (Sonst sind
die betrachteten Funktionen sowieso in xg stetig.)

li = li li = =
Jm (fHo)@) - e S fE)t imog@) e, (F0) Fo(zo)
(f + g)(zo) Ebenso fiir —,-,: .

2) g stetig in g = lim g(z) = a = g(zo) = lim f(g(z)) = f(a) = f(g(x0)) =

T—xT0 Satz 1 z—xo

f og stetig in xg O

Bsp.: sinz,cosx stetig = sinx + cosz stetig, = tanx stetig (wo definiert),

- , CoS T
sin(cosx) stetig.

Satz 3 (ohne Beweis): Wenn f : D — R stetig und monoton ist und D C R ein
Intervall ist, so ist auch f~1 stetig.

Bsp.: [-5,5] — R: 2+ sinx stetig, monoton = arcsin stetig.

Satz 4: Fiir v € R ist |0,00[— R : 2z +—— ¥ stetig.

1
Beweis: a) Es geniigt v > 0 zu betrachten, da man dann auf z7% = — Satz 2
x

anwenden kann.
b) Wenn v € N, so ist ¥ = g --- 2 nach Satz 2 stetig.
—

v—mal
c)Essei 0<v<neN=—
Ve >1: 1<zg? <z"
Vo <1: 1>z > 2"
Der EinschlieBungssatz liefert daher lim z¥ =1 und lim 2% = 1.
N1 z, 1
Daher ist lim z¥ =1 und z" stetig in 1.

z—1
x
d) Essei g >0, g(z) = —, f(x)=2a" — (nach Satz 2) = fog ist stetig
o N———
— stetig in 1=g(z¢)=«

stetig
in zy (hiera = g(zg) =1).
(fog)x) = flg(z)) = f(i) = x—v = — stetig in 19 = f = 2 ist stetig in
Zo. O
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Bemerkungen:

1) Fiir v > 0 ist z¥ auch stetig bei xy = 0. (Beweis &hnlich).

2) Fiir u > 0 ist auch u® stetig. Dies folgt aus lin%) u” =1, vgl. den Hilfssatz in 3.2.
x—

Bsp.: Die Funktionen +/z, V2 und 2% sind stetig.

Ergebnis: Polynome, rationale Funktionen, |z, sin, cos, tan, cot, arcsin, arccos, arc-
tan, =¥, u*, “logx, und Zusammensetzungzen mit 4, —, -, :, 0 sind alles stetige Funk-
tionen dort, wo sie definiert sind. Z.B.: e® = e®ox? ist stetig; v/ — cot(z? + 1) ist
stetig, wo definiert, d.h. fiir > 0 und 22 + 1 # nm, n € Z.

Speziell: Bei allen diesen Funktionen kann fiir zg € D lim durch Einsetzen ge-
T—rTQ

funden werden (denn f in xg stetig <= lim f(z) = f(x0))
Tr—rT0o

Also z.B.: lim vz = V2

T—2
lim cosx = cosxg
Tr—rTo
lim arctan(z? — 2z) = arctan(15)
r—5
i 0
Aber: lim 227 # —weil 0 € D
z—0 X 0
lirr%) signz # sign(0 = 0, weil sign nicht stetig.
T—

existiert nicht

Satz 5: (Bolzano, 1781-1848) f : [a,b] — R sei stetig und f(a) - f(b) < 0. Dann
gilt: Ja€la,b]: f(a) =0.
Bild:

f(a) /\ X
a v b

hier: 3 mogliche «

(b)

(Beachte: f(a)- f(b) < 0<= f(a), f(b) haben verschiedene Vorzeichen)
Beweis Es se1 f(a) >0, f(b) <0 (Der andere Fall geht analog; oder Ubergang von

f zu — I = [a,b]

1. Fall: f(%) = 0; setze o = “t; fertig
2. Fall: f(%)>0 setze I = [0, b]
3. Fall: f(%f2) < 0; setze I, = [a, “E°]

Wenn I = [lo,72], so gilt wieder f(l3) > 0, f(?“g) < 0. Wenn wir so fortfahren,
erhalten wir entweder ein « mit f(« ) ( irgendwann 1. Fall) oder eine
Intervallschachtelung I; D I, D I3 D --- D I, [ln,rn] D ... (d.h. immer 2. oder
3. Fall), wobei Vn : f(l,) >0, f(r,) < O. Wie in Satz 4, 83, p. 30,3 genau ein a € R

mit o« = lim [, = lim r,.
n—oo n—oo
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fla) = lim f(l,) >0
’n—)OO\\/_/

. >0
f stetig = Fla) = lim f(rn) <0 = f(a) =0. OJ
n—)oot,o_/

Folgerung (Zwischenwertsatz) f : [a,b] — R sei stetig { fla) <e< f<b)}
o0 CEY "\ bzw. f(a) >c> f(b)]"
Dann gilt: Ja €]a,b[: f(a) =c.
Bilder:

y

y
f(b) f(a)*‘\
C

: o A\ AN

f(a)
a, ? 1 . . a \ A /b X

hier: nur 1 mogliches « 3 mogliche «

Beweis: g(r) = f(@) —c = g(a) -g(8) = ((a) = )(/(b) — ) <0 = Fa: gla) =
0= da: fla) =c O

Bsp.: 1) Wenn f nicht stetig ist, 1a8t sich der ZWS nicht anwenden.
Z.B.:f:t/l/, 1 ] —R:z+—signzx
a b

1
Speziell: —1 = f(a) < ¢ = 2 < 1= f(b) es existiert kein «

1

aber Aa: f(a) = 3

2) Aufgabe: Bestimme a € [0, 7] mit cosa = a.

Trick: Setze f(x) =cosz —x

f(0)=1>0,f(5)=—-5 <0= (Satz 5) = Ja €]0,5[: f(a) =0 = Ja €
10,5 [:cosa =a
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Bild: y=x |

a=0 NEZANE 7

y=C0S X
\
\
N
\\
f(x)=cos x - x,
\
N
AY

y \\

\
\

|
INE]
&

Bestimmung von a wie im Beweis (Intervallschachtelung): f(%) =
—0.078 < 0= I, = [0, 7]

s T

N

=053.-- — ], == =
3T 3m
ZVY=024--- — I, == =
etc.
157 1217
Ig =|—, ——| ~ |0. 742
9 [64,512] [0.736,0.742]

— Ja € Ig mit cosa = «
Wahrer Wert: o = 0.739085133 ... (siehe 8.1)

Satz 6 (Weierstraf3, 1815-1897)

f:]a,b] — R sei stetig. Dann 3o, § € [a,b] : Vx € [a,b] : f(a) < f(x) < f(B)

In Worten: Eine stetige Funktion nimmt auf einem endlichen, abgeschlossenen In-
tervall ein globales Maximum und ein globales Minimum an.

Beweis: Intervallschachtelung ahnlich Satz 5.

Bsp.: 1) f:[-1,1] — R: 2z || y
a=0,0=1 oder =—1. . s d
1 1 X
I 2 mogliche 5—s
2) f:[-1,1] - R:z+— m'$7£0
O:z=0

-

f ist nicht stetig
f hat weder ein globales Maximum
noch ein globales Minimum.
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§5: Die Exponentialfunktion

5.1 VERGLEICH POTENZEN UND EXPONENTIALFUNKTION

Wiederhole: Fiir v > 0 und v € R ist u” definiert (vgl. 3.2, Seite 31).
v € R fest liefert die Potenzfunktionen |0,00[— R : z — 2V

Bild:

v > 0 : monoton steigend

N
v < 0 : monoton fallend 4Ty v=2.571 -
3 =+
2 =+
v=0.1
1 v=0
V=-7
} 0 T T f T X
1 ( 1 2 3 4 5
-1+
Beachte: Fiir v € Z oder v = j:%,i%, .. .,j:%, ... etc. ist die Potenz z¥ auch fiir
x < 0 definiert.
ZB.:v=3und v= % 34 y=xs
y
2 =+
14 y—3 VX
1 : 1 1 X
-2 1 2 3

u > 0 fest liefert Exponentialfunktionen: R — R : x —— u”
Bild: (fur w > 1 ist lim u® = oo, vgl. 3.1; speziell fir u =e =2.7182... (s. 5.2)

T—r 00

hat y = e* genau Anstieg 1 bei x =0, s. 5.2)

4 u=3
y
u=1/2
30 u=2
20
u=1
4
0
1 X

-1
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Def.: 1) Die Umkehrfunktion zu y = u” heifit “log .
2) Inz = °logz (“logarithmus naturalis”)

Also gilt: v 1°8% = 2, “log(u®) =z, e
Bild:

Inx

=ux, Ine” ==z

Rechenregeln: (Setze a = u®, d.h. x = *“loga, und in 1) b = uY)

1) vt = u® - u¥ = “log(a - b) = “loga + “logb
2) (u*)Y =u"? = "log(a¥) =y “loga

Ina

3) u® = e¥nv = “loga = —
Inu

Vorsicht: In(a+b) # Ina + Inb.

DIE ZAHL e

Bsp.: Ein Kapital K werde mit dem Faktor z = (x - 100)% pro Jahr verzinst (z.B.
x = 0.05 heiit 5%).

Ergebnis nach 1 Jahr bei ... er Verzinsung
K(1+x) jahrlich
K(1+%)? halbjéhrlich
K(1+%)* vierteljihrlich
K(1+ &)t monatlich
K (1+ 55)°% tiglich
K nh_}ngo (1+ 2)» dauernd

Typ des Limes: “1°°7.

Satz 1: Fiir alle x € R konvergiert die Folge a,, =

Hilfssatz 1: Fiir 0 # x € R ist die Folge a,, =

sobald n > —x, d.h. Vn e N mit n > —x : a, < any1.

Beweis: Zeige: ap4+1—a, > 0, d.h. (1—|—

Es seien uw =1

+

x
, v=1+ —.
n+1 n

x
+1

<1+%>n, n € N.

x€x n
(1 + —) ,n € N, monoton steigend,
n

n+1 T\
) — (1+—) > 0 sobald n > —=x.
n
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1
n>—xz>n+x>0=>u=w>0,v:n+x>0
n+1 n

Weiters ist

T x x T
ES — = _—— e = = —1
(+) n(v —u) n(n n+1> nn(n+1) ntl
:>an+1—an:u"+1—v”:uu"—uv”+uv”—v”

=u(u" —v") +0"(u—1)
=u(u—v)(u" P+ u" o4 0" o™ (v — )

= (u—v)u" +u"" o+ ™ — no”
(u—v)[t

7
(hier wurde zweierlei verwendet: (x), dh. n(v —u) = u—1 und w" — v" =

1. Fall: u = v : geht nicht, weil = # 0;

2.Fall: u>v=u"+u"" o+ - Fu" >+ + - F V" =" = Z > 0;
3. Fall u<v=u"4+u"" 1o+ - Fu <"+ 0"+ - F" =" = Z <0
In jedem Fall ist ap41 —ap, = (u—v)-Z > 0. O

n
Hilfssatz 2: Fiir x < 0 konvergiert a,, = (1 + f) und ist 0 < lim a, <1.
n

n—oo
Beweis: Es sei ng € N die kleinste Zahl mit ng > —x. Die Folge a,, n > ng, ist

(a) monoton wachsend (Hilfssatz 1),
(b) nach oben beschrinkt durch 1, denn Vn > ng :

r<0=1+=<1
n . . = a, €]0,1]
n>ng>-—-r—1>——=—14+—>0
n n
Nach Satz 4 in 3.2 (p. 30) konvergiert a,,. Dann ist 1 > lim a, > a,, > 0. O
n—oo

2\n
Hilfssatz 3: Fir x € R gilt lim (1 — 33_2> =1.
n

n—o00
2

Beweis: Nach Hilfssatz 2 ist lim (1 - :c_) = ¢ mit ¢ €]0,1]

m— 00 m
2 m
:>3NeN:vmzN;f<(1_£> 3c
2 m 2
I i i I
c 3c
05 ¢ 3
N z2\m
hier alle <1——> fir m> N
m
c x2\n? 3c
:>Vn>\/N:—<<1——> < —=
2 n2 2
c x2\" 3¢
> N:"—<<1——> <t/ —=
Vn_\/_ 5 < e, < 5
+ +
1 1

(siche Hilfssatz in 3.2, p. 29)
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—> nach dem Einschlieungssatz nh_)ngo <1 — %) =1. 0
Beweis von Satz 1:

1. Fall: = < 0: Hilfssatz 2
2.Fall: z=0: /
3. Fall: x >0:

n n 2 n
oy () (-3) (1-2%) i

hm<1+—> — lim n/ A nl — lim n’s - —
n— o0 n n—oo 1- =2 n— o0 (1 _ _) hm <1 - —)
nach GWS und den Hilfssdtzen 2 und 3. O

Def.: e = lim <1+%>n.

n—oo
Bemerkung: Dieser Limes konvergiert sehr langsam:

1110 .
1 —> ~ 2.593
(1+ 55

1+ )" <9704
(+ﬁ) ~ 2.7048

1 1000 .
1 —> ~ 2.71
( * 1000 69

Man rechnet besser mit der Formel
oo

Zl lripsplp L Ly
e= — = —t+ =+ =+ —+...
< nl 26 24 120

(siche spéter). Das liefert e = 2.7182818284590458 . ...
N
Satz 2: Es gilt e = lim (1 + —) . (Hier ist t € R und lim wie in Def. 1, 3.3.)
t—o00 t t—o00
Beweis: Wenn t €e R,t >1und n € Nmit n <t <n-+1, soist 1+

1 1 n 1IN\E 1\nt1
1+—:>(1+ ) §<1+—> §<1+—> .
n n+1 t n

Fiir t — oo geht n — oo und

<1+1<
n+1"— t

1 n+1
(1+7)
. 1 n . n+1 —> e
lim <1—|— > = lim =e,
+
n+1
1\n+1 1\" 1
lim (1+—> — lim (1+—) ~(1+—):e
n— 00 n n— 00 n n
—— N——
—e —1

1\t
Daher ist auch lim (1 + ¥> = e (eine Variante des EinschlieSungssatzes). O

t—o00
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Satz 3: Vz € R: lim (1+z>n:e”’
n

n—oo
Beweis: Beachte x ist fest, z.B. x = 4.

1. Fall: =0 +/ (allesist 1)
2. Fall: x>0
1

t t/z\*
lim (1 + %) = tlim ((1 + 7) ) = (Substitution: £ =u, t = co = u — c0) =

t—o00 —00

1\u z 1\ T
lim ((1 + —) ) = (4.2, Sdtze 1 und 4)= ( lim (1 + —) ) = e,
U—00 u U— 00 u Satz 2

t
Die Gleichung tlim <1 + %) = e” heifit:
— 00

t
Ve>0:§|N€N:Vt2N:‘(1+%> —e'| <e
DanngﬂtauehVe>O:EIN€N:V7Iz\]2N:’<1+£> —e”| <e,
€ n
dh. lim (1+f) _
n—oo n
n 1
3. Fall:x < 0. Nach dem Beweis von Satz 1 ist lim (14—{) = NG
nyeol lim (1-2)
n—oo n
1
= :ex |:|
(—x>0, 2.Fall) €%
1 .oet—1
Satz 4: 1) Ve €] —1,1[: 14z <e* < 2) | lim =1
1—=x z—0 €T

n
Beweis: 1) a) Nach Hilfssatz 1 ist a,, = (1 + E) monoton steigend, sobald n > —x
n
(fiir = # 0).
Wenn z €] —1,1[und 2 #0, soist 1 > —x = a1 <ag <---< lim a, =¢€”
~—

n— o0

14z
— 1l+x<eé” (fir x=0:%“=")

1 1
b) Vx €] —1,1[: " = < ——,denn 0 < 1—2 <e™* nach a).
e

2)Vm€]—1,1[:1+x§e””§1 /—1
-z
1 1-1+4+=x T
— < -1< —1= = :
=€ R 11—z 1—=x [z
.. e’ —1 1
Fir 0 <x <1 folgt: 1< §1
-
r—1 1
Fﬁr—1<x<0folgtzlze >

11—z
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Der Einschliefungssatz gibt:
r—1 r—1 r—1
, lim ° — 1 und lim 2 —1, dh. lim < —1. O
Bild zu 1): z\0 = /0 X z—0 X
A -
y=¢"
I
Y “Y=1+x

(die Tangente)

Bild zu 2):

or Diese Sekante hat
.oet—1
Anstieg

T

—1
¢ = Anstieg der Tangente.

r—1

L © = 1 heifit, dafl die Tangente in (0,1) den Winkel 45° zur x-Achse hat.
T—r X

Das gilt nur fiir e”, nicht aber fir y = 2” oder y = 10* oder irgendeine Exponen-

tialfunktion y = u® mit u # e.
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KAPITEL 1I: DIFFERENTIALRECHNUNG

§6: Die 1. Ableitung

Def.: Fiir eine Gerade y = f(x) = kx + d wird k als Anstieg oder Steigung be-
zeichnet.

¥ % f(x)=f(x)

F@) = floo) _ ket A (woll 4)
r — X9 N r — X N

Speziell k = f(zo+ 1) — f(zo).

Fir k& < 0 ist die Gerade monoton fallend 1

(Die Lange der
W% —k Strecke ist
k| = —k)

Es gilt tanp =

+k
Der Anstieg k& im Punkt x(y einer krummen Kurve ergibt sich fiir x — g :

% s (Sekante)

g (Tangente)

fO)=f(xo)
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J(@) = o) = Anstieg der Sekante s durch (zg, f(z¢)) und (z, f(x))
Tr — X

o (@)~ (o)

rT—To r — X

Beachte: Anders als bei Geraden héngt & hier von zy ab. Schreibweise: k = f/(z0).

= k = Anstieg der Tangente ¢

Def: f:D—R, 29D CR,
1) f heifit in z( differenzierbar <= lim M
T—x0 T — Tg
2) f heifit (schlechthin) differenzierbar <= Vxg € D : f in x( differenzierbar.
f':D— R:z+— f'(x) heiBt 1. Ableitung von f.
3) Wenn f in z( differenzierbar ist, so heifit die Gerade durch (zg, f(z¢)) mit der
Steigung f’(xg) die Tangente an f im Punkt (z, f(z0)).
Gleichung der Tangente: y = g(x) = f(zo) + f'(z0)(x — x0).
Bsp.: 1) f:[0,00[— R:z+— /2

= f'(xg) existiert und # +oo

1
—/ 1 txo >0 .
lim u = lim — =< 2{/xo ° (Vgl. Ubung 29)
v o 20 /T 4 /T oo :xg =0

1
2«/.’170 .

f ist also differenzierbar in allen o > 0 und dort ist f'(z¢) =

1
Firzg=1:f(1)=1, f'(1) = 3
1 1 =z
Tangente: g(x) = (o) + f/(z0)(x —20) = 1+ S (¢ —1) = 5 + 7
y 9
P i
=

In zg = 0 wird die Tangente senkrecht. Dort ist f nicht differenzierbar!
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2) (Vgl. 2.1, p. 10) h:[0,4] — R : ¢t — —5t% 4 20t
z = h(t) = Hohe zur Zeit t

h(t) — h(t —5t% + 20t — (—5t3 + 20t
h’(to):lim—() (0):1im oI+ 20 (50+00):
t—to  t—tp t—to t—to
. =Bt —t3) +20(t —to) . _
= Jim — = Jim [5(¢ + to) +20] = ~10f0 + 20
Also: h'(t) = Geschwindigkeit zur Zeit ¢t = —10t + 20 [m/sec]
Bild: f

(genau bei Anfangs-
geschwindigkeit 2g ~ 20

Lozl ist das Max. von h
zm/ 52[0}7 ~ gleich dem von h’)

h(t, ) tlsec]
/ -20¢ ist wachsend

h" >0 = nach oben

hat waagrech-
h' =0 3 heiBt, die Geschwindigkeit { =0 d.h. h

te Tangente

K <0 = nach unten,

ist fallend

Andere Schreibweisen:
1) Oft setzt man x = xo+ h. (Dieses h hat nichts mit dem vorigen h(t) zu tun!) Dann
f(wo +h) = f(x0)

ist f'(zo0) = lim 5

2) Oft setzt man Ax =z —xo, Ay = Af = f(z)— f(xo). Dann ist f'(xg) = AlirnO Ar
T—

A
Die Sekantensteigung 29 hennt man auch Differenzenquotient.




o4

df d
3) Fiir f’ schreibt man auch ¢/, f(z)’, d—f, d—y (wenn die unabhéngige Variable x und
x dx
dh d
die abhangige Variable y heifit: im letzten Beispiel stattdessen T oder d—i) Man

nennt f' =19y’ = 7 = dy auch Differentialquotient.
dz dz
Vorsicht: a) Die Buchstaben A und d haben alleine keinen Sinn,
dh. Ax #A -z, de #d-z. Az und dz sind Gesamtsymbole.

b) Auch dz, df haben zunéchst allein keinen Sinn, ﬂ ist ein Gesamtsymbol fiir

x
f'. In §11 wird dx, df ein Sinn verliehen, so daf tatsachlich f' = df : dz.
d
c¢) Wenn man y’ oder il schreibt, so bezieht man sich auf eine zuvor festgelegte
Funktion y = f(z).
Satz 1: f in x( differenzierbar = f in zy stetig.

Beweis: f'(x) = im T ZI00) (50 — pa)

T—X0o €T — ,CCO

= JLIQO f(xi : gl’o) (x — :1:0)] QWS f(x0)-0=0
= lim f(z) = lim f(zo) = f(zo) = f stetig in xo. O
T—T( TT0 -~

Konstante!

Bsp.: f(z) = || ist stetig (siehe 4.1, p. 38) aber in 0 nicht differenzierbar, denn
lim M — lim M
z—0 rz—0 z—0 T
Was ist der Unterschied zwischen stetig und differenzierbar?

Anschaulich: Stetige Funktionen diirfen Ecken haben, differenzierbare nicht.
Genauer: f sei differenzierbar in xg.

= lir% sign z existiert nicht (vgl. 3.3, p. 36).
T—r

Bild: f
Setze h = x — x¢ y
k= f'(xo) Tangente
Lo(h)
! keh
f(x)
] % f(xo )
Xg X X"
h
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o(h) sei wie im Bild = f(z) = f(xo + h) = f(xo) + k- h+ o(h)
flzo +h) — flzo) —
h

f differenzierbar in zg <= dk € R: lim

h—0
ggff)

<= JkcR: lim f(x°+h)_f(x0)_kh:0
h—0 h

o(h)
h

h
}llirr%) # = 0 heift, daBl o(h) fiir h — 0 schneller als linear gegen 0 geht.
—)

Beachte: p hangt natiirlich auch von zg ab. Wir halten zy im Moment fest.

<:>E|k€R:EIQ(h):f(a:0+h)=f(m0)+kh+g(h)/\}llii% = 0.

Def.: Eine Funktion o(h) heifit vom Typ o(h) <= }lbirr%) o(h)/h =0.
—

Ergebnis:
Satz 2: f ist in z( differenzierbar <= 3k € R: Jp(h) vom Typ o(h) : f(xo+h) =
F(zo) + kb + o(h).

33'2—

1
Bsp.: f(z) =22, 2o =1, f/(1) = lim e liml(x+1)22:k
— T—r

x—1 1 —

(
o(h) = f(mo+h) — f(zo) —k-h=(1+h)2—1—2h=h?

o(h)
fim == = lim 7 = 0/ /

o(h) ist also vom Typ o(h).

y=x
Y %p(h):hz
/ %m
1
/
/
/
Lz T
/ o~
h
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§7: Die Technik des Differenzierens

Fen) — tim J@ = I@0)

T—T0 T — X

cC—¢C

Bsp.: 1) f(z) = c (eine Konstante) = f'(z) = lim

Tr—xo T — i)

=1. Also: /' =1

=0. Also: (¢)) =0.

r — Xo

_ / RT
f(x> T f (CEO) o mli{rxlo r — X9
I . «Tn—xg
f({E):xn,neN:>f(x0): lim ———~ —
T—zTo T — T

(x — o) (2™t + 2" 2pg + -+ + xg_l)

= lim (vgl. Ubung 38)
T—XTo T — :L'O

= lim (2" '+ 2" 2o+ 2" B2 4+ 2l ) = nal !
T—rTo J/

v
n Terme

Also: (z") =na™ L.

sin x — sin xg

f(x) =sinx = f'(x9) = lim = (Ubung 14)
T—x0 T — o
~ 2sin T2 cog LETo ~ sin £5Xe ) T+ o ]
= lim 2 2 = = lim —2— - lim cos< >: (siehe 4.2,
T—rx0 xr — Xg r—xro =—=0 T—rx0 2
v t
S
. sins
Satz 1) = lim - lim cost =1-cosxg = cosxg.
s—0 S t—xo
Also (sinz)’ = cosz.
(cos )’ = —sinz, siehe Ubung 40.
et —e%o . e?~r 1 et —1
flx) =e* = f'(xg) = lim ——— = = lim e"* ——— = ¢ lim =
z—xo T — X T—xTo T — X t—0 t

e®0 .1 = e nach 5.2, Satz 4, p. 49.
Also gilt (e*)" = e”.

sin &

!/
Um (tanz) = ( ) zu berechnen, beweisen wir die Quotientenregel.
COS T
Satz 1: f: D —R,g: D — R,zg € D CR, f, g seien in zy differenzierbar,c € R.

Dann gilt: f +g,cf, f g und g (falls g(zg) # 0) sind in xg differenzierbar und

(f £9) (z0) = f'(x0) £ ¢ (x0)

“die Ableitung ist linear”
(cf) (o) = ¢ f(zo) ( : )



(f - 9)' (o) = '(l‘o)g( ) ( 0)g'(z0)  (“Produktregel”)

(“Quotientenregel”)

9(1‘0)
Beweis: a) lim (f +9)() = (f + g)(20) — lim f(x) +g(x) = f(wo) — g(w0)
. f(x) — f((,)%-o) g(x)x__gx((;o) T—To T — X
xlggo[ T — T * T — xg ]GV_V F'(@o) + g'(o)

Ebenso fiir f—g, c- f.
(f - 9)(x) = (- 9)(x0) f(x) -g(x) — f(zo) - g(z0)

lim = lim

T—x0 T — X T—To T — o
_ iy T@)9(@) — f(20)g(2) + f(zo)g(2) — f(20)g(20)

T—>T0 T — X

T—rXT0 r — Xo T—rXT0 r — Xo
= f'(x0)g(z0) + f(x0)g (x0)- (Hier wurde §6, Satz 1 verwendet!)
U@ = e LI gt — s
z—To xr — T z—zo  g(x)g(xo)(x — x0)

L L F@a(eo) — Fleoolao) + Flao)gla) — Flrola(e)

z—=xo g(T)g xo) T—To T — X
_ 1 _1f(@) — f(@o) 9(z0) — g(=)
~ 9(20)2 : mlg;lo[ e 9(xo) + f(o) 7 — 2
= s (@) + f(@o) (=o' (wo))]
Bemerkungen: 1) Wenn wir (xg) weglassen, gilt kurz (f-g) = f'g+ f¢’,
(i)’ _fla-1d

g 9@
Zusammenhang zwischen Produkt- und Quotientenregel:

_J S S AU B AR el T R L
f=yo=t=(Go) =(ory s =) =—F"="5"
Bsp.: 7) y=asine =y’ =2’ -sinz + 2 - (sinz) =sinz + 2z - cosw

_ _ sinzx , _sin’z-cosx —cos' z-sinx _C082x+sin2:z:_ 1
1y—:t anzas ~ cosx — V= cos? x B cos? x ~ cos?x

an® x

Ebenso: (cotz)" = ———5—, siche Ubung 41.
sin” x
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1 Ve —1-(2™)  0—na !

/
9) y=ax " neN=y = (-) = — — _pp—n—l

10)

rn xr2n xr2n
Also: Vm € Z : (2™) = m - 2™~ L. Um (a®)’ = (e*2?)" zu berechnen, beweisen wir
zuerst die Kettenregel.

Satz 2 (Kettenregel) g sei in x( differenzierbar, f sei definiert in einem Intervall
um tg = g(xg) und sei differenzierbar in ty. Dann ist f o g in z( differenzierbar,
und es gilt
(fog) (xo) = f'(to) - ' (w0) = ['(9(z0)) - ¢'(z0)

N’ S——

“juBere Abl.” “innere Abl.”

In x statt xg geschrieben: f(g(z)) = f'(g9(x)) - ¢'(x).
(fog)@) = (fog)zo) _ _ | [f(g(w)) — flg(x0)) g(x) — g(xo)]

Beweis: lim

337960 T — xg ) ) TTo 9(x) — g(zo) L — o
o f@) = fto) . g(x) —glze) ,
= tlgf}o — xligzlo PR f'(to) - 9'(z0).
(Zur Substitution t = g(z) wird Satz 1, 4.2, p. 40 verwendet, d.h. lim fi(g9(z)) =
Tr—To
O ft) |,
. . — 0
falto) = Jim fi(t), wobei fi(t) =1 t—to 0
’ f!(to) t=tg.)
Bemerkung: Quotientenregel aus der Kettenregel + Produktregel:
3 -5 -
g 92 v\g/ 9
éuﬁere mnere
fy NG 1 N fd
—~ (1) - (-t =Sy -4
g g g g g g

Anwendung der Kettenregel:

a)

f'(g(x)) - g'(x)
_ _ [
f g y =fog=f(9(z)) y' = { suflen - innen

sinz x? y = sin(z?) y' = cos(x?) - 2z

z? sinz y =sin®x = (sinx)? y' = 2sinx - cosx

e’ sin x y =esin® y =eS"T . cosx

sin x e’ y = sin(e”) y = cos(e?) - e”

f cos T y = f(cosx) y' = f'(cosx) - (—sinz)

a? g(x) y =g(z)° y = 59(31“)4 g/ (z)

x sin x = Vsinz '= - COS T
Y Y 2vsinx
1

((v/x) = —=, siehe §6, Beispiel 1)
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b) Bei mehr Verkniipfungen wird die Kettenregel 6fters angewendet:

o2 (2 . o2

I esm(:c ) — eSIH(CC ) . (Sln($2))/ — eSIH(.Z‘ ) . COS(.CL'Z) . 2$

dz 1.mal Kett. >~ o —— 2.mal Kett. —_—
aufen innen auBen innen

. 2 . 2
Kurz: (e0(7)) = ¢8m@) L cog g2 21
—— ——

auflen Mitte innen
1 1 .

Oder: (tan(evVe®?)) = —————— - eV=®® . ———— - (—sinxz)

cos?(eveosr) N~ 24/cosx ——

——— weiter innen N—— ganz innen

ganz auflen noch weiter innen
d

Bsp.: 11) y = a® = e*'0¢ — Y _ e Ing — ¢ .Ina
il dz ——

auflen innen
Also: (a®) =a® -lna
Um arccos’ zu berechnen, beweisen wir erst

Satz 3: f : D — R sei monoton und stetig, D C R ein Intervall, xo € D, ty =
f(zo), f seiin xy differenzierbar, f/(xzo) # 0. Dann ist f~! in tq differenzierbar

wnd (7 (0) =
1. Beweis: (Bild) vt f'(xo)
Xo 1 y=X
—1\/ _ . 1 Y
(f~Y(to) = tanep = Flwo)
F(xo)
to 4
f 1
J[O ><0 >
;
2. Beweis: (rechnerisch)
f(x) = fxo)

0 7é f/(aj'o) = lim

= (Substitution f(z) =t, x = f~1(t), 2 — 20 =
T—Io Tr — X9

. t—to
Fo) = Jlao) =100 = B 53ty — 1)
—1(p) _ -1
i 4O = () Gws) 1
t—to t— to f/(a:o)
Bemerkung: Zusammenhang zwischen Kettenregel und Umkehrfunktionsregel:
71 (f(z)) = x = (Kettenregel)

— (71 (f(x0)) - f'(w0) = 2 (w0) =1 = (f71)(to) =

f'(wo)
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Bsp.: 12) f:[0,7] — R: x> cosx = f~! = arccos;

xo €10, [=>to = f(zg) = coszg A f'(xg) = —sinzg # 0
. ) 1 1 1 1

arccos = = — = =—

0 cos'(xg) —sinxzg —+/1—cos?xg V11—t

(Beachte: fiir xp € [0, 7] ist sinzg = ++/1 — cos? xp)

1
V1— 22
Beachte: In xy = £1 ist arccos nicht differenzierbar, die Tangente ist senkrecht.

(Funktion fallend = 3’ < 0)

Also: arccos’ © = —

y
Lo
Kﬂ 2
ﬁ/yOVCCOS X
Ebenso: Iy 1 <
1
y=arcsine =y = —— firx €] —1,1],

V1—22

(folgt auch aus arcsinx + arccosz = %)

. siche Ubung 44.

1
= arctanxr = 1/ =
Yy ) 1+ 22

fx) =e® = f~1(x) =Inx; e* =t;g=1In'(ty) = = —=—.

1
Also: (Inz) = —.
so: (Inx) -

Dies gilt fiir x > 0, da Inx nur fiir x > 0 definiert ist.

1 1

Wenn wir y = In |z| setzen, so ist fir x < 0:y = (In(—x)) = — - (-1) = —.
Iy —X X
. . 1 Y
Also gilt Vo € R mit x #0: (In|z|) = —.
x

Bild: In(—x)

In x

1t
1/x hier >0
1 X

X o (Inz monoton steigend)

(In(—z) monoton fallend)

h Ninlx|
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i - d r r
14) Firr e Rund z > 0 sei y = 2" = "% — Y (erlme) —erine . _ — gr._ —
dx ~—
auBen =~~~

innen

ra"~!, vgl. Bsp. 3 und 9.

Inz 1
15) yz“logx:m:M/ =

16) f(x) = arctan(lT_xZ» |z <1,

df 1 r-i(1—a?)7V2 (=22) —1-V1—2%
2
x? — A=~ V1—-2a? —z? — (1 —2?) -1 /()
— . = = = arccos’ (z
224+ 1—2? 2 V1 — a2 V1 —a?

Warum kommt f’ = arccos’ heraus?

Bild:
1 (p = arccos x
1—x2 /1 _ 2
/m% ’ = arctan(—x)

x
fir = €]0,1]

=Ty

Vorsicht: Fir x € [-1,0] ist —m + arccosz, = arctan(
N’ xT

() .
! —f(x)

Aber in beiden Féllen ist f/(z) = (arccosz)’.

Allgemein gilt: f" = ¢’ auf einem Intervall <= f = g + Konstante
(siche §8, Satz 4)

f/igl
f=g-7 f=g
Bild (g = arccos) I I |
-1 02 1
1) y=f) = VI=P =y = ) = s = =
Eleganter so: z? + f(r)? =1 %
/ _ / — _L — _f
:>2l'+2f(x)'f(x)_0:>f(x)_ f($) y

auflen innen

Dies nennt man implizites Differenzieren. Vgl. auch Ubung 45.
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>

Geometrisch: Y
y=\1-x? W
N y
P
i ,
W @) e
1 Yy
X ] x”

18) Wenn 2 Funktionen f und g eine Gleichung erfiillen, so liefert das Differenzieren
der Gleichung nach z eine lineare Beziehung zwischen f’(z) und ¢'(z).

Z.B.: Aus einem kugelférmigen Gasballon entweicht zur Zeit ty Gas mit der Ge-
schwindigkeit 21/min = 2dm?3/min. Mit welcher Geschwindigkeit verringert sich
seine Oberflache zur Zeit ¢y, wenn der Radius des Ballons zu diesem Zeitpunkt 5m

ist?

Unabhangige Variable: ¢

Abhéngige Variable: Radius r(t), Volumen V(t), Oberfliche F(t)
mr(t)?

1. Gleichung (Formel fiir Kugelvolumen) V (t) = mr(t) (s. 13.2)

2. Gleichung (Formel fiir Kugeloberfliche) F(t) = 4nr(t)? (s. 13.4)

Def.: Bei Differentiation nach der Zeit wird gewohnlich * statt ' (d.h. z.B. 7 statt
r") geschrieben.

. 4
Die 1. Gleichung gibt V (t) = ?ﬂ S3r(t)? -7 (t),

Die 2. Gleichung gibt F(t) = 4m - 2r(t) - 7(t).

Wenn V (tg) = —2dm?/min, r(ty) = 50 dm, so folgt —2 = 4m-502-7(tg) = 7(to) =
=2 dm ) —ar 250 2 = 3 0.08 I _ _gom”
47 - 502 min 0/ ==X A7-502 50  min  min’

Ergebnis: Zum Zeitpunkt ty schrumpft die Oberfliche mit der Geschwindigkeit
8 cm? /min. Vgl. auch Ubung 46.

Tabelle
y |c |z |2",r€R |sine | cosz |tanz | cotz | e” |In|z|
y |0 |1 [ram! | cosz | —sinz |1/cos’z | —1/sin’z |e” |1/x

T

Yy | a | ®log x | arcsin | arccos x | arctan x | arccot x
7 T T T 1 T — T
Y ‘ a’lna ‘ zlna ‘ V1—x2 ‘ V1—x2 ‘ 1422 ‘ 1+x2
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§8: Anwendungen der 1. Ableitung

DIE NEWTON’SCHE NAHERUNGSMETHODE

Isaac Newton lebte von 1642 bis 1727.
Problem: f sei differenzierbar. Bestimme eine Nullstelle, d.h. = mit f(x) = 0.

Idee: Gehe von einem Kurvenpunkt (o, f (x0)) mitfder Tangente zur x—Achse.
Bild:

g = Tangente
ya ro = Startwert
! x1 =nachste Naherung

f(xo)

g:y = f(xo) + f'(x0)(x — x0)

g Na—Achse= {(21,0)} = 0 = f(z0) + f/;/(-fo)(xl — To) = T1 = To — ]{/((Z(z)))
Iteration(= Wiederholung) zo = 21 — JJ: /((211)) ete.
Allgemein: Tyl = Ty — JJ:/ ((z:))

Vorsicht: Bei waagrechter Tangente, d.h. f’(z,) = 0, Startpunkt &ndern!

Beachte: Wenn z,, bereits eine Nullstelle ist, d.h. f(z,) = 0, so &ndert es sich im
néachsten Schritt nicht mehr, d.h. x,11 = z,.

Bsp.: 1) f(z) =cosx —z (vgl. 4.2, p. 44), f'(x) = —sinz — 1

f(0) 1
Setze 19 =0 =—= 2, =0 — 70) :___1:1,
f() cosl—1
=1- =1— — ~0.750364
2 71(1) “sinl—1

T3 = Tg — f,(‘”) ~0.739113, x4 ~ 0.7390851334
f'(x2) )
Dies stimmt bereits auf 8 Stellen. Vgl. Ub. 47, 48.

“Quadratische Konvergenz”: die Anzahl der richtigen Stellen verdoppelt sich jedes-
mal in etwa.

T ..
flx) = o] Einzige Nullstelle: z =0
2 +1—-222 1—a? 1
(z) = — 0)=1, f/(£1) =0, f(+1) =+
f (‘,1") (xg + 1)2 (IQ + 1)27 f (0) ) f ( ) 07 f( ) 9’
lim f(z)=0

r—Foo
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Was passiert bei verschiedenen Startwerten z? Bild:

T 12+

xg = *+1 sind verboten (da f'(+1) =0)

xg > 1 liefert keine Nullstelle, da x,, — oo

ro < —1 liefert keine Nullstelle, da z,, — —o0

Aber auch, wenn wir mit zo < 1 aber zy nahe bei % starten, finden wir keine

Nullstellen, da dann z; < —1. Z.B. z¢ = 3 —= 1 = 15 Ty — —OQ.
Somit: Das Newton-Verfahren liefert nur dann sicher eine Nullstelle, wenn man
gentligend nahe daran startet.

EXTREMA
Def: f: D —R,zg € D CR.
. ' Maximum f(wo) = f(x)
f hat in x( ein globales {M} < VreD: {f(lb“o) < f(x)}
Maximum

f hat in x( ein lokales { } <= f hat in x¢ ein Extremum

f(xo) > f(w)}
f(zo) < f(=)

Minimum
<= 36 >0:Vzx e D mit ]:U—:I;0]<6:{

Bsp.:

f

N

parallel zur z-Achse

D =] —oc0,d]
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f hat kein globales Maximum. f hat dafiir in
a : ein lokales Minimum

b: ein lokales Maximum
c1 : ein lokales Minimum
| 1,2 sowohl lokale Minima als auch lokale Maxima
co ¢ ein lokales Maximum
c3 : ein globales Minimum
d : ein lokales Maximum
Mit Differenzieren finden wir in diesem Beispiel nur ¢3 und die Punkte in [c1, ¢3].

Wiederholung: 4.2, Satz 6 (Weierstra$3), p. 44:
Eine stetige Funktion auf einem endlichen, abgeschlossenen Intervall hat (zumindest)
ein globales Minimum und ein globales Maximum.

Satz 1: Es sei f : [a,b] — R, x¢ €]a,b| und f sei in xg differenzierbar. Dann
gilt: f hat in zp ein Extremum = f’(z¢) = 0 (d.h. die Tangente in (zq, f(z0))
ist waagrecht).

Beweis: f habe z.B. in zy ein lokales Maximum

A

— 30 > 0:Vz € [a,b] mit |z — x| <0 : f(x) > f(x)
f(@) — f(zo) } <0

:>f/(x0):wli\‘120 T — 2o }20 <0
und f'(zo) = lim LB =S @) }28 >0

x xo T — X }
= f'(zo) = 0. O
Vorsicht: 1) Wenn zy am Rand von [a, b] liegt gd.h. xro = aV g =b), dann gilt der
Satz nicht. Der Beweis versagt, weil entweder lim oder lim nicht definiert sind.

N ) x xo

a b

'

b =z ist ein lokales Maximum, aber f’(b) # 0.
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2) Die Umkehrung von Satz 1 gilt nicht, d.h. 3 f:3xg: f'(z9) =0 # f hat in xg
Extremum. (Z.B. ist (23)'(0) = 0, aber 2 hat in 0 kein Extremum)
Ergebnis von Satz 1: f: [a,b] — R, z¢ € [a,b].

(¢ im Innern) A (f in zg diffb.) A (f'(z¢) = 0)
f hat in z¢ ein Extremum = { oder: z¢p am Rand (d.h. g = a V xg = b)

oder: f in xg nicht differenzierbar
Satz 2 (Rolle) f:[a,b] — R sei stetig und in |a,b| differenzierbar, f(a) = f(b) =
0. Dann gilt: Jzg €a,b[: f'(z9) =
Beweis: Nach 4.2, Satz 6 (Weierstral) hat f in [a,b] ein globales Maximum und ein
globales Minimum.
1. Fall: Vx € [a,b] : f(z) =0. Dann: Vz : f'(z) = 0/
2. Fall: 3z € [a,b] : f(z) # O Dann 3 (globales) Maximum oder Minimum z( in
Ja,b| = (Satz 1) = f'(x0) = O
Bild:

Vorsicht: Wenn z.B. f(a) # 0 gilt der Satz nicht: 1

N

J b

Satz 3 (Mittelwertsatz) f : [a,b] —> R sei stetig und in '] a, b | differenzierbar. Dann
b) —
gilt: Jzg €]a,b]: f'(xo) = I l))_iz ¢ \ (*)

y X °
Bild:

() heifit: In xo ist die Steigung der Tangente gleich der Steigung der Sekante s
durch (a, f(a)), (b, (b).
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Beweis: (Idee: Wende Satz 2 auf f; = f — s an.)
f(0) — f(a)

Bs sei fi(w) = f(2) = s(a) = f(2) = [ =5 " (2 -

— f1(a) = 0= f1(b)
— (Satz 2) dzo €]a,b|: fi(zo) =0

— e 10T

a) + f(a)

Ve €]a,b[: f'(x) > 0= f monoton steigend
Ve €]a,b[: f'(x) < 0= f monoton fallend
Vo €la,b[: f'(r) = 0= f konstant

Beweis: Wenn a < z1 < 29 < b, so ist nach Satz 3:

>0

f(z2) — f(z1)

T2 — X1

dxg €] 21, 22 [

monoton steigend
— f{ monoton fallend
konstant

Speziell gilt auf einem Intervall: ' = ¢’ < (f —

< [ = g + Konstante, vgl. §7, Bsp. 16.

Satz 5 f: [a, bl — R stetig, z¢ € [a,b], f differenzierbar in ]a,b| auBer eventuell
t

in xg. Dann gilt:

(Vz €]a,zo[: f'(x) >0AVr €]xo,b[: f'(z) <0) = f hat in z( ein Maximum
(Ve €]a,xzo[: f'(x) <OAVx €]xo,b[: f'(z) >0) = f hat in z¢ ein Minimum
Beweis: 1) Nach Satz 4 ist f monoton steigend in [a,xo] und monoton fallend in

[‘/L‘O?b]
= Vx € [a,z0 [: < zo und daher f(z) < f(zo)
Vx €] xp,b] : zyp <  und daher f(zg) > f(x)

= ['(x0) § <0 = f(x2)

Og¢

Also: Vz € [a,b] : f(xo) > f(z) = f hat in z¢ ein Maximum.

2) ebenso.

Te

g9 =0 &= f — g = konstant
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Blld 1) , 2) f’>o
>0 <0 ~

f\/\f\M/_\ Xo

¢ X ©

/\ \/‘XO\/

Bsp.: f=ua% f' =423 f'(z)<0 fir 2 <0, f'(x) >0 fir z >0

—> f hat in 0 ein Minimum.
Satz 5

Vorsicht: Der Test mit der 2. Ableitung (siehe §9) versagt hier.

KURVENDISKUSSION

Bsp.: 1) f:[-2,3] —m R:zr— 2% —322 +4=(z+1)(z — 2)? (vgl. 2.3, p. 15)
Die Nullstellen sind offenbar x = —1 und x = 2.
Untersuchung von f”: ‘

' =3x? — 6z = 3z(z — 2) y :

Kandidaten fiir Extrema: f’ =0V am Rand V f nicht differenzierbar.
Also: {0,2, —-2,3}
—~ =
f'=0 am Rand
/>0 z€[-2,0[U]2,3]
f'<0<=1z€]0,2]

Satz 4 sagt:
f ist monoton steigend in den Intervallen
[—2,0] und [2, 3]
f ist monoton fallend in [0, 2]
Satz 4: steigt fallt steigt
—2 s 0 2 & 3 d
+ 7 - 1+ 1 f
Satz 5: Nirin. Max. Min. Max.
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Bild:

Extrema: —2 : globales Minimum

) 1 16 0 : globales Maximum

2 : lokales Minimum

3 : globales Maximum
Vgl. auch Ubung 49!

2) f=lz|-1—-2), 2<x<2 Nullstellen: 0,1
Untersuchung von f’: |z| in 0 nicht differenzierbar (§6)
LFal: 2>0: f=2(1l—-2)=-2?>+2= f =-22+1
2. Fall: 2<0:f=-z(l-2)=a2?>-2= f'= 2z -1
Kandidaten fiir Extrema: {%, —2,2,0}

f'>0= (@>0AN-20+1>0)V(@<0A22-1>0) < 2¢€]0,3]

x<1/2 5»
fallt steigt fallt f
-2 0 3 2
P PR /
Max Min Max Min !
Bild:
y A

Extrema: —2: globales Maximum

: lokales Minimum

: lokales Maximum

o= S

: globales Minimum
Vgl. auch Ubung 50!
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In 0 ist f nicht differenzierbar, denn
o f@) = F0) e - a)
z\0 r—0 z\0 x
fle)—f0) . —z( -z
20 x—0 z 0 T

>

=1= f'(0+) (s. Def. unten) A
= 1= 7(0-) # f/(04)

fx)=23+1)? zeR

f’=3$2(x+1)2+x3-2(x+1) // y=(x+1)(x+3/5)

=2%(z+ 1)[3(z + 1) + 21]
N —— —

5x+3

—1 “3/5 X

3
=52 (@ +1)- (@t 5)
20 . ~ g

s. Bild

3
f'=0<=2z€{0,-1, _S} Das sind die Kandidaten fiir Extrema.

steigt fallt steigt steigt f
—1 -3 0

A

1 + 1 + fi
Max. Min. kein Ext.

71 -3/5

Extrema: — 1: lokales Maximum

—g : lokales Minimum
Vgl. auch Ubung 51!
Def.: f:[a,b] — R, z¢ €]a,b].
f heiit in z( linksseitig differenzierbar <= f’(xo—) = Il}‘nio w existiert
und # +o0.

Analog rechtsseitig: f'(zo+) = lim f@) = f(wo)
AN ) Tr — X

>
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Satz 6: f:[a,b] — R, xg €]a,b]
f in x¢ differenzierbar <= a) f linksseitig differenzierbar
A b) f rechtsseitig differenzierbar

Ac) f(wot+) = f'(zo—)

8.4 EXTREMWERTAUFGABEN
Bsp.: Aus einem Stamm vom Durchmesser d soll ein Balken maximaler Tragfahigkeit
T geschnitten werden.

Festigkeitslehre: T = cxy?

Pythagoras: y = /d? — x2

X

Also f(z) = cx(d* —2?), 2 €1[0,d] =D

a) f stetig = f hat ein globales Maximum in D (Weierstraf)

b) f differenzierbar = (Satz 1) entweder ist dieses Maximum am Rand von D
oder bei f/(z) =0. Am Rand ist f = 0 = das Maximum ist dort, wo f'(z) =0

¢) Rechnung: f = c(d?z — 23) = f'(z) = c(d*® — 32?)

d 2 Y
/ _ 2 _ 42 _ 2 A
f(x)—O:>x_\/§:>y—\/d S—d\/;:x—\/ﬁ

d) Konstruktion:
d/3

denn —/—
T

San

fir z =

S

(Zimmermannsregel ) (A und £ gind kongruent)

Vgl. auch Ubung 52!
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8.5 DIE REGEL VON L’'HOPITAL
f(z)
g(x)

f'(x)
g'(z)

b

0

11

00
Kurzfassung: lim vom Typ “=” oder “—” (und lim existiert) =
00

@) f@)
oy = @

Satz 7 (erweiterter MWS) f, g : [a,b] — R seien stetig und differenzierbarin | a,b]|.
Auflerdem sei Vx €]a,b[: ¢'(z) > 0 (oder Vz €]a,b[: ¢'(x) < 0). Dann gilt:

Fao) _ F(b) = f(@)
g'(x0)  g(b) —g(a)
Beweis: (Vgl. Satz 3; dort ist g(x) = z) Nach Satz 4 ist g monoton = g(a) # g(b);
setze fi(2) = f(a) — fla) — DT (g0) () = fi(@) = i) = 0 =

N
(Satz 2) Jxg €]a,b[: fi(zo) =0 éf/(xo)_m

dzg €]a,b[:

g'(x0) = 0. O

Satz 8 (I’ Hopltal) . a, ] — R seien stetig und in |a,b| differenzierbar und
Ve €la,b|: ¢ (x) > (oder 0). Weiters sei:

() f(b) =g(b) =0 (d.h. }:ILI%) gém; ist vom Typ “8”) (B) 1 91637 glég existiert.
Dann existiert auch ilig) % und es gilt 91613% % = igx}) g:gxi (%)

T
(Analog fiir z — a,x — ¢,z \y ¢, x /' ¢ (wobei ¢ €]a,b[), x = oo, z — —00,
statt = — b)

/ —
Beweis: Nach Satz 7 gilt Vz €]a,b[: Jzg €]z, b]: g,gs; J;E ; 5((;3)) N ﬁ;
ir el
. . ¢ * Substitution ¢t = zq(x)
a x /xo(x):t b r—=b=t—=0
:lim@ li f(t)- -

Bsp.: lim S _ g mosl(m) S
z—1 Inx r—1 -
Hier b =1, f(x) =sin(rz), g(z) =Inz, (@), (B) sind erfiillt. Vgl. auch Ub. 55, 56.

Satz 9 (I’'Hopital) Satz 8 gilt auch, wenn statt («) vorausgesetzt wird

'y o . f(@)
(@) lim f(z) = co = lim g(z) (d.h. lim o)

00
ist vom Typ “—7)
00
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Beweis: Fir x €a,b[ sei ¢(x) € [a,z] so, daBl }:E)I})C(Qj) — b und i1_>mb 9;0((;17))) _
lim fle(@)) —
z—b g(;l:)

b—a

Das geht wegen lirr})g(x) = o0 (Z.B.: sei ¢, = b— und ¢(z) = ¢,, sobald
x—

x> c, und [Vy >z : g(y) > ng(cn), 9(y) > nf(cn)]) Ngch Satz 7

flwo)  Flx)— fle(w) S — L 7o

g'(xo)  g(z) —gle(z)) 1 9ll)

dxg €]c(x),z[:

g(z) N0
/
t
Substitution t = z¢(x) = lim J@) = lim I ) O
e—b g(x)  t—=b g'(t)
29 .. 1
Bsp.: 1) lim LS9 iy =0
r—o00 T rz—o00 ¥ N 00
2 2 n
lim L Satz 9 lim —x:O etc. —=Vn e N: lim x—:O
r—o0 et r—o0 et r—oo eT

Also: e* steigt schneller als jedes Polynom.
2) lir% xInzx ist vom Typ “0-0c0” geht nicht direkt mit Hopital. Trick: Doppelbruch
Tr—r

0
1. Versuch: lim % Typ “=”
r—0 — O
Inx
op. z 1
Hop- Bate 8) iy T = lim (—z In” z) wieder “0-00”
rx—0 — 5— = x—0
In“z =
So gehts nicht!
1 00
2. Versuch: lim zlnx = lim $ Typ “—7
z—0 z—0 p
. 1
Hop. (Satz 9) lim —%- = lim —2 =0
z—=0 —= rz—0
X
~ 0 =0, )
Daherist f:[0,00[— R:z+— die stetige Fortsetzung von x In x.
xlnx:xz >0
Bild:
y
?‘
1 X
f@)  f(0)
1 0
Tangente in 0 senkrecht, denn lim THT— 7

x—0 z—0
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§9: Die 2. Ableitung

9.1 DEFINITION UND BEISPIELE
Def.: f: D — R sei differenzierbar, xo € D C R

existiert und

/ o
1) Wenn f’ in z( differenzierbar ist (d.h. f”(x¢) = lim f'(z) = J'{wo)
T—rT0 r — Xo
# +00), so heifit f in xyp 2—mal differenzierbar.
2) Wenn f’ (schlechthin) differenzierbar ist, so heifit f zweimal differenzierbar und
f":D—R:xz+— () (x) heiit die 2. Ableitung.

(Bei Ableitungen nach der Zeit schreibt man f.)

Bsp.: 1) f(x) = z|z| ist differenzierbar, aber in 0 nicht zweimal differenzierbar.
9) (tanz)" = <
) (tanx) p—

(Ina])” = (é) _ —% (fiir 2 # 0)
f'L:

1 ! 2 si
) = 51;1x (wo cosz # 0),
x cos3 x

[0,4] — R : t — —5¢t2 + 20,
h(t) = —10t + 20 = Geschwindigkeit zur Zeit ¢,
h(t) = —10 = Beschleunigung (m/sec?) = —g

207

201

h < 0 bedeutet, daB i monoton fallend ist (vgl. 8.2, Satz 4).

Def.: f:[a,b] — R sei differenzierbar, xo €]a,b]|.

xo heifit Wendepunkt von f <= f’ hat ein Extremum in xg <= die Steigung von
f hat in z( ein lokales Maximum oder Minimum.

Bemerkung: Nach 8.2, Satz 1 gilt: zp Wendepunkt von f = f"(z¢) = 0 (falls f
in xg 2-mal differenzierbar).

Das umgekehrte gilt nicht: 3 f : Jzo : f’(x9) =0 #A zog WP,

z. B f=2a% f"(0) =0, aber 0 ist kein WP.
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Bild:

hiér ist die Steigung von f
lokal ein Maximum

\

lokales Min. v

(f">0)

lokales Max. von f

(fl/ < O)

>0
Satz 1: f seiin zy 2-mal differenzierbar. Wenn f’(z¢) = 0 und f”(xo){ < 0} SO

b ) < lokal Minimum
at f in xq ein lokales Mascimum [ -
0
f'(x) = ['(x0) f'(x)
Beweis: f”(z9) > 0= lim >0 = > 0 fiir  nahe bei
T—xo Tr — X Tr — X

Zo
— f'(x) > 0 fiir x > 2y, = nahe bei zg
f'(z) <0 fir x < xg, = nahe bei x
—> (nach 8.2, Satz 5) f hat in xy ein lokales Minimum.
Der Fall f"”(z) < 0 geht ebenso. O

Beachte: Wenn f”(z¢) = 0 oder f in x( nicht 2-mal differenzierbar ist, so 148t sich
Satz 1 nicht anwenden. Satz 5 in 8.2 1af3t sich aber meistens noch anwenden.

DIE KRUMMUNG

Def.: f: D — R sei differenzierbar, xg € D, P = (xg, f(x0))

Die Gerade ng, durch P senkrecht auf die Tangente heifit Normale in P.

Der Grenzwert M = (£,7n) des Schnittpunktes von n; und n,, fiir

t — xo heifit (falls er existiert) Kriimmungsmittelpunkt zu P. Sein Abstand von

1
P, dh. o = /(€ —x0)2+ (n— f(z0))2, heifit Kriimmungsradius. £ = ’ heif3t

Kriimmung von f in P.
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Bild: g

Der Kreis mit Mittelpunkt M und Radius ¢ heifit Kriitmmungskreis an P. (Das ist
der Kreis, der die Kurve bei P am besten approximiert.)
Berechnung:

Tangente g an P :y = f'(zo)(x — x0) + f(20)
1
It ng, :y:—m ($_$O)+f(930>

1
0] (z—t) + f(t)
Fir S =n,, Nny = {(zs,ys)} gelten I und 11
1 1
— I-1I: 0= _f/(xo) (.’ES — xo) + f(.ro) + f/—(t)
t

1 1 o
70 ) T Faw @~ 0

A0 - g = S LO S )

II: ny :y =

(x5 — 1) = f(t)

:>0=$5<

- f’(mlo)

@) f(zo)

_ tf'(@o) + F(O)f (o) f'(t) — xS (t) — (o) " (20) £ (2)
f(@o) = f'(t)

l’Hép.LTyp%)

— g

:>§:tlim xs

f'(@o) + f'(@o) f'(£)* + f(£).f (w0) £ (t) — w0 f"(t) — f (o) f' (wo) £ (t)

= lim
t—xo —f”(t)
_ f'(@o) + f'(@0)® + (o) £ (wo) £ (w0) — w0t (w0) — f (o) ' (w0) f" (x0)
_f//(xo)
— ay — L 20) (1+ f'(20)*);

f" (o)
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1 1
CE Ny, =—> 1N = - _ — 1 / 2
(5;77) Nz n f(xO) f’(-i'?o) (§ '770) f(xO) + f”(x()) ( +f (:CO) )
Abkiirzung: yo = f(l‘o); y{) = f/(xo), yé’ = f”(ﬂco)
Y4 1
— M = (&) = (0= 25 (1+95%), yo+ = (1+3%))
Yo Yo
N 1 /2 !
—> PM = M — P = Spitze — Schaft = +,‘7,JO < i%)
Yo
= o= |PM|= ”0 ‘ 1O ‘: //0 Vl"'”y(,)Q:#
Y0 Y6 | Y0
1 Yo |

— = - = —
T Ly

Nun ersetzen wir zg durch z etc. =

Satz 2: Wenn f in = 2-mal differenzierbar, P = (z, f(z)), y = f(x), y

1 /2 ) y
Y = f"(x) £0, sogilt M =P+ —Y <y W

und Kk =
y//

2

. _ 2 ! "o -
Bsp: 1) y=2% ¢ =22, ¢ =2= = (1 + 422)3/2

1
Speziell:  =0=— o= 1 M — (O,%)

1 (1+y/2)3/2

/

y
1 yox?
Lo
X 5/‘
Wo ist k£ maximal fiir f(z)=e"? e
/W
eZE
/i(x) - (1 +62$)3/2
—0
2
. :e3® . e 7
xlgrolo k(z) = mlggo CE TR -0 (€37 = (e27)3/2)
——_— ——
—1
—0
. . e’
m s(z) = lm (14 e2)3/2 — 0
~—_———

—1
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r(z) mufl also irgendwo ein globales Maximum haben! Dort ist x’'(z) = 0 nach 8.2,
Satz 1.
1_|_e2ac 3/2'ea:_ex_§ 1+62x 1/2_62m_2
W) = L) (L4 e™) 0
(14 e27)3

1
:>1+e2‘”:3e2$:>1:262m:>62m:5,

2z =Ini =—-1n2, xz—%anz—O.?)E)
1 1/v2 1 23/2 2

—et =~ 071, K= ===,
! V2 A+~ V2 B2 35
3vV3
Q:%—%ZG
2¢ /T 3 _
M=p+ite ( f)zp+%( 1{‘@) — (—1m2—2,2y2) ~ (~1.84,2.83)
e’ —= A
2
Y
13
.83
e
y=e*
T2
.. 1
minimal
0~ 2.6
0.7
-7 \/ —1 \O 1 X
ey
@7 %)

Vgl. auch Ubung 60.
Def.: Analog zur 2. Ableitung schreibt man f” bzw. f bzw. f® fiir die 3. Ablei-
tung, £V bzw. f@® fiir die 4. Ableitung und £ fiir die n—te Ableitung.
Bsp.: (sinz)’ =cosx = (sinz)” = —sinz, (sinz)” = —cosz etc.
o sinz : n durch 4 teilbar
cosz: n/4 hat Rest 1
—sinxz :  n/4 hat Rest 2
—cosx : n/4 hat Rest 3

= (sinz)™) =
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Kap. III: INTEGRALRECHNUNG

§10: Das Integral

DAS BESTIMMTE INTEGRAL

VS
Y
) y=f(x)
T AN
fi= 1,
fs ) \ .
£, AN schraffierte Flache
! 2000 , —UD(2)
7
,} : ) gy i b«
Xo=0 £ X1g X, X5 X, b-x.
k
Def.: 1) Wenn ¢y, ca,...,cr € R, so schreibt man ) ¢; fir ¢;+co+- - -+ck. Der Sum-
i=1
. L _ k k . sinx
mationsbuchstabe (hier ) ist unwichtig, d.h. Y ¢ = > ¢;. (Vgl.: hn% =
i=1 j=1 =0T
. sint 3. . 3
%1_1)1(1)7, Bsp.: ¢;Z_n§1n_ 1+2+3—6)
Wenn a = xg < 21 < 22 < -+ < xx = b, so heift die Menge Z = {xq,...,x;} eine

Zerlegung des Intervalls [a, b].
Wenn f : [a,b] — R stetig und Z wie in 2) eine Zerlegung von [a,b] ist, so sei
fo=min{f(z) 2 € [x;i—1, 2]}, fi = max{f(z): 2 € [z;—1,2:]}
d.h. L bzw. f; sind der kleinste bzw. der grofite Funktionswert von f auf dem
Intervall [z;_1,2;],7 € {1,...,k} (siehe 4.2, Satz 6, p. 44). Dann heiflen
k )
UD(Z) = ZL - (z; — x;—1) untere

=t Darbouxsumme von f zur Zerlegung Z.

k
OD(Z) = Zﬁ - (x; — x;—1) obere
i=1

Vs
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4) Wenn auBerdem = = {&;,...,&} mit & € [x;_1,2;], so heifit

die Riemannsumme von f zur Zerlegung Z und den Zwischenpunkten =.
Bemerkung: f. < f(&) < fi=UD(Z) < R(Z,Z) <OD(Z)

Idee: Wenn wir Zerlegungen Z), Z(2) . nehmen, die immer “feiner” werden, so

haben UD(Z™) und OD(Z™) und daher auch R(Z™,Z(™) denselben Grenz-
wert.

Def.: Fiir eine Zerlegung Z mit a = 29 < --- < x, = b heiflt die groBite der Zahlen
1 — Zo,..., Tk — Tp—1 die Feinheit ¢(Z) von Z.

Satz 1: f:[a,b] — R sei stetig. Dann gilt

JF eR: lim UD(Z™) = lim OD(Z™) = lim R(Z™ EM™)=F

n—oo n—oo n—oo

wenn lim ¢(Z() =0 und Z(™ beliebige Zwischenpunkte zur Zerlegung Z(™ sind.
n—oo

Beweis: Anschaulich klar, exakt zu schwierig.

a b
-
Beachte: Z(") = {x(n) ,. :cggn)l,xk }. Die Zahl k und die Punkte :1;5 ), ey

x,g )1 konnen fiir jedes n verschleden sein.

b
Def.: f :[a,b] — R sei stetig. Fir F aus Satz 1 schreibt man [ f(z)dz. Diese

Zahl heifit bestimmtes Integral oder Riemannintegral von f. Der Name der Inte-

b b
grationsvariablen ist egal, d.h. [ f(z)dx = [ f(¢)dt etc.

N

Bsp.: 1) f = konstant = C' auf [a,b] = UD(Z) = OD(Z) = Z Cz; —xi—q) =
Clz1 —xo+a2—21 4+ + 2 —2p—1) = C(x — 30) = C(b—a)

b
Also: [Cdx=C - (b—a).
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Y
9) £:[0,1] — R:a—s e )
Essei 2" ={0,1 2 2} T
s sei Z {0,5,%,..., %} F —
£ y=ex
1
><\7W Xv:£< 1 ><=
MESE
f e _ (n) _ ¢ (n)y _ 1
Hier ist also k =n, x; ' = —, und ¢p(Z2'") = —.
n n
[o=min{e” 1z € [z, m) =[5 L]} = e~/ Ebenso gilt f; = e'/™.

Es sei g = e!/™.

UD(Z™) = ie(i—l)/n (1 = 1)

i=1 n n
1/n
1 1 0
= —(e" + el/m ... 4 e U/my = Z (14 g+ + ¢ ) Ub._38
n n
gt =-1 e—1
T n(g—1)  nel/n —1)
1/n I'Hép.
. (n)y — . Rt _ o . 1op
:>nh_>n;o UD(Z"™) = (e—1) nh_{l;o SV (e 1)%51(1) N

) 1
(e—l)}g}% o =e—1
1
Somit [e”dz =e— 1~ 1.72. Dies wird spéter einfacher berechnet.

0
Vgl. auch Ubung 63.

10.2 EIGENSCHAFTEN DES BESTIMMTEN INTEGRALS

1) Zusammenhang mit Flachen

Beachte: Winkel, Langen, Flachen, Volumina sind immer > 0.
Aber: Funktionswerte, Steigungeryl, Ableitungen, Integrale konnen auch negativ sein.

Z.B. bei der Steigung: k= (-1)
! / diese Lange

N

Tk y=kx+d
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Beim bestimmten Integral:

f(&) - (2 —25_1) | S
= (—1)- schraffierte Flache f&) 1 \%

Fiir die 4, fiir die f(&) < 0, sind die entsprechenden Summanden in R(Z, =) gleich
b
(—1)-Rechteckfliche. Im Limes folgt: [ f(z)dx = [Fliche zwischen z—Achse und

Kurve, wo f(z) > 0] — [Fléche zwischen z—Achse und Kurve, wo f(z) < 0].

y

Z.B.: [coszdz =0, denn
0

1

y=cos x

N

B b
(Bemerkung: Gesamtflache zwischen z—Achse und Kurve = J1f(x)|dz

a

Yy

)

Das Integral ist linear

Es seien f,g: [a,b] — R stetig, Z eine Zerlegung von [a,b] und = eine Menge von
Zwischenpunkten zu Z. Dann ist

k k

S (F 4+ 9)(E) (s — wiy) = ; FE) @i — i) + 3 9(€) (i — wioa),

i=1 i=1

dh. R(Z,Z)sn t49 = R(Z,Z)su ; + R(Z, ) 4.

Im Limes folgt:

b b b b
[(f(z)+g(z))dz = [ f(z)dz + [g(z)dz, d.h. das [ ist additiv.

a a a
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(Beachte: Wenn im [ alle Flichen positiv gerechnet wiirden, wire die Additivitat
nicht erfiillt.
Z.B. y

A

/f

Ebenso fir c € R \
b
fcf do = cff )dz, d.h. das [ ist homogen.
a
Wenn etwas addlth und homogen ist, nennt man es linear.
b
Also: f ist linear.

a

Das Integral ist monoton

Es seien f,g: [a,b] — R stetig und Vz € [a,b] : f(x) > g(x).
Z,Z wie immer. Bild:

— éf(&)(fﬂi —Ti-1) 2 ég(&)(wi —Ti-1)

:>fbf(a:)da:2fg(x)da:
Spez(ilellz ’
Vo € la,b]: f(z) > 0= fbf(x)dx > dex:O

Anschaulich: f oberhalb der x—Achse — f = Flache > 0.

Es gilt Va € [a,0] : —[f(z )|<f( ) < |f(x )I
b

Also /—|f )| da /f da:</|f )| da

a

N——’
b
== [ /(@) de=—A

B A

— |B| < A, d.h.

b b
[ f(@)de| < [ (@) d
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Bild:
B ist hier und daher |B| < A
—N—
i | R

—A (; A
c¢) Wenn Vz € [a,b] : |f(x)] < C, so gilt fb|f(x)|d.r < be’d:c: C(b—a)

4) Intervallzerlegung
Es seien f:[a,c] — R stetigund a < b < ¢

Wenn Z = {zg,...,xx} mit a =20 <21 <+ < Ty =0 < Ty < -+ < T = ¢,
soist Z=21UZy, Zy ={x0,...,%m}, Z2={Tm,..., x5} und

m k
UD(Z1)= ) .- (®i —xi—1), UD(Z2) = > f.-(zi—>i-1),

i=1 i=m—+1

k

(2

[y

UD(Z,)

Im Limes folgt:
c b c
J f(@)de = [ f(z)dz + éff(w)dw- (%)

Was passiert fiir b < a?

S 3
Qe
Ce

a

Nach (x) gilt ff(x) dz = {f(x) da:+fcf(a:) dz, d.h.

[ flx)de =— [ f(z)dz + [ f(z)d=
a b b
Damit (x) in der alten Fassung weiter gilt, machen wir die
b a
Def.: Fiir b < a sei [ f(z)de=— [ f(z)dz.
a b

Dann gilt (%) immer, egal wie a, b, ¢ liegen.
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5) Stiickweise stetige Funktionen

Def.: f:[a,b] — R heifit stiickweise stetig

<= (a) f ist beschrankt (d.h. IM € N:Vz € [a,b] : |f(z)] < M);
(b) f ist stetig auBer in endlich vielen Punkten.

Bsp.: f:[-1,5] — R:z+—signz
1
sin—:x # 0,
x
0:x2=0

und ¢g:[-2,1] — R:z+—

sind stiickweise stetig.
Fiir stiickweise stetige Funktionen geht alles dhnlich wie in 10.1.

- 4 inf
Einziger Unterschied: e {sup} {f(x) 2z € [zi—1, ]}

d.h. L bzw. f; sind die gréfte untere bzw. kleinste obere Schranke der Menge
{f(z) :z € [zi—1,2;]}. (Weil f nicht stetig sein muf auf [z;_1,x;], existiert mogli-
cherweise kein Minimum oder kein Maximum.)

b
Es gilt wieder Satz 1, d.h. [ f(x)dx ist definiert, und alles bisherige gilt.

5 0 5 0 5
Bsp.: [ signzder = [ signzdzr+ [signzdz= [ —1de+ [1dz=-1+5=4.
1 1 0 1 0

10.3 DAS UNBESTIMMTE INTEGRAL

f i [a,b] — R sei stetig. Wir bilden die neue Funktion
F:la,b] — R:zv+—— [ f(t)dt

a

Bilder:
/ y=f(x)
/
ad X b >
yA F(x) =schraffierte Flache

oder z.B. A

F(z) =

A — Ay

>
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Satz 2 (Hauptsatz der Integralrechnung) F' ist differenzierbar und F’ = f.

(Ausfiihrlich: Vzg € [a,b] : lim w = f(z0))
T—XT0 — X
1. Beweis: (anschaulich)
Y
v y=flx)
f(xo)
a Xq \x b X

F(z) — F(zo0) = f(z0)(z — o)
F(x) — F(xo)

“ =7 — f(mo) fir z — x¢

2. Beweis (exakt)
Fx) = F(zo) _ Jy f@®)dt— [° foydt [, f{t)dt

T — Tg T — Zo T — Zo
_ Jo (F(&) = f(mo)) At + [ f(wo) dt _ Jo (F(&) = f(wo)) dt + (z — o) f (o)
T — Xo xr — Xo
N — f(zg))d
:fwo(f(z_ié 0)) L Hao)
x) — F(x y — f(z0)) d N — f(zo)|d
:‘F(;_fo( ) _ fa)| = Ifgco(f<|7;>_i;<| o) di| _ | [, |f|(;)_xJ;|( o)/ |

(< nach Eig. 3 in 10.2; der duflere Betrag ist notig, weil auch = < xg sein kann)
f stetig in g =

Ve>0:36>0:Vt€[a,b] mit |t — x| <0 :|f(t) — flxo)] <e.
Daher gilt Ve > 0:36 > 0:Vz € [a,b] mit 0 < |z —x¢| <0 :

F(z) - F *edt _
(v) (7o) —f($0)‘ < [ Jzy | _ ez —wo| _ ,
T — xg | — xo | — xo
F(zx) - F
Tr—To €r — I‘O
Bemerkungen:

1) Dieser Satz ist die Briicke zwischen Differential- und Integralrechnung!

2) Ahnlich zeigt man, daB F(z) fiir stiickweise stetiges f zumindest noch stetig ist (im
allgemeinen aber nicht mehr differenzierbar).
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Def.: f:]a,b] — R sei stetig.
1) ®:[a,b] — R heiBt Stammfunktion von f <= &' = f.
2) Die Menge aller Stammfunktionen von f heift unbestimmtes Integral von f.

Schreibweise daftir: [ f(z)dx (oder [ f(t)dt etc.)
Satz 3 f:[a,b] — R sei stetig.

1) F(x) = [ f(t)dt ist eine Stammfunktion von f.

2) Wenn @, ®5 2 Stammfunktionen von f sind, so gilt: 3C € R: &; = &5 + C, d.h.
®,, &5 unterscheiden sich nur um eine Konstante.

3) Wenn @ eine beliebige Stammfunktion von f ist, so gilt

@) [ fa)de=a0)-a()  (8) [f@)de={B+C:C R},

Beweis: 1) gilt nach Satz 2.
2) (I)ll = (P/2 = f — (S. Satz 4, 8.2, p. 67) = &, =Py +C.
3) () Nach 2) ist F =&+ C;

Fla)= [ f(t)dt = 0 = ®(a) + C = 0 — C = —d(a)
e [ f{t)dt = F(b) = (5) + C = B(b) — B(a).

(8) folgt aus 2). O
Schreibweisen:
b b
1) Fir ®(b) — ®(a) schreibt man ®(z)| oder ®(z)|

2) Fir {® + C: C € R} schreibt man ® + C.
Bsp.: Es sei f(z) =sinz.
Wegen (—cosz) =sinz ist ®(x) = —cosz eine Stammfunktion.

Nach Satz 3, (33) ist dann [sinzdz = —cosz + C' das unbestimmte Integral von
sinz. Weiters ist nach Satz 3, (3a)

[sinzdz = @(7) — ®(0) = (—cosac)‘;r = —cosm — (—cos0)=14+1=2
0

I
T

2FE

v
>

NI =
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X x
Auch F(z) = [sintdt = (— cost) = —cosx — (—1) =1 — cosx ist eine Stamm-
) _
funktion von f, da F’/ =sinz (wie es nach Satz 2 sein muf3).
Bild:
Tangente an F
Y4 fO)=F"(x)
) (Satz 2)
1
y=F(x)="1 fcog
ot
y=sin X
%f(X)
| > X
7T X a
2

F(zx) als Lénge
F(z) als Flache
Vorsicht: Das gilt nur in Radiant. In Grad waren die Flachen viel grofler:

180 180 b
[ sina®da=2-— ~114.6 FE
0 ™

Zusammenfassung
b
1) [ f(z)dz... “bestimmtes Integral” ... eine Zahl
2) ®... “Stammfunktion” ... eine Funktion
3) [ f(z)dz... “unbestimmtes Integral” ... eine Menge von Funktionen
4) f... “Integrand” ... eine Funktion
Zusammenhang:

1-2: fbf(:c) dz = ®(b) — ®(a)

1-3: ff(x)dm:ff(t)dt—i—c
2-3: [fx)dz=®+C

b
1-4: [ f(z)dz = “Flache oben — Fliche unten” (vgl. 10.2, Eigenschaft 1)

24: & = f
3-4: [ f(z)dz = Menge aller Funktionen, deren Ableitung f ist.
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§11: Die Technik des Integrierens

11.1 GRUNDINTEGRALE
Wenn @' = f, so gilt [ fdz =&+ C (10.3, Satz 3)
Dabher gilt: /1 dx =z+C

xT—i—l .
x" dx :r+1—i—C’ fiir r # —1

Inz+Ci:2>0

xz tdz =nlz|+C =
& In(—z)+Cy:2 <0

sinzdr = —cosz+C

cosrdr =sinz+C

/
/
/
/
iy mwmese
/
=
[
/

=In ‘ tan g‘ +C (vgl. Ubung 43)

SlIl i

= arcsinz + C

m

= arctanx + C

14 22
e dx ="+ C

Allgemeine Regeln: /(f +g)dz = /fdx + /gdx

/c-fd:zs :c/fdx

11.2 PARTIELLES INTEGRIEREN

Produktregel: (f-g9) = f'g+ f¢'
= fg+C=[(f-g9)dx=[fgde+ [[fgda

= /f’gdx=f-g—/fg’dx

(Das C ist iiberfliissig, da auf beiden Seiten unbestimmte Integrale stehen.)
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f/:em 44:>n f:em
g:x:}g,:]_

ist schwieriger als das Ausgangsin-

Bsp.:l)/:v e’ de=_x _€" —/ 1 -e" dx
—_— N~ N~ ~— ~~
g f g f g’ !
=zxe’ —e" +C
Die umgekehrte Besetzung von f’ und ¢ fiihrt nicht zum Ziel:
2 2
[ x e de= 2 . | T . dp
<~ 2 =~ 2 =~
g ~ g ~ ¢
f f
tegral.

I=[e" sinby dx

1.mal

1
/ ar « ” axr
= e e = — e
f f a

e g =sinbrx = ¢’ = bcosbx
1 1
= — e""sinbx —/— e’ -bcos bz dx
a Nt a — 2.mal
N——" g g/ 1
f f fl = % «_——7 f N
1 ) a
:ae“msmbx—E/e“” -cosbx dx g = cosbr = ¢’ = —bsin bz
1 : b CLJ;‘/ 7 1 axr s
= — eginbr — — [— e cosbr — | — e**(—bsinbzx) dm]
a ala ~— a ~——
g /
/ / ! )
b
1 b 2 b2
— [ = — e"sinbr — — e cosbr — — [ /+—=1
a a? a? a?
bQ 1 ax : . b2
:><1+a—2>I:a—2e (asinbx — bcosbx) + C /.<1+a—2>
—a%4b?

axr

— I = [e"sinbrdz = cﬂe——i—bQ(

Vgl. auch Ubung 65.

2 2
fInzde=[_1 -lnz dz
1 1 S~~~
f! g

:x-lnx’—fx-—dx

<~ R

f g ! \7’
g
2

:2m2—1m1—fdx:2m2—1:h(é>z&%&
-

1 e

0

asinbx — bcosbx) +

a

C

f/:].“:>”f:l'

g=lnr = ¢ =

8|
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Bild:
y
y=In x
In2~0.69 -
0.386
-
w > X

11.3 DIFFERENTIALE

Def.: Eine Funktion von 2 Variablen ordnet 2 Zahlen eine Zahl zu. Z.B. z(x,y) =
x + 2y heifit etwa x = 1,y =5 = z = 11 etc. oder z(z,h) = e” - sinh heilit etwa
r=1h=35 = z=c¢ etc.

Def.: f sei eine differenzierbare Funktion. Dann heifit die Funktion z(z, h) = f'(x)-h
in den 2 Variablen x und h das Differential von f.

Schreibweise: Statt z schreibt man hier df, d.h. df(z,h) =df = f'(x) - h.

Bild:

Beachte: df hangt von x und von h ab.
Speziell: Fiir f =z gilt do = (2’) - h = h. Daher schreibt man oft dz statt h, d.h.

d
df = f(x) - dz. (Dann gilt f'(x) = df _ ein Quotient von Differentialen = ein

“Differentialquotient”.) Aus dem Bild sieht man f(z + h) = f(z) +df + o(h) (vgl.
§6). In erster Naherung gilt daher fiir kleines h

flea+h)~ f(z)+df = f(z)+ f'(z)-h

Vorsicht: Das dz in [ f(z)dz ist vorlaufig nur symbolisch und kann auf der augen-
blicklichen Stufe des Verstandnisses nicht als Differential aufgefafit werden.

Bsp.: 1) Nahere sin(31°) von sin(30°) aus an! Dann ist # = 30°, dz = 1°.

Weil differenziert wird, Umrechnung in rad: = = %, dr = 1i80
) LT us ) T T T\ Ub. 12 1 T V3
— §in(31°) = (— —>% (_) T (_> .12 1, T V9
sin(31°) = sin 6+180 sin 5 +180 cos 5 2+180 5
—~— ~ N——
T dz I/ ()
—_———
= 0.51511... =df

Exakt: sin(31°) = 0.515038... Der Fehler 0.000076... ist das o(dz).



2)

11.4

Approximiere /1 + h fiir kleines h!
1 h h
flz) =z, = = df N 5 = + + 5

(mit Fehler vom Typ o(h)).
Partiell integrieren mit Differentialen:

ff/'gdl':f'g—ff-g'dx ergibt

fgdf:f'g_ffdg df:exdx“:nf:ex
ZB.: [ x ¢"dx = x - — [ e dz

P ~~ g=1=—dg=dx

g df g f f dg

SUBSTITUTION
Kettenregel: f(g(x))" = f'(9(x)) - ¢'(z) = [ ['(9(x)) - ¢'(z) dw = f(g(z)) + C
(Kontrolle: rechte Seite’ =Integrand)

g9()
earctan T f—arcta‘n > 1
Bsp':/l—i—xQ d:z::/e 1T dx
f'(g(x)) ‘7(’)—’
__ _arctanx g (T
=€ +C
f(g(z))

1

(Kontrolle: rechte Seite’ = (e?*°*an® 4 () = (Kettenregel) = e ctan® . T =
x

Integrand)

Formulierung mit Substitution

[ £le@)g'@) ds = r(gl) +
=ft)+C mit ¢ = g(z)
- / Fdt mit = g(x)

“Riicksubstitution”
Nun schreiben wir h(t) fir f'(t) (das hat mit dem A von 11.3 nichts zu tun).

Dann folgt:

[ blotan- g/ @)de = [ near

mit Riicksubstitution t = g(z)

nach dem Integrieren.
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Beachte:
1) Dies entspricht genau dem Rechnen mit Differentialen: ¢t = g(x) = dt = ¢'(z) dx
2) Substituiere t = g(x) dann, wenn ¢'(x) im Integral als Faktor vorkommt.

t = arctanx = g(x)

earctanx
Bsp.: 1 dox = d
b )/1+9€2 :>dt:g’(x)da::1+a;2

:fetdt:et+czearctanx+c

cosxdx = dt = —sinz dx

2) [tanzdx :/

—dt
:/T:—ln]tl+C:—ln]cosw\+C’

sinx ‘ t=cosx

) [sin(z +4) dz = [sintdt = —cost+ C = —cos(z+4) + C
t =dt
2

t==x
4) (a) [e a? cxdr = [e- dt:%et+C:%eIQ+C — dt =2z dx
dt
— zdr = —
1
1,'2 . t . . . . . dt
(b) [e* dx = [e .mdt 148t sich nicht ausrechnen Hdm d =
1 1
5) ({arctanxdxzof\lf/arctanx dz = (partiell)
I’ g
/ 2
(o arcton )|~ [ e ) t=1tc
— . _ *
oo, 1+a2 " — dt = 2z dx
0
1
=1-arctanl — 0 pdt mitl =
=1-arctanl —0— . _4_211”33:0_
=0
m 1 1 m 1
R S| M St 1

Wir sind schneller, wenn wir auch die Grenzen substituieren:

t=1+2%: r=0=1t=1
r=1=t=2

In2 =~ 0.439

11 " 2 T 1
—1n e —
2 t=1 4 2

2
14
Also: (¥x) = larctan1 — /2— — %
1
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Bild: ’
/2
T/ 4y ﬁ; X
1
—7/2
11.5 PARTIALBRUCHZERLEGUNG
dz
Bsp.: [ ———=7
°P /x2 —4r+3
1
24 3=(rz—-3)(z—1) = =
v v (z=3)(z-1) 2 —4x+3 (x—3)(x—1)
Wir versuchen, ob wir das in der Form 3 + 1 darstellen konnen. Dazu
T — T —
1 A B
mufl sein: Vx mit x # 1,3 : = + < Vo € R mit

(x —3)(x —1) r—3 z-—1
r#1,3:1=A(x—1)+ Bz — 3)
Aus Stetigkeit mufl [ x| Vz € R gelten.
[#*]<=VzeR:1=(A+B)z—A—-3B
Das stimmt Vx falls A+ B =0
(“Koethtizientenvergleich”) —A — 3B = 1} +

—2B=1=— B =—

|
o
Il
N =N —

_ 1 12 1)2
Also: (x—=3)(zx—1) x-3 z-1

(Schnelle Methode: mufl Vz gelten, auch =1, =3

1
Speziell:x:1:>1:B(1—3):>B:_5
1

Zurtck zum [ :

/(:1: — 3(§(x:1: -1) B /<x1£23 B :v1£21> dz

1 1
:§1n|x—3\—§ln|x—1|—|—0

= —In

2

1 x—3
‘ 1‘+C.

€xr —



95
11.6 QUADRATISCH ERGANZEN

dx
Bsp.: /xQ P

22 —4rx4+7=0= 122=2+V4—-T¢R
2 _ _ 2 _9.9. _ (92
=4+ 7= x 2-2-x+ 4 —44+7T=(x—2)"+3

a? 2ab b2 =3
t=x—2
:>/ dx _/ dx x=1t+2
x?2 —4r+7 (x—2)2+3 dz
=1=dr=dt
dt
=V3u
_/ dt _/ V3du w=t/V3
t2+3 3(u? +1) d

t—\/_:>dt V3du
du

3arcta +C L arcta <$_2)+C
= — nu = —— ar 11}
3 V3 V3

Bemerkung: Ahnlich 11.5, 11.6 148t sich jede rationale Funktion integrieren, vgl.
auch die Ubungen 70 und Z9.

11.7 WINKELFUNKTIONEN SUBSTITUIEREN

r = Rsint,t € [-7, 7]

. T
Bsp.: 1) [VR? —22dx t = arcsin 7

% = Rcost = dx = Rcostdt

= /\/R2 — R2sin’t- Reostdt = /VR2c082t-Rcostdt

(NR:in [~F, 5] ist cost > 0 == V/cos?t = cost)
= [R?cos*tdt

NR: cos?t+sin?t =1 9 1+ cos2t
N .o + = cos’t = ———
cos”t —sin“t = cos 2t 2
R2 R? in 2t
- (14 cos2t)dt = 5 (t—l—SH; )+C

(NR: sin2t = 2sint cost = 2sinty/1 — sin? t—2—\/ - = —x\/R2 z2)
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= R—2 arcsm( ) + E\/R2 -2+ C
2 R
R2
Speziell: f VR?2 —u?2du = o> arcs1n< ) —VR?% -2,

A

Kontrolle.

IR A y = VRZ — 22

siny =

=l

2 b b
f\/RQ—acha:—A1+A2 R— e b\/RZ—b2 —arcsm<R>—|——\/R2—b2

2
(NR: Fliche Kreissektor: Ay = Cvy; v =2r = A; = R?*m; also C = Jz )

/2

2) / _2r
2+sinx

—m/2

Bei rationalen Funktionen von Winkelfunktionen macht man folgende Substitution:
t = tan § = r = 2arctant;

2t ..
sinz = 2sin 5 cos § = 2tan § - 0082% =1 p (s. Ubung 44);
——
1
1—|—tan2§
2 2 1—t?
cosxzcos2§—sin2§ :20032%—1:—236—1: s —1l=—7;
—— 1+ tan® 5 1+1¢ 1+t
1—cos? £
dr d 2 2dt
2 arctant — = dx = .
@~ aGaetant) = o Ty
/2
Also / de | +7 = t=tan(+£%) = +1
: —_— = r=+Z = Ty =
2+ sinx 2 4

—7/2
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1 1
Zdt
:/ 1+t22/t _/1 dt B} — (11.6)
_124—@ J +t+1
1 u:t+%
dt 1
— s t=u—3,dt =du
(t+3)°—7+1 5
N , t=1= u=3; etc.
124t4+ 1
3/2
/ du u= v, du =L dv
- 2. 3 —_1 _ _ 1
71/2u + 3 U=—5=—=0= \/getc
V3
\égdv 4 3 V3
= §02+§:§-7«arc‘canv
_1/\@4 4 v=—1/V3
2(t\/§ t(l)) T~ 1.8138
= —(arctan V3 — arctan(— — = I ~1.
\/5‘—73—’ V3 (s. Ub. 12)\/3
—7/6
A
Y
= 1
+1 2+sin X
1/3
Z 7 .
/2 /4 /4 1/2 X
118 [[sin®zdr =3
1 — cos?2 ™ 1 cos2
a) Rechnung: sin®z = % :>A:fsin2xdx:/¥dx:
0 0
_(z sin2x)”_7r
2 4 0 2
(NR; : 1 =cos®x +sin’z L
9 .9 — = 1—-cos2zx =2sin“z
cos2xr = cos“ xr —sin“ x
— du _
u=2x, =2

NRs : [ cos(2z)dz = [ cos(u) - 5 du

du = 2dz, dz = %du

1 1
:§Sinu—}—C:§sin2x+C)
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»
»

b) geometrische Uberlegung:
Yy

1-— 2
B y:sinzx:ﬂ

/2 AR

A = B (Symmetrie), A+B:7T:>A:g

Also: f sin? z dz, f cos?rdr, [ sin?xdz etc. ergeben jeweils die halbe Intervall-
/2

w/4
lange. Vorsicht: Bei f sin? z dz oder allgemein f sin? t d¢ stimmt das nicht, da die

Symmetrie fiir diese Intervalle nicht gegeben 1st.

11.9 HYPERBELFUNKTIONEN

Beo. de
p.: Nrrailk
x —X
Def.: cosh z =chz = % ( “Cosinus hyperbolicus”)
e’ —e™”
sinh x = shx = — ( “Sinus hyperbolicus”)

shx e’ —e 7T

tanhx = thz = e ( “Tangens hyperbolicus”)

Eigenschaften:
—z 4 o—(-7)
Vz :ch(—z) = % = chx = ch gerade
—z _ o= (-7)
Vx :sh(—x) = ———— = — shx = sh ungerade

)= 2
Vz : th(—z) = —thz = th ungerade
>

Vz:ch(z) >0; Ve >0:shz>0

ch’(z) = l(ex —e *)=shx

—x\/ __
(e +e ") 5

[\')I»—l
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1 1
sh'(z) = §(e$ —e 7)Y = 5(6” +e %) =chz

th'(z) = (vgl. Ub. 73a)

1
ch’(x)
= Vz : sh’(z) > 0 = sh monoton steigend

— sh umkehrbar
Vz > 0:ch’(z) = sh(x) > 0 = ch auf [0, oo [ umkehrbar

Vz :th'(x) > 0 = th umkehrbar

Bilder:
A
ex 1
chz = 5(e” +e7%)
< chzx
X#
e’ —e 7T
lim thz = lim ———
—>00 z—oo et + e %
/‘ O A
~ =~
- 1 e72$
= lim — =
z—oo ] + e 1
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Summensétze: 1) sh(z +y) =shxzchy +chxshy
2) ch(z +y) =chaxchy+shxzshy

Beweis: z.B. von 2):

1 1 1 1
chzchy+shzshy = §(em +e %) E(ey +eY)+ §(ew —e 7). i(ey —e V)

= i [ew+y 4T 7Y 4o THY 7T Y 4 oTHY _ o7 THY _ oTTY 4 0T TTY

1
= S(e" 4 e ) = ch(a + ) s

Fiir y = —z ist 1 = ch0 = ch(z — x) = chzch(—z) + shash(—z) = ch’z —sh®z
Also: Vo :1=ch?z —sh?z

y = x in den Summenséitzen gibt die Verdoppelungsformeln:

ch2z = ch?z + sh’z, sh2x =2shxchzx
Zuriick zum Bsp.:

dz
vz +1
chtdt

- 2 cht:>0
Vsht+1 ( )

ch?t

|x =sht, dz =chtdt

[dt=t+C

Def.: 1) Die Umkehrfunktion von sh heifit arsinh oder arsh.
2) Die Umkehrfunktion von [0,00 [— R : z —— chz heifit arcosh oder arch.
Man nennt diese Funktionen Areafunktionen.

y=arshx

Satz Vx € R :arshz = In(z + Va2 + 1),
Vr € [1,00[: archxz = In(z + Va2 — 1).
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Beweis: Z.B. fur arshz : 1
V: fo f_l(ﬂU) =x = sh(arshz) =z = _(earshm _ e—arshg;) —

2
Es sei u = edsh
1
:>§(u—%):x:>u—%:2x:>u2—1:2xu:>u2—2xu—1:0:>u:

rtVa?+1
u>0=u=2+Vr2+1= 8% = 34/22 + 1 = arshz = In(z+v22 +1).00

Ende des Bsp.:

=t+C=arshe+C=In(z+Va2+1)+C

dx
2
vat+1 L4 2 V2 F1
Kontrolle: In(x + V22 + 1) = —2Y2+1 vaiil =
( ) r+vVr2+1

Vel +1l+x B 1
(x+ Va2 +1)vVa2+1 Va2 +1

v

Bemerkung: P(z) sei ein quadratisches Polynom. Dann wird in einem [ mit /P(z)
zuerst quadratisch erganzt und dann

t =sinu 1—¢
t =shu substituiert, wenn in der ./ —< t*+1 % steht.
t=chu 2 —1

Zusammenhang von sh, ch mit der Einheitshyperbel

sin, cos :
Vt € R:cos?t +sin’t =1 =
Vt € R: (cost, sint) € Einheitskreis = {(z,y) : 2% + y* = 1}
Bedeutung von t :
1) t = Winkel in rad = £+ Bogenldnge von (1,0) aus
2) t = £2 - Sektorfliche A
(beides mal ist — bei Drehen im Uhrzeigersinn zu nehmen.)
2) gilt, denn fiir ¢t > 0 ist A proportional ¢, dh. A=Ct; t =21 = A =m7. Also

1 1
=—, dh. A= -t
¢ 2’ 2

— (0, ¥0) = (cost,sint)
=t fallst>0

.
A= Y alls £ 0
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b) sinh, cosh :
Vt € R:ch’t —sh’t=1, cht > 0=
Vt € R: (cht, sht) € Einheitshyperbel, rechter Ast
={(z,y) e R?: 2% —y? = 1,2 > 0}
Hier ist 1) falsch, d.h. ¢ # + Bogenlénge (siehe spéter), aber es gilt wiederum
2) t = +£2 - Sektorfliche = +2A4;.
denn falls ¢t > 0, so ist
A = A; 4+ Ay = Dreiecksflache

1 1
:§:c0'y0:§cht'sht
Yy =X
A
Yy
x2—y2=1, x>0
(x0,vo )=(cht,sht)
,‘ >
Ao
A
x =chu, dr =shudu
Zo
und Ay = [ Va?-1dx r=x9g=cht=u=t
r=1 r=1=u=0
t
= [ ,/ch®u—1 shudu
wu=0 h\/—/
sh? u

t NR: ch2u = ch?u + sh?u
zfshzudu 1 =ch?®u—sh?u
° :>sh2u:%(ch2u—1)

1t 1 (sh(2u) t
— ~ [ch(2u) — 1du = - _

2‘({0(“) du 2( 5 u)uzo
_sh(2t)_£_2shtcht_£_A_E
4 2 4 2 2

t
— Sektorflaiche = A; = A — Ay = 3 O
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§12: Numerische Integration

Anders als beim Differenzieren sind viele unbestimmte Integrale von elementar trans-
zendenten Funktionen keine elementar transzendenten Funktionen mehr, z.B. ist

Tsint
/ — dt = Si(z) eine neue Funktion. Man braucht daher numerische Verfahren.
0

Wir verwenden “aquidistante” Zerlegungen.

b h—
Es sei f : [a,b] — R stetig, I = [ f(z)dz, h = Ta
To=a, r1 =a+ h, x2:a+2h,..fl, T =a+ kh=0.
Weiters sei yo = f(z0), y1 = f(z1),..., ye = f(b).

, Z ={xo,..., 2z} wobei

y
’ y=f(x)
%
R X=b
=0 x, X
%
&1 &2 .
Def.: 1) Wenn = = {"z¢ , 21 ,...,Zk-1}, so heit Ly = R(Z,E) = > f(zi—1) -
i=1

k
(x; —xi—1) =h > yi—1 = h(yo+- - -+yr—1) die Ndherung von I nach der Linksregel.
—— i=1 -

h
k
Wenn = = { z1 ,x9,...,2}, so heifit Ry = R(Z,E) = > f(zi)(x; — xi-1) =
N i=1
&1
k
=h> yi=h(y1 + -+ yx) die Ndherung von I nach der Rechtsregel.
i=1 -

1
T, = §(Lk + Ry) heift Naherung von I nach der Trapezregel.
Nach §10, Satz 1, gilt I = lim L = lim Ry = lim T}
k—o00 k—o0 k— o0
Bilder:

Y Y y

_

Q
=
X
S
[en
x

1
Ls = h(yo+y1 + y2) Rs = h(y1 + y2 + y3) T5 = §(R3 + L3)
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Bei T}, wird f durch Geradenstiicke angenahert.
Noch bessere Approximation: “Simpsonregel”
Idee: Approximiere f durch Parabelbogen!

Bild: N
Y
1. Parabel g 2. Parabel
approximiert / vie approximiert
von xg bis x von xy bis x4
f bi f bi

Rechnung: Wir betrachten die erste Parabel. Sie hat eine Gleichung der Form
g(.I‘) = axz +6'CC +7 und muf durch P = (x07y0)7 Q = (’rhyl)? R = ('T27y2)
T2
gehen, d.h. g(zo) = yo, g(x1) = y1, g(x2) = y2. Wir wollen J = [ g(z)dx durch
To, Z1, T2, Yo, Y1, Y2 ausdriicken. ’
1) J bleibt gleich, wenn xg, 1, x5 verschoben werden, d.h. J héngt nur von h, yo, y1, y2
ab:

~__—verschobenes g

Yo

Xo  X; Xy X NO NW X5 X
gleiches J
2) Es sei nach Verschiebung 1 = 0 = z¢p = —h, 22 = h. Dann gilt
I yo=g(~h)=ah®—ph+~
II oy =9(0) = Y
I y,=g(h) =ah®>+ph+y
— y=y; und I+ 1II: 20h? + 2y = yg + 9o = a = yo++h2—2?/1
h 3 2 h 3
:>J:/(aac2+6x+”y)dx:(a%—i—ﬂ%-l—’yx) :20;)h + 2vh
x=—h

_ 20 gty — 2y
3 2

3

w|

h
+2y1h = = (yo+y2 — 2y1 + 6y1) = = (yo + 4y1 + y2)
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Das liefert die Naherung von I nach der Simpsonregel (k¥ muf gerade sein!)

h
Sk:§'( Yo+4yr+ye  +  yatdyst+ys +...)
—_— —

f vom 1. Parabelbogen f vom 2. Parabelbogen

h
=3 (Yo +4y1 +2y2 +4ys +2ys + - + 4yp—1 + yr)
Tabelle
Gesamtfaktor Faktoren vor
Yo Y1 Y2 Ys .. Yk—2 Yk—1 Yk
Ly h 11 1 1 1 1 O
Ry h 01 1 1 1 1 1
T h/2 1 2 2 2 2 2 1
(k gerade!) Sk h/3 1 4 2 4 2 4 1
/2
dx T
Bsp.: — = — ~ 1.8138 1. 11.7, p. 97
—7/2
. ) b—a w T T T
Numerisch: Es sei k =4, h = T S TS T TL= T T =
1 1 V2 1
=1, = ~ 0.77, = -,
YT 9 sin(—1) ST 9t ein(-T) T 2vR—1 2= 3
2 1 1
V2 ~ 0.37, y4 = —— = =
2v2 41 2+sin(3) 3
y
1=Yo
%
- 3
Ly %(yo+yl+y2+y3) = % ~ 2.0757 (Hier ist L = OD)
83
Ry = %(yl Y2+ ys +ya) = o2 ~ 15521 (Hier ist R = UD)
1 97w
Ty = =(L —— ~ 1.8139
5 (Lat ) = 762
T 1 1457 ..
Si=7 3(yo + 4y 4 2o + dys +ys) = e 18077, (Vgl. auch Ub. 76.)

Hier stimmt zufallig die Trapezregel am besten. Fiir k£ — oo gilt aber:

C C
AC : |1 -Ty| < 72 [T — S| < o (falls f 5-mal stetig differenzierbar ist).
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§13: Anwendungen des Integrals

Im folgenden setzen wir bei Riemannsummen immer &; = x;_1, d.h. wir nehmen die
Linksregel.

13.1 FLACHEN

Es seien f : [a,b] — R und g : [a,b] — R stetig und Vz € [a,b] : f(z) > g(z).
Dann ist die Flache A {iber [a,b] zwischen f und g gegeben durch

b
A= [(f(z)—g(z))da.

Bilder:
f(&) —g(&) % (f(&) —g(&))
! (ﬂfz - iEi—1)
A
o[ b g‘:x%x‘»
9
—0
Gesamt Ausschnitt

k b
— A= Tim [5°(f(&) = 9(&)) (@i — zi-1)| = [(f(z) - g(x)) dz

w(Z)=0Li =1 a
Bsp.: Bestimme die Fliche A, die von der Parabel z = 4 — 2 und der y—Achse
begrenzt wird.

a) Integration nach x : -2
r=4-—y = yi=4-z=y

dh. f=vd—z, g=—Vd—z

Il
H_
N

|
8
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u=4—x
1 ’ 1/2 g_u:_l
A= [[Vi—z—(—Vi—2z)]de= [2(4— d §
[V - oy -
f(=) g9() v r=4=u=0
0 3/2 10 32
— 9 [ul/2(—du) = —2Y — 9. 2(0-4%2y= 22 _ 106
‘4[u (—du) 32| . ( ) 3

b) Integration nach y :

2
Nehme y als unabhéngige Variable = A = [ (4—y?)dy = (4y — y_)
)

13.2 VOLUMINA VON DREHKORPERN

Es sei f:[a,b] — R stetig.
Wenn die Kurve y = f(x) um die z—Achse rotiert, so hat der entstehende Kérper
b

das Volumen 7 [ f(z)?dz.

Bilder:
Ausschnitt
y y
-0
o< f
g | |
. X | %; X
|
X—wzg
Z Z ‘

Volumen der Scheibe
~ [Volumen eines Zylinders

Gesamt mit Grundfliche f(&;)%m
und Hohe (x; — x;_1)]
= f(&)?m - (2 — 2i-1)

b

k
— V= lim |5 (&P (@5 —2i1)| =7 [ fl@)?de

p(Z)=0L 5 a
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b
(Kurz: V =7 [y*dz)

Ebenso: Wenn f(z) monoton, f(a) = a, f(b) = 5, und y = f(x) rotiert um die
y—Achse, so ist

B a B a
V=r[fy)?dy bzw. 7 [ f~1(y)*dy CKurz: V=nr[z*dy bzw. 7 [ 2? dy)

«@ B Yy @ B
je nachdem, ob a < 8 oder § < a.

Bsp.: Rotationsellipsoid.
2 2

Die Halbellipse x_2 + 32—2 =1, y > 0, rotiere um die x—Achse.
a
Y
N
\,—a I >
/ b Hier gilt:
Intervall = —a a |
~~~ ~~
fritheres a friitheres b
2 2 ‘
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13.3 BOGENLANGE

f i [a,b] — R sei differenzierbar und f’ sei stiickweise stetig. Dann hat der Graph
von f die Bogenlange

L:fb\/1+f’(a:)2da: (Kurz: L:fb\/1+y’2dx)

Bilder:
y y |
\(‘J\ﬁ \ " Tangente
y=F(x) B f+§ (xi — zi—1) f'(&)
\ | |
@ L
| - T
Gesamt AusschlrﬁtO
Lénge des Kurvenstiickes tiber [z;_1,x;]
~u = V(i —zim1)? + (2 — 2i-1)2f/(6)? = (2 — 2im1) /1 + [/(&)?
Pythagoras
b
— L = (léf)ﬂozx/l-f-f/fz —1‘1'1 f\/1+f/
plZ4)—=0 =1 a
Bsp.: Linge des Parabelbogens y = z? iiber [0, b].
y=f(x) =2% f'(z)=22
t=2x,x=t/2
b de =1 dz=1dt
— L= [V1+422dz at =~ 20 T3
0 r=b=—=1t=2b

r=0=—=1t=0
L2 t =shu (s.11.9)
:§f\/1+t2dt u = arsht
0

dt = chudu
arsh 2b ch®u —sh*u =1
= / V14 sh?u-chudu ch? u + sh? u = ch(2u)
chu = ch®u = 1(1 + ch(2u))

arsh 2b

1
5(1 + ch2u) du

N —
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1 sh 2qy [0 sh(2u) = 2shuchu
= —|lu + )
4< 2 u=0 — 2shuV1+sh?u

1
=1 (arsh(2b) + 2b- V1 + 462
= g\/l + 462 + - ln(Qb + V14 4b2) (siehe 11.9)

1
ZB;b:1::L—2v”+ m@+v3~44m

134 k

‘ds‘

Bsp.: Kreis mit Radius R :

¢ = £ Tangente zu x—Achse, y“
s = Bogenlidnge von (0, —R) aus
s
S ¥ ¥ R
dp 1
ds R
4k
¥
¥
—R
S
Allgemein:

f :]a,b] — R sei differenzierbar und f’ sei stetig.

Definiere s : [a,b] — R : 2 —— f 1+ f/(t)?2dt d.h. s(x) ist die Bogenléange von

a bis z.
Bild:

Tangente




111

( VIt ) dt> (§10, Satz 2 (Hauptsatz)) = h(z) = /11 F/(2)2 > 0

h(t)

—> s ist monoton steigend = s ist umkehrbar. Wir kénnen daher x als Funktion
von s betrachten und auch ¢(z) = arctan f’(z) als Funktion von s betrachten.

d
Satz: k = ‘—SD‘

In Worten: Die Kriimmung ist die Anderungsgeschwindigkeit des Winkels beziiglich
der Bogenlange.

d 1
Beweis: ¢ = arctany’ —> — = 2

de’ 1+y/2.

dx 1 1
= (87, Satz 3 (Ableitung der Umkehrfunktion)) = - = —— (s.oben)
& d dp d " 1 - +
¥ p ax Y ¥
— 7 — (Kett ) =28 : ‘_‘ 0
P (Kettenregel) de ds 14472 /—1 d
Bsp.: y = f(z) =chzx
N y=ch x
Essei a =0= s(x \/l—i-f’ 2dt Y
x x ch’
= [V1+sh’tdt = fchtdt—sht =shz X
Bild: 1 \
ZB.: z=1, s(x)=sh(x)
chl=1(e' +e 1)~ 1.54
shl=Z(e! —e™!)~1.18
(gerader Weg: R
V1+ (chl—1)% ~ 1.14) h ‘
1
¢ = arctany’ = arctan(shx) = arctan(s) = i—f = 15 = K = i—i =

1 1 1

1+52 14sh’z chlz
Kontrolle des Ergebnisses mit der fritheren Formel:
" chz chz 1

_ ly — - - v
(1+y2)3/2  (1+sh®z)3/2  ch’z ch’z

ch? z
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13.5 OBERFLACHEN VON ROTATIONSKORPERN

Es sei f :[a,b] — R differenzierbar und f’ sei stiickweise stetig. Wenn die Kurve
y = f(z) um die x—Achse rotiert, so hat der entstehende Koérper die Oberfliche

S:27rfb|f(x)|\/1+f’(x)2dx

Bilder:
Ausschnitt
y y
/ /%
!
m \f(é‘»)\g o
N a \‘ b X éf:%@y\j;(" X
/ | =50l
/ | |
|
z z \k

Gesamt Oberflache der Scheibe
~ - 27| (&)
u = (ZI?Z — 5132'—1) 1+ f/(gz)Q (S. 133)
k b
= 5 = go(lZiI)ILO ;(% —zi—1) 1+ f(&)? - 2n|f(&)] = 2n [ |f(z)]\/1+ f'(x)?dzx
Bsp.: Kugeloberflache

y=flz) = VEE 22

2

/ —Zz / 2 o R2 /

R R
:>S:27T/\f(x)]\/1+f’(a:)2dx:27r/\/RQ—xZ-RQde
-R -R

R

R2 — g2

Vs
R
= 27rR/ dz = 27R - 2R = 47 R?
R
(Beachte: FEigentlich ist hier f’ nicht stiickweise stetig, da f’ bei £R nicht be-

schrinkt ist. Wenn man auch uneigentliche Integrale (siehe §14) zulafit, kann man
diese Voraussetzung weglassen.)
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§14: Uneigentliche Integrale

14.1 UNEIGENTLICHE INTEGRALE 1. ART

1
Bsp.: f:[l,0][—R:z+— —

IL‘Q
y
1 y=1
X
~FE —
1741 2
1 2 55 %
/bdx /b_Qd <1)” 1 1) =1 1
—_— = Tr = _— _ —— — | — f— — —
x . x/ |,y b b
1 1
— Fliche von 1 bis 2 1 — % — %
55 ¢ 1 — &= = 0.818...
10 1 — & = 0.9
100 @ 1 - 55 = 0.99
o T 1_l — 1
oo ¢ lim(1-3)

Def.: f: [a,00[— R sei stiickweise stetig. Dann heifit f iiber [a, oo |
b
(Riemann-) integrierbar <= blim [ f(z)dz existiert und # +oo.
— 00 a

0o b

Schreibweise: /f(:c)d:c:blim /f(x)dx
—00

b b
Analog: /f(x)dzz lim f(z)dx,

a— — o0
a

00 b
J rerie- im_m [

(falls die Limites existieren und in R sind). Diese Integrale (eigentlich Grenzwerte

von Integralen) heifen uneigentliche Integrale 1. Art.

) b

dz _ e [97 1im<1—1>:1

Bsp.: 1
°P ) $2 b—oo $2 b—o0 b
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0o b
d b
2) P tim [ = lim (Inz) = lim (Inb —Inl) = o0
x b—o0 x b—o00 g1 000N~ f
1 1 — 00 =

1
Also ist — nicht integrierbar iber [1,00][.
x

Y
11 y= 1 oo viel Flache
X zwischen Kurve
%” und z-Achse
1 \ 2 X
Flache von 1 bis 2 : In2 ~ 0.69
e 5.5 : Inb.b ~ 1.7
e 10 : In10 ~ 2.3
e 100 : In100 ~ 4.6
e 101000 . ln(lOwOO) =1000-1In10 =~ 2302.6
? 00 : lim Inb = 00

b—oo

Bemerkung: Es gibt auch den Fall, daf sich Flachen {iber und unter der x—Achse
S Sl P g), aber insgesamt

aufheben, z.B. ist integrierbar tiber [0, 00 | ( /

T
0

| si

nz| dx = co.

ist oo viel Flache da, d.h. / .
0

v

" 2m 3 X
T d : d b
3) / 1122 al}r_noo blggo ek agr_noo blggo(arctanx)

a
— o0 a
= lim lim (arctanb—arctana) = 7
a——00 b—oo ——
—/2 ——7/2
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Bild: 4
Y
T3 14 FE
%
7'r © o4 t=tang, s. 11.7
dz T+2
4) T4snz | 1+ 2 r=0=1¢t=0
J +sinx J + 1 2 A=t — o0
rod Fod
t t
:2/—:2hm /—
1+ 2t +¢2 b—oo ) (1+41)2
0 0
b
1 1
— 2 lim (——) — 2 lim (—— - (—-)> —9
b—oco 1+t +—0 b— oo 1450 1
——
—0
y
N 2FE Y= THshx
JW/Q
_n il I 37t %
2 2 o>

Beachte: Durch Substitution kann ein Integral uneigentlich werden.

Vorsicht: Wenn man mit der Substitution ¢ = tan 2 {iber x = 7 (oder —m, 37 etc.)
dariiber geht, mufl man das Integral zerlegen: Z.B.:

5m/4 T 5m/4
dx dx dx
; = — + P EE——
1+4+sinx 1+4+sinx 1+ sinx
0 0 ™
—_——— ———
s. oben t=tan 3, aber x=27+2 arctant

Def 00 q konvergent — integrierbar
= { f(w)da divergent = f(z) ist iiber [a, 00] nicht integrierbar | -

b 0o
Analog fir [, [ .

— o0 — 00
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1
Satz 1: /—a dx ist konvergent <= o > 1.
x

1

1
Beweis: y = — =2x7¢
a:.a
1. Fall: o =1 siehe Beispiel 2
2. Fall: aa#1
b 1—a |b bl—a -1 0 a< 1’
lim [z %dz = lim ° = lim = 1 1 O
b—oo bsoo l —a|,_; b2 11—« T =ag:a>1
Bild: y y=1 / divergent

y=-L mit0<a<l
N - L
o~ (Z.B. y \/5)

y:Ia toz>1

(Z.B =)

/ konvergent

14.2 UNEIGENTLICHE INTEGRALE 2. ART

Bsp.: f:0,1] — R:z+—

Bl
i

noch
1FE X . — 1FE

1/4 1

! 1 al/?

5~ Ty =201 Va)

1 1
2172
Fiira>Oist/dm:/ 124, =T =15~ 173

1/2,

&

—> Fliche von  bis 1 : 2(1 — 1) =1
1 : . 1 _ 4
1 : . 1 —

0 bis 1 : lim2(1—+/a) =2
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b
Def.: f:]¢,b] — R sei stetig. Dann heifit f iber [c,b] integrierbar bzw. [ f(z)dz

b
konvergent <= liin [ f(z)dx existiert und # =+oo.
- a C a

b b
Schreibweise: [ f(z)dz = li{n [ f(z)dz

Analog fiir: «) f: [a,c[— R stetig und

B) f:la,b] — R, f stetig auBer in ¢ €]a,b[. In diesem Fall ist

b c b
[ f(z)dx = f f(z)dx + f f(z)dx falls beide Integrale konvergent sind.

a

1
Bsp.: 1) / = lim dx = 11m2\/_ \ m (2 —2va) = 2.
0

a\‘O .’B a0 a

1
d
& = 2—-0 = 2; vgl. auch Bsp. 1 in 14.1:

I,
\/E— .Tx:O 3 . . i %
0

Umkehrfunktion zu i)

(Kurz:

22
1d 1d ()d 1d
T 1 . ] T - .
2) Pl f(l‘):pwnrdoobelx:().Also: /E:/F+/x_’
-1 54 Y J
1 1
d —1 1 1
4 i a\ J a\ o aN a

Also ist hier oo viel Flache enthalten.

dz . .
/ 2 ist divergent.
1
oo viel Flache

1/2 1 X

Vorsicht: Die kurze Methode versagt hier.

rd !
x
Kurz, aber falsch: /P = <_;>

1
=—-1- (——1> = —2 Unsinn!

=—1

Satz 3 (3«a) in §10 ist nicht anwendbar, da f nicht stetig auf [—1,1] ist.
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1 1 2
t=1—=x
3) /arcsina:dx = / 1 -arcsinz dx dt
~ —— 9. = —2x
0 o f g dt
1 rdr = -5
=a:-arcsmx’ —/x-—dx v
0 , V122 r=1=—=1¢t=0
: d / d
—dt/2 1 t
:1-5—/ / :f——/— - T _1~o057
2 \/i 2 2 t (Bsp. 1) 2
1 0
Y
n/24 y=arcsin x
5—1FE (vgl. auch Ubung 68b)
w x
Beachte: ———— wird oo bei z = 1, d.h. auch durch partielles Integrieren kénnen

aus eigentlichen Integralen uneigentliche werden.

1
dx
Satz 2: /—a ist konvergent <—= o < 1.
x
0

1
d 1
Beweis: 1. Fall: a=1:1lim [ — = lim Inz =lim(Inl — lna ) =400
a0 T a0 r=a a0 "~~~ ~~
a 0 ——00
1 1 1
2. Fall: a#1: [ % =lim [z %ds
xr a™\0
1_a01 o 00:1-—a<0,dh a>1
. . 1—-a
= lim =lim —— = 1 O
aNO 1—af,_. a0 1-a o a:l—oz>0, dh a<1
Bild:

Yy

/ divergent

L mit a>1

(zB. y= L)

x2

/ konvergent
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KAP. IV: DIFFERENTIALGLEICHUNGEN, C

§15: Differentialgleichungen mit trennbaren Variablen

RECHENBEISPIELE

Schreibweise: Statt f(z) wird bei Differentialgleichungen meist y(x) geschrieben.
Bsp.: 1) Bestimme die Funktionen y(x), die Vz (in der Definitionsmenge) y'(x) =

b

_ erfilllen, d.h. “lése die Differentialgleichung 3’ = ——".
y(z) Y
Beachte: Gleichung ... gesucht: Zahl,
Differentialgleichung ... gesucht: Funktion

Rechenmethode:
d 2 2
y':d—y:—f:ydy:—xdw:fydy:—fmdx:%z—%—kcl:
T

Yy
y2 4+ 22 =C, y(z) = £VC — 22

Ergebnis: Kreise mit Mittelpunkt (0, 0).

Kontrolle (vgl. §7, Bsp. 17, p. 61)
—2z T
«) Direkt: =t = ——
) Y 2v/C — 22 Yy
d
B) Implizit: y* + 22 = C —
dz

—2y-y +2r=0=1y = —

< |8

Begriindung der Rechenmethode:
Es seien 2 Funktionen g(x),h(y) gegeben und Funktionen y(z) gesucht, die

9(z) rfillen, kurz: ’:M
h(y(a;))efn , kurz: y

h(y)
G bzw. H seien Stammfunktionen zu g bzw. h (d.h. G' =g, H = h).

Die Rechenmethode ergibt:

%:%:h(y)dy:g(m)dm:>fh(y)dy:fg(x)dxiH(y):G(m)"‘c

Kontrolle dieser Losung durch implizites Differenzieren:

H(y(z)) = G(z) + C

Vo y'(z) =

’ 4
dz
— H’(y(m)) . y/(m) _ G”(x) — h(y(x)) . y/(x) = g(m) — y/(x) = h(y(ﬁ))\/
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Def.: 1) Eine Differentialgleichung 1. Ordnung ist eine Gleichung der Form
(abhéngige Variable)’ oder °
= Funktion (unabhéngige Variable, abhéngige Variable)

Bsp.:
Differentialgl. unabh. Var. |abh. Var. |Funktion Parameter
x x
y == T Y D(z,y) = —— -
Y Y
T=ax t x D(t,z) = ax a
T = %x(S —z) |t x D(t,x) = %x(s —z) |a,S
mv =mg — av? |t v D(t,v) =g — 22 g,a,m
m

2) Wenn D(z,y) in der Form # geschrieben werden kann, so heifit ¢y’ = D(z,y)

Differentialgleichung mit trennbaren Variablen.
Bsp.: Alle Differentialgleichungen in der Tabelle sind mit trennbaren Variablen;

T
b oo trennbar
1 } 5

siny

Y =x+vy nicht trennbar
3) y: Def— R : x — y(x) heifit Losung der Differentialgleichung ¢y’ = D(z,y) <
Vo € Def: y'(z) = D(z,y(z))

4) Durch eine zusétzliche Bedingung der Form y(xg) = yp ist die Funktion y im allge-
meinen eindeutig bestimmt. Man nennt dies “Angabe eines Anfangswertes”.

y =x-siny =

Bsp.: 1) y' = —3 y(3) =—4

22+ =C, r=3=y=-4=C=9+16=25=22+9y? =25
= y(x) = —v25 — 22

. Losung
(einzige Kurve durch (3,-4))

Bei y = 0 ist die Differentialgleichung nicht definiert.
Also: Def =] —5,5]
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2) Die Wachstumsgleichung
t... Zeit, x(t)... GroBe, die proportional zu ihrem Wert wichst bzw. fallt, d.h.

t) — z(t
x(t) = x(to) + ax(to)(t — to) fir t bei tyg, bzw. M — ax(tp) fir ¢t — to,
—to
d.h. & = azx (a heifit “Wachstumsrate”)
Z.B.: z(t) = Restmenge bei )
radioaktivem Zerfall: a<0 (a=—ain Ub. 36)
oder x(t) = Temperaturdifferenz eines Korpers
zur Umgebung;: a <0 (a=—« in Aufg. 1, 2. K1)
oder z(t) = Bevolkerungsanzahl: a>0
oder z(t) = Guthaben bei kontinuier-
licher Verzinsung: a>0 (a=zinb.2.)
d d d
Losung: —x:ax, —x:adt, /—xz/adt
— dt x x
In|z| =at+Cp, |z]=e®tC1 =eC1e® — 1 = 471 e, g =Ce
—~—
C

Kontrolle: & = C - ae™ = axy/
Beachte: C' = 0 kommt zunéchst nicht heraus, liefert aber auch eine Lésung, namlich
z(t) =0 fir alle t (= %(t) =0, & = ax)

Anfangswert: z(0) = 29 = C = z9, x(t) = z0 e

Bilder: |a >0 a<0

,W'5eot
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3) Die logistische Differentialgleichung

Wachstumsrate — a¢ >0 fur z — 0

Wachstumsrate — 0 fir * — S >0 (“Sattigungsniveau”)
eine von x abhingige Wachstumsrate!
x a
Nehme @ = (1—— x:§( ) x
N dz «a P
Losung: E_g( x:>/ S—2) /Sdt 5 t+ Ch;
1 A B
=—+—— <= 1=A(S - B
x(S—z) =+ S-— @)+ Bz
1
x , 3
1
=0 1=AS = —
x ) 5
dx 1 dz dz 1 x
Al - (= ~q In|S —af) = <1 |
i /x(S—x) S</x+/5—x> S(n|x| n|S - ) SnS—x
T _ ,at+C. S T — C1S _at . .
:‘S—x‘ e g +e"17 e /(S —x)
C
= 1 = 0Se™ — Cze™ = (1 + Ce™) = C'Se™ z(t) = _CSe”
’ 1+ Ceat
Anfangswert: x(0) = zg
T (1+C) = C(S —20) =29 = C =
xo Seat S at
S—xg Too€
f)= Sz t) =
— z(t) = 14+ g2-e = () S — xg + ze™

Speziell: 1) g =0 =Vt : z(t) = 0;
2) g =85 = Vt:x(t)=S5;

: (e TS
3) 0 <xpg = lim x(t = hm =5;
) 0 t—o0 ®) —00 (S — zg)e” ™ +x
————
—0
4) 29 < 0 (im Bevolkerungsmodell unmdglich): Hier wird :c( ) = —oo fiir S —x¢+
et =0 &= ppe? =g - S <= el =1— — = t=— 1n<1——>
To o

Beachte: Bei nicht-linearen Differentialgleichungen wie dieser kann die Losung schon
zu endlichen Zeiten oo (man sagt “singulér”) werden. (“Blow-up”)
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Bild:
stabiler
Gleichgewichtspunkt
S
instabiler
Gleichgewichtspunkt
0 % In 3

v

/

—-S/2

4) Kettenlinie:

Problem: Wie héngt ein Seil oder eine Kette zwischen 2 Stiitzen durch? (Idealerweise
sollte also keine Biegesteifigkeit vorhanden sein, naherungsweise ist das aber auch
fiir das Seil einer Seilbahn oder fiir ein Stromkabel erfiillt.

Es sei 0 = Gewicht des Seiles/Léngeneinheit (z.B. in N/m)
Die Kurve sei y = f(x).
Bild:

v
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H,
— O) = Kraft in der Stiitze A

Vo

V(x) = “Ersatzkraft” bei x = Kraft, mit der man in P halten miifite,
T
wenn das Seilstiick PB fehlte
s(x) = Lénge des Seils von a bis x
= (G = auf das Seilstiick AP wirkende Gewichtskraft = ( 0 ( ))
—os(x
Newton: 6 = Summe aller auf das Seilstiick AP wirkenden Krafte

B Vo —os(x) Vz))
>~ Horizontalkrifte = 0= H(z) — Hy =0
= Vz: H(z) = Hy = H (zur Abkiirzung)

> Vertikalkréifte = 0= V(x) — Vo — os(z) = 0;

Biegesteifigkeit = 0 = die Ersatzkraft geht in Richtung der Tangente

V) v
D~ ) = V) = 1)
— Hf'(z) — Vo —os(z) =0 %

= Hf"(x) =0-5(x) = (siche 13.4) =o4/1+ f/(x)2.

Fiir die Funktion z = f’(z) folgt die Differentialgleichung

o o 1+Z2:>dz_a 737 — dz Y
dr  H Ji+t22 H
dx—ix+01

m H H

(Substitution z = shu, j_z = chu, dz = chudu, dz
U

V1422
du=u+C=arshz+C (vgl. auch 11.9)

= du)

V1 +22
— arshz = Ex +Ch, z= sh(%:c%—CE)

= f'(x) = sh(%x—i—C'l) = f(z) = /Sh(%x—i—Cﬁ) dz

H
= f(z) = ;ch(%x + Cl) + Cs
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L

Bsp.:

Seil, Lange L = 300m
h oc=3N/m

gleich hohe / Gesucht: a) Kraft F' in den Stiitzen

Stiitzen b) Durchhang h
00 m

Losung: Wahle Koordinaten so, dafl C; =C5 =0
(C1 : Verschiebung links/rechts, Cs : Verschiebung auf/ab)
==y = A ch(ix>
o H")
H noch unbekannt

g H/c

~700 100 X
1. Weg (direkt):
100 100
y'zsh(%x):L:Qf\/1+y’2dm:2f 1+sh2<%m>dx
0 0
ch?
100 i
- 2/ ch( 7o) de =2~ sh(7-100) £ 300
0
:>Hsh<300> _ 300 = 450 (wegen o = 3)
H 2
300

Trick: f(H) = Hsh(F) — 450 =0
Newton liefert mit Hy = 200 : H; ~ 182.7 und schliefSlich H = 184.94188...

(Vorsicht: Hy =1 = Abbruch, Hy = 300 = H; ~ 35; vgl. auch 8.1, Bsp. 2)

Do (2) v ) () 2

— V =450 = |F| = VHZ 1 V2 ~ 487N
H o
b) h = y(100) — O:—(h(—-lOO)—l)lel
) h=y(100) —y(0) = —(ch( 4 m
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2. Weg (Trick, ohne Langenberechnung):
1
:>V:§L-0:450N

% = y/(100) = sh( - - 100)
L

Gesamtgewicht L -0 =900 N

Dann wieder Ngwton ete.
Vgl. auch die Ubungen 89 und 7 12.

15.2 GRAPHISCHE DARSTELLUNG VON DGL. 1. ORDNUNG

Aufgabe: Mache ein Bild von y' = D(z,y)

Bsp.: v = ~ 2 heiBt: Die Losungskurven haben im Punkt (z,y) die Steigung
k. _ _E yA
Yy

® o YW

& 09 O e

\72 \7" M \2 X

S @@w o @
O @ T @ O

Def.: Eine solche graphische Darstellung einer Differentialgleichung heifit Richtungs-
feld.

Beachte: Die Losungskurven verlaufen tangential an das Richtungsfeld!

Aufgabe: Gegeben: Eine Menge A von differenzierbaren Funktionen, sodafl durch
jeden Punkt (in einem Gebiet von R?) genau eine Kurve geht.

Gesucht: Alle Funktionen (B), deren Kurven jede Kurve in A, die sie schneiden,
senkrecht schneiden.
Def.: Die Funktionen in B heiflen Orthogonaltrajektorien zu A.
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Bsp.: 1) A = Menge der Kreise mit Mittelpunkt (0, 0),
dh. A={y=+vC —2%:C > 0}.

Dann mufi B = Menge der Geraden durch 0 sein,

dh. B={y=Cx:C eR}.

Ausnahme-Losung:

/(C — +00)

Rechnerisch:
a) A~ Dgl.a: Hier Dgl. 4 : ¢/ = . (siehe 15.1)
- Y
b) Dgl.4 ~» Dgl.p : Die Dgl. 5 hat ihr Richtungsfeld senkrecht zu dem von
Dgl.A.
Z.B.: k>0
Dgl. 4, Steigung k£ >0
Y /
\ % «
\CaVard 1
\W Dgl. g, Steigung —— < 0
Y 1/k k
03
1 1
k:——:>——:——x:g Alsngl.B:y’:y
Y -y 7T
, Y dy dzx dy
c) Dgl.BwB:y:—:>—:— —:>1n|y| In|z| + C4
— x

]ac|:>y—:|:ec1 :U:>y—C$\/
c

— |y| _ eln|x|—|—Cl _ e
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Allgemein:
a) A~ Dgl.4: Bringe C allein auf eine Seite und differenziere implizit!
b) Dgl.4 ~» Dgl.p : Wenn Dgl. 4 : ¢/ = D(z,y),

N——

L A/CAOO
1 1 g
ist Dgl. 1y = — (=-%)
Y T T Day) k
c) Dgl.g ~» B : Mufl man lésen
Bsp.: 2) A={y=0C2?:C e R}
~_ |\ c<0
C>—
2 Y d
a) A~ Dgly: y=Cr" = 5 =C —
R x dx
! 2 2
x x x
b) Dgl.a ~ Dglp: ¢/ = ——
2y
d
c) Dgl.p ~ B: —y:—£:>2ydy:—:cd$
—— dx 2y

2 2
— y? = —% +C = B={y>+ % = (C': C > 0}, eine Ellipsenschar.

: . z? P o ) a
Allgemeine Ellipse: — + = = 1. Hier a* = 2C, b~ = C, 7= V2

a2 b2
Bild:

A—Kurven

B—Kurven
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§16: Die komplexen Zahlen

16.1 GRUNDLAGEN

Zahlbereich | moglich problematisch Beispiel dafiir
1,2,...,10 |Zahlen an den Fingern | n > 10 11
N + — 1-2
7 +,—, - : 1:2
Q +,—, lim a,; Satz 4in 3.2 | lim (14 )"
n—oo n—oo
gilt in Q nicht =e¢Q
R +,—,+ 0 lim ay, Linearfaktor- 2 +1
n—oo
zerlegung
C +,—,-,: lim a,
n—oo
und Linearfaktor-
zerlegung

Gesetze beztiglich +, —, -

u+v=v+u

Yu, v } kommutativ
U-V=0-u
ut (v4+w)=(utv)+w o

Yu, v, w assoziativ
u-(v-w)=(u-v) w
u-(vtw)=u-v+u-w distributiv

30,1 :Vu: u+0=wu, u-1=u neutrale Elemente

Vu:d —u: u+(—u)=0; Vu#0:31:u-1 =1 inverse Elemente

Das soll in C auch gelten. Weiters soll R C C und C nicht “zu grof3” sein. Man
kann zeigen, dafl es dann nur eine Méglichkeit gibt:

Def.: C=R? = {(z,y) : 2,y € R} mit

der Vektoraddition: (1,y1) + (z2,y2) = (1 + 22,91 + Y2)
und der Multiplikation: (z1,y1) - (72,%2) = (2122 — Y1Y2, T1Y2 + T2Y1)

Beachte: (z1,0) + (22,0) = (21 + 22,0)

und (x1,0) - (z2,0) = (z1-22,0)
d.h. die komplexen Zahlen (x,0) verhalten sich wie = € R.
Schreibweisen:

1) Statt {82)) } schreibt man {Z}

Daher (z,y) = z + iy. (Bei Zahlen steht i hinten, also z.B.: 7+ 9i.)
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2) Statt z,y oft a,b, statt x + iy oft z.
Also z = a +ib € C. Bei dieser Schreibweise ist immer a,b € R vorausgesetzt.

Statt zeichnet man
y“ Im z
(=2.2) 12 —2+42i 721
R? ¢
H
—2 -1 2 % 2 1 2 Rez
_ /‘ _
Def.: Essei z=a+ib € C.
Zahl Name Schreibweise
a Realteil von z Rez
b Imaginarteil von z Im 2
a —ib konjugiert komplexe Zahl zu z Z
va? +b? Betrag von z 2]
+« (positive x—Achse,
2~ Vektor) Argument von z arg z
+ : Gegenuhrzeigersinn & &
— : Uhrzeigersinn
Beachte: 1) Im z ist eine reelle Zahl!
2) arg z ist nur auf Vielfache von 27 bestimmt.
Schreibweise: argz = -+ 2k7w (wie beim unbestimmten [)
Eigentlich argz = {--- + 2kw : k € Z}. Fiir z =0 ist argz unbestimmt.
Bsp.: Re(—2+2i) = -2,
Im(—2+2i) = 2 (nicht 2il!), —2+2i=7 Loiziimy
—2+2i = —2— 2i, ‘
— 1 = — 2 2 = = ‘ 4
| — 2 4 2i \3/( 2)2 422 = V8 = 22, oo \sﬂ/
_ 0
arg(—2 + 2i) = e + 2k = /1
5
= —Zﬁ + 2k Sm/4
= 135° + k - 360° etc. - | .

(Eigentlich: arg(—2+ 2i) = {3F + 2kr : k € Z})
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(2| = Va2 + b2

(

arctan(%) ca>0 (L+IV. Qu.)

b
T+ arctan(—) ca <0 (IL+IIL Qu.)
a
arg z = 2km +

E:a=0,b>0
7-(--
2.

a=0,b<0

( nicht definiert : 2 =0

2) Umgekehrt: |z| =r,argz = ¢ + 2km <= z = r(cos ¢ + isinp)
Bilder: 7.B. fir den II. Quadranten:
1)

Almz

P = arctan(_ia)

b
gozw—zp:w—karctan(—)
a

Addition: zy = aq +iby, 29 = as +ibsy
= 21 + 29 = a1 + az + (b1 + b2)
Speziell: Rez = %(z +2z), Imz= 1

5 (2 —2)

2)

irsing

r \gﬂ
T cosg

z = r(cos p +isin )

21+ 27,
Z2
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Multiplikation:
i-i=(0, 1)-(0, 1)=(0-0-1-1, 0-141-0)=(-1,0)=-1
1 Y1 T2 Y2

— 2122 = (a1 + 1b1) . (CLQ + lbg)
= ajag + ibjas + ia1by + i2b1bo
= ajas — bibs +i(braz + a1b2)

Wenn r; = |z1], ro = |z2] und argz; = p1 + 2k, argze = po + 2km, so gilt:
21+ 29 = r1(cospy +isinpy) - ro(cos pa +1sin @)

= r172[CO8 (1 COS o — sin 7 sin Y + (oS 1 Sin Yo + sin Y1 cos @2 )]

= r17r2[cos(p1 + p2) + isin(p1 + @2)l,
d.h. |21 - 2| =rire,  arg(zy - 22) = p1 + po + 2k

Satz 1: 1) |21 - 22| = |21] - |22|, arg(z - 22) = arg(z1) + arg(z2)
2) Sy @, a,rg<£> =argz; —argzo falls 290 #0
Z9 ’2’2| z9

In Worten: Multiplizieren in C : Betrage multiplizieren, Argumente addieren
Dividieren in C : Betrage dividieren, Argumente subtrahieren

(Beachte: argz) +argzo = {1 +2kn: k€ Z} +{ps+2ln:1 €7}

= {1+ @2 + 2km + 2w : k1 € Z}) = {p1 + o + 2km : k € Z})

Beweis: 1) siehe oben

zZ1 Z1 |Z1\
2 sach 1) ol ===
2)Z_'22=Z1 — . 2 2 . 2
2 arg(—) +argzo = arg 2y — arg<—> = argz; — argzs
Z2 z2
O
Bild:
Aalmz
ZyZy
Z5
I n 7
D\ 1
o

Zw/zz
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Division: z =a+ib=>z-z = (a +ib)(a — ib) = a? — (ib)? = a® + b? = |2|?

Trick: Man dividiert durch Erweitern mit Nenner : 2 @ = Zl—zz
22 2222 | 22|
Speziell: Man kann durch jedes 0 # z5 € C dividieren!
Bsp.: 21 =1+2i, 20=2+43i
— 21+ 29 =3+ 51
2120 = (14+20)(243) =2+4i+3i+6_i° =—4+T7
-1
21 142 @-3) (14+2)(2-3)) 8+4+i 8 1

= = —+ i

z 243 2+30)(2—3) 13 13 ' 13

|24-3i|2=449=13

8 1 16 3 2 24
Kont 11:(— _'>2 b 1063 -<_ _):1 o
ontrolle: {5+ 21)(2+31) = 15— 5 +i(5 + 33 +2iv

16.2 DIE FUNKTION e*

Wiederhole: Fiir z € R ist lim (1 + E) =e*
n

n— oo

Bsp.: Was ist lim (1 + i) ?

n—oo n
i\2 i i\2 5 5 5
z2:<1—|—§> :1+2-§+<§> (a+b)*=a*+2ab+b
i =2
= 1 4—4 1
iy? i i\?2 i3 3 3 2 2 3
z3:(1+§) :1+3§+3(§) +(§) (a+b)® = a® + 3a2b + 3ab? + b

N 2 261
=l4+i-—z - ===

3727 327
Wir werden unten sehen, dafl lim 2z, = cos1l+isinl ~ 0.54 +10.84

n— oo
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Bild:
A lim Zn
N — oo
i 7
261 17, 741
27 E
\
23 4
7
lrada5 /"

Def.: 1) Eine komplexe Folge ist eine komplexwertige Funktion auf N, d.h.

N—C:n+—— 2z,
2) lim z, =u <=z, — u (fiir n - c0)

n—oo
—Ve>0:ANeN:VYn>N: |z, —ul<e

Bemerkungen: 1) Auch fiir komplexe Folgen gilt Satz 1 in 3.2., d.h.
Zp = U, Wy — V= ZpFw, — utv, 2,/w, — u/v falls v # 0.
2) Es gilt z,, > u <= Rez, > Reu Almz, - Imu

(wobei Re z, und Im z, Folgen in R sind)

denn |z, —u| = \/(Rez, — Rew)? + (Im 2, — Imu)? und daher
|2 —u| <€ = |Rez, —Reu| <eA|Imz, —Imu| <e
|z —ul <V2e <= |Rez, —Reu| <eAl|lmz, —Imu| <

3) Es seien |z,| = ry, argz, = ¢, + 2k

(im Bsp. oben: z; =141 :>r1:\/§, (101:%

29 = — +1=1 —“1—{—— 2 —arctan(—)
1
2 { 2 167 2 3

etc.)
Wenn r,, — r und ¢,, — ¢, so folgt
Zp = Ty, COS ©p + 11y, SIN — 7 COS Y + irsin ¢

(GWS, cos,sin stetig)



135

Satz 2: Fiir p € R gilt lim (1 + ﬁ) = cosp +isingp
n

n— o0

Beweis: Es sei z,, = <1 + 1<p) . len| =rn,  argz, = ¢ + 2k,
n
=0+ 2 = (Vi+5)
n Satz 1 n

2\ n/2 2\ n?\ 1/(2n)
=<1+‘%) =((1+32)")
n n
2 2

Nach Hilfssatz 1 in 5.2 ist die Folge (1 + ('O—2> monoton steigend und daher <
n

dem Grenzwert e%".
= 1<, < ()0 = Y2 1
fir n — oo nach dem Hilfssatz in 3.2. Der Einschlieungssatz liefert lim r, = 1.

n—00

90 %) o

arg 1 + arctan — + 2k :> arg z, = n arctan = +2]€7T
(L.od. IV Qu ) n Satz n
———

®n
1 (_e
arctan(¥ ( )
lim ¢, = hm t arctan Y _ lim # — lim (so/t)2+11 12 —

(Beachte: Wenn hm f(t) = a, so ist auch hm f(n) = «, vgl. z.B. Fall 2 im Beweis

von Satz 3, 5.2. Das Umgekehrte ist nicht i 1mmer richtig.)
Nach Bemerkung 3 oben ist also

lim <1+£> =1-(cosp+isinyp). O
n

n— o0

Def.: €® = lim <1 + E) .
n

n—oo

Ergebnis: 1) (Euler’sche Formel)

Vo eR: €% =cosyp+ising
= komplexe Zahl am
Einheitskreis mit
Argument ¢ + 2k
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. X% — @
Bild: p>0: € ‘ p<0;
isin®
Lo
Lénge —p = o]
2) z€ C mit |z| =7 und argz = ¢ + 2k7
=2z = r(cosy+ising)=re?¥
(16.1)
Bsp.: 1) €7/2 =i, ¢717/2 = i " =717 = 1,
: : . : . 1 3
2 =1 = 2 ke 7, &3 = 1, e197/2 = _j &i"/3 = cos & —|—ising =3 —I—ig
4
2) z=3+4i= |z| =5, w:arctang ~ 0.927
— 5 — §.elarctang 5 40.927i
n
Satz 3: Fir z =a+1ib € C gilt lim<1 + E) = e%(cosb+1isinb)
n
Beweis: Ahnlich wie bei Satz 2 aber etwas schwieriger.
Def.: Fir z € C sei ¢ = lim (1 + E)
n— 00 n
Zusammenfassung:
1) z2=a+ib=e* =t = e%cosb+isinb) = e%-el
(Satz 3) (Satz 2)
— |e*| = e?, arg(e®) =b+ 2k7
2) Vz,we C:e* e =e*t¥
Denn: z=a+ib, w=c+id=z4+w=a+c+i(b+d)
‘ez_ew’ — |ez’_|ew|:ea'ec:ea+c:|ez—|—w‘
. (Satz 1) 1) 1)
arg(e®-e") = arg(e®) +arg(e™) =b+d+ 2kr = arg(e*t™)
(Satz 1) 1) 1)
e'¥ = cos ¢ +isin
3 L T ot
e 'Y = cos(—p) +isin(—¢) = cosp —isinp

i Lo —i
cossze(e“")zi(e“p—i—e ) . h
- ‘ 1 . Vergleiche I
sinp = Im(e'?) = g(el“" —e %) >

i
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Fiir w € C entsteht we'? aus w durch we'!’
Drehung von w um 0 um den Winkel |¢|

) { Gegenuhrzeigersinn: ¢ > 0 @
im

Uhrzeigersinn: ¢ < 0 1
Bsp.: 1) e2T™ =¢? . e™ = —e?,

. : 1 — 1
e~ l-im/4 — =1 g—im/4 _ o—1 (cos(%) —iSiIl(%)) = 1-

Fuler’sche Formel ~~» Summenséatze:

el(@+Y) — ol® . o1 — (cosz + isina)(cosy + isiny)

= cosx cosy — sinzsiny + i(cos x siny + sin x cos y)

—> cos(x + y) = Re el (@+Y) = cosx cosy — sinx siny

und sin(z + ) = Im e'®*Y) = cos xsiny + sinz cos y

Euler’sche Formel ~~ Potenzen von sin, cos :

a) cos? p = (cosp)? = (%(ew + e_i“’)>2

= 1((ei“’)2 +2e%e71% 4 (e719)?) = 1(1 + cos 2¢)
I S~ 2 v

e2ip e0=1 e—2ip
2cos2¢p

1 . . 4
N 4 _ ip _ ,—ip .
b) sin® ¢ = (sin p) (—21(6 e )> ;

(u—v)* = ut — 4udv + 6u?v? — 4uvd + 0v*

s SiIl4 @ = (e4icp . 4631<,o e % 16 e21g96721g9 _4eigoe—3igo + e—4ig0)
———— ——

92199 1

16 i*
—~—~—
1

1 1
= E(26054gp—80082g0—|—6) = g(cos4go—4008290+3)

1 1 /sin4
Speziell: fsin4xdx = g/(cos4x—4c082x+3) dr = §<Sm a —281n2x+3x> +C
™ 1 /sin4 ™ 3
Z.B.: fsin4a:dx:—<sm v —25in2x+3x> i
0 8 4 0
Eine Verallgemeinerung dieser Rechnungen gibt
Satz 4: sin™ x und cos™ x lassen sich durch 1,sinx, cosx,sin 2z, cos 2z, .. ., sinnzx,

cosnx darstellen.
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Ableitung von e-Funktionen:

Wenn f: D — C mit D C R, so definieren wir f/(x¢) = li)m —f(wa): — i(xo)
T—x0 — X

o Ref(@)+ilm f(z) ~ Re f(ro) i1 (o)

T—X0 T — xO

= (Re f)'(zo) + i(Im f)'(z¢) (falls die Limites existieren).

Speziell sei A = a +ib € C und f(z) = e = (@02 = ¢9%(cos bx + isin bx)
Dann ist

f(z) = (e*) = (e cos bx)’ + i(e?® sin bx)’

= ae® cos br — e*bsin bx + iae® sin bx + ie**b cos bz

= e ((a +1ib) cos bx + i(a + ib) sin bx)

= (a +ib) e2® - i = \e?*

Auch Integrale werden wie in §10 eingefiihrt und die Sétze von §10 gelten.

Speziell: [ f(z)dz = [Re f(z)dz +1i [Im f(z)dz.
1

1 _
Z.B.: [e"(cosbr +isinbr)dzr = [e*dx = Xe/\g; LO= e X 4 C
:Cl+102
1 ~ =~
- 2 T2 (a —ib)e®®(cosbx +isinbz) + C
a
eax ) .
— g2 e (acosbx 4 bsinbx) + Clj—H[m

axr

(asinbxr — bcosbx) + Co

J/

~/ -~

— = [e* cosbzr dx = [ e sinbx dz
Vgl. 11.2, Bsp. 2, und Ubung 82

POLYNOME UBER C

Wurzelziehen in C

Gegeben w € C, gesucht z € C mit 22 = w

0, bekannt
r, ¢ gesucht

Losung: z = re'?, w = Qeiw( ;
22 = w = 1r2e?? = pel¥ = 12 = p und 2¢ = Y + 2k~
= r =,/0 und QOZ%—F](J?T

k:():go:%:z():\/éeid)/?
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w i T i im i
k:1:90:§+7r:>Z1=\/§e(W2+):\/Eew/z-e = — /0 /2
-1
w i s i 2mi
k:2:90=§+2ﬂ:>22=\/§e(’/’/2+2)z\/§e¢/2-e = 20
1
k=42 44,...  geben z

k=—1,4£3,45,... geben z;
Also Losungen: 120 = £,/0 elV/2
Schreibweise: 129 = ++y/w

Vorsicht: Was z; ist, hangt davon ab, was v ist. Wenn ¢ 4 27 statt 1) genommen
wird, so wechseln z1, zo den Platz. Daher hat “\/w” ohne + nur fiir w € R,w > 0,
Sinn. (Oft schreibt man trotzdem /—1 fiir i. Korrekt ist eigentlich £1/—1 = +i.)

Bild:

jw| =0
argw = ¢ + 2km
. w=pe?
1
p)f ZFZO:\EGW/Z
AL,
1
In Worten: Wurzelziehen in C :
beim Betrag Wurzel ziehen
beim Argument halbieren
Bsp.: w=-3-2i, p=|w|=+13
—9 :
_ _“ ~ _ i-3.7296
arg w o, T+ arctan<_3> + 2k = 3.7296 +2km, d.h. w=+v13 e

P
i i 3.7296 3.7296
— 12 = +,/0eV/2 x +1//13 8 T296/2 — i{*/ﬁ(cos( : >+isin< E >>

~ +(—0.55025 + 1.81735i) = £v/—3 — %
Kontrolle:  (12)? ~ 0.550252 — 1.817352 — 2i - 0.55025 - 1.81735 ~ —3 — 2i

Quadratische Polynome iiber C

Gegeben p,q € C, gesucht z € C mit 22 +pz+q=0
2

2
Losung: 22 +pz+¢=0<+<= <z+g> +q_pZ:()
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D 2
=— —q <= =—=+4/B -
4 q 142 2 4

Ergebnis: In C hat jedes quadratische Polynom (mit Vielfachheit) 2 Nullstellen.
Bsp.: 22+ 6i z2—6+2i=0
p

31 £/ +v—-3 -2
—_———

q
— 2= — —0+6—2i = —3i
~— N~ N~
% —q siehe oben

(NS}

n —te Wurzel ziehen in C
Gegeben w € C, gesucht z € C mit 2" =w
Losung: z = re'?, w = pe'?;

2" = w = el = gel¥
= r" = p und nyp = + 2k

2k
— 71 = /o und p = u
— Cn — w _ i/n
k=0 o =—, z0= {/oe
;Z+27T . .
E=1 C = — i(p+2m)/n — L a27i/n
® N 21 = /oe 20" €
ken—1:p= Y+ 2(n — 1)7r, on1 = /B SWHDM/n — o 2An=)mi/n
n

k=mn = % +27, 2 = Y0 e¥/m . ¢2™ — > nichts Neues!
=1

k=-—1 ‘... Z_1 = z,_1 nichts Neues, etc.

Vorsicht: Was zp ist, hangt wieder von der Wahl von v ab, ist also relativ. Nur die
Menge aller Nullstellen {zo, z1,...,2,—1} ist durch w festgelegt.

Ergebnis: Das Polynom 2™ —w hat n Nullstellen in C (fiir w # 0 alle verschieden).

Bild:
Die Nullstellen bilden ein regelméfiiges n—Eck!

A ZW
hier n =15

27 /N ('

Zo

Yo >

. g

Zz~ez7”/”:Z3
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(%)
Bsp.: 2= —-16= 16 - ™, Vo =2

w

0
= 2 = 2eI7/4 = /2 +iy/2

21 = 2ei(ﬂ'+2ﬂ')/4 — 263i7r/4 — _\/5_’_ 1\/5

29 =24 = /2 —iy/2 und 253 =27/t =2 -1V/2

121

Zo

t=2i

Allgemein gilt:

Satz 5 (Hauptsatz der Algebra, Gauf)

Jedes Polynom vom Grad > 1 hat in C (zumindest) eine Nullstelle.
Beweis: zu schwierig.

(Bemerkung: Polynom vom Grad 0 = Konstante)

Ebenso wie in R kann man auch in C mit dem euklidischen Algorithmus Polynome
dividieren.

ZB.: (22+z2+4+1):(24+20)=2+1-2i

—[22 +2iz] |
(1—-2i)z+1
—[(1 —2i)z + 2i + 4]
—3 — 2i Rest

Allgemein: P: (z —29) = Q

K r Rest
— P(2) =(2—20) - Q(2) +r= P(z) =7
(Im Beispiel oben: 29 = —2i, P(z) = (=2i)2 —2i+ 1= -3 —2iy/)
Folgerung zu Satz 5: Es sei P(z) = a,z" + -+ + ag, a; € C.
Wenn P durch z — zp dividiert wird, so ist der Rest gleich P(zp).

P ist durch z — 2y teilbar, d.h. Rest = 0 <= P(z9) = 0, d.h. 2z, ist Nullstelle
(auch ”"Wurzel” genannt) von P.

P 148t sich eindeutig (bis auf die Reihenfolge der Faktoren) in der Form P(z) =
an(z —20)(z — 21) ... (2 — zp—1) schreiben.

Beweis von 3): Nach Satz 5 3 Nullstelle zp von P :h>) P=(z—2)- Q
nach 2

Grad n—1

Nach Satz 5 3 Nullstelle z; von @ naj}Z) Q=(z—2)- ) f — USW.
rad n—2

P=(z—2)(z—2)...(2 — zn-1) - Konstante
Die Konstante muf3 a,, sein, damit P = a,z" + ... O
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§17: Die Schwingungsgleichung

17.1 PHYSIKALISCHES MODELL

a [m] FIN]
10 0
:

t Zeit [sec]
x(t).oooin.. Auslenkung von der Ruhelage zur Zeit ¢ [m]
(t) =wv(t)... Geschwindigkeit zur Zeit t [m/ secJ
Z(t) = a(t)... Beschleunigung zur Zeit ¢ [m/sec?]
Moo, Masse [kg]
Covneannn, Federkonstante [N/m]=[kg/sec?]

(d.h. die Riickstellkraft der Feder ist —cx(t))
T Dampfungskonstante [ ] = [kg/sec]

m/sec

(d.h. die/das umgebende Fliissigkeit/Gas etc. bt
die Reibungskraft —ruv(t) aus)
F(t)......... auBere Kraft zur Zeit ¢ [N]
(F > 0:F in positive z— Richtung
F < 0: F in negative z— Richtung)

Newton: Masse x Beschleunigung = > angreifende Krifte
= mi(t) = —cx(t) — ra(t) + F(¢)
Das ist eine Differentialgleichung 2. Ordnung.
Allgemeine Form der Differentialgleichung 2. Ordnung;:
y" = D(x,y,y’), d.h.
abhéngige Variable” =Funktion (unabh. Var., abh. Var., abh. Var.”)
Zur eindeutigen Bestimmung der Bewegung brauchen wir 2 Anfangsbedingungen:
a) z(0) = o = Anfangsauslenkung [m]
b) #(0) = 9 = Anfangsgeschwindigkeit [m/sec]
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17.2 DIE FREIE SCHWINGUNG

Die Schwingungsgleichung ist linear.

Def.: 1) Eine lineare Differentialgleichung 2. Ordnung hat die Form
y' + fi(@)y + fo(x)y = g().

Eine lineare Differentialgleichung heift homogen <= g(z) =0, Vz.

Satz 1: y"” 4+ f1(z)y’ + fo(x)y = 0 sei eine homogene lineare Differentialgleichung
2. Ordnung mit stetigen fo, f1.

Wenn y; (), y2(x) 2 Losungen sind, so sind y;+y2 und Cy; (C € C) auch Losungen.
(Die Losungen bilden einen “Vektorraum”; “Superpositionsprinzip”)

Wenn yq,y2 2 Losungen sind, sodafl nicht y; = C'ys oder yo, = C'yp fiir ein C' € C,
so hat jede Losung die Form Ciy; + Coys (mit geeigneten Cq,Cy € C)

(Der Losungsraum hat “Dimension 2”)

Beweis von 1): LI y{ + fi(z)y; + fo(x)y1 =0
IL: vy + fi(@)ys + fo(z)y2 =0

I+ = (y1 +y2)" + f1(2)(y1 +v2)"+ fo(2) (y1+y2) = 0 = y1 +y2 ist auch Lésung;
ebenso fir C - y;.

2) zu schwierig O
Bsp.: 1) y” +2(tanz)y’ —y = 0 ist linear und homogen.

y1 = sinx ist eine Losung, denn

Yy + 2(tanx)y] —y1 = —sinz + 2tanx - cosz —sinz =0

Yo = xsinx + cosz ist ebenfalls eine Losung, denn

yh = xcosz, yy =cosr —xsinx

— yJ +2tanx -y, — yo = cosx — xsinx + 2zsinz — xsinx — cosx =0

yo #Cuy1, y1 # Cyo . = : alle Losungen haben die Form

atz 1, 2

Cysinz + Cy(zsinx + cos x)

y" +y -y =0 ist nicht linear
2
y1 = — ist eine Losung, denn
x
2 4 4 4
’ " o__ " /o _
n=-—n=g=untpn=_7g-3=0

und y2 = 1 (konstante Funktion) ist auch eine Losung

2
aber y; +y2 = — + 1 ist keine Loésung, denn
x

(B () () -2 v
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Teil 1) im Satz 1 ist nicht anwendbar, da die Differentialgleichung nicht linear ist.

Def.: Eine lineare Differentialgleichung 2. Ordnung hat konstante Koeffizienten
<= fo(z) und fi(x) sind Konstanten.

Vorsicht: g(z) muf} nicht konstant sein.

F(t
Bsp.: Schwingungsgleichung: & + T + Se= Q
— m m m
Methode: bei homogenen, linearen Differentialgleichungen mit konstanten Koef-
fizienten macht man den Ansatz |y = e | und erhilt eine Polynomgleichung in

A. Diese heifit charakteristische Gleichung.

Bsp.: 1) " +2y —3y=0
Anfangswerte: y(0) =1, ¢'(0)=0.
Ansatz: y = e =1/ = XM, gy = N2
Also: e ist Losung <= A2e + 2)\e? — 3eM = 0 ] eM
<= AN +20-3=0 (charakteristische Gleichung)
1
<~ 1)\2:—1:i:\/1—|— :{_3
Lo — e gy =e™3% = (Satz 1)

€T

Losungen: y; = e
Gesamtlosung: Ynom = Cre” + Chre™3

y(O) = Cleo + 026_3’0 =C1+Cy=1
Anfangswerte: 0 30 —
Yy (0) = C’le — 3026 = Cl — 302 =0
1 3 3 1
4 =1 - = - = osung — v —e 37
— 02 , 02 1 Cl 1 — YL g 46 + 46

2) Yy +2 +y=0
y=eM = ... = N2 42 +1=0 (charakteristische Gleichung)

— =14t/ -1=-1

xT

Losungen: y; =e™*, ys =€ "

= y; niitzt nichts.

Ax

Trick: In solchen Féllen ist x - e auch eine Losung.

Setze also yo = xe™™

Kontrolle: yh=e ™ —x-e™®, yf=—e"—e T 4+ge ¥ =—-2e"+ze”

—= Yy +2yh +y2s = -2 +axe T +2(e T —xe ) fxe” =0y
Somit: Yhom = Che ™ + Coxe™".
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3) vV +2y +5y=0
y=e = ... = A2 + 2\ + 5 =0 (charakterische Gleichung)
— M= -14/1I-5= -1+ 2 i=a+ib

a b
Das liefert die komplexwertigen Losungen
zp = e(T1H20)7 — o=@ . 2% — 0=%(cos 21 + isin 27)

und zp = (71727 — =7 . ¢72% — 677 (cos 22 — isin 2x)
(Beachte: (e**)" = X\e*® auch fiir A\ € C, vgl. 16.2, Beispiel 4)

Weil z1, 2z Losungen sind, sind nach Satz 1, 1) auch

1
5(21 —2z9) =e Tsin2zr =y
i

1
und 5(,21 + 29) = e " cos 2z = Yo

Losungen. Nach Satz 1, 2) ist dann
Yhom = Cre”*sin 2z + Coe™ " cos 2z
Im allgemeinen: ynom = C1e** sin bx + Ce® cos bx

Darstellung mit Phasenverschiebung: (BEACHTE: C; beim sin, Cy beim cos!!!)
C1,Cy seien durch die Anfangswerte bestimmt

Cp—iCy=A-e* (dh. A=/C?+C3, a+ 2kt =arg(Cy —iCy))

— (1 =Acosa, Cy = —Asina

— y = e - A(cos asinbxr — sin wcos br) = Ae®* sin(bxr — «)

RechenprozeB: y(0), y'(0) ~ C1,Cy ~ C —iCy ~ A,

Zuriick zur Schwingungsgleichung:
Es sei F(t) =0,Vt ( “freie” Schwingung)
— mi+ri+cr=0 /:m

— PGt —2=0
m m
— =~
25 £2
&, ¢ sind Frequenzen [1/sec|=[Hz]
Ansatz: x =eM = .. N2+ 200+ £2 =0

— 1)\2:—(5ﬂ:\/52—€2
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1. Fall § > ¢ (d.h. %> /%7 dh. 7> 2/cm)
= xhom(t) = Cl e(_(H‘\/W)t +C2 e(—5—\/mw

x1(t) z2(t)

A

X

Bild:

\ Chxq1 + Cozy fiir spezielle C, Cs
Redeweise: Aperiodischer Fall
2. Fall: § =¢ (d.h. r =2y/cm)
— A\ == -0 — xhom(t) = Cl e_5t —|—CQ te_ét

z1(t) z2(t)

Bild: y 4

Redeweise: Aperiodischer Grenzfall

Im 1. und 2. Fall ist aufgrund zu starker Dampfung keine Schwingung moglich.
3. Fall: § <& (d.h. r < 2y/cm)

D= -6+ /Z 2 = —§ +iJE2—o?
N ———
a g/:b
—> Tpom(t) = Cre™% sin(€'t) + Coe % cos(¢'t) = Ae % sin(¢'t — )
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Bild:
(fiir a € [0, 7))

Aefét

v

S |
Faay
S

_Ae—6t

—A

T=2n/¢

2
Def.: 7' = 2 [sec] heifit Quasiperiode

/

Redeweise: Periodischer Fall, Schwingfall
Speziell: 6 =0 <= r = 0 <= keine Dampfung

2
< z(t) = Asin(ét —a); T = g heifit Periode.

17.3 DIE ERZWUNGENE SCHWINGUNG

Satz2  (x) "+ fi(@)y + fo(2)y = g(x)
sei eine (inhomogene) lineare Differentialgleichung 2. Ordnung mit stetigen fo, fi.
Yhom = C1y1 + Cays sei die Losung der homogenen Gleichung

y" + fi(z)y + fo(z)y = 0 und y,(x) sei irgendeine Losung von (x).
Dann gilt: Die allgemeine Losung von (*) ist yinh = ¥p + Ynom = Yp + C191 + Cay2
Redeweise: Wenn man ein y,, gefunden hat, nennt man es oft “partikulare Losung”.

Vorsicht: Jede Losung von (x) ist eine partikuldre Losung. Die Ausdrucksweise “die
partikulare Losung” ist sinnlos.

Beweis: y3 sei eine Losung von (%) = (y3—vp)" + f1(2)(ys —vp) + fo(z)(ys —yp) =
g(@) —g(x) =0=3C1,C2 1 y3 — yp = Cry1 + Coya = y3 = yp + C1y1 + Coy2. U

Bsp.: ¥ +2(tanz)y’ —y =1 (%)
Errate y, = -1 ( y;,’ +2(tanz) y;, “p=—(-1)=1V)

0 0
— Yinh = —1 + Cysinz + Cy(zsinx 4 cosx)

Satz 2

Z.B. Anfangswerte: y(0) =5, ¢ (0)=7
—5=y(0)=-14C1-0+Co(0+1) = Cy =6, 7T=y'(0)=0C
= YLésung = —1 + 7sinx + 6xsinz + 6 cosx
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Zuriick zur Schwingungsgleichung;:

Wir betrachten nur sinusformige auflere Krafte, d.h.
mi + ri + cx = F(t) = Fysin(vt) (%)
Fy ... Maximalkraft [N] (Fp > 0); weiters sei hier r > 0.

Ansatz fiir x,: z, = asin(Jt) + bcos(Vt)

Vorsicht: Diese a,b haben mit dem 1Ay = a 4+ ib beim 3. Fall der homogenen
Differentialgleichung nichts zu tun!!

&p = av cos(Vt) — b sin(Vt)
iy = —av?sin(Vt) — b2 cos(Vt)
xp erfillt (x) <= ma, + ri, + cxp, = Fysin(vt), vVt
<= sin(Vt)[—ma? — rbI + ca] + cos(9t) [-mb¥? + ra + cb] = Fy sin(9t) + 0 cos(It)
— I (c—md*a—rdb=F
A T rda+ (c — mI?)b =0

. 2
[ g e=m?)
rd
. 2\2
[— —%b—rﬁb:ﬂ)
T
= —FOT79 . F()(C — m192)

(¢ — m2)2 4 r292’ “= (¢ — m12)2 4 r292
Nach Satz 2 erhalten wir also

Tinh = Tp + Thom = asin(vt) + bcos(V¥t) + Thom

Weil tlim Thom(t) = 0, nennt man asin(dt) + bcos(Vt) die stationédre Losung wzgt.
— 00

Dies ist die einzige periodische Losung von (x). (Dieses z, spielt also tatséchlich
eine Sonderrolle.)

Darstellung mit Phasenverschiebung (vergl. 17.2, Bsp. 3):

: E
xst = Asin(¥t—a), wobei a—ib = Ae'®, d.h. A =+va?>+ b = 0

/(e — m02)2 + 1292

b< 0= a—ib e I oder II. Quadrant.
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Es sei arg(a —ib) = a+2kr mit 0 <a <7
Formel fir ao: o € [0,7], Acosa =a

— o = arccos(%) = arccos( \/(

¢ — mi? )
¢ —mi?)? + r2y9?

Def.: A heifit Amplitude, @ Phasenverschiebung der erzwungenen Schwingung

Bild: x[m] F[N] zst = Asin(Vt — )
A /
L

>R
>

O+27 \kL t

2 1/8

2 — Periodendauer [sec]

Zahlenbeispiel: m =1, r=2, ¢=5, v =3, Fyp =2
= Thom = Cr1e tsin 2t + Cye™" cos 2t (vgl. Bsp. 3 in 17.2)

2 2 1
V(B—1-3%)2422.32 52 13 ]
5—9
o= arccos( N ) ~ 2.159

— 2y = 0.277sin(3t — 2.159)
Tinh = Tst + Thom
Anfangswerte z. B. z(0) =1, #(0) =0
— 1= 2(0) = 0.277sin(—2.159) + Cy — C ~ 1.231
0 = #(0) = 0.277 - 3cos(—2.159) + 201 — Cy = O} ~ 0.846

Also: ZLssung(t) &~ 0.277 sin(3t — 2.159) + e~ *(0.846 sin 2¢ + 1.231 cos 2t)

e

Lhom

Man kann auch noch xpo, mit Phasenverschiebung darstellen. Das gibt
Thom ~ 1.494e~ ! sin(2t + 0.9687)

Noch zu besprechen waren: Resonanz und
Resonanz ohne Dampfung



