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1. I"Jbungsblatt zu Mathematik 2, SoSe 2013

(1) (a) Berechnen Sie die Bogenlénge der Kurve y =chz, 0<x <1.

(b) Berechnen Sie die Oberfliche, die entsteht, wenn die Kurve in (a) um die
x— Achse rotiert!

Stellen Sie bei den uneigentlichen Integralen in den Ubungen 2, 3 fest, ob sie konvergent
sind, und berechnen Sie sie in diesem Falll Machen Sie jeweils eine Skizze!

@®[Tm 0 e © e

Hinweis zu (c): lna—Inf =1In %

w/2 2 dx 1
3) (a) Of(é— Sirlm)dx ON) 2—4 © [rds

Hinweis zu (a): Verwenden Sie Ubung 76 (b) zu Mathematik 1!

(4) (a) Berechnen Sie Z g0 z=1+1i und w=—2+1 und skizzieren Sie z,w, =
w

z

w

| z
= und arg( ) =argz — argw.
w

(b) Uberpriifen Sie = Tl

(5) (a) Berechnen Sie |z|, argz, Rez, und Imz fiir z =e?. Skizze!

(b) Stellen Sie z als lim z, dar entsprechend 16.2 im Skriptum. Was sind

n—oo
21,22, 2:3?

(6) Stellen Sie sin®¢ durch sing, sin3p und sin5¢ dar und berechnen Sie so
w/2
i sin® z da !
0

(7) Berechnen Sie [ e®cos3zdz unter Verwendung von cos3z = Re(e**) und
0

fow e” cos3rdx = Re foﬂ e® - 3% dg. Skizze!

(Z1) (a) Berechnen Sie f(a) = [e @ sinzdz fir a > 0 mittels sinz = Ime'?,
0
vgl. Ub. 7.
(b) Uberlegen Sie, dass ®(a) = — [ o= ™ 42 eine Stammfunktion von fist!
o x

°sinx T

de —
T

s

(c) Folgern Sie aus  lim ®(a) =0, dass ®(a) = arctana—% und [
0

a— 00 2 T
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(8) (a) Schreiben Sie w = —3 +4i in der Form w = g - e'¥.

(9) Losen Sie die Differentialgleichung 3’ =

(b) Losen Sie die Gleichung 2* = —3 + 4i. Machen Sie den Ansatz z = r - el¥!
Bestimmen Sie 2zg! Wie lassen sich die iibrigen Losungen z7, 29,23 durch 2z
ausdriicken? Skizze!

ysinx

J/cosx

zum Anfangswert y(0) = 1.

(10) Losen Sie die Differentialgleichung & = 2z2te!” zum Anfangswert z(0) = 1! In

welchem Intervall ist x(t) definiert? Was passiert am Rand dieses Intervalls?

(11) Auf einen Fallschirmspringer wirken Gravitation und Reibung. Wenn die Reibung

(12)

(13)

(14)

(22)

2

proportional zu v* ist (v = Geschwindigkeit nach unten), so gilt:

Masse x Beschleunigung = mo
= Kraft = mg — av?
Losen Sie diese Differentialgleichung fir m = 100kg, g =10 m/sec?, a = 40kg/m
und v(0) = 20m/sec (d.h. beim Offnen des Fallschirms). Wie lange dauert es, bis
der Fallschirmspringer auf (a) 10m/sec, (b) 6m/sec, (c) 5m/sec abgebremst ist?
: , ., Gewicht ” :

Ein Stromkabel der Lange 120m und mit Tinee ~ 0= 3N/m héngt zwischen

ange
zwei 100m entfernten, gleich hohen Stiitzen durch.
(a) Wie groB sind die Horizontal- bzw. die Vertikalkraft in den Stiitzen? (Verwenden
Sie Hy = 150 als Startwert fiir das Newtonverfahren!)

(b) Wie weit hangt das Kabel durch?

Wir betrachten die Differentialgleichung 3’ = Y,

x
(a) Richtungsfeld: Zeichnen Sie in den Punkten (x,y) mit =z = —2,—1,...,2,
y=—-2,—1,...,2 die Steigungen ein!

(b) Losung: Warum ist die Differentialgleichung mit trennbaren Variablen? L&sen
Sie sie!

(¢) Probe: Uberpriifen Sie die Lésung durch Differenzieren!

(d) Anfangswerte: Bestimmen Sie die Losungskurven zu y(1) = £1 und zeichnen
Sie sie in das Richtungsfeld.

Bestimmen Sie die Orthogonaltrajektorien zu A = {y = C'tanz : C € R}. Skizze!

Gewicht
Ein Stromkabel mit ﬂ = 0 = 3N/m héngt zwischen zwei 100m entfernten,
ange
gleich hohen Stiitzen 20m durch.

(a) Wie grof sind die Horizontal- bzw. die Vertikalkraft in den Stiitzen?
(b) Wie lang ist das Kabel?



(15)

(16)

(17)

(18)

(21)
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(a) Zeigen Sie, dass die Losungen der Dgl. 4"’ 4+ ey +y =0 einen VR bilden!

(b) Zeigen Sie, dass die Losungen der Dgl. ¢” +e%y’ -y = 0 keinen Vektorraum
bilden! Uberpriifen Sie, dass yi(x) = e™* eine Losung ist, yi(x) + y1(z) = 2e7
aber nicht! Wodurch unterscheiden sich die zwei Differentialgleichungen?

Losen Sie die Differentialgleichungen (a) y” —2y' —3y =0 (b) v +4y' +4y = 0.

Losen Sie die Differentialgleichung 4" + 9y = 0 mit den Anfangswerten y(0) = 1,
y'(0) = —L.

Die Masse m = 2 [kg] schwingt frei und ohne Reibung unter einer Riickstellkraft
mit Federkonstante ¢ = 18 [kg/sec?] und Anfangswerten z(0) =1, @(0) = —1.

(a) Schreiben Sie die Schwingungsgleichung an!
(b) Schreiben Sie die Losung () nach Ubung 17 an!

(c) Stellen Sie die Losung mit Phasenverschiebung dar! Skizze! Was ist die Periode
T7

Losen Sie die Differentialgleichung 3”42y’ +5y = 0 mit den Anfangswerten y(0) =
-2, y'(0) = 4.

Fiir eine an einer Feder frei schwingende Masse gilt: m = 2 [kg], r = 4 [kg/sec|, ¢ =
10 [kg/sec?], z(0) = —2[m], #(0) = 4 [m/sec].

(a) Schreiben Sie die Schwingungsgleichung an!

(b) Schreiben Sie die Losung () nach Ubung 19 an!

(c) Stellen Sie die Losung mit Phasenverschiebung dar! Skizze! Was ist die Quasipe-
riode T'7?

An der Masse in Ubung 20 greife die Kraft F(t) = Fysin(dt) = 52sin(3t) [N] an.
Bestimmen Sie

(a) =g = zp mit dem Ansatz z, = asin(3t) + bcos(3t); (b) Zinh = Tp + Thom;

(c) Amplitude A und Phasenverschiebung o von xy aus a — ib = Ael®.

Stellen Sie die stationare Losung von
2% + 4% + 10z = 52 sin(3t)

(vgl. Ubung 21) in der Form x4 (t) = Asin(3t — a) dar mittels der Formeln der
Vorlesung (s. S. 148, 149). Skizzieren Sie die &uflere Kraft sowie xg!



(22) Die Kreisevolvente ist durch

(23)

(24)

(25)

(26)

(27)

(28)

(Z4)
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S cost +tsint

Z:]0,00[— R? : t +— (sint jtcost) gegeben. %%
Bestimmen Sie Z, ||Z||, ¥/, Z, s (a) allgemein, 2t
sowie (b) speziell fir ¢ = 5. Skizzieren Sie

Z(t), Z(t), 2(t) fir ¢t = T Wo ist der Kriim-

mungsmittelpunkt M?

Zusatzfrage: Erklaren Sie, wie die Parametrisie-
rung aus dem Abwickeln eines Fadens am Kreis
entsteht!

05

(a) Bestimmen Sie die Lange der Kreisevolvente ) E— | . L -
in Ub. 22 fiir ¢ € [0, 7). wchense

(b) Parametrisieren Sie sie nach der Bogenlange. Kreisevolvente

Ein Straflenstiick beschreibt einen Viertelbogen in der Form einer Klothoide

s 2 s 2
x(s) = / cos 22 do, y(s) = / smaida 0<s<S,
0 2 0 2

und hat also im Punkt (x(S),y(S)) eine senkrechte Tangente, d.h. #(S) = 0.
(a) Bestimmen Sie a und S so, dass fir s = S der Kriimmungsradius 10m
betragt. (b) Wie lang ist das Straflenstiick?

Wenn der Kreis 22 + (y — a)? < a? auf der x— Achse ohne Schlupf abrollt, so
beschreibt der urspriinglich in (0,a(1 — X)), 0 < X <1, gelegene Punkt R eine

verkiirzte Zykloide oder Trochoide (Tooxds = Rad). '
(a) Zeigen Sie, daf ihre Gleichung durch Z(t) = a (f - ;\\ilonsi) gegeben ist.

(b) Berechnen Sie ihre Krimmung fir ¢ = 0.

Die Herzlinie oder Kardioide (kapdicw = Herz) ist i

in Polarkoordinaten durch » =1+ cos¢ gegeben,
o v [ r(p)cose : I

d.h. Z(p) = (7“(90) singp) . (a) Zeichnen Sie Z(yp)

55T 23”, 32”,27r' Bestimmen Sie 7!

05

fir ¢ =0,%

(b) Bestimmen Sie die Punkte mit horizontaler Tan-
gente! (Dort ist also 3’ = ¥ =0= 9 =0.)

~051

Eine in Polarkoordinaten gegebene Kurve erfiillt

o (9) = (1A

sin r(p)sing Kardioide
(a) Zeigen Sie, dass ||Z] =v72 +72.  (b) Bestimmen Sie die Lénge der Kardioide!

Eine Kurve sei in Polarkoordinaten durch r = r(y) gegeben.
: > _ (cosp\ = __ (—sinp : . S e — =
(a) Setzen Sie €; = (Sirw), €y = (Cow) und zeigen Sie & = r7é) + réy, I =

(T‘ — T)éi -+ 2T€2

() (§ II ; e —_— - e 2 2‘2 .o

G SR

Die Menge aller Krimmungsmittelpunkte einer Kurve nennt man ihre Evolute. Zei-
gen Sie, dafl man die Kriimmungsmittelpunkte der Zykloide erhélt, indem man von
P aus in Richtung @ das Doppelte der Linge PQ abtrigt, und da die Evolute
der Zykloide eine verschobene Zykloide ist.
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1. Klausur zu ‘Mathematik 2’, SoSe 2013

Sie konnen alle 6 Aufgaben bearbeiten; die 4 besten werden IThnen angerechnet. Die
Losungen miissen lesbar geschrieben und ausreichend begriindet sein. Bitte verwenden
Sie keinen Bleistift! Beachten Sie, dass nur vollstandig geloste Aufgaben zéhlen!

(1) Berechnen Sie die folgenden uneigentlichen Integrale:

1 00 dz
(a) Oflnxdx (b) Of Gr D@ 12)

/2
(2) Stellen Sie cos*¢ durch cos2¢ und cosde dar und berechnen Sie [ cos* z da.
0

(3) Bestimmen Sie die Orthogonaltrajektorien zur Hyperbelschar A : y? — 22 = C!

(4) Losen Sie die Differentialgleichung y” + 4y’ + 13y = 0 mit den Anfangswerten
y(0) = -1, y'(0) = —4.

(5) (a) Bestimmen Sie die stationédre Losung von &+ 4+ 2x = 4sin2¢t mit dem Ansatz
Zst = Tp = asin 2t 4 bcos 2t!

(b) Stellen Sie z mit Phasenverschiebung dar!

(6) Eine archimedische Spirale ist durch r = ¢ gegeben.
(a) Bestimmen Sie &7,y und [ Z].
(b) Berechnen Sie die Léange L der Spirale, wenn ¢ von 0 bis m geht!
Hinweis: ch®¢ = (1 +ch2t), sh2t = 2shtcht, i(arshm +7v/1+ 72) ~ 6.1



(29)

(30)

(31)

(32)

(33)

(35)
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tanx

Bestimmen Sie die partiellen Ableitungen von z = + arccos(zy + y) + z¥.

y3

Essei f(z,y)=1+22?—y? — 2. Bestimmen

2
. . . . : A ::\\
Sie die /Tangentlalebenen an z = f(x,y) (a)in ) ////7;7%;% )
= _ (1/2 : = N : = _ (1 g //// // "’Q“‘\‘\\‘:“‘““\“"" CArion\
Ty = (b)in Zy =0, (¢)in Zy= (). R n ) NS o SR\
( 1 )7 ) (0) i, /IIIIWWWW
8
-3 "" NN “““ N
) s

In einem Dreieck wurden die zwei Seiten x,y
sowie der eingeschlossene Winkel o« gemessen.
Es ergab sich x = 100m, y = 200m, « =
150°. Bestimmen Sie den moglichen Fehler dA
bei der Flachenberechnung A = %a:y sina =
5000m?, wenn die Messungen nur auf dr =
dy = £0.3m, sowie da = £1° genau sind!

y-Achse -2 -15

x-Achse

2=14222 -9y —2*

Hinweis: Warum sollte man in Radiant rechnen?

Zusatzfrage: Was ist die exakte Flachendnderung AA = Ajcn — Aaie?

d dfod
Essei z = f(z,y) =€ -y+alny und Z(t) = (lztt) . Berechnen Sie — = foi

dt dt
(a) durch Einsetzen, (b) mit der Kettenregel.

Es sei p(x,y) = arctan 2 fir = > 0 und x(s,t) = st, y(s,t) = st?. Berechnen

x
0
Sie a—f (a) durch Einsetzen, (b) mit der Kettenregel!

Es seien Funktionen der folgenden Form gegeben: f(x1,x2,23,24), x1(s,u), x2(s),

z3(t,y), z4(y,u), u(s,y). Wie driickt man B und 0 mit der Kettenregel aus?
s Y
Skizzieren Sie das “Baumdiagramm”!

(a) Rechnen Sie x- —— +y- == in Polarkoordinaten um!
ox oy

(b) Uberpriifen Sie die Formel am Beispiel z = f(z,y) = In(z? + 32)!

Bei der Verformung eines Kegels vergroflert sich sein Grundkreisradius r = 30 cm
auf 30.1cm und verringert sich seine Hohe A von 60cm auf 59.5cm. Berechnen
Sie die exakte Volumenanderung AV = Vo, — Vair sowie die lineare Ndaherung dV.



(36)

(Z6)

7
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Es sei F(¥) =2y + tan(xy) —sinz und & = (0,1,0)7.

(a) Bestimmen Sie RA(F,Z,7) fir 7= 5(2,1,-2)"!

(b) Uberpriifen Sie das Ergebnis, indem Sie F(Z + ) fiir € = 0.01 berechnen!
(c¢) In welche Richtung wéchst F' von 7, aus am stirksten? Wie stark?
(

d) Fiir welche Richtungen ist die Richtungsableitung 07

F und %, seien wie in Aufgabe 36. In welcher Niveaufliche F = ¢ liegt Zy?
Bestimmen Sie die Gleichung der Tangentialebene in 7y an diese Niveauflache auf
zwei Arten!

Es sei f(t, x, y) = %e—(x2+y2)/(4t) — %e—r2/(4t)'

(a) Berechnen Sie %! (b) Berechnen Sie Af in Polarkoordinaten!

0
(c) Folgern Sie, dass f fir t # 0 die “Wéarmeleitungsgleichung” (E — A) f=0
erfiillt.

Wenn eine Membran auf dem Kreis 22 +y? = R? eben eingespannt ist und unter der
Last p(z,y) [N/m?] steht, so erfiillt ihre Durchbiegung f(z,y) [m] die Gleichungen
TAf=—p und f(Z) =0 fir ||Z|| = R.

(a) Welche (gewohnliche) Differentialgleichung in r ergibt sich im Fall einer Gleich-
last p = konstant, wenn f also nur von r und nicht von ¢ abhangt?

(b) Losen Sie diese mit dem Ansatz f(r) = ar? +b.

(c) Wie grof} ist die maximale Durchbiegung, wenn 7 = Membranspannung =
1[N/m], und Gesamtlast = p- R*r = 1[N]?

Rechnen Sie f;, in Polarkoordinaten um! Verwenden Sie zur Einiibung (im Gegen-
satz zur Vorlesung) Indices zur Bezeichnung der partiellen Ableitungen.

Hinweis: Leiten Sie wie in der Vorlesung Formeln fir fuy, 74,7y, Q2s Py, Tzys Pay
her!

(a) Rechnen Sie f,, in die Koordinaten v =x + 4%, w =z —y? um!

(b) Testen Sie das Ergebnis an f = vw!

Rechnen Sie Af fir f(x,y) in die Koordinaten s =z +y, t = zy um und testen
Sie das Ergebnis an f(z,y) = 2%y + xy? !

Hinweis: Wenn 7, durch s,t ersetzt werden, so folgt aus S. 30 der Vorlesung die
Formel Af = fo5 - ||Vs||? +2fst - (Vs, V) + fir - || VE|? + fs - As + fi - At.

In der Niveaufliche F(z,y,z) = ¢ werde jeweils z als Funktion von y,z; y als

Funktion von x,z; und z als Funktion von x,y betrachtet. Zeigen Sie, dass dann

or Oy 0z
it: — - — .- — =-1
gt Oy 0z O

Hinweis: z(y(z,z),2) =z etc.
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(43) Bestimmen Sie die stationiren Punkte von f(z,y) = 3zy? + 2y + 23 — 62 (mit
D = R?) und teilen Sie sie in Maxima, Minima, und Sattelpunkte ein.

(44) Bestimmen Sie die Extrema von f(z,y) = y* — $y? — 2® am Kreis 22 +y? < 1

und teilen Sie sie in Maxima und Minima ein!

Hinweise: Verwenden Sie im Inneren die Hessematrix! Der Rand kann mit Para-
metrisierung oder mit Lagrange untersucht werden

(45) Bestimmmen Sie die Extrema und die Sattel-

" ‘“\

nk n = . . N
punkte von f(z,y) = cosz + cosy - ”".‘“}f‘\ /,;m‘ee\\'m,o‘m“f Wi \‘\\\\\ M
IR AN
Hinweis: coskm = (—1)¥; unterscheiden Sie s ::,::&iie,\\;‘e:\;\\ '~’*“"’0:0:’:0:0,"‘““,’$'0¢:¢:o'¢:‘¢:\\‘\‘\‘\\\" 'o‘\\:\"‘0:::“‘:\:\\:\‘"”"’:‘:'?“‘“‘\‘“\\\\
.. . .. :, WA ’\‘\V\ ' ‘4"“‘“'\’0“0‘ \\\\V \\N ¢‘«'”’I' “‘“‘ A
fir Py, = (km,lm) die 3 Félle 1) k,l gerade; ., \»\“0:0”‘:‘\\};\,,, ’\\M':,’.‘.‘\‘\‘oooo:‘o::p\‘e“;/ .‘n\\ ,‘;’:N .0
2) k,l ungerade; 3) eines gerade, eines unge- - “‘””"‘ "f““‘"@’.”"&)‘ \\\"'N’o”o’«\\\\\“ 0.'“’“":’.‘&
del s ‘5""”" W ',,,\\&’,\Q’w\\ e
rade! /
.

(46) Bestimmen Sie die Punkte des Dreiecks mit den
Ecken (0/0), (1/0), (0/1), fiir welche die
Summe der Quadrate der Abstdnde von den
Ecken am grofiten bzw. am kleinsten ist! Be-
trachten Sie auch den Rand!

y-Achse

x-Achse

Z = COSX + Ccosy

(47) Berechnen Sie mit dem Lagrangeschen Verfahren das Minimum von 2z3 + y? + 22
unter der Nebenbedingung 322 + 4y + 2z = 8.

(48) Fiir die gezeichnete Stabkette ist die potentielle
Energie durch k

~ Jdcosa [ cos 8 ‘
Ula, ) = G——— 5 +G<lcosa+ 5 )

k k
—|—§ (Isin a)2+§(l sin a+lsin 3)? gegeben.
Die vertikale Gleichgewichtslage ist stabil (d.h.
knickt nicht aus), wenn U fir a« = g = 0
ein Minimum hat, d.h. wenn HU(0,0) posi-

tiv definit ist. Wie grofl muss ¢ = kl/G sein,
damit das der Fall ist?

N
B

(49) Bestimmen Sie den hochsten und den tiefsten G /
Punkt auf der Kurve = +y + 3z =0, 2z° + A
2 4 '
+ 62* = 12. (Dort ist also f(z,y,z) = =
extremal.) %
Stabkette

(Z7) Ein Wassergraben hat einen Querschnitt von der Form eines gleichschenkligen Trape-
zes mit gegebenem Fliacheninhalt F. Bestimmen Sie die Form dieses Trapezes so,
dass die Summe der drei benetzten Seiten (und damit die Reibung des stromenden
Wassers) ein Minimum wird!
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Sie konnen alle 6 Aufgaben bearbeiten; die 4 besten werden Thnen angerechnet. Die
Losungen miissen lesbar geschrieben und ausreichend begriindet sein. Bitte verwenden
Sie keinen Bleistift! Beachten Sie, dass nur vollstiandig geloste Aufgaben zahlen!

(1) In einem Dreieck wurden die Seite ¢ sowie die anliegenden Winkel «a, gemessen.
Es ergab sich ¢ =100m, « = 8 = 45°. Bestimmen Sie den moglichen Fehler dA
bei der Flachenberechnung

A= ¢ M — 2500m2,
2 sin(a+p)

wenn die Messungen nur auf dec = % m, da=0.0lrad, df =0.02rad genau sind!

(2) (a) Rechnen Sie f, in Polarkoordinaten um!

(b) Uberpriifen Sie die Formel fiir f(z,y) = e¥/*!

(3) Bestimmen Sie die Gleichung der Tangentialebene an das zweischalige Hyperboloid
422 — 2y? — 2?2 =1 im Punkt (1,2,1) auf zwei Arten!

(4) (a) Rechnen Sie f;, in die Koordinaten s =z +vy, t=xy um!

(b) Uberpriifen Sie das Ergebnis fiir f(x,y) = sin(zy)!

(5) Bestimmen Sie die stationiren Punkte von f(z,y) = 2%y + zy* — 2°> — z (mit

D = R?) und teilen Sie sie in Maxima, Minima und Sattelpunkte ein!

(6) Berechnen Sie mit dem Lagrangeschen Verfahren den Maximalwert von xy?2% auf
der Fliche z* +y*+ 2% =1!

Hinweis: 1 -373/4 ~0.219
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S0) B sol (3 arcsiny (a) Berechnen Sie rot ¥ und div(rot )!
(50) Es sei o() = iﬁgf)) "~ (b) Zeigen Sie, dass allgemein div(rot o) = 0 gilt!

(a) Berechnen Sie grad f und rot(grad f)!
(51) Essei f(¥) = z¥+arctan(zz). _ _ . L
(b) Zeigen Sie, dass allgemein rot(grad f) = 0 gilt!

Ty
r? + 22 : ; L=
(52) Essei 0(7) = | ytlnva? T2 |. (a) Zeigen Sie, dass rot ¥ = 0.
Yz 1 (b) Bestimmen Sie ein Potential f zu v.

24+ 22 cos?z

Yz

(53) Es sei (%) = | zz | . (a) Zeigen Sie, dass ¢ nicht wirbelfrei ist! (b) Versuchen
2
x

Sie, wie in Aufgabe 52 ein Potential zu bestimmen, und stellen Sie fest, an welcher

Stelle der Versuch misslingt!

Ty 1
(54) Essei U(Z) = | =z und Zp = [ 2
TYZ 3

(a) Berechnen Sie #(Zo), J&, J#(Z;) und die lineare Niherung | von @ bei o,

1
(b) Setzen Sie speziell ¥ =Zy+¢€ | 1 | und vergleichen Sie ¥(Z) mit der linearen
7l 1

Naherung [(Z).

(55) Das nichtlineare Gleichungssystem
3 4z
Ul(x,y):a:—l—arctany—zzo, va(z,y) = ye** —1=0,

hat in der Nahe von 7y = ((1)) eine Nullstelle. Bestimmen Sie mit dem Newtonschen
Naherungsverfahren ;! (Verwenden Sie 7 — 3 ~ 0.1416.)

(56) Es sei v(x1,22) = | z1z2 | = ¥ und W(y1,v2,y3) = (ysli;_yy?’). Rechnen Sie
2

nach, dass J(@ o ¥) = (Ju)(¥(Z)) - JU.

(Z8) Die Funktion z = cosz+cosy hat bei ¥y = (g) einen Sattelpunkt (vgl. Aufg. 45).

In der Funktion f(z,y) = cosz + cosy +sin(52y) + £ ist dieser Sattelpunkt etwas
verschoben. Bestimmen Sie mit dem Newtonschen Naherungsverfahren #; zum

Startwert Zp!
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(57) Wir betrachten die Reihe I;::l ETD =95, vgl. § 22, Bsp. 2.
(a) Schreiben Sie die Reihe als Zahlenreihe an! Was sind as, $3, g, @n, @p—17
1 1
(b) Zeigen Sie aj = PR schreiben Sie damit s,, = a1 +as+asz+---+a,_1+an,

Ek+

an, kiirzen Sie, und bestlmmen Sie Sgg9 und S!

(58) Bestimmen Sie die Partialsummen s, und—im Fall der Konvergenz—die Summe
S der geometrischen Reihen (a) 1+ % + (%)2 +--05 (b) 1434 (%)2 +---; und
() 1—24+4—8+—---. Was ist jeweils s47

(59) Untersuchen Sie mit dem Vergleichskriterium, ob die Reihe ) M

P e konver-

gent ist!
o) 1 o0
(60) Fiir welche « ist (a) nz=:1 v bzw. (b) ;232 w (mny konvergent?
x 1
(61) Wir betrachten die Reihe S = P = ((3).
x 1

a) Zeigen Sie mit dem Integralkriterium, dass ilt!
g g g

< < —
INT S 2 S N1
(b) Ab welchem n gilt nach (a) |S — s,| < 0.00017

. : : : > (—1)”
62) Z Sie, dass die Reih
(62) Zeigen Sie, dass die Reihe n§1 Tn

muss man die Reihe summieren, um die Summe der Reihe auf 0.01 genau angeben
zu konnen, d.h. ab wann gilt sicher |S —s,| < 0.017

bedingt konvergent ist! Bis zu welchem n

(63) Untersuchen Sie mit dem Quotientenkriterium die Konvergenz der Reihen

DI <b>§_;1%7.

(Z9) Berechnen Sie S = ) Iy (Hinweis: S = > — + Z — Z —+...)
n=12" AZ120 20 3 2"



12

2013 - 06 - 12

10. ﬂ'bungsblatt zu Mathematik 2, SoSe 2013

(64) (a) Bestimmen Sie das Konvergenzintervall M der Potenzreihe f(z) = ) a:

n=1 27/’
(b) Bis zu welchem n muss man summieren, um f(—1) auf 0.001 genau angeben
zu konnen?

(65) (a) Entwickeln Sie f(z) = cosz in eine MacLaurinreihe! Was ist ihr Konvergenzra-
dius?

Zusatzfrage: Uberpriifen Sie das Ergebnis mit der Eulerschen Formel!

(66) Entwickeln Sie f(z) = 23 — 72% 4+ 5z + 12 in eine Taylorreihe um zp = 1 und
kontrollieren Sie das Ergebnis durch Ausmultiplizieren!

(67) Bestimmen Sie mittels tan’ = 1 + tan? die MacLaurinreihe von f(x) = tanx bis
zum z°— Term!

T o1 t
(68) Entwickeln Sie f(z) = [ % dt in eine MacLaurinreihe und bestimmen Sie f(1) =
0
fol ST dg auf 107* genau!

Hinweis: Setzen Sie fiir sint die MacLaurinreihe ein und integrieren Sie gliedweise!

(69) Berechnen Sie statt mit der Regel von I'Hopital durch Bestimmung der Taylorpoly-
nome (2. Grades in a, 3. Grades in b) von Zéhler und Nenner und Verwendung von

2
1 7 _gh
lim on(x) = 0 die Grenzwerte (a) lim L8 T 2 (b) lim re 'S v .
z—0 " e=0 2 =0 In(1 — ) 4+ sinz + x2/2

(70) Berechnen Sie die Taylorreihe von f(z,y) = \/y? +sinx um Z, = ((1)) bis zu

den Termen 2. Ordnung!

710) Leiten Sie die MacLaurinreihe von f(x) = arctanz aus f'(x) = und der
1+ 22
x

geometrischen Reihe her!



(71)

(72)

(73)

(76)

(77)

(Z11)
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Die Funktion f(z,y) erfiillt in & = (}) das folgende: f(Zo) = 5, Vf(Zo) =
(5): H7Go = (5 3 Frrnlo) = Fana(G0) =0, Fury o) = L. () =5,

Schreiben Sie das Taylorpolynom sz(z,y) an!

Das Dreieck mit den Ecken (0,0), (y/7,—1), (y/7,2) ist mit der Dichte p(z,y) =
sin(z?) belegt. Berechnen Sie seine Masse!

Berechnen Sie das statische Moment S, fiir das von y = 1 und y = z? im

1. Quadranten begrenzte endliche Gebiet D (Skizze!), das mit der Dichte p(x,y) =
siny belegt ist, indem Sie (a) auBen nach z integrieren bzw. (b) auflen nach y
integrieren!

Skizzieren Sie das durch z? +y? <1 und = +y > 1 gegebene Gebiet D und
bestimmen Sie seinen Schwerpunkt 5!

Das Gebiet D sei durch a <z <b, 0<y< f(x) gegeben.

(a) Zeigen Sie, dass dann die statischen Momente von D mit folgenden einfachen
Integrale

b 2 b
Sx:SQZ/ f(;) dz und Syzslz/ zf(z)dz

berechnet werden konnen!

(b) Berechnen Sie so den Schwerpunkt des Gebietes 0 <z <1, 0<y <e".

Berechnen Sie die Tragheitsmomente

Im:// y*drdy und Iy:// z? dz dy
D D

fiir das Dreieck D mit den Ecken (0,0), (0,1), (1,1)! Warum ist I, > I,?

Berechnen Sie den Schwerpunkt des vom Viertelkreisbogen 22 +y? =1, z > 0,
y > 0, den Geradenstiicken y —z =1, y4+2 = -1, —1 < x <0, sowie dem
Parabelbogen y =22 —1, 0<x <1 begrenzten Flichenstiickes. (Skizze!)

1 k

Hinweis: Uberlegen und verwenden Sie dabei die Formel § = — > M;S;, wenn

=1
D=DyU---UDg und s;, M; der Schwerpunkt bzw. die Masse von D, sind,

und M = Zle M; die Gesamtmasse ist.

Bei der Methode der Monte-Carlo—Integration zur angendherten Berechnung bei-
spielsweise des Schwerpunktes eines Gebietes D werden mit dem Zufallsgenerator
n Punkte in D gewéahlt und der Mittelwert ihrer Koordinaten gebildet. Testen Sie
diese Idee am Computer zur naherungsweisen Berechnung des Schwerpunktes von
D={(z,y):0<2<1,0<y<1,cos(x +y) > zy}.
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3. Klausur zu ‘Mathematik 2’, SoSe 2013

Sie konnen alle 6 Aufgaben bearbeiten; die 4 besten werden Thnen angerechnet. Die
Losungen miissen lesbar geschrieben und ausreichend begriindet sein. Bitte verwenden
Sie keinen Bleistift! Beachten Sie, dass nur vollstandig geloste Aufgaben zéhlen!

1/x
(1) Durch ¥(Z) = 2yz cos(y?2) ist ein Vektorfeld fiir > 0, z > 0 gegeben.
y? cos(y?z) 4+ z72/3
Zeigen Sie, dass rot ¥ = 0, und bestimmen Sie ein Potential f zu @.

Y192
(2) Essei ¥(x1,x9,23) = (xxi ) =4y und W(y1,y2) = | sinys | . Rechnen Sie nach,
273
Iny,

dass J(w o ¥) = (JW)(0(Z)) - JU gilt fiir zo >0, x3 > 0.

00 QN

n=1 7’L2

(3) (a) Bestimmen Sie das Konvergenzintervall M der Potenzreihe f(x) =

) auf 0.01 genau angeben

(b) Bis zu welchem n muss man summieren, um f(—3

zu konnen?

et — 1
t

dt in eine MacLaurinreihe!

(4) Entwickeln Sie f(z) = fw
0

(5) Berechnen Sie die Taylorreihe von f(z,y) = v/e® +siny um i = 0 bis ein-
schliellich zu den Gliedern 2. Ordnung!

(6) Das durch 22 +y?> <1 und z +y > 1 gegebene Gebiet D ist mit der Dichte
p = 2y belegt. Skizze! Berechnen Sie seine Masse M,

(a) indem Sie auflen nach z integrieren, (b) indem Sie auflen nach y integrieren!



