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1. Ubungsblatt zu Mathematik 1, WS 2012/13

Geben Sie fiir die Gerade g im R? durch A= (3/1), B = (2/4)
(a) eine Parameterdarstellung ¥ = p'+ AT,
(b) eine Gleichung axi + Sz = an!

Leiten Sie (b) aus (a) her! Inwiefern sind die Ergebnisse eindeutig?

Geben Sie fiir die Ebene ¢ im R3 durch A = (1/2/3), B = (1/0/ — 1), und
C=(=2/1/—1)

(a) eine Parameterdarstellung & = p'+ A} + i,
(b) eine Gleichung oz + fxe + yrs =40 an!

Leiten Sie (b) aus (a) her! Inwiefern sind die Ergebnisse eindeutig?

Bestimmen Sie die Gerade h im R durch A= (1/-1/2), B=(3/1/—2)
(a) durch eine Parameterdarstellung,
(b) als Schnittgerade zweier Ebenen, d.h. durch 2 Gleichungen!

Leiten Sie (b) aus (a) her! Inwiefern sind die Ergebnisse eindeutig?

Bestimmen Sie den Schnittpunkt der Ebene e aus Ubung 2 mit der Geraden h aus
Ubung 3!

Losen Sie die folgenden 4 linearen Gleichungssysteme mit dem Gauf3’schen Algorithmus:

T1—2x9+3x3 —x4 +T5= 5
T1+ x9o+2x3+3x4—225=1 ! 2 3 4 >

31 —y+523— 314 —z5= 9
221+ 4, —8as=3 (6 L pTomTom T

—x1 +x0—2x3+214 =-5
—2x9+4x3+6x4+425=0
2 5 * b -3 —4dx3+4dxs+2x5= —9
511 +4x3+2x4=3
r +y+az=0 . .
T1— X2 +2x3 +x4=1 fiir festes a € R (Eine Fall-

(8) ar—2y+42=0

dx1+ 20+ 273 =1
22 -3y+22=0

r1+ T2 —|—.T3 —|—$4:0

unterscheidung ist notig.)

Zusatzaufgabe (Z1) Bestimmen Sie die Geraden im R?, welche die vier Geraden

rT=y= y=1 z=1
rz=1, 2=0 r+2=0 y=4

schneiden! (Es gibt genau zwei.)
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Wir betrachten nochmals das inhomogene Gleichungssystem aus Ubung 6. Bestim-
men Sie Zhom und liberpriifen Sie, dass Tinn = P+ Thom, d.-h. Linn = {p+ 7 :
T € Lpom} (s. § 3 A im Skriptum). Uberpriifen Sie auch die Gleichung k = n —
Anzahl der Pivotzeilen (§ 2). Warum ist Lyoy, ein Vektorraum, Li,, aber nicht?
Geben Sie eine Basis und die Dimension von Ly, an!

Welche Polynome vom Grad < 3 gehen durch (—1/0) und (1/0)? Warum ist das
ein Unterraum U von P37 Geben Sie eine Basis von U an! Was ist dimU?

1 1 1
Zeigen Sie, dass f1 = 2|, fo=[0], fs=|2]| ecine Basis im R3 ist!
3 1 4

Zeigen Sie dazu, dass sich jedes b eindeutig als LK b=\ ﬁ + A2 fé—i—)\g ﬁ; schreiben
lasst, indem Sie das Gleichungssystem Ay + Ao + A3 = by, 21 +2A3 = by, 3\ +

-3
Ao +4X3 = bz losen. Was sind die Koordinaten von 2 beziiglich dieser Basis?
-5
2 -1 4 . A1
Esseien v7 = | 1], U= 2 |, v3=| —2 |. Fir welche A= [ A gilt

w
—
—_

A3
ATy + Aoty + A3¥3 = 07 (GauB) Sind 1, ¥, U3 linear unabhéngig? Sind o, ¥, U3
eine Basis von R3? (Satz 4, 3b)

3 1 9 . A1
Es seien w; = | 1|, Wy = 2 |, ws = |8 ]. Fiir welche A = | Ao
2 —1 1 A3

gilt A\ + oo + A3y = 0? (GauB; setze A3 = p) Sind W, W, W3 linear
unabhiingig? Was bedeutet das geometrisch? Sind 1, s, w3 eine Basis von R3?

2 2 —1 1
Esseien oy = (1|, =0, 5= 1 |, u=| 1 | €R3.
3 2 1 —4

(a) Fiir welche X € R4 gilt AU + AoUs + A3U3 + AgUy = 0? (GauB)

(b) Sind 4, ¥y, U3, ¥4 linear unabhéngig? (a oder Satz 4, 1b)

(c) Sind @4, U2, U3 linear unabhéngig? (a mit Ay = 0)

(d) Sind @y, v, U3 eine Basis von R3? (Satz 4, 3b)

(e) Was sind die Koordinaten von #; beziiglich v7,7s,737 (verwende a).

(a) Sind ©p =142, Th=x+2% U3=1+2z+2%€ P, linear unabhingig?

(b) Sind W =1 -2+ 22, wWo =3+x—2? w3 =1-—4x+ 222 € P, linear

unabhéngig? Sind i, ws, w3 eine Basis von P57

(a) Drehen Sie den Vektor (;

(b) f:R? — R? sei die Spiegelung an der Geraden y = —x. Warum ist diese
Abbildung linear? Was ist die Matrix von f?

) um 73° im Gegenuhrzeigersinn!

Bestimmen Sie die Parabel y = a + bx + cz® durch (-1/9), (1/3), (2/6). Ver-
suchen Sie, sich diese Parabel als Schnittpunkt von 3 Ebenen in P, vorzustellen!
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(17) Es seien ) 5
a T
1 2 1 -1 -1 0 1
A_<3 4>’B_<—1 —1)’0_(0.5 -3 —4)’D_ j 5 2 {
(mit a,b,c, f,x € R). Welche der Produkte AB,BA, AD,DA,CD,DC sind sinn-
voll? Berechnen Sie diese!

(18) Es seien f bzw. g bzw. h:R? — R? die Drehungen um die Winkel o bzw.
B bzw. a4+ [ im Gegenuhrzeigersinn.

(a) Welche Matrizen A, B,C entsprechen f,g,h?
(b) Uberlegen Sie, dass h = fog und daher C' = A- B (§4, Satz 2).

(c) Folgern Sie aus (a), (b) die Summensétze fiir Sinus und Cosinus.
)

(19) (a) Schreiben Sie AZ =b, A+ BC =D, B-(Z+§)—Z=1d, ABC =D in
Tensorschreibweise!

(b) Alle Indizes seien 1 oder 2. Schreiben Sie cg, — ag;bir = djje;r als Matrixglei-
chung sowie als 4 Gleichungen (fir k,r =1,2) an!
-2 -1 3
(20) Es sei A = 3 2 —4|. Bestimmen Sie A~! wie in §4, Bsp. 10, S. 41
1 2 1
des Skriptums! Kontrollieren Sie A - A~! = I! Was ist die eindeutige Losung von
Az = (1,3,5)T7
—2 -1 3
(21) Essei A= 3 2 —4|. Bestimmen Sie rgA sowie rgAT! (rgA bzw.
1 3 1
rgAT ergeben sich als Anzahl der Pivotzeilen beim Gauf’schen Algorithmus angewen-
det auf A7 =0 bzw. ATZ¥=0.) Ist A invertierbar?

(22) Es sei A= (i Z) und det A # 0.

1 _
(a) Zeigen Sie, dass A1 = ( d ab), indem Sie A-A~! =T {iberpriifen!

~ det A

L 2) und y = (2) Bestimmen Sie mit (a) A~! und die

(b) Es sei A = (3 4
Losung von AT = .
(23) Essei A wie in Ubung 21, b= (1,—1,2)7 und A = (A,b) die erweiterte Matrix.
Berechnen Sie rg Al Ist AZ =b losbar?
(24) (a) Bestimmen Sie die Fléiche F des Vierecks im R? mit den Ecken A = (2/1),
=(1/3), C=(3 / 2), % . Zelchnen Sie das Viereck, und iiberlegen Sie,
dass hier gilt F = 1| det 1@ )| + 1 det( D§ ? Erkléren Sie die Vorzeichen

der 2 Determinanten! 1
(b) Berechnen Sie mit der Regel von Sarrus |0 2
2 3

—

. Machen Sie eine Skizze,

NN

die zeigt, warum die Determinante negativ ist!

(Z3) Es seien A = (a11 a12) B = (bn b12) C = (CH 012)
az; as )’ ba1 bag )’ co1 €22 )
Berechnen Sie AB, BA;(AB)C,A(BC);(A+ B)C, AC + BC! Wie nennt man das

Gesetz, das bei Matrizen nicht erfiillt ist, und die 2 Gesetze, die bei Matrizen erfiillt
sind?



(25) Bestimmen Sie | 0 0 0 0

(26) Bestimmen Sie mit dem Gauf’schen Algorithmus det
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-6 2 -1 -3
0O 0 0 =2
so wie in §5, Bsp. 3, S. 51 des Skriptums.

0 =~ O ©

05 0 =7 —4

0 0 3 -8 -5 2 - -1

-1 -1 2 -1
1 1 -2 3
-1 1 3 -1

(27) Es seien a,b >0 und f:R? — R? sei Streckung bzw. Stauchung (fiir a,b > 1

(28)

(29)

(30)

(31)

(Z4)

bzw. < 1) mit dem Faktor a in x;— Richtung, mit dem Faktor b in z5— Richtung.

(a) Was ist § = f(Z)? Was ist die Matrix A von f?

(b) Was ist der Flachenverdnderungsfaktor von f7

(c) Was ist das Bild des Vollkreises 2% +22 < 1 unter f? (Skizze fiir a = 2,b = 3)
2 2

(d) Welche Formel gilt daher fiir die Fliche der Ellipse 2L + ‘Z—g <17

(

2 2 z2a2
StEt5 < 1?7 (Hier stehen z,y,z

anstelle von y1,ys,ys entsprechend (d); Einheitskugelvolumen = 47/3.)

e) Was ist das Volumen des Ellipsoides

A sei die Matrix aus Ubung 20. Bestimmen Sie A~' mit Streichungsdeterminan-
ten. (Vgl. §5, Satz 8 und Bsp. 8, S. 59, 60.)

a

Was ergibt sich, wenn man §5, Satz 8, S. 59, auf die Matrix A = (c

b
‘?
d ) anwendet

Vergleichen Sie das Ergebnis mit Ubung 22.

Wir betrachten das Gleichungssystem AZ = ¢ aus Ubung 7.
(a) Berechnen Sie det A durch Entwicklung nach der 2. Spalte!
(b) Berechnen Sie x5 mit der Cramer’schen Regel!

A € R3*3 gei die Matrix zum homogenen Gleichungssystem in Ubung 8.

(a) Berechnen Sie det A («) mit Sarrus, (8) durch Entwicklung nach der 3. Zeile!
(b) Fiir welche a ist det A =07

(c) Lesen Sie §5, Satz 7, S. 58 im Skriptum und folgern Sie, dass L = {6} —
det A #£ 0. Vgl. auch Satz 5, S. 24: dimL=n—dimZ =n—1rg A

PS: Sind {0} und {} dasselbe?

1 1 1
Was ergibt sich, wenn in der Matrix A = [ a1 a2 a3 zuerst I'=I, IT’=II,
2 2 2

ay Gy asg

III'=IIT —aq IT und dann I”=T", I[1” =IT" —a, I’, 111" =IIT’ gemacht wird? Warum andert
1 1
as

sich die Determinante nicht? Warum erhdlt man det A = (az—aq)(az—a1) ?

Wie lisst sich das auf A = (a’™1); j=1

y n verallgemeinern?

.....

Die Ausbiegung eines axial mit Kraft F zentrisch gedriickten Stabes, der bei = =0
mit dem Einspannmoment \; eingespannt ist und bei x =1 frei drehbar gelagert

A F
ist, erfiillt die Differentialgleichung w” + o?w = E_}(l — %), wobei a = 57
Dann gilt
A
w(zx) = Fl <1 - %) + A cosax + Agsinaz und  w(0) = w’'(0) = w(l) = 0.

Schreiben Sie die letzten 3 Gleichungen als lineares Gleichungssystem in X an und
ermitteln Sie das kleinste positive F (= Knicklast), fiir das eine Losung X # 0
existiert, durch Berechnung einer Determinante!
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Sie konnen alle 6 Aufgaben bearbeiten; die 4 besten werden Thnen angerechnet. Die
Losungen miissen lesbar geschrieben und ausreichend begriindet sein. Bitte verwenden
Sie keinen Bleistift! Beachten Sie, dass nur vollstédndig geloste Aufgaben zahlen!

(1) Losen Sie das folgende lineare Gleichungssystem mit dem Gauf’schen Algorithmus:

21 +x2 +x3 —T4 —2x5= 3
2x9—3x3 —2x4+3x5=—3

T1 —2x9 +x3+2x4 —x5= 2
—2x14+529—2x3—5x4 +225= — 4

Uberpriifen Sie zur Probe, dass § das inhomogene und die Richtungsvektoren das
homogene Gleichungssystem l6sen!

2 —1 1 3
(2) Esseien ¢y = |1 |, b= 2 |,53=|1],0s=[5| € R% Beantworten Sie
3 1 4 7

die folgenden 4 Fragen! Begriinden Sie Ihre Antworten durch eine Rechnung oder
mit einem Satz der Vorlesung!

(a) Sind 1, ¥, U3, Uy linear unabhéngig? (b) Sind ¥y, U2, U3 linear unabhéngig?
(c) Sind @y, ¥, U3 eine Basis von R3? (d) Sind @y, Ua, U3, T4 ein EZS des R3?

(3) Die Abbildung f :R? — R? sei die Drehung um 90° im Gegenuhrzeigersinn und
g:R? — R? die Spiegelung an der z,— Achse.

(a) Bestimmen Sie die zu f und g gehorigen Matrizen A, B sowie die zu fog
gehorige Matrix C!  (b) Bestimmen Sie f(g(Z¥)) fiir 7= (1,2)7!

1 2 0
(4) Gegeben sei die lineare Abbildung f(Z) = AZ mit A=10 -1 1
1 -1 2

(a) Bestimmen Sie die Inverse A~!, indem Sie fiir die inverse Abbildung ¢(¥) =
A~17 die Bilder der Standardbasis g¢(¢;) berechnen.

(b) Kontrollieren Sie AA™! = I.

c¢) Berechnen Sie mittels (a) die eindeutige Losung von z1+42x5 =5, —xo+x3 =1,
X1 —I2+21'3 = 5.
o -2 2 -1

4 -1 1
-3 1 1 2
1 2 -1 1

(5) Bestimmen Sie mit dem Gaufy’schen Algorithmus det !

(Hoffentlich sind Sie nicht aberglaubisch ...)

(a) Berechnen Sie det A durch Entwicklung nach der 2. Zeile!
(6) Es sei A= .(b) Fiir welche a ist AZ = i eindeutig 16sbar?

(c) Bestimmen Sie z; fiir diese a mit Cramer!

N O =

L = Q =
o

QN O
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€, A, B,C seien wie in Ubung 2. Bestimmen Sie die Langen und Winkel im Dreieck
ABC' sowie mittels des Kreuzprodukts eine Gleichung fiir €. Was ist die Fldache des
Dreiecks ABC?

Essei a=(1,2,—1)T.

(a) Was ist der Abstand des Punktes @ = (1/2/3) von der Ebene (a,#) =97
(b) Was ist die Matrix der senkr. Projektion pry auf die Ebene H : (d@,Z) = 07
Zusatzfrage: Was sind hier die Eigenwerte und Eigenvektoren? (Vgl. Ubung 38)

Zeigen Sie durch Ausrechnen, dass @x (b x ﬁ b-(@,&) —c-(a,b) gilt fiir @,b,¢e R3.
(Merkregel: “baz minus zab”) Was ist (@ x b) x &= —&x (@x b)? Ist x assoziativ?
N A A N
(a) Zeigen Sie, dass fi==|2],fa==-| 1 |,fs==| —2 | eine ONB im
3\ 2 3\ 2 S\ 1
R3 sind! (b) Bestimmen Sie die Koordinaten von @ = (1,1,1)7 bzgl. dieser Basis!
1 2 2
Bestimmen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix A= 0 2 1 |!
-1 2 2
f:R? — R? sei die lineare Abbildung, die an der Gerade x5 = 1 (der 1. Medi-
ane) spiegelt. (a) Bestimmen Sie die Matrix A von f!

(b) Berechnen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren von f (bzw. A ).
(c) Wie erhélt man hier die Eigenwerte und Eigenvektoren ohne Rechnung?
A sei die Matrix aus Ubung 37.
Schreiben Sie P()\) = det(4 — X) = —A3 + co\? — ;A +¢p an!
(a)
(b) Uberpriifen Sie, dass ¢y = det A, ¢; = 2?:1 det(Ayy) und cy =sp A.

(c) Uberpriifen Sie, dass cg = AAads, €1 = MA2 + M3 + Aods und ¢ =
A1+ Ao + A3l

1 6 4
Fir die Matrix A=[6 2 2 sind schon die zwei Eigenwerte A1 = —3 und
4 2 -3

Ay = —6 bekannt.
(a) Bestimmen Sie aus sp A den dritten Eigenwert!
(b) Berechnen Sie die Eigenvektoren zu den 3 Eigenwerten. Was sind hier a.V. und

g.V.?

Auf zwei windschiefen (d.h. nicht parallelen und nicht schneidenden) Geraden g; :
T=p;+ A, i=1,2, im R3 seien F; die FuBpunkte, d.h. so, dass ||FyF5| der
Minimalabstand D zwischen ¢g; und g ist. Skizze! Uberlegen Sie:

(a) FiFy | 1,72 (b) FF, H 1 X Tg (C) F1Fy = Py + Aot — P — A7
==
== FyFy, 7 X T 5 X T
(d) D= |FR| = (£ 2,71 X )| _ (P2 P71 X )|
171 % 7 |7 X 7

(e) Berechnen Sie den Abstand D zwischen den zwei Geraden
1 4 1 1
gu:Z=2]4+A|5]| und go:Z=| =1 | +XA|1]!
3 6 1 1
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Welche der folgenden acht Aussagen sind wahr, welche sind falsch?

() Vr,y>0:vVz+y=vVr+y (b)VAeR:VAcR*?:det(A\A) = Adet A
(c)VreR:dyeR: x>y (d)JzeR:VyeR: x>y

)V eR:2>2=2?>4 f)VzeR: 2?2 >4 = 2>2

(g) VM,N Mengen: x € MUN <=z € MVzeN

(h) Vf:V — W surjektiv:Vy e W : 3z €V : f(z) =y

Bestimmen Sie L = {z € R: 2|z + 1| > 2% + 2z — T}.

4
Bestimmen Sie L={z eR:z# -1 A |z —2| < ——}.
x+1

Fir welche reelle = ist 22z +2 <3 — 27
Hinweis: Schreiben Sie zundchst L als Menge an! Unterscheiden Sie dann die Félle
3—2<0 und 3—2 >0 bevor Sie quadrieren! (Warum?)

Wir betrachten das Polynom P:R — R: 2+ 223 + 22 — 22 — 1.
(a) Dividieren Sie P durch z —2. Wie lésst sich der Rest direkt bestimmen?

(b) Zerlegen Sie P in Linearfaktoren und skizzieren Sie den Graph von P!
Hinweis zu (b): Die Nullstelle 2o =1 findet man durch Probieren.

Es seien f(z) =sinz und g(z) = 2%

(a) Was ist fog und wasist go f? (b) Zeigen Sie, dass sin’z = 2(1 — cos 2z).

(c) Skizzieren Sie nacheinander die Graphen der Funktionen cosz, cos2x, — cos2z,

1 — cos 2z, sowie sin’z.

Bestimmen Sie geometrisch (a) cos 2%, (b) sin2F, (c) tanZ2F.

Leiten Sie aus dem Summensatz fiir den Sinus die Formel
sina — sinb = 2sin “T_b cos aTer her!

Hinweis: Setzen Sie a = %2, 3 = 92 und betrachten Sie sin(a+f), sin(a—p).

2

Losen Sie die Gleichung cos 3z + 6 cos 2z + 5 cosz + 2sin? z = 0.

Hinweis: Zeigen Sie zuerst cos3z = 4 cos®z — 3 cos z!
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(49) Auf welchen Intervallen ist das Polynom P:R — R: 2+ 22 — 62 +5 monoton
steigend bzw. fallend? Bestimmen Sie die Umkehrfunktionen auf diesen Intervallen!

(50) (a) Bestimmen Sie arccos3!  (b) Bestimmen Sie L ={z € R:cosz = 1 }!

(¢) Bestimmen Sie arccos(cos 2F)! Warum ist es nicht 27

1
cosz

(d) Skizzieren Sie die Graphen von y = arccosz und von y =
(51) Wenn f: D — R injektiv ist und B die Bildmenge, so gilt
VeeD: [ (f(z) =2z und Ve B: f(f'(z)) ==

(a) Was heifit das fir f:[0,00[ — R: 2 — 227
(b) Was heifit das fir f:[0,7] — R: 2+ cosa?
(c) Zeigen Sie arccos(cosz) =2m —z fir z € [r,27]!

Hinweis zu (c): Uberlegen Sie, dass cos(2m — x) = cosz und dass 27w — z € [0, 7]

wenn z € [m, 27!

(52) Essei f:]-3,5[— R:z+— tanz.
(a) Was ist die Bildmenge B? Was ist f~!(x)? Was ist ﬁ? Ist es dasselbe?
(b) Warum gilt immer tan(arctanz) = 7 (c) Wann gilt arctan(tanz) = z?

(d) Was ist arctan(tanz) fir x €)%, 3Z[?

3
(53) Es sei a, = %, n € N. (a) Zeigen Sie mit der Definition des Grenzwertes,
—2n

dass lim a, = —1, d.h. zeigen Sie Ve >0:3IN € N:Vn > N :|a, + 3| <e.

n—oo
(b) Wie grof muss N mindestens gewéhlt werden, wenn e = %?

(54) Bestimmen Sie bei den folgenden Zahlenfolgen ajg, agg, und, wenn das moglich
ist, lim a,. Welche der Folgen sind konvergent?

n—oo
n?+1 n?+1 cosn
(a) 302 _ 7 (b) 30— 7 (c) NG (d) cos(nm)
2n3 + 5n?
(55) Es seien an =2n+1, b, = % Cn = an, — bn.
nc+1
Was ergeben lim a,, lim b,, lim ¢,? Warum lassen sich die GWS auf a, —b,
n—oo n—oo n—oo

nicht direkt anwenden?

(56) Berechnen Sie lim (vn2 —1—+v/n2+n+1) mit den Grenzwertsitzen! Welchen
n—oo

Typ hat die Folge zu Beginn bzw. im Lauf der Rechnung? (Bestimmen Sie auch mit
dem Taschenrechner ajg, as, und ajgp fiir diese Folge!)

arccos(2z* — 1) : 2 €[0,1],
(Z7) (a) Zeigen Sie, dass 2arccosz = )
21 — arccos(22% — 1) : z € [-1,0].
(b) Kontrollieren Sie (a) am Taschenrechner fir z =0.6 und z = —0.6!
Hinweis zu (a): Setzen Sie u = arccosz, folgern Sie cos(2u) = cos?u — sin*u =

2cos?u—1 =222 —1 und wenden Sie auf beide Seiten dieser Gleichung arccos an!
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(57) Berechnen Sie lim (z— v/23 + 222). Welchen Typ (“2” etc.) hat der Grenzwert

0
Tr—r 00
zu Beginn bzw. im Lauf der Rechnung? Berechnen Sie auch am Taschenrechner

f(10), f(50), f(100).
Hinweis: Va,b € R: (a —b)(a® + ab + b?) = a® — b3

(58) (a) Zeigen Sie mit der Definition des Grenzwertes, dass iﬂ Va =2, dh.
Ve>0:30>0:Vz>0mit 0< |z —4| <d:[vVz—2|<e
(b) Wie ist ¢ fiir e =0.1 zu wéhlen?
(c) Wie kann man den Grenzwert in (a) mit dem Wort “stetig” formulieren?

sinx — tanx
(59) Berechnen Sie lim —————.
x—0 x

1—cosz=2sin*% (VgL Ub. 46 (b))

sinx .
cosx’

Hinweise: tanz =

(60) Berechnen Sie lim

r—0 T 2x

Hinweis: Substituieren Sie ¢ = arccosz und uw =1t¢ — %

arccosr >

(61) Welche der folgenden Grenzwerte sind sinnvoll? Bestimmen Sie diese!

2005(7rw) 3 — 2 1 1
R— b) lim _Ve—2 (¢) lim d) 1i
x—>8x—\3/_—6 z—1gx —1 :r\ll‘—l

Hinweis zu (b): Substituieren Sie ¢ = /z und kiirzen Sie!

(a) lim
z—1 arctan x

(62) Zeigen Sie mit dem Satz von Bolzano, dass das Polynom p(z) = 23 — 3z + 1 im
Intervall I; = [0,1] eine Nullstelle hat. Bestimmen Sie mit Intervallschachtelung
das Teilintervall I, der Lange %, in dem eine Nullstelle von p liegt.

4 _ 4
(63) Berechnen Sie (fiir festes z¢p € R) den Grenzwert lim T "%
rT—xo T — X

Hinweis: Dividieren Sie zuerst das Polynom z* — z§ durch x — x!

(64) (a) Was ergeben die eingerahmten Gleichungen in Ub. 51 fiir f:R — R : 2 — e*?
Skizzieren Sie f und f~1!

(b) Lésen Sie e~ 2* = 1. (Wenden Sie In auf beide Seiten an!)

(c) Vereinfachen Sie fiir « > 0 die Funktion

g(x) = \/In(Vev ) + ln(x4/3\57e_3) + Zeln(elm) + 4sin<%>

Vevz n
+ ln( © ) + arccos(cos(—2.4)) + z V2% + lim (1 - f) :
\3/5 n—00 n

(Z8) Wir betrachten die Hyperbel Z—z — zé—j =1 bzw. y = +b z—i — 1. Wie muss
¢ gesetzt werden, damit lim (b\ / 2—3 —-1- cw) = 0?7 Konstruieren Sie damit die
Tr—r o0

Asymptoten!
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2. Klausur zu ‘Mathematik 1’ , WS 2012/2013

Sie konnen alle 6 Aufgaben bearbeiten; die 4 besten werden Thnen angerechnet. Die
Losungen miissen lesbar geschrieben und ausreichend begriindet sein. Bitte verwenden
Sie keinen Bleistift! Beachten Sie, dass nur vollstandig geloste Aufgaben zéhlen!

0 -2 1
(1) Die Matrix A= | —2 3 —2 | hat den doppelten Eigenwert A\; = Ao = —1.
1 -2 0

(a) Berechnen Sie den dritten Eigenwert A3 aus sp A oder det A (oder, wenn Sie
das nicht kénnen, mittels det(A — AI) =0, was etwas miithsamer ist).

(b) Bestimmen Sie die Eigenvektoren zu As!

(2) (a) Bestimmen Sie arctanl!  (b) Bestimmen Sie L ={z € R:tanz = 1}!

(c) Bestimmen Sie arctan(tan 2%)! Warum ist es nicht 2£?

(d) Skizzieren Sie den Graphen von y = arctan z!

5n +1

3) Essei a, = ;——,
(3) Es sei a o 1 3

n € N.

5
(a) Zeigen Sie mit der Definition des Grenzwertes, dass lim a, = 3 d.h. zeigen
n—oo

Sie Ve >0:dN &eN:Vn> N : an—g‘<e.

(b) Wie grofl muss N mindestens gewéhlt werden, wenn e = %?

in(2
(4) Berechnen Sie lim sin(2z)
=0 /1 —2x —+/1+=x

(ohne Beniitzung der Regel von 'Hopital).

(5) Zeigen Sie mit dem Satz von Bolzano, dass die Funktion f(z) = 5Scosz + = im
Intervall I; = [T, 7] eine Nullstelle hat. Bestimmen Sie mit Intervallschachtelung
das Teilintervall I3 der Lénge %, in dem eine Nullstelle von f liegt.

Hinweis: 7~ 3.15

312 — 1| — 23
(6) Bestimmen Sie L:{xER:x;«él/\ |22 |1 <

Hinweis: /225 =15



(65)
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(a) Berechnen Sie die Ableitung von y = cosz mit der Definition, d.h. berechnen

) . COST — COS T
Sie cos’(zg) = lim ———.

T—x0 T — Xo
(b) Bestimmen Sie die Tangente fiir z¢ = 3!
Hinweis: cosz—coszo = —2sin 25 sin 2520 (Das wird analog zu Ub. 48 bewiesen. )

Wenn f in xzq differenzierbar ist, so gilt fiir kleines h:| f(zo + h) =~ f(xq) + hf'(z0)

Der Fehler in ~ ist p(h), d.h. p(h) = f(zo+ h) — f(x9) — hf'(z¢). Bestimmen
Sie p(h) (a)fiir f=cos, x9=7%, h=0.1 (mit dem Taschenrechner);

(b) fiir f(z) =V, wo=1, h belicbig. Zeigen Sic in diesem Fall lim elh) g,

—0

Differenzieren Sie die folgenden zwei Funktionen! Sie brauchen das Ergebnis nicht
weiter zu vereinfachen. (a,b,c sind Konstante.)

@) = (1—az)~™2 cos(e?e5m ™), o(f) = tan(t?) + tan® ¢t

In(arctant)

(a) Zeigen Sie arctan’(tg) = entsprechend Bsp. 12, S. 60 im Skriptum!

1+t
(b) Bestimmen Sie die Tangente an y = arctanx in zy = 1!

Die stetige Funktion y = f(x) erfiillt die Gleichung y? — 2e®y = 3cosx sowie

7(0) = -1,
(a) Losen Sie die quadratische Gleichung nach y auf und stellen Sie so y = f(z)
explizit dar. Berechnen Sie daraus f/(0).

(b) Uberpriifen Sie das Ergebnis fiir f/(0) durch implizites Differenzieren!

Machen Sie bei den zwei folgenden Funktionen eine Kurvendiskussion wie im Skriptum,
S. 68-70, d.h. bestimmen Sie die “Kandidaten” fiir Extrema, untersuchen Sie, wo p’ > 0
bzw. f’ > 0, und bestimmen Sie die globalen bzw. lokalen Maxima und Minima.
Machen Sie eine Skizze! Berechnen Sie in Ub. 71 auch f'(3+) und f/(3-)!

(70)
(72)

p:[-2,3] —mR:z+—— 23-3x+1 (71) f:[-2,2] — R:z+— /2|20 —1|

Bestimmen Sie die Nullstelle von p(x) = 2® — 3z + 1 im Intervall ]0,1[ (vgl. die
Ubungen 62 und 70) mit dem Newtonschen Niherungsverfahren! Verwenden Sie
0 als Startwert zy und berechnen Sie x3. Was passiert, wenn man 1 bzw. 2 als
Startwert zo verwendet?

Frohe Weihnachten und viel Erfolg beim Lernen!
(wiinscht dir, liebe/r Leser/in, der Schreiber dieser Zeilen, Peter Wagner)

Ein auf einer Mantellinie liegender zylindrischer Oltank enth#lt 3000 Liter. Seine
Lange betrdgt 5m, sein Radius r ist 70cm. Bestimmen Sie ndherungsweise die
Hohe h des Fliissigkeitsstandes mit dem Newtonschen Naherungsverfahren. Ver-
wenden Sie a9 = 7 und berechnen Sie a,. Dann ist h ~ r(1 — cos(az/2)), vgl.
die Skizze.

F =2 % — <7“Sin %) <7°cos %)
T
r2 e
frd 5(0& — Sin Oé) (Warum?) W
F

h
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(73) Welche der folgenden Grenzwerte lassen sich mit der Regel von 'Hopital (eventuell
ofters verwendet) berechnen, welche nicht?

(a) sin(2z) (b) lim x (©) lim cos(2mx) 2+ cos(mx)
=0 /1 —-2x —\/1+=z z—0 arccos & z—1 In“ z

(d) lim rrsme Zusatzfrage: Was ergibt sich, wenn man lim COST T L5 0
—>00 €T T—Ig Tr — X

in Ubung 65 (a) mit der Regel von I’'Hopital berechnet? Ist das sinnvoll?

(74) (a) Bestimmen Sie die Normale n,,, die Krimmung x, den Kriimmungsradius p,
und den Kriimmungsmittelpunkt M zum Punkt P = (z0/y0) = (1/0) auf dem
Graphen von y = Inz mit den Formeln der Vorlesung. (Skizze!)

(b) Bestimmen Sie einen geeigneten Richtungsvektor 7 der Lénge 1 auf der Nor-
malen ng, und iiberpriifen Sie, dass M =P + o 7.

(75) Berechnen Sie fiir f:[0,2F] — R : 2 — sinz und die Zerlegung Z = {0, %, 2%, ,

3%} (Skizze!) (a) die untere bzw. obere Darbouxsumme UD(Z) bzw. OD(Z);

(b) die Riemannsummen R(Z,E) fir == {0,%, 2,7} bzw. fir Z = {0, %, 27, %r :

(76) (a) Schreiben Sie § 10, Satz 3, 3), S. 87, des blauen Skriptums auf die Tafel!
—7/3

. und berechnen Sie damit [ dx

sin z s SinZ

sind hier f,®,a,b von (a)? Skizzieren Sie f(z)=1/sinz und die Fliche, die dem

bestimmten Integral (bis auf das Vorzeichen) entspricht!

. Was

(b) Zeigen Sie, dass (In|tan %|) =

(77) Essei f 3.4 —mR:z— 2 Bestimmen Sie eine Stammfunktion @, [ f(z)dz,

fl /2 z)dz und F(z) =[], f /2 t)dt. Skizzieren Sie f und F, sowie speziell F (2)
als Lange F(2) als Flache dle Tangente an F in zp = 2 und ihre Steigung.
(In2 =~ 0.7)

Berechnen Sie die folgenden unbestimmten bzw. bestimmten Integrale! Machen Sie bei
den bestimmten Integralen eine Skizze!

us

(78) (a) /<co§2x + g + ﬁ)dx (b) [ costds

/4 /1 3t 1/2
(79) (a) [ ¥ dz (b) [ arcsinydy (Zusatzfrage: Wie lasst sich dieses
0 cos? x o

Integral mittels einer Flache unter dem Sinus darstellen?)

(80) (a) f(ve”2 + v* V1 + 207 )dv j 1—32)%dz

0

(Z10) Aus einem Uberlauf von der Form eines gleichschenkligen, rechtwinkligen Dreiecks
der Hohe h flieit Wasser mit der Geschwindigkeit /2g(h —y) (Ausflussgesetz von
Torricelli). Berechnen Sie die Ausflussmenge ) pro Sekunde! Was ergibt sich fiir
h =3dm?

h y
Hinweis: Q = [2y/29(h —y)dy T e —
0
h
g ~ 9.81 m/sec? | 45 45°
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Berechnen Sie die folgenden unbestimmten bzw. bestimmten Integrale!

6 @) [ g o) / de

2 —t—2 x?+2x+3
°. dy et
(82) (a) sin(mlny)—= (b) | ————du
1 Y

(83) (a) fo% cosz dz (b) f027r cos? z dz (¢) [cos?zdx (d) [cos®zdx

Hinweis zu (d): cos® z = cosz(1 — sin® z)

(84) [+V6x — 2% —8dx

Hinweis: Quadratisch erganzen, u =z — 3, Winkelfunktionen substituieren.

1
(85) Zeigen Sie Va,y € R : (a) th'(z) = T2 1 — th%x (b) sh(z +y) =
shxchy +chxshy.

(86) Berechnen Sie f_21 Va2 + 2z + 3dx.

Hinweis: Quadratisch ergénzen fithrt zum Integrand +/u? + 1. Nach der Substitu-
tion u = shv werden die Gleichungen ch?v = %(1 + ch2v), sh2v = 2shwvchwv

und arshz = In(x + V22 + 1) verwendet.

(87) Berechnen Sie die Fliche, die von der Parabel y? = 4z und der Geraden y = 2x —4
eingeschlossen wird, durch Integration (a) nach z; (b) nach .

(88) Bestimmen Sie die Volumina, die entstehen, wenn die Kurve y =e?, 0<ax <1,
(a) um die x— Achse, (b) um die y— Achse rotiert.

Hinweis zu (b): Schreiben Sie 1 als Faktor ins Integral.

(Z11) (a) Zeigen Sie Vtq > 1 :arch’(tg) =

1
/42
Umkehrfunktion! -1

(b) Zeigen Sie Va >1:archz = In(z 4+ V22 —1).
(c) Kontrollieren Sie das Ergebnis in (a) mit Hilfe von (b)!

mit dem Satz liber die Ableitung einer
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Sie konnen alle 6 Aufgaben bearbeiten; die 4 besten werden Thnen angerechnet. Die
Losungen miissen lesbar geschrieben und ausreichend begriindet sein. Bitte verwenden
Sie keinen Bleistift! Beachten Sie, dass nur vollstandig geloste Aufgaben zéhlen!

(1)

(a) Berechnen Sie die Ableitung von f(z) = /x fir z > 0 mit der Definition, d.h.
berechnen Sie f'(xg) = lim Jl@) = f(xo) (ohne I’'Hopital)!

T—X0 T — X
(b) Bestimmen Sie die Tangente fiir o = 4!

Machen Sie bei der Funktion

f:[-2,2] — R:x+— bSarctan(z) + 4|z — 1|
eine Kurvendiskussion wie im Skriptum, d.h. bestimmen Sie die “Kandidaten” fiir
Extrema, untersuchen Sie, wo f’ > 0, und bestimmen Sie die lokalen Maxima und

Minima. (Die globalen Extrema miissen Sie nicht bestimmen.) Berechnen Sie auch
f/(14) und f/(1-)!

(a) Was gilt fiir f: f(z)dz, wenn & = f?

! xr 1/% x
(b) Zeigen Sie, dass (2 arcsin(z%/%)) =,/ T3 und berechnen Sie [ dz!

1—2a3

71'/2 1 d
Bestimmen Sie (a) [ t*costdt (b) [sin(2arctanx) _xQ
0 0 1+

0
Berechnen Sie [ V2?2 +4x + 2dx.
V2-2
Hinweis: sh?v = 2(—1+ch2v), sh2v=2shvchv, archz =In(z+ Va2 —1)

Bestimmen Sie die Volumina, die entstehen, wenn die Kurve y =sinz, 0<xz < 7,
(a) um die x— Achse, (b) um die y— Achse rotiert.

Hinweis zu (b): Substituieren Sie y =sint und verwenden Sie Aufgabe 4 (a)!




