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9. ﬂ'bungsblatt zu Hoherer Analysis I, SoSe 1998

Vergleichen Sie den Winkel «
1 0.2
1 0.4
(a) zwischen den Vektoren f=| 1| und g=] 0.6 | im R5;
1 0.8
1 1

(b) zwischen den Funktionen f,g € Fy, die fir 0 <2 <1 =p durch f(z) =1
bzw. g(x) =z gegeben sind.

(f.9)

Hinweis: In beiden Féllen ist cosa = m (Dieser Winkel hat nichts mit
119
dem Winkel 45° zu tun, unter dem sich die Graphen der beiden Funktionen in (b)

schneiden!)

(a) Berechnen Sie die Norm der periodischen Funktion f € Fo,, diefir 0 <z < 27
durch f(x) =z +e® gegeben ist.

(b) Bestimmen Sie ebenfalls in F5, die Norm des trigonometrischen Polynoms (der
Ordnung 3) g(z) =5+ 4cosz + 3sinz + 2cos2z +sin3x (vgl. die Riickseite).

Zeigen Sie, dass

(a) (ck,s1) =0 fir ke NU{0} und [ €N;

0:k#1
(b) (sk,s1) =14 1 g fiir k,1 € N.
PR

Essei p = m. Berechnen Sie die Fourierkoeffizienten ag,ay,br von f(x) =|cosz| €
F,, d.h. bestimmen Sie ag = (f,co), ar = 2(f,cx), und by = 2(f, sx). Zeichnen
Sie dann f und die Fourierapproximationen fy = ag, f1 = ag+aici(z)+bisi(z),

und fo = ao + 35, (arcr(x) + bysi(x)).

Zeigen Sie, dass fiir eine periodische Funktion f € F, gilt (k=0,1,2,...):
(a) (f,sk) =0, falls f gerade ist; (b) (f,cx) =0, falls f ungerade ist.
Was folgt daraus fiir Aufgabe 427



14

12

10

Das trigonometrische Polynom g(x) =5 + 4 cos(x) + 3 sin(x) + 2 cos(2x) + sin(3x)

g(x)

2 cos(2x)

3 4 5 6
und seine Bestandteile

10
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11. ["Jbungsblatt zu Hoherer Analysis I, SoSe 1998

—1:-1<2x2<0

1: 0<z<«1

Sie f und entwickeln Sie f in eine Fourierreihe! Was ergibt sich fiir zog =0 bzw.
— 19

Trog = 7 !

Essei p=2 und f € F, durch f(z)= { } gegeben. Skizzieren

indem Sie auf die Funktion f aus der vorigen Aufgabe

Berechnen Sie Z
k=1,3,5,...
die Parseval’sche Gleichung anwenden!

ﬁv

Essei p=1 und f € F, durch f(z) = 2%, 0 < z < 1, gegeben. (Skizze!)
Entwickeln Sie f in eine Fourierreihe und betrachten Sie speziell zg = 0!

Essei p=m und f € F, durch f(z) =sinz, —§ <z <7, gegeben. (Skizze!)
Entwickeln Sie f in eine Fourierreihe! Kontrollieren Sie das Ergebnis, indem Sie die
Fourierreihe aus Aufgabe 42 gliedweise differenzieren! Was ergibt sich fiir xo = 7
bzw. o= 57

Es seien ey(z) = e?™*2/P ke 7, fe€F,,und

1 [orp
zi = (f,ex) = Z;/ f(x)ex(x)de.
Zeigen Sie, daf3

1 1
20 = ag, 2= §(ak —1ibg), z_k = §(ak +ib) fir keN

und daf} die Fourierreihe von f in komplexer Schreibweise die Form
> k=0.+1,+2,. 2kek(x) hat!
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12. I"Jbungsblatt zu Hoherer Analysis I, SoSe 1998

™
2|1 . . _— . .

} in eine Fouriersinusreihe! (Skizze!)
7r

IA A

ickeln Sie h =
(51) Entwickeln Sie (x)_{ﬂ—x:%ga:
Was ergibt sich fir z = 7 7

Bemerkung: h ist die Anfangsauslenkung einer in der Mitte “gezupften” Saite.

(52) Entwickeln Sie f(z) = e~ |#l in ein Fourierintegral! Was ergibt sich fiir z =0 ?

r:0<z<1

0: sonst
ergibt sich fir =0 bzw. x =17

(53) Entwickeln Sie f(z) = { } (Skizze!) in eine Fourierintegrall Was

(54) Die Fourierkoeffizienten von f € F,, seien a(k),b(k). Zeigen Sie, dafl dann die
Fourierkoeffizienten von

(a) fi(x) = f(x) durch a1(k) = kb(k), b1(k) = —ka(k),
(b) fa(x) =z f(x) durch as(k) =V (k), b2(k) = —d' (k)

gegeben sind (falls f1, fo € Fo ). Wenden Sie (b) auf die vorige Aufgabe an! L&aft
sich auch (a) anwenden?

(Z3) Zeigen Sie heuristisch, dafl sich aus der Parseval’schen Gleichung im Limes p — oo

00
0

/Z f(z)?dz = 7r/ (a(r)? 4+ b(k)?) dx

(die “Plancherel’sche Formel”) ergibt.
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Geben Sie die Fourierreihendarstellung der Auslenkung u(¢,z) einer bei z =0 und
bei x = m eingespannten und in der Mitte gezupften Saite an, d.h. zu den Anfangs-

) r :0<zx<73 ou
bedingungen ho(z) = u(0,z) = a{w—m T<a< W}, hi(z) = E(O,x) = 0.
Welche Obertone treten beim Grundton A = 110 [Hz] auf, und wie ist das Verhaltnis
ihrer Amplituden zur Amplitude der Grundfrequenz?

0 o
Die (eindimensionale) Wirmeleitungsgleichung lautet S D—Z = Q(t,x). Es

werde ein Stab der Lange [ betrachtet, dessen Enden auf Temperatur 0 gehalten
werden, und der ansonsten isoliert ist, d.h. V¢ : u(¢,0) = u(t,l) =0 und @ = 0.
Leiten Sie mit dem Separationsansatz die folgende Losungsdarstellung her:

u(t,x) = ki::l Qg exp(—k%lr# t) sin(kTW x)

Was ergibt sich in der vorigen Aufgabe, wenn [ =1 und der Stab die Anfangstem-
peratur 1 hat? (D.h. Vz €]0,1[: h(z) = u(0,z) =1)
Hinweis: Verwenden Sie Aufgabe 47!

(a) Zeigen Sie, dal wu(t,z) = f(z — ct) und wu(t,x) = f(x + ct) fiir beliebiges
2 2
(zweimal differenzierbares) f die Wellengleichung % — 02%

(b) Zeigen Sie, daB u(t,x) = 1[f(z—ct)+ f(z+ct)] auBerdem die Anfangsbedingun-

0
gen Vz :u(0,z) = f(x), 6—1:(0,1:) = 0 sowie die Randbedingung Vt : u(¢,0) = 0,
u(t,l) = 0 erfiillt, falls f ungerade ist und Periode 2[ hat.

= (0 losen!

(c) Bestimmen Sie so u zu Aufgabe 55 fiir 0 <ct < 7!

Bemerkung: Wegen (a) wird die Konstante ¢ “Wellengeschwindigkeit” genannt.

(a) Zeigen Sie, daf die Energie einer schwingenden Saite zur Zeit ¢ in den Bezeich-
nungen der Vorlesung durch

B(t) = %/Ol {a(%f(t, z) —{—T(%)Q(t,x)] dz [Nm]

gegeben ist.



(b) Folgern Sie mit der Parseval’schen Gleichung, dafl im homogenen Fall (keine

2
aufleren Kréfte) F = 774_;' Sore k2 (ad + B7) gilt!

(¢) Uberpriifen Sie (b) fiir Aufgabe 55!
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14. Ubungsblatt zu Hoherer Analysis I, SoSe 1998

Eine ruhende, rechteckige Membran ist folgendermaflen eingespannt: Fiir 0 <z <7
und 0 < y < b ist u(0,y) = u(my) = 0 und wu(x,0) = u(z,b) = h(z) =
r :0<x<3

{ T—x:5<z<w
bran (d.h. b= 7 ) das Verhéltnis der Hohe iiber dem Mittelpunkt zur groBten Hohe,

d.h. was ist u(3,5)/(AF)?

} . Bestimmen Sie u! Was ist bei einer quadratischen Mem-

Das Torsionsmoment eines Stabes ist durch M = GvYJ gegeben, wobei J =
“Drillwiderstand von U” = 2 [f,; 1 dzdy. Bestimmen Sie .J fiir einen Stab mit
Rechteckquerschnitt! Vergleichen Sie J fiir zwei Stabe mit quadratischem bzw.
flichengleichem Kreis-Querschnitt!

Hinweis: Die Torsionsfunktion des Kreises r < R ist 1 = £(R?* —r?).

Welche Losungen liefert der Separationsansatz u(t,z,y) = T(t)X (z)Y (y) bei der
Wellengleichung % —c?Ayu = 0 fiir eine schwingende, eben eingespannte, rechtek-

kige Membran? Was ist die tiefste Frequenz?

Bestimmen Sie mit dem Separationsansatz wu(t,r) = T(¢)X(r) rotationssymme-
trische Losungen (“Radialschwingungen”) einer schwingenden, eben eingespannten,
kreisformigen Membran! Vergleichen Sie die Grundfrequenz mit der einer flachen-
gleichen, quadratischen Membran!

1

Hinweis: In Polarkoordinaten ist Ay = g—; + ;% + %2 552 Die Besselfunktion

Jo erfiillt die Differentialgleichung J{'(s) + 2J(s) + Jo(s) = 0 sowie Jo(0) =
1, und ihre erste Nullstelle s; ist =~ 2.4048. Daher 16st X(r) := Jo(dr) die
Differentialgleichung X" (r) + 2 X'(r) + d*X (r) = 0.

(a) Bestimmen Sie die Torsionsfunktion des Kreissektors {(r,p) :0<r < R, —a <
¢ < a} (in Polarkoordinaten).

(b) Um wieviel Prozent nimmt der Drillwiderstand eines Kreises ab, wenn dieser
durch einen geraden Schnitt vom Kreisrand bis zum Mittelpunkt eingeschnitten
wird? (Das entspricht o =7 in (a).)



