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Dieser Vortrag behandelt eine gemeinsame Arbeit mit N. Ortner, deren Details
großteils in [OW1] und [OW2] zu finden sind.

1. Allgemeine Einordnung

In folgenden seien p, q ∈ N und n = p + q. Eine C∞ Mannigfaltigkeit M
mit einem symmetrischen zweifach kovarianten Tensor g heißt pseudoriemannsch von
der Signatur (p, q), wenn g in jedem Punkt Signatur (p, q) hat, d.h., wenn gij =
sign(p−i+ 1

2 )δij in geeigneten Koordinaten. Wenn wir außerdem voraussetzen, dass M
“isotrop” ist (d.h. die Isometrien, die m ∈ M festlassen, wirken transitiv auf den Men-
gen {x ∈ TmM \ {0}; gm(x, x) = c}, m ∈ M, c ∈ R), so hat M konstante Schnitt-
krümmung und ist durch diese bis auf Isometrie festgelegt, vgl. [H1, Ch. I, Thm. 6.1,
p. 200].

Wenn M flach ist (d.h. die Krümmung verschwindet), so ergibt sich M = Rn mit

gm(x, x) = [x, x] :=

p∑
i=1

x2
i −

n∑
i=p+1

x2
i , x ∈ TmM ≃ Rn.

Die Isometrien, die den Ursprung festlassen, sind

O(p, q) = {A ∈ Gln(R); ∀x ∈ Rn : [Ax,Ax] = [x, x]}.

Diese Liegruppe ist diffeomorph zu O(p) × O(q) × Rpq und hat daher vier Zusam-
menhangskomponenten. O(p, q) operiert transitiv auf den Niveaumengen {x ∈ Rn \
{0}; [x, x] = c}, c ∈ R. Wir wollen die Räume O(p, q) -invarianter Distributionen
D′

inv(Rn) und S ′
inv(Rn) sowie die Fouriertransformation F : S ′

inv(Rn) → S ′
inv(Rn)

untersuchen.

2. Pullback

L. Hörmander gab in [H2] eine allgemeine Konstruktion des pullbacks mittels wave
front sets. Wir brauchen nur den folgenden Spezialfall, der so vielleicht zuerst in [F,
§ 7] beschrieben wurde. Wenn Ω ⊂ Rn offen, h : Ω → R C∞ und submersiv ist (d.h.
∀x ∈ Ω : dh(x) ̸= 0) und T ∈ D′(R), so ist T ◦ h = h∗T ∈ D′(Ω) definiert durch

⟨ϕ, h∗T ⟩ =
⟨ d

dt

(∫
Ω

Y (t− h(x))ϕ(x) dx

)
, Tt

⟩
,

ϕ ∈ D(Ω), Y = Heaviside-Funktion.
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Speziell ist h : Rn \ {0} → R : x 7→ [x, x] submersiv und daher ist

h∗ : D′(R) −→ D′(Rn \ {0}) : S 7−→ h∗S =: S([x, x])

wohldefiniert, linear und stetig. Weil O(p, q) auf h−1(c) \ {0}, c ∈ R, transitiv ope-
riert, ist

h∗ : D′(R) ∼−→ D′
inv(Rn \ {0}) = {T ∈ D′(Rn \ {0}); ∀A ∈ O(p, q) : T ◦A = T}

ein Isomorphismus.

Wenn ebenso D′
inv(Rn) = {T ∈ D′(Rn); ∀A ∈ O(p, q) : T ◦ A = T} definiert

wird, so ist die Restriktionsabbildung D′
inv(Rn) → D′

inv(Rn \ {0}) surjektiv (mit

Kern {
∑k

j=0 aj [∂, ∂]
jδ; k ∈ N, aj ∈ C}). Wir definieren analog S ′

inv(Rn) = {T ∈
S ′(Rn); ∀A ∈ O(p, q) : T ◦ A = T} sowie S ′

inv(Rn \ {0}) = {T |Rn\{0}; T ∈ S ′
inv(Rn)}.

Dann ist auch h∗ : S ′(R) ∼→ S ′
inv(Rn \ {0}) ein Isomorphismus und es erhebt sich die

Frage, ob und wie wir h∗S ∈ S ′
inv(Rn \ {0}) für S ∈ S ′(R) kanonisch in 0 fortsetzen

können.

3. Die Fortsetzung in den Ursprung

Wenn wir S ∈ S ′(R) in der Form S = F−1(FS) = 1
2π

∫
eiσs(FS)(σ) dσ schreiben,

so folgt heuristisch
S([x, x]) = ⟨ 1

2π eiσ[x,x], (FS)(σ)⟩.

Es zeigt sich, dass eiσ[x,x] ∈ DL∞,n/2(R1
σ) ⊗̂ S ′(Rn

x), und daher ist die Abbildung

H : F(D′
L1,−n/2(R

1)) −→ S ′
inv(Rn) : S 7−→ ⟨ 1

2π eiσ[x,x], (FS)(σ)⟩

wohldefiniert, linear, stetig und injektiv. Hierin ist D(′)
Lp,λ := (1 + |σ|2)−λ/2 · D(′)

Lp für
λ ∈ R, 1 ≤ p ≤ ∞.

Allgemeiner erhält man aus den Entwicklungen von ⟨ϕ, δ(s− [x, x])⟩ bei s = 0 in
[T] eine injektive stetige lineare Abbildung

F(D′
L1,−n/2−k(R

1)) −→ S ′
inv(Rn)

/∑k−1

j=0
C[∂, ∂]jδ

für k ∈ N0. A. Tengstrand erhält einen Isomorphismus N ′ : H ′
s,m

∼→ S ′
inv(Rn)

(Thm. 5.1), allerdings nur um den Preis, dass Hs,m kein Raum von C∞ Testfunktio-
nen ist und somit der Raum H ′

s,m mit S ′(R) nicht in Beziehung steht.

4. Die Fouriertransformation

Klarerweise ist F : S ′
inv(Rn)

∼→ S ′
inv(Rn) ein Isomorphismus. Mit

K(σ, ξ) := Fx(
1
2π e

iσ[x,x])

=
πn/2−1

2|σ|n/2
exp

( iπ
4
(p− q) signσ − i[ξ, ξ]

4σ

)
∈ DL∞,n/2(R1

σ) ⊗̂ S ′(Rn
ξ )



3

erhalten wir für S ∈ F(D′
L1,−n/2(R

1))

F(S([x, x])) = (F ◦H)(S) = D′
L1,−n/2

⟨(FS)(σ),K(σ, ξ)⟩D′
L∞,n/2

⊗̂S′(Rn
ξ )

wie N. Ortner für S ∈ OM (R1) schon in [O] bewies.

Leider ist im(F ◦H) ̸⊂ imH. Z.B. ist 1 ∈ F(D′
L1,−n/2(R

1)), aber F(H1) = F1 =

(2π)nδ ̸∈ imH. Also lässt sich das Diagramm

F(D′
L1,−n/2(R

1)) F(D′
L1,−n/2(R

1))

H

y H

y
S ′
inv(Rn)

∼−−−−→
F

S ′
inv(Rn)

nicht kommutativ vervollständigen. Zum Rechnen erweist sich die folgende Version als
günstiger (vgl. [OW1, Cor. 2.5]):

F(L1
−n/2(R

1))
∼−−−−→
F

F(L1
−n/2(R

1))

H

y H

y
S ′
inv(Rn)

∼−−−−→
F

S ′
inv(Rn)

wobei L1
−n/2 = L1 · (1 + |x|)n/2 und FS = FU mit

(*) U = 2n−3πn/2−1 exp
( iπ
4
(p− q) signu

)
|u|n/2−2 · (FS)( 1

4u ) ∈ L1
−n/2(R

1
u).

Aus der letzten Formel wird auch sehr durchsichtig, wie die Fouriertransformation
O(p, q) -invarianter Distributionen von p und q abhängt, vgl. [OW1, Cor. 2.6]. Wenn
wir U = Up,q und Tp,q = F(Up,q) setzen, so ist z.B. Up+2,q = 4πiuUp,q und daher
Tp+2,q = −4πT ′

p,q oder Up+1,q−1 = i sign(u)Up,q und daher Tp+1,q−1 = H(Tp,q) wobei
H die Hilbertransformation bezeichnet.

5. Fundamentallösungen

Als Anwendungsbeispiel wollen wir eine Fundamentallösung E des ultrahyperboli-
schen Operators [∂, ∂] bestimmen. Wenn E ∈ S ′

inv(Rn) die Gleichung [∂, ∂]E = δ
erfüllt, so folgt −[x, x]FE = 1. Falls FE ∈ H(FD′

L1,−n/2) und n ≥ 3, so ergibt sich

FE = H(− vp 1
t + Cδ), C ∈ C. Wegen − vp 1

t + Cδ ∈ FL1
−n/2 folgt

E = F−1(FE) = (2π)−nF ◦H(− vp 1
t + Cδ) = H(T ) = T ([x, x])

mit T = (2π)−nFU und U wie oben. Aus S = − vp 1
t + Cδ erhalten wir dann

sukzessive FS = iπ sign(σ) + C sowie (FS)( 1
4u ) = iπ sign(u) + C und

T = 2−3π−n/2−1F
(
exp

( iπ
4
(p− q) signu

)
|u|n/2−2[iπ sign(u) + C]

)
,
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was sich leicht berechnen lässt. Es ergibt sich (vgl. [OW1, Props. 2.8, 3.1]):

T =
1

4πn/2
·



Γ(n2 − 1)[(−1)q/2+1t
1−n/2
+ + Cπ−1(−1)(p−1)/2t

1−n/2
− ] : n, p ungerade,

Γ(n2 − 1)[(−1)p/2t
1−n/2
− + Cπ−1(−1)(q−1)/2t

1−n/2
+ ] : n, q ungerade,

(−1)p/2+1[(vp 1
t )

(n/2−2) + Cδ(n/2−2)] : p, q gerade,

(−1)(p−1)/2[πδ(n/2−2) − Cπ−1(vp 1
t )

(n/2−2)] : p, q ungerade.

Jede O(p, q) -invariante Fundamentallösung E ∈ D′
inv(Rn) von [∂, ∂] ist dann

durch E = D + T ([x, x]) gegeben mit T wie oben und D ∈ C. Es ist auch be-
achtenswert, dass, außer im Fall pq ungerade, ein Vielfaches von (vp 1

t )
(n/2−2)([x, x])

immer eine Fundamentallösung liefert.

Die erste Berechnung der obigen Formeln geht auf G. de Rham zurück, vgl. [R],
wenig später wurden sie hergeleitet von I.M. Gel’fand und G.E. Shilov aus der genauen
Untersuchung der analytischen Fortsetzung der distributionswertigen Funktionen λ 7→
[x, x]λ+ und λ 7→ ([x, x] ± i0)λ, vgl. [GS] sowie den Vortrag von N. Ortner. In [OW1]
werden Fundamentallösungen von [∂, ∂] und weiteren O(p, q) -invarianten Operatoren
(z.B. z − [∂, ∂], ∂0 − [∂, ∂], ∂y1 − [∂, ∂]∂y2) mittels der Formel (∗) gewonnen.

6. Schnell fallende O(p, q) -invariante Distributionen

Der Raum O′
C(Rn) der schnell fallenden Distributionen besteht aus den Distribu-

tionen T ∈ D′(Rn), für die ϕ ∗T ∈ S(Rn) für alle ϕ ∈ D, vgl. [S, p. 244]. Alternativ
kann O′

C als Fourierbild von OM , den C∞ Funktionen mit höchstens polynomialem
Wachstum aller Ableitungen beschrieben werden. Wir setzen

O′
C(Rn \ {0}) = {T ∈ D′(Rn \ {0}); ∃T1 ∈ O′

C(Rn) mit T = T1 auf {x ∈ Rn; |x| > 1}}

und wollen eine einfache Charakterisierung dafür angeben, dass h∗S = S([x, x]) ∈
O′

C(Rn \ {0}) wenn S ∈ S ′(R1).

L. Schwartz gibt in [S, p. 245] zunächst einen direkten Beweis, dass ei|x|
2 ∈ O′

C(Rn),
und weist dann im Anschluss an die Definition der distributionellen Fouriertransforma-
tion darauf hin, dass das viel leichter aus Fei|x|

2

= (iπ)n/2e−i|x|2/4 ∈ OM folgt, vgl.

[S, p. 270]. Ähnlich verhält es sich mit der obigen Frage: Die Charakterisierung von
S([x, x]) ∈ O′

C erfolgt über die Fouriertransformation. Und zwar gilt für S ∈ S ′(R1),
dass S([x, x]) ∈ O′

C(Rn \ {0}) dann und nur dann, wenn FS “schnell fällt bei 0.”

Allgemein definieren wir für T ∈ D′(Rn), dass “T schnell fällt” bei x0 ∈ Rn

genau dann, wenn (a) T (x0 + x
|x|2 ) ∈ O′

C(Rn \ {0}) und (b) T “keine Distribution

mit Träger in x0 enthält,” d.h. T = limk→∞ e−1/(k|x−x0|)T. Alternativ sind (a) und
(b) äquivalent zur Bedingung

∀k ∈ N : ∃N ∈ N : ∀ϵ > 0 : ∀ϕ ∈ D({x ∈ Rn; |x− x0| < ϵ}) :

|⟨ϕ, T ⟩| ≤ Nϵk
∑

|α|≤N

ϵ|α|∥∂αϕ∥∞.
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Jedenfalls fällt T schnell bei x0 wenn x0 ̸∈ suppT ; diese Bedingung ist aber nicht

notwendig, z.B. fallen auch e−1/|x| ∈ C∞(Rn) oder ei/x
2 ∈ L∞(R1) schnell bei 0.

(Ich bemerke noch, dass ich diesen so grundlegenden Begriff des schnellen Fallens einer
Distribution bei einem Punkt in der Literatur nicht gefunden habe. Für Hinweise dazu
wäre ich dankbar.)

Als Beispiel für die Anwendung der Charakterisierung von S([x, x]) ∈ O′
C(Rn \{0})

betrachten wir den Operator P (∂) = [∂, ∂] − z : OM → OM für z ∈ C. Nach
Fouriertransformation ist die Surjektivität von P (∂) äquivalent zu der von

A : O′
C(Rn) → O′

C(Rn) : T 7→ ([x, x] + z) · T.

M.S. Baouendi zeigte in [B] mit einem indirekten Beweis, dass A für z ∈ C \R nicht
surjektiv ist.

Um konstruktiv zu zeigen, dass der Multiplikationsoperator A für z ∈ C \R nicht
surjektiv ist, genügt es nachzuweisen, dass e−ρi[x,x] für ρ = sign(Im z) nicht im Bild
von A liegt, bzw. dass

S([x, x]) =
e−ρi[x,x]

[x, x] + z
̸∈ O′

C(Rn).

Hier ist also S = e−ρit/(t + z) und (FS)(σ) = −2πiρY (σ + 1)eρi(σ+1)z ∈ L1
−n/2.

Da FS bei σ = 0 nicht schnell fällt, folgt S([x, x]) ̸∈ O′
C(Rn). (Beachte aber, dass

S1([x, x]) = eρi[x,x]/([x, x] + z) ∈ O′
C , da 0 ̸∈ supp(FS1). Allgemeiner erhalten wir für

z ∈ C \ R, λ ∈ C \ N0 und µ ∈ R, dass

eiµ[x,x]([x, x] + z)λ ∈ O′
C(Rn) ⇐⇒ µ · Im z > 0.)

Schließlich möchte ich noch anmerken, dass eine radialsymmetrische Distribution
R(|x|) ∈ D′(Rn \ {0}) (mit R ∈ D′((0,∞))) genau dann in O′

C(Rn \ {0}) liegt, wenn
R(|t|) ∈ O′

C(R1 \ {0}). Somit liegt hier eine grundlegend andere Charakterisierung vor.
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