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1. DEFINITION DER FUNDAMENTALLOSUNG

Wenn wir 0; = % und 0% = 07" ...09" fiir o € Nj setzen, so hat ein allge-
meiner linearer partieller Differentialoperator mit konstanten Koeffizienten in R™ die
Form

(1) P0)= Y ca0* €Cldy,...,00] mit ca €C, |o| = a1+ + an.

laf<m

Schon sehr friith erkannten Mathematiker und Physiker, dass gewisse Losungen u von
P(O)u = 0 “fundamentaler” sind als andere. Z.B. wurde ﬁ als eine solche “fun-
damentale Losung” angesehen, nachdem P.S. de Laplace 1789 den Zusammenhang des
Gravitationspotentials mit dem nach ihm benannten Operator Az = 07 + 03 + 03
erkannte, vgl. [L]. Aber erst 1950 gab L. Schwartz in Rahmen der Distributionentheorie

eine exakte

Definition. Fir P(0) wie oben heiit E € D/(R™) Fundamentallosung (“solu-
tion élémentaire” im Original) genau dann, wenn P(0)E = 6, d.h. V¢ € D(R") :
(P(=0)0, E) = ¢(0).

L. Schwartz schreibt dazu: “Les définitions habituelles d’une solution élémentaire
comme solution usuelle du systeme homogene ayant en un point une singularité d’un
certain type, doivent, a notre avis, étre totalement rejetées” ([S1], p. 135, 136).

Wegen Agﬁ = —47n) ist dann E = _#le
Man beachte, dass Fundamentallosungen erst durch (meist physikalisch motivierte)
Zusatzbedingungen eindeutig werden. Z.B. fir As; wire E = die einzige

eine Fundamentallosung von As.

T 4m|x|

Fundamentalldsung mit lim,|_,o E(x) = 0.

Mehr zur geschichtlichen Entwicklung in [OW2] und [W3, “A brief history of funda-
mental solutions”, pp. 404—408].

2. BEDEUTUNG DER FUNDAMENTALLOSUNG

Wenn z.B. ein unendlich langer homogener Stab von konstantem Querschnitt durch
die Last ¢(t,z) auf Biegung beansprucht wird, so gilt fiir die Durchbiegung wu(t,x) in
der linearen Naherung nach Euler und Bernoulli
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P(O)u = f mit P(0) = a* = + =
(O)u = f mit P(0) = a5 + 5
L, a= \/g, e = Elastizitatsmodul, J = Tragheitsmoment, p =
Dichte, F = Querschnittsfliche. Die einzige Fundamentallésung E von P(9), die
E =0 fiir t <0 und eine gewisse Wachstumsbedingung (d.h. E € §'(R?)) erfiillt, ist

1

wobei f =



™\ d7

Y(t) b rax?
B =g (G D .

wobel Y die Heaviside-Funktion bezeichnet.

E beschreibt also die Durchbiegung des Bal-
kens unter einer punktformigen instantanen Kraft,
d.h. fir f=2L =05§=0(t)é(z).

(Man sieht aus der Formel, dass E(t,z) # 0
fiir jedes feste ¢ > 0 und beliebig grofle z, d.h.
die nur in ¢t = 0, z = 0 gegebene Storung
wirkt sich bereits nach beliebig kurzer Zeit in be-
liebig grofler Entfernung aus. Dies ist natiirlich
physikalisch falsch und nur eine Folge der Ver- R L
einfachungen bei der Herleitung von P.) E fir a=1 und t=0.1

E ist insofern “fundamental”; als daraus die Durchbiegung u zu einer beliebigen
Last g = eJf mittels “Faltung” gewonnen werden kann. Man denkt sich f durch
eine Summe von J— Funktionen approximiert, d.h.

f ~ Z f(ti, xj)AtiAmj(S(t - tz)é(lﬂ — Ij).

1;7.]'

Da P konstante Koeffizienten hat, ist die Durchbiegung, die f = §(t — ¢;)d(z — x;)
entspricht, durch E(t — t;,2 — ;) gegeben; da P linear ist, gilt das “Superposi-
tionsprinzip” und ein Grenziibergang, der von der Riemannsumme zum Integral fiihrt,
liefert

oo Ati}ggjﬁoz [t xj) At Ax; Bt — ti, x — x;)

%,J

://f(T,ﬁ)E(t—T,x—f)deg:f*E.

Unter geeigneten Bedingungen an f kann diese heuristische Uberlegung im Rahmen
der Distributionentheorie exakt durchgefiihrt werden.

Allgemein gilt ebenso fiir P(0) wie in (1) und eine Fundamentalldsung E von

P(0) :
u = f* E 16st die Gleichung P(0)u = f falls f, F “faltbar” sind.
Weiters ist E auch der Grundbaustein zur Konstruktion von Greenschen Funktionen,

bei denen P(Q)u = f in einer offenen Menge  C R™ gilt und in 02 Randbedin-
gungen gegeben sind.



3. DAS THEOREM VON MALGRANGE UND EHRENPREIS

1948 stellte L. Schwartz die Frage, ob fiir jedes P(0) wie in (1) (abgesehen vom
Fall, dass P identisch verschwindet) eine Fundamentallosung E existiert, vgl. [TPY,
p. 1078]. Dieses Problem wurde 1954/55 unabhéngig von B. Malgrange und L. Ehren-
preis gelost, vgl. [M, Thm. 1, p. 288], [E1, Thm. 6, p. 892].

Theorem. VP(0) € C[01,...,0,]\{0}:3E € D'(R™) : P(O)E = 4.

Die urspriinglichen Beweise beruhten auf dem Theorem von Hahn-Banach. Es wird
das lineare Funktional

2) F:P(-9)D — C: P(—0)$ — $(0)

auf dem Unterraum P(—0)D = {P(-0)¢ : ¢ € D} von D = D(R™) betrachtet
und gezeigt, dass es stetig ist. Nach Hahn-Banach existiert dann eine stetige lineare
Fortsetzung F : D — C von F, und klarerweise ist E eine Fundamentallosung von

P(0), denn
(6, P(O)E) = (P(~0)6, E) = (P(~0), F) = 6(0), d.h. P(9)E = o.

Der nichttriviale Teil des Beweises besteht also darin, die Stetigkeit von (2) zu zeigen.
Dazu wird z.B. die folgende Ungleichung

3C > 0:¥9 € D:16(0)] < C | F7 (cosh(€) P(-0)0(9))|

Ll

hergeleitet, vgl. [H3, (3.1.3), p. 64].

Allerdings ist diese Beweismethode nicht konstruktiv, da es keine kanonische Fortset-
zung auf D fiir das Funktional in (2) gibt, d.h. man findet so keine explizite Darstellung
einer Fundamentallosung FE.

4. DIE IDEE DER KONSTRUKTIVEN BEWEISE DES M.-E.-THEOREMS

Der historisch erste konstruktive Beweis des Satzes von Malgrange und Ehrenpreis
beruht auf der Verallgemeinerung einer Konstruktion von L. Hérmander, welche von
Gel’fand und Shilov “Hoérmandersche Treppe” genannt wurde, vgl. [T1], [GS, p. 103].
Das Grundprinzip, das ich im folgenden beschreibe, liegt in gewisser Weise allen kon-
struktiven Beweisen zugrunde.

Zunachst wenden wir heuristisch die Fouriertransformation F auf die Gleichung
P(O)E =6 an und erhalten P(i{)FE = 1, wobei (Ff)(§) = [z, e ™ f(x)da fir
f € LY(R™) und allgemein

F:8—8:T— (¢ (Fo,T)).
Das sogenannte “Divisionsproblem” P(i§)T = 1, T € &', ist duflerst schwer zu

16sen. Dies gelang 1957/58 L. Hérmander und S. Lojasiewicz, vgl. [H2], [L], die damit
die Existenz einer temperierten Fundamentallosung nachwiesen. Allerdings sind ihre
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Beweise nicht konstruktiv, so wenig wie die spater gefundenen Existenzbeweise fiir das
Divisionsproblem von I.N. Bernstein oder M.F. Atiyah, s. [A], [B1]. Ein konstruktiver
Beweis fiir die Existenz einer temperierten Fundamentallésung wurde bis heute nicht
gefunden; F. Treves schreibt dazu folgendes: “Finally, I should mention that nobody has
yet succeeded in constructing a tempered fundamental solution for general differential
polynomials. In a way, this is the last ‘big’ problem which is still unsolved about general
fundamental solutions”, vgl. [T2, p. 261].

Die Grundidee der konstruktiven Beweise des M.—E.—Theorems besteht im “Auswei-
chen ins Komplexe”. Dies beruht darauf, dass P(9)[e"™ U] = " P(0+n)U fir U € D’
und 7 € R™ und daher

PO)[e™F T =e"™P(0+n)F 'T =e"™F P+ n)T)

fir T€ S’ und n € R™. Man beachte, dass i£ + 7 =1(§ —in) und wir also statt der
reellen Variablen ¢ im “Impulsraum” die komplexe Variable & —in ins Spiel bringen.
Wenn wir also z.B. statt P(i{)T = 1 das Divisionsproblem P(i{ + n)T = 1 losen
konnen, so wird E = e’ F T eine Fundamentallésung von P(39), da

PO)E = P(O)[e"" F1T) = "™ F HP(i€ +n)T] = ™ F 11 =75 = 6.

Bei der Hérmanderschen Treppe (vgl. [H1], [T1], [GS, p. 103], [OW1, p. 345], [OW2,
Thm. 2.3, p. 107]) verwenden wir nun eine endliche Zerlegung der Eins, d.h. 1 =
St o Xk(€), die so konstruiert ist, dass fiir feste n € R® und C > 0 und fiir alle ¢
in R", AXeR und k=0,...,m gilt

(1) xx(§+ M) = xx(§) und (ii) xx(§) # 0= |[P(i§ + kn)| > C.

Dann sind die Divisionsprobleme P(i + kn)Ty = xx(§) leicht zu l6sen und die Formel

(3) b= Z knﬂc]:—< 15—(53{:77))

liefert eine Fundamentallsung von P(0). (Hierbei ist zu beachten, dass wegen (i)
fnz) - F1(xk) = f(0O)F~txi fiir feC>®(R) gilt.)

5. DER BEWEIS NACH KONIG, ORTNER, WAGNER, LEINFELDER

Die Konstruktion von E mittels Hormanderscher Treppe in (3) ist allerdings auch
nicht vollstandig explizit, da die Wahl der Zerlegungsfunktionen y; von der Lage
der komplexen Nullstellen ¢ € C" von P({) abhéngt, und somit fiir allgemeine P
nicht explizit gemacht werden kann. Im Jahr 1994 publizierte H. Konig in [K]| die
erste wirklich explizite allgemeine Formel fiir eine Fundamentallosung in der Form eines
n— fachen Integrals. Eine Formel mit einem einfachen Integral wurde in [OW1, (2),
p. 346] gegeben, der derzeit einfachste Beweis des M.—E.—~Theorems mittels Summen
stammt aus dem Jahr 2009, vgl. [W5, Prop. 1, p. 459]. In einer von H. Leinfelder weiter
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entwickelten Version nahm R. Brigola diesen Beweis erstmals in ein Lehrbuch auf, vgl.
[B2, pp. 347-354].

Ich will nun die entsprechende Formel, wie sie auch in Wikipedia erscheint, angeben.
Es sei P(0) wie in (1) und vom Grad m und P, (0) = Z|a|:m ca 0% bezeichne
den Hauptteil des Operators. Wenn dann 1 € R™ mit P,(n) # 0, Xo,...,Am € R

paarweise verschieden sind und a; = H?:07k¢j(Aj — M)l 5=0,...,m, soist
1 - PE+ M\
(4) BE=—=—Yq exmf1< (i€ + ﬂ?))
Pm(277) §=0 P(l{ + )\ﬂ?)

eine Fundamentallésung von P(9). (Wie iiblich bezeichnet w die konjugiert komplexe
Zahl von w € C.)

6. AUSBLICK

Fundamentallosungen der wichtigsten in der Physik auftretenden Operatoren wurden
schon im 19. Jahrhundert berechnet und verwendet. Z.B. gilt fiir den Laplaceoperator
A,,, den Wirmeleitungsoperator 9; — A,, bzw. den Wellenoperator 97 — A,, jeweils:

% log | z| ‘n =2,
A,E=§ mit F = F(%)|x|2—n i
(2 —n)27n/2 " ’
— 5 mit B ) lel/an
(0 —ApE =6 mltE_We 7
bzw.
’%Y(t—lwl) :n =1,
L PPN ) (el 2d)) -
(0f —A)E =6 mit E=<{ (2r)(n-1/2 (£04) <T> tn=3,5,...,

(=1)"/2=(n — 3)!!
x (2m)n/2

Y(6)(t2 — |z i n =24, ...

vgl. [S1], [O].

Zur Bestimmung solcher und schwierigerer Fundamentallosungen verwendet man
allerdings nicht Formel (4) sondern beniitzt Invarianzeigenschaften der Operatoren (z.B.
im obigen Fall die Rotationsinvarianz) bzw. 16st das Divisionsproblem. Der Grofteil der
bescheidenen Publikationen von N. Ortner und mir beschaftigt sich mit der Berechnung
von Fundamentallosungen komplizierterer Operatoren und Systeme. Z.B. werden in
[W1] Fundamentallésungen der kubischen homogenen Operatoren vom Haupttyp im
R3 hergeleitet. Nach Koordinatentransformation haben sie die Form

P(a) = 8% + 63 + 85;3 + 3&616233, a € R;



s2
o
s2
o

-3 : : : ‘ : - -15
3 -2 -1 0 1 2 3 15 -1 -05 0 05 1 15

sl sl
X bzw. X* fiir 8%+ 0% 4 0% + 200202 + 2002(02 + 02), a=—0.7, b=—1.2

der Spezialfall a = 0 wurde erstmals in [Z1] betrachtet. In [W2], [W4] werden ho-
mogene Operatoren vierter Ordnung im R? betrachtet. Fiir den einfachsten Fall
0t + 03 + 03 wurde schon von I. Fredholm eine Fundamentallssung berechnet (vgl.
[F], p. 351); im hyperbolischen Fall treten komplizierte Lacunen auf, siehe das Bild.

Diese drei Arbeiten dienten als Vorbereitung fiir die Artikel [OW3], [OW4], [OW5],
[W6], in denen die Wellenausbreitung in hexagonalen und kubischen Medien sowie in bi-
axialen Kristallen untersucht wird. Eine Zusammenfassung und Ubersicht in Buchform
zum Thema Fundamentallésungen wird (hoffentlich) heuer erscheinen ([OW6)).

Zuriickkommend auf das M.—E.—Theorem méchte ich noch auf die Verallgemeinerun-
gen hinweisen, die dieses inzwischen erfahren hat. Dass F Fundamentallosung von
P(0) ist, lasst sich auch durch die Faltungsgleichung E % P(0)J = 0 ausdriicken, und
man kann allgemeiner nach Fundamentallosungen von Faltungskernen K € £'(R™) fra-
gen, d.h. nach F € D' mit Ex K = 4. In [E2] zeigte L. Ehrenpreis, dass fiir (nicht
identisch verschwindende) Differenzendifferentialoperatoren

(5) K =) Pu(d)d(x—ax), rEN, 21,...,23, € R", P(9) € C[d],
k=1

wie sie in der Systemtheorie auftreten, Fundamentalldsungen existieren. (Das M.-E.—
Theorem ergibt sich dann aus dem Spezialfall » = 1, x; = 0.) L. Hérmander gab
allgemeine Bedingungen fiir die “Invertierbarkeit” von K € &£’, die das Resultat von
Ehrenpreis implizieren, vgl. [H4, Cor. 16.3.18, p. 333]. In [W5, Prop. 2, p. 461] wird
eine explizite Darstellung einer Fundamentallosung fiir K wie in (5) angegeben.

Schliefilich weise ich noch auf die diskrete Version des M.-E.-Theorems von D. Zeil-
berger hin ([Z2]), sowie auf die von der Kontrolltheorie motivierte Suche nach Funda-
mentallosungen bei “rdumlich invarianten Systemen”, vgl. [S2], [SW].
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