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Ubersicht:

Partielle Differentialgleichungen sind Differentialgleichungen fiir Funktionen in mehreren Va-
riablen. Die Methoden unterscheiden sich etwas bei linearen bzw. nichtlinearen partiellen
Differentialgleichungen. Wir beschranken uns auf erstere. Die drei prototypischen linearen
partiellen Differentialgleichungen sind:

a) Laplacegleichung: A, f = g (,elliptisch*)
2

b) Wellengleichung;: (0

proie An) f = g (,hyperbolisch)

0
¢) Wirmeleitungsgleichung: (a — An> f = g (,,parabolisch*)

Nach einem pédagogischen Einfiihrungsteil (Fourier-Analysis und partielle Differentialglei-
chungen, siehe http://techmath.uibk.ac.at/wagner/lehre/) werden, in Fortsetzung der Vor-
lesung Funktionalanalysis (FA) WS 2004/05, weitere Teile des Buches H. Triebel: Hohere
Analysis durchstudiert.

§ 5 Sobolevraume
(vgl. Skriptum ,Funktionalanalysis‘, § 5, p. 30)

Def.: Essei ) # Q C R" offen, 1 < p < 0o, k € N. Es sei

1) C7(Q) == {f € C®(Q); Va € Ny : 9°f lasst sich stetig auf Q fortsetzen und IN € N :
Vo € Qmit |z] > N : f(z) =0};

[o.9]

2) WF(Q) := Abschluss von C™(Q) in WPk(Q).

Bemerkungen

1/p
1) WF(S) ist wieder ein Banachraum mit || f||ysr = ( > ||8af||’£p(9)> , vgl. FA, p. 30

o<k

und Ubung 1 zu FA.

2) Nach FA, Satz 5.2, p. 30, ist D(R") C W?*(R") dicht und daher auch WF(R") =
WPHR™). Allgemein gilt WF(Q) = WP*(Q), wenn 0 geniigend glatt ist (0.B.). D(Q2)
ist aber im Allgemeinen nicht dicht in W} (Q), vgl. Satz 5.4.



Lemma 5.1
Essei 1 <p<oo, D={a' e R |2/| <1},
B={zeR" |z| <1, 2, <0}, f€C (B)mit f(z) =0 fiir [2] = 1.

/

T
Dann gilt B
D
Hf(OJ,)HLP(D) < ||f||WP’1(B)~ k T
Beweis: Wenn ]lj + % =1und 2/ € D, so ist
£, = [£0,2) = f(-/T= TP, ') <

( )| dt < (Holder)

o

1— |(E’|2

Lq([m,o])J( /0

/1|22

81’1
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of .,
8—1‘1<t’ xr )
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]

P
dt

<1
= Oy = [ 170,20 0 <
D

J( ] eefuor

1— |:C’|2

Hf(O,x HLp < I fllweam) O

of |
0:)31

Lr(B)

Bemerkung Wie in FA, p. 38 sei Q € C!, d.h. Q ist beschrinkt und 9 ist eine C'-
Untermannigfaltigkeit von R™. 02 ist ein Riemannscher Raum mit der von der Standard-

metrik induzierten Metrik ¢* (Y. da’ ® da?). Das zugehorige Oberflichenmaf ;1 = Qing it
j=1

in Koordinaten \/det ((%)T- (%))kldﬁl ...dént vgl. Diffb. Mfkt., p. 91, oder Analysis



3, pp. 77, 78. (Z.B. fiir 92 = R - S? ist in Kugelkoordinaten y = R*sin v dedd.) Da Q2 be-
schrankt ist, ist (092, 1) ein endlicher Mafiraum. Wir setzen LP(0S2) := LP(0€2, ) und fixieren
nun p € [1,00).

Lemma 5.2 VQ e C':3C >0:

v €TUQ) < || floollprony < C - 1 lwraco

—_ N —_
Beweis: Wie in FA, p. 38, ist Q C UU | W; mit U C Q und W; Kartengebiete,

=1
g Wi——{z € R"; |z| < 1}, ¢; C*, ¢; bijektiv, ¢; " C1, ¢, (¢; ") beschréinkt,
e (W;NQ)=B={zeR"|z| <1, z; <0}.
.o N
Wenn Wy := U und x;, i = 0,..., N, eine C'-Zerlegung der 1 zur Uberdeckung J W; ist (s.
i=0
Diffb. Mfkt., p. 59), und f; = x; - f, so folgt

N N N
I 100l oy = | 32 £l < 215 bolaony < G 22067008

N
L§51 CLY N fiow lweay < C- 1 fllwer o,

i=1
0 _ of; S 0l
d B. —(fiop;* = “opt —EL 22
ent 2 dx; (fiow) ! ; Oxy, ° i oxj
Kettenregel ——
af a af beschrankt
i Xi
= . ; —— (Produkt | d
e, B, f+ \X/ B (Produktregel) un
S~~~ beschriankt
beschrankt
of 1 P / af P of P .
— d = — - |h dy < Oy|| = 1 A= det(y!
/ TR &Uk( )| - |h(y)] dy < G Crod wei et(p})
B e=2i(v) W;NQ
beschréankt ist. ]

Satz 5.3 4 Def.
Fiir Q € C" existiert genau ein Spuroperator S : W, () — LP(0S) mit

i) VfeCT(Q): Sf = flon,

ii) S ist stetig und linear.



Fiir f € W, (Q) schreiben wir f|aq statt Sf.
Weiters sei W(Q) :=ker S = {f € WX(Q); floo =0}.
Beweis: C () C W, (Q) dicht, A CT(Q) — LP(0Q), f — flaq ist stetig (bzgl.

| - [lwei() links) nach Lemma 5.2 = (Satz 1.3’, FA, p. 5) = 3, stetige Fortsetzung
S = A O

Satz 5.4 .
Fiir Q € C" ist W}(Q) der Abschluss von D(Q) in W»'(Q).

Beweis: Klarerweise ist W) (Q) = ker S abgeschlossen in W#!'(€2) und D(Q) C W, (Q).

Wir haben noch zu zeigen, dass sich f € W} (Q) durch Funktionen in D(Q) approximieren
lasst. o;, Wi, i, fi seien wie in Seite 3.

a) suppfo C Wo =U, U C Q = (fo)r € D) fiir 0 < h < § und (fo), — fo in
WrLQ) fiir b\, 0, vgl. Lemma 3.4, FA, p. 19, oder Satz 5.2, Beweis, b), FA, p. 30.

b) Es bleibt noch_fi fir 1 <4 < N fest durch Funktionen in D({2) zu approximieren.
Es seien g € C° () mit gy — f in WPHQ) und v := (y; - f) o ;€ WPY(B), vy =
(Xi-gr)op; ! € Ul(B) = v, — v in WP(B);

Gtlog — Flog = 0'in L7(0Q), xi =0 = wu,, — 0in LP(0B).

‘ QNOW;

Wenn V (z) = { v(z) : z€B,

0 ZEGR,L\B},sogiltfﬁr@ED(R"),1§j§n,

ov. Do dp . Oy
a—x](gp) =Ty (8:@) /v( )833] dz = khm k() o, dz.
B

Wir wenden den Satz von Gaufl auf das Vektorfeld X = | vy - | — j-te Stelle an;

0

diVX:vkg—gojL&— nd/XT Nds—/vkgdes—>Ofurk:—>oo
Oz, 8%
9B [ilo)
(mit N = Aufleneinheitsnormale) =
oV ) vy v
—(p) =1 o dr = —(x)d
B B



— %V € I’(R") = V € WPI(R™).
J

c) Fiir e > 0 sei V(E)(x) =V(r, +¢e,2') (mit v = (21,2")) = VE — V in WP{(R")
fiir e \\, 0 (vgl. FA, Ubung 16) = 0©) := V(e)‘B — v in WP'(B) und suppv® C B

fiir e klein: ,
x
— v o — fi in WP(Q) -
fir e \, 0 und suppv® o p; C Q 7
kompakt. 5 supp v©

Wenn (v® o ¢;);, wieder Regularisierungen wie in a) sind, so ist (fiir 0 < h < §) (v o
©i)n € D(Q) und (v o ), — v o p; in WPH(Q) fiir A\, 0 O

Bemerkung Fiir Q@ € C' und f € W}(Q) ist 9*f € W} () fiir 0 < |a| < k und daher
erhalten wir den Spuroperator S : WF(Q) — [ LF(09) : f — (8 f]o)

n
aeNg
o<k

o

Analog zu Satz 5.4 gilt: WF(Q) := ker S = D(Q2) in WP*(Q) falls Q € C*.

§ 12 Schwach singuléire Integraloperatoren

Im Folgenden sei () # Q C R™ offen und beschréinkt und H = L?((2).

Wenn K (z,y) € L*(Q x Q), so ist der zugehérige Integraloperator K € Com(H) (s. Satz 7.5,
FA, p. 40) und K* hat den Kern K(y,z) (vgl. FA, pp. 70, 71). Wir betrachten nun andere
Kerne.

Lemma 12.1
K : Q x Q — C sei messbar, Vf € H seien K(z,y)f(y) und

K(x,y)f(z) €e L'QxQ), K: H— H: f+— /K(:):,y)f(y) dy sei wohldefiniert und

Q
stetig. Dann hat K* den Kern K(y, z), d.h. (K*g)(x) = /K(y,x)g(y) dy.
Q

Bemerkung

Wenn K (z,y)f(y) € L'(QxQ), soist Kf = {x — /K(m, y)f(y) dy} € L'() nach Fubini.
Q

Dass K : H — H wohldefiniert ist, bedeutet, dass K f € H = L*(Q) C LY(Q).



Beweis: ¢ e€D(Q), ge H = K(x y)e(y)g(z) € LHQ x Q)
= (K, g) /(/K T,Y)p )g(x dr =
0

oy (/ K(z,y)g ) dy = (Umbenennung)

[
- [l [T

ELl(Q) Vgl Bemerkung
Andererseits ist (K¢, g) = (p, K*g) mit K*g € H = L*(Q) C L'(Q) C D'(Q) und daher
(K*g)(x) Z/K(y,x)g(y) dy. O

Def.:

A
Fiir A(z,y) € L*(2 x Q) und 0 < a < n heiit der Kern K(x,y) = (z,9)

|z — y|*

schwach singulir.

Satz 12.1
K (z,y) sei schwach singulér. Dann ist K : H — H : f —— /K(m,y)f(y) dy wohldefiniert,

stetig und kompakt. K* hat den Kern K (y, x).

Beweis:
N
d D) n/2 ,n—a [N
a) Fir N > 0 ist / - |S™ -/r‘o‘+”_1dr = Wn 4 =
|u|0€ I (5) n—o r=0
{ueR™;|u|<N}
9 n/2Nn—a
:W—n::C’<oo, da o < n.
(n—a)l (5)

Wenn daher Q@ C {z € R"; |z] < 5}, und f € L'(Q2), so ist / }K(:)s,y)f(y)‘ dedy <

<l [ 176)] (/ﬁ) dy

Damit ist die 1. Voraussetzung in Lemma 12.1 erfiillt.

u=

8

-y

VAN

[Alloo - 1Al - € <00

N

IN—

|ul



b) feIXQ) = HKfn%:/\Kf ) de <

)
< ||A[=2 - /( 1 1 )2d Hb'l<der
< . J) e
|$—y‘a/2 ‘x_y‘a/Q
Q
< A2 - / ( ) ( / ) -
Q |x_y‘a |gj_y‘a

N
<o [l ([ 2 ) a < ey
Q Q

— KeL(H), |K| <[Af-C
Op.norm

Nach a), b) und Lemma 12.1 hat K* den Kern K (y, z).

¢) Noch zu zeigen ist K € Com(H).

Alz,y)

: A(z, y)
Fiir e > 0 ist K(x,y) = Y(lv —y|l—¢)+ Y(e—|z—y
@)= oy Yl e oy Vel
Kl ;(,xvy) K2,:(rx7y)
Ki(z,y) € L*(Qx Q) C L*(Q x Q) = KlEECom( ),

Satz 7.

2
e n /)] )( dy )
< i (/ Paw)- ([ e)w

{yeQ; |z—y|<e}
~ WV

<|Sn 1‘

J/

Ena

n—«x

£
< lAR-C- I8

d.h. [[Ky. || < Oy -eM=9/2 — 0 fiir e \, 0 — K=lmK,. € Com(H) O
Satz 6.4, FA, p. 32 e\.0

Bemerkung Fiir schwach singulére Integraloperatoren gilt also die Fredholmsche Alternative,
vgl. FA, p. 71.



Lemma 12.2
K, Ky seien schwach singuldr mit 0 < ay, ay < n. Dann ist auch K; - Ky =: K ein schwach
singulérer Integraloperator. Fiir seinen Kern gilt

1 Do tag<n

E|C>O:Vx;£y€Q:‘K(x,y)‘§C. 1+‘ln|x—y|‘ Do tag=n
1

o — oo

ap+ag>n

[bei geeigneter Wahl von K (z,y), das durch K nur fast iiberall bestimmt ist].

Beweis:

a)

Fiir f € H= L*Q) ist (z— f.ii.)

A A
i) = [ S ([ 22 p)a) ay
) (K2D)(w) ’

In ¢) sehen wir, dass der Satz von Fubini anwendbar ist und daher (x—f.ii.)

Ai(z,y)As(y, 2) dy) dz.

|z =yl |y — 2]

i) = [ 16)
Q Q

J

K(Tv,z)

AuBerdem ergibt sich in b) die obige Abschétzung fiir K und daher ist K wieder ein
schwach singuldrer Integraloperator, denn 0 < a3 +as—n < n fir0 < o; <n, a;+ag >
n und fir o + as = n verwenden wir

YNeEN:Ve>0:3C>0:Vte (0,N]: 1+ |Int| < Ct

d
Wir betrachten zuerst [ = I, , 1= / i fiir x # z € Q. Wie frither sei
Q\x—mw~w—4%
Qc{ueR |u < T} N |
Wenn v :ﬂundn:u = |n| < ——, dnziy,
|z — 2| |z — 2| |z — 2| |z — 2|

v =y = |z — 2[*|n]* und |y — 2[* = |y —x + 2 — 2" = [nlz — 2| + 2 — 2|7 =

dn

L e e e T ammeet
||y — e

N
WSW



dn

Oé)‘U|:1,OKZ’<TL:>C’1::/W
noc n_,Ua

[n]<2

< oo und ist unabhéngig von v,

d.h. von z, z.

1
B) =22 = In—vl =l =12 gnl = fir M > 2ist

M
/ d77 S 2a2 / d?’] — 2@2 . |Sn—1| . /r—al—ag-i-n—l dr —
]|y — v]*2 i
2<|n|<M 2< |n|<M 2

O(M" =) aj4+ay <n
N

|z = 2|

= O(logM) : aj+as=n fiir M — oo. Wegen M =
O1) : ay+as>n
folgt
| — z|te2=m o+ an <n
AC>0:Ve£2€Q: L, <Clr—z[""""¢ 1+ |Injlz—z[| : ar+az=n

1 a;+as >n.

c) Nach b) ist K(x,z) schwach singuldr und gilt die Abschidtzung im Lemma. [Genau
genommen ist |K(x,2)| < || A1l A2l - Lo fiir @ # 2, (z,2) € Q*\ (N7 x Na), wobei

N, = {x e Q; i dy > 0}, Ny = {z e Q; i dy > 0} Nullmengen
[A1(2,y)[> A1l |A2(y,2)[>[| A2l

sind (da z.B. [ dx = I/ dzdy = 0).]
N |A1(z,y)|> [ Arlle

=yl |y — 2]

A
Fir z € Q\ N ist / }|xl | f(2)] dydz <
QxQ

< A1 loo - | A2]|co - /Ix,z‘f(z)‘ dz < oo x—f.ii. nach Satz 12.1 und daher ist Fubini in

Q
a) anwendbar. O

Satz 12.6
K sei ein schwach singulérer Integraloperator, h € L*(2) C H, A # 0 und f € H = L*(Q)
mit (K — AI)f = h. Dann ist auch f € L*>(Q).



Beweis:

A
a) K(x,y)= Aly) = K -K = K? hat einen Kern mit
|x —y|or Lo12:2

0 : 209 <n
ag = e : 2cq=n (mit e > 0 beliebig)
200 —n : 200 >n

Fiir den Kern von K3 ist ag = 0 falls oy + s < m, d.h. fiir 204 < n oder

n

wino

g I 0 =
3a; —n < n, d.h. wenn aq < %n Ansonsten ist az =
3 —2n 1 oq > %n
Induktiv erhalten wir oy, = 0 falls o < % - n.

b) Wenn k € N mit oy < £-1n, so ist nach a) der Kern K®(z,y) von K* beschréinkt und
daher

K450 =| [ KOs < clsi
0
dh. K*f € L=(Q).
Weiters ist K7h € L>(Q) fiir j € N, denn

Kih(z)| = ' / K9 (2, y)h(y) dy' < oo - / K9 (2,y)| dy < O[],
Q Q

vgl. Seite 6 unten.

1 1
o) (K=A)f=h = (XK—I)f: Th = oEdAA=1
K h

— (KF—D)f=(K"'+ ..+ K+I)(K-I)f =(Ks*+...+1)h

?f:ka—(Kk_1+...+l)h€L‘X’(Q) O
Satz 12.7 4
A QxQ — C sei stetig, 0 < a < n, K(z,y) = %, h € C(Q), A\ # 0 und
T —yl“

f € H=L*Q) mit (K — \)f = h. Dann ist auch f € C(Q).

10



Beweis:

a) Nach Satz 12.6 ist f € L>(Q); in b) zeigen wir, dass dann Kf € C(Q); wegen (K —
M)f=h = f=3(Kf—h) folgt dann f € C(Q).

b) Esseie >0, K (z,y) = |f1(_ y|;‘ und
x
Eéy [z —yl<e

Koc(z,y) = K(2,y) — Ki(2,y) = Ki. €C(QxQ) =

K, . gleichmiBig stetig auf Q@ x Q@ = Vz,2’ € Q:

‘Kl,ef( ) Klaf /‘Klexy) Klax Yy Hf ‘dy<

<eq fiir |:c x| <6
< €1||f||1 fiir |£L’ — [L’,| <) = Kl,e.f c U(Q)
Andererseits ist |Ka. f(z)| = )/nge(x,y)f(y) dy) <

1 272 [ enme ene
<1l 1Al - — — —)du = |fllsllAllso : - 0
< 1l 141 /(| = ) u = el Al 7y (n_a n )*

lul<e
A -

-

g

|Sn71‘f(rfowknfl_afarnfl)dr
0
fir e \\ 0, d.h. K. f — 0in L>(Q) =

Kf =lim(in L(Q)) K.1.f € O(2) = O(Q). O

Bemerkung In § 16 brauchen wir Integraloperatoren auf oQ fiir Q € C'. Wir setzen
H = L*(09Q, ) (vgl. Seite 2) und setzen entweder K € L?(9Q x 9Q) oder K(z,y) =

A

| (. y‘) voraus, wobei A € L>(9Q x 0Q) und 0 < v < n — 1 (beachte, dass dim 02 =
-y

n—1!)

11



i, Wi, xi  seien
wie in Seite 3.

Vi Vo € 02 1 = xw,(x) + xaaw, (7) = xw, () + ;:Xaﬂ\wj (z) - xi(w) “X;(y)
i#j

— ey €005 1= X aln) = 3w (0) () + 2 Smun (1) () =

{ xw; () x;(y) D=

K:NNKijmitKijI, :KCL’, .
2> ) ) Xoovw; (T)Xa(2)x;(y) i # J.

i=1

—_

Wenn D := {{ € R"7!; |¢| < 1}, so ist die Kartendarstellung ; : L2(02 N W;, ) —

L3(D): fr— fop; ' = “f(&',...,6" 1) zwar kein Hilbertraumisomorphismus, aber
ein Hombomorphismus, d.h. die Normen sind dquivalent, denn

o = [ 17 dsta) =

= /\f(él,. e’ \/dt (%5 3—;),{0 gt .dgm .
D

-~

0<C1<d(§)<C'2

Der iibertragene Kern K;;(&,7) ist in L2(D x D) oder schwach singuliir, wobei

Nach Satz 12.1 sind f(ij und daher auch K;; kompakt. Also ist auch

K« L*(0Q, 1) — L2000, p) « f — /K(say)f(y) ds(y)

kompakt. Ebenso iibertragen sich Lemma 12.2 (mit n — 1 statt n) und die Satze 12.6,
12.7.

12



Kapitel 3

Partielle Differentialgleichungen und
Distributionen

§ 13 Tensorprodukte und Faltungen von Distributio-
nen

Wenn f € C(R™), g € C(R"), so definiert man

fog: R —C:  (ry) +— fl2)g(y).
(Z1 5Ty Yl seeeyYn)
(Z.B. bezeichnet sin ® cos die Funktion (z,y) — sinx cosy auf R?.) Dann ist

f®g € C(R™™). Ebenso ist f ® g € L, (R™™") fiir f € L, (R™), g € LL_(R"). Wenn
v € D(R™™), so gilt

(f@glp) = /f o(z,y)dedy =

Fubini
Rmtn

_ /f (/ )dy)dx—fm<gy( €3 y)))v

wobei, fiir festes © € R™, (y — ¢(z,y)) € D(R") und g (d.h. T,) darauf wirkt und dann f
auf (@b ‘R — C:x— gy(p(z,y)) = /cp(x,y)g(y) dy) € D(R™) angewendet wird.

R”
Daher definiert man (S ® T')(¢) = S, (Ty (gp(x,y))) (vgl. Seite 16) fur S € D'(R™), T €

D'(R"), ¢ € D(R™™). Die Indices = bzw. y deuten an, beziiglich welcher Variablen die
Distributionen S bzw. T" wirken.

13



Lemma 13.1
Fiir T € D'(R}) und ¢ € D(R™™) sei ¢(z) := T, (¢(x,y)) = T (y — ¢(z,y)).
~————
€D(Rp)
Dann ist ¢ € D(RY), 9*¢ = T,(9%¢(z,y)) fir a € N7,
und ¢ — @ in D(R™") = o, =T, (gpk($, y)) — 1 in D(R™).

Beweis:

a) Es sei suppp C {(z,y) € R™™; [z < N, |y| < N};
7 — 2 in R™ = p(a* y) — ¢(z,y) in D(R"), weil

1

IRERIE

0

885
Ox;

.

85 (z+t(2"—x),y) dt| < [2" —x\l max

Q—-|Q_,

-----

= 85g0(:£k, y) — 85g0 gleichméBig fir 5 € Ni;

weiters ist supp(y — ¢(z",y)) C {y € R™; |y| < N}.

Aus T € D'(R}) folgt dann ¢(2¥) — ¢(z), d.h. ¢ € C(R}).
Wegen supp ¢ C {:E eR™; |z| < N} ist sogar ¥ € IC(R™).

b) Weiters ist fiir h € R\ {0}

MWS
p(x1+h, 2, T, y) —(x,y)  Op 1
- (Z’,y) -
h Oy
gk
= ¢ (1 +Vpy-h,2o,. .. ,:Bm?y) — a—Qp(:c,y) 2,0 fiir h — 0 und ebenso fiir
0 X1 8:171 glm.

S0($1 +hax2a"'>zm7y) _S0($7y) 880 .
— — DR —
. 2 1.4 inD(®;)

SN Ty (g_;pl(x’ y))’ wenn h — 0 = 1) partiell differen-

die Ableitungen nach y —
V(xy + h,xo, ..., Ty) — U(x)

h
. oY dp
Y _r
zierbar, Ox; v <8:Ej

durch Induktion folgt ¢» € D(R™), 9%¢ = T, (0%¢(z,y)).

(:c,y)) stetig nach a) = ¢ € C' und

c) Essei g — ¢ in D(R™™); wenn
Vk : supp ¢, C {(z,y) € R™™; 2| < N, |y| < N} =
VEk : supp ¢y, C {:c eR™; |z| < N}; weiters ist

k() —W(a)| = ‘Ty(m(%y) - w(x,y))‘ < (Satz 4.4, FA, p. 28)
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<C ¥ Haf(sok(x,y)—w(x,y))HLw(Rg)

|BI<M

gleichméBig und ebenso 0“¢y = T, (0% ¢k(z, y)) — 0“9 gleichméBig = ¢}, — 1 in
D(R™). 0

Lemma}nl?;L.2
V= {¥ [T ¢i(w;); m €N, p;; € D(RY) | ist dicht in D(R").
i=1j=1

Beweis:

a) Wir zeigen zuerst, dass V C L2 dicht ist, ¢:1(z) = (1 + |x\)k, vgl. FA, p. 64. Wenn

f=1flelwmd flV =

2k ~
Vg, € D(RY) : [+l et e do 0
R™ ,
Fubini: 70 SDn(mn)( / 1(1+|$|)2kf(r)501(wl)"'@nfl(Infl)dwl'"drnq) dan
Tae

g(zn) == / (1 + |2)* F(@)pr(21) - Pt (@n) das - - dyy € L (RY),

Rn—1

~ B ~ B e
Vion € D(RY) : Ty(n) = 0 FA p.2:3,>L. 4.1 §(xn) = 0 2L induktiv

fl@)-(1+2)* =02 fi. = f=0inL? = Vi={0} = V=1I2.
b) F: W**R") — L2 ist Homdomorphismus (vgl. Satz 10.7, FA, p. 64)

n

= FUV) C WAHRY dichts F ([T p4e) = [1F )@ =

j=1
m n

W .= {Z Vij(z;); m €N, oy € S(Rl)} C W2H(R") dichs.
i

i=1j=
¢) Es sei ¢ € D(R™) mit suppy C {z € R"; |z < N} =: K, n € D(R') mit 5(t) = 1 fiir
it <N, w(z):= [] n(z;) € D(R") und k,l € N, [ > 5. Nach b) gilt

j=1
Ve>0:3p e W :|e—¢|wert <e = (Satz 10.10, Sobolevscher Einbettungssatz,
FA, p. 66)

Ve>0:eW:|lp—19z <s

6 = - wllge = [0 = w) [ = 3 [0 (w1~ w))|

lo| <k

o0

15



? E sup o« [(w —)-(1— w)} (x)’ <
weil w(z)=1 |o¢‘§k ‘x‘ooZN
fiir |z|<N

(61— w)(@)| = 3 sw

laj<k |7lec=N

<cp-e, >0 Mit e = und 1 := 1 - w erhalten wir Vk € N : diy, € V

1
]{?(Ck + 1)
: 1 :
mit supp ¢ C K :=suppw : |j¢ — lpkH@k(Rn) < Z — Y, — ¢ in D(R") O

Satz 13.1 und Def.
VS € D'(R™) : VT € D'(R™) : 31U € D'(R™™") : V1 € D(R™) : Voo € D(R") :

U(pi(x) - 0a(y)) = S(er) - T(gpa).

Weiters gilt dann

Vo € DR™™) : Ulg) = 5o (T (0l ) ) = T, (8. (el2.9))).
U heifit Tensorprodukt von S, T und wird mit S ® T" bezeichnet.

Beweis: Existenz:
U:DR™"™) — C: ¢ r— S, (Ty (gp(x,y))) ist wohldefiniert nach Lemma 13.1, offenbar
——_——

¥(z)
linear und wenn ¢ — 0 in D(R"™*"), so ist ¢, — 0 in D(R™) (Lemma 13.1), = U(¢x) — 0.
Also ist U € D'(R™*™).

Fiir oz, y) = ¢1(2)e2(y) ist Ulp) = 5 (fy (wl(x)wz(y))) = S(p1)T(p2).

p1(z) - T(p2)
——
ec
Dasselbe gilt fiir U : DR™") — C: p— T, (Sx (SO(% y)))

U=0U aufgrund der Eindeutigkeit, die aus der Dichtheit von

M = {Z ©ir(7)pia(y); vir € D(R™), 40 € D(R")}

in D(R™*™) folgt. (Letztere gilt wegen V' C M und Lemma 13.2). O
Bsp.:

1) Fiir f € LL (R™), g € LL _(R") ist einfach f ® g = f(x)g(y), vel. Seite 13.

loc loc

16



2) Wenn S =6, € D'(R™), T'=6,, € D'(R"), 2o € R™, yo € R"

— (S T)(p(e,9) = (T, (p(@:9)) ) = #(0,10) = Fao)(¥)

@(mvyo)

—=> Ozy ® Oyy = O(zgy0) € D'(R™F7).
Satz 13.2
a) 9N(S@T)=0"S ®dT fir (a,8) = (o, ..., m, B, .-, Ba) € Ng™™
b) supp (S ® T) = supp S x suppT C R™*"
Q) (SeT)eU=S®(TaU)

Beweis:
ZB.a): o € DR™") = (0@ (S@T))(p) = (-1)@A(S&T)(0yp) =

= (—1)lel+l8lg, (Ty (8?85@(%?;))) = (Lemma 13.1)=

(~)e s, (08 T, (9f(w.y) ) = @29)((07T) (p(w,m) ) = () © (9°T)) ().
———
(=1)IP1 @) T)(p(.9))

Ahnlich zeigt man b) und c). O

Bemerkung Als néchstes wollen wir die Faltung fiir Distributionen definieren. Wenn f, g €
LY(R™), so konvergiert I = // f(2)g(y) dzdy absolut;

R2n

x u
= bstituiert ist [ = —u)dudv =
wenn man <y) (v B u) substituiert, so is //f(u)g(v u) dudv L
R2n

/(/f g(v — u) du)dv, d.h.

R" Rn
(f * )0 /f (v —u)

existiert v—f.ii. und ist wieder in L'(R™) und I = /(f * g)(v)dv

RTL

Weiters ist | +.]s = | ' [ st —wyaufav < [ [ |rgto = w]dodu = 51 - ol

R®» R7 R™ R™

17



d.h. (LI(R”), *) ist eine Banachalgebra.
Fir o € D(R") ist (f * g)(p) = Trug(p /(/f g(v—u du)-ap(v)dv =

Fubini

z/f(x)g(y)w(ﬂy) dzdy = (f ® g)(®) wenn ¢*(z,y) == p(z +y).

Beachte, dass ¢® € C®(R?*") \ D(R?*") (fiir ¢ # 0), weil supp ©® nicht beschrinkt ist. Die
Faltung ist daher nicht fiir beliebige S, 7" € D’'(R"™) moglich (weil (S®T)( ¢ ) im Allgemeinen

D
nicht sinnvoll ist). Eine Distribution U (hier S ® T') lasst sich aber auf eine C*°~Funktion h

(hier ¢®) anwenden, wenn supp U N supp h beschrinkt ist.

Lemma 13.3
Fir ¢ € D(R") ist
supp = = {(z,y) € R*; 2 +y € suppp}.

Bild:
yeR"
b
supp ¢
<,

[ | — %0(

a0 b R % > ve R
Beweis:
supp ¢® = {(z,9); p(z +y) #0} = {(z,y); v +y € suppp} O
Def.:

1) Wenn U € D'(R!) und h € C*(R!) und K := supp UNsupp h kompakt (d.h. beschrinkt)
ist, so definiert man U(h) := U(h - ), wobei x € D(R!), x(x) =1 in einer Umgebung
von K.

[Wenn y dasselbe erfiillt, ist h - (x — x) € D(R'\ suppU) = U(h-x) =U(h-Y), vgl.
FA, p. 28. Speziell ist U € &'(R!) auf jedes h € C*°(R!) anwendbar.]

2) S,T € D'(R") heiBen trégerfaltbar (tf.) <= VN € N : supp (S @ T) N {(z,y) €
R*; |z +y| < N} C R*™ kompakt (d.h. beschrénkt, weil sowieso abgeschlossen).

18



Satz 13.3 + Def.
1) S,T tf. =
(S+T: DR") — C: p— (S@T)(p™)) € D'(R").
S * T heifit Faltung von S, T.

2) S,Ttf. = T,5tf.und ST =T xS.

)
3) S, Tth, a € Nt = S,0°T tf. und 0*(S*T) = S * 9°T = 3°S + T
4) S,E tf,>\€(c - S,T1—|—)\T2 tf,S*(T1+>\T2):S*T1+>\S*T2
)

5) S, T tf. = supp(S*T) C supp S +supp T’

Beweis:

1) Wenn ¢ € D(R"™), suppy C {x e R |z| < N} und x € D(R*") mit y = 1 in
Umgebung von supp(S®T)N{ (z,y); \:c+y| <N} = (S+T)(p) = (SQT) (> x) =
ST linear und stetig (weil ¢, — 0 in D(R") = ¢ -x — 0in D(R*)) = SxT €
D'(R™).

2) oEdA y(z,y) = n(z)-n(y) = (S*T)(p) = (S&T) ( x+y)n(a:)n(y)) = Sx(Ty(go(er
y)ﬁ(m)n(y))) = (Umbenennung) =S, (Tm (<p 2)n(y x)) _
y)n

'

— (e +y)n(@n()
(T ® S)(elx+y)nx)nly)) = (T =S)(¢ )-

Satz_13.1

Ahnlich zeigt man 3), 4), 5). O

Bsp.: Das elektrostatische Potential der Hohlkugel {z € R?; || = R} (R > 0 fest) erfiillt
—AU = 0ps2, wobei dpg2 € E'(R3) durch dps2(v) = / (x)ds(z) (fiir v € D(R?)) gegeben

|z|=R
ist (vgl. auch Bsp. 2, FA, p. 62).

Nach § 14 ist dann U = —— % Ops?
SN—~—— TeD!(R3)
E€L! (R3)

loc
Hier ist supp E = R?, suppT = R-S? (denn ¢p € D(R?*\ RS?) = T (v) = 0)
supp(E ® T) =R? x RS? = supp(E@T) N {(z,y) e R% [z +y| < N} C

C (@)l +yl <Nyl <R} C {(z,9); || <R+ N, |y| < R} = E,T tf. (vgl. auch
Satz 13.4).

et
Satz 13.2
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Dabher ist U(¢ (E @ T) (™) = y(Ez(¢A)) =
/ ( ¢4$ |+|y ) s(y) = (Substitution z = = + y)

S e 5)

_ Y )

‘/( 47r|z—y|dz) /Q/’ </ 47r|z—y|)dz’

|y\:R R3 Fblnl R3 )
U(z)

= U € L] (R?) und U ist radialsymmetrisch,

smﬁdﬂdgp
( ) 0 O |Z| / / Rsmﬁcosgo
47r

Lo - (mhosi?)
_ R / / sin ¥ dddyp _R? o \/R2 — 2R|z|cosV + |22|T
Loolo R?sin*9 + (Rcos v — |z|) 4 Rl 9=0
R2—2R\z\\gosﬂ+|z|2

- f (VO ) = (R D) = o~ | 1)) =

|
(R : [2|<R) konstant © 2| <R

— %2‘ : |z2| > R p =4 Potential der
Punktladung : |z| > R
\ ) AT R?6

Wie in diesem Beispiel sind S, T immer tf., wenn S € £'(R™) oder T € £'(R") :

Satz 13.4 + Def.

SeD(R"), Tel'(R") = S,Ttf.

Speziell fiir zo € R™ ist (S#0,,)(¢) = S(p(z+m0)), S*0 = S. Sxd,, heifit um z, verschobene
Distribution zu S.

Beweis:

suppT C {z; |z] < R} = supp(S®@T)N{(z,y) e R™; [z +y| < N} C

C{(z,y) €eR™; [z| <R+ N, |y| <R} = S, Tt

(S * 5900)(@) = (Sm ® (5ﬂco)y) (QO((L’ + y)) =S, ((p(l’ + LL’O)) U

[Bemerkung Allgemein, wenn h : R* — R" ein Diffeomorphismus ist und
f € Ll (R"), so ist
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(foh)(e) =Tron(p /f \f)(p d:c—/f ‘det )‘dy:

= Tf<(<p oh™! ‘det ‘) und daher setzt man (T o h)(p) = T((SO oh™)- ‘det(h—l)/D
fir T € D'(R™). Speziell fiir h : R* — R™ : & — x — @ ist f o h = [f um 2 verschoben]
und Soh =S % d,,.]

Satz 13.5
Wenn f, g € Li (R™) tf. sind, so ist
f*gé€ LL (R") und (f * g)(= /f:c— y) dy x—f.ii.
Beweis:
(f +9)(¢) = (F @ 9)(¢ / [@)g(w)ela +y) dady =

eLl(RZn)
(weil der Tréger beschrinkt ist)

(5)1””“) //f(u)g(v—u) (v) dudv FuEm/ (/f glv—u du)
h. () f(u)g(v —u) € L*(R?) v—f.i. und o(v) - /f(u)g(v —u)du € L'(R") und /ap(v) :

(/f g(v — u) dudv £ (f % g)(p) fiir ¢ € D(RY).
Wenn N € N und ¢(v) > 1 fir [v| < N folgt

/ ‘/f(u)g(v—u)du dv < o0,
o[ <N
d.h. h(v) = [ f(u)g(v —u)du € LL (R™), f+gZh O

Satz 13.6
Wenn S € S'(R"), T € &'(R™), soist ST € S'(R") und Vp € S(R") ist

(5 T)(9) = 5. (T, (ola +v) ) =T, (S (el + 1)),

€S(R7) €C>(Ry)

Weiters gilt F(S«T) = FT - FS.
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Beweis:

a) S € S'(R"), p € SR") = (v +— p(r+y)) € S(RY) = Y(y) := Si(p(z +y))
ist sinnvoll. Wie im Beweis von Lemma 13.1 sehen wir, dass ¢ € C®(R") (weil y* —
y = o +y*) — ¢(r+y) in S(R?) etc.) = T(v) ist sinnvoll definiert durch
T(x-v), x € D(R"), x =1 in einer Umgebung von supp 7" (vgl. Seite 18).
U:SR")— C:p—T, (Sx (cp(x+y))) ist also wohldefiniert und linear. U € S'(R"™),

denn

peS = ‘U(go)‘ =

T, (X Su(p(a+ y))) ‘ < (Satz 4.4)

< CHZ 8;<X~Sm(so(w+y)))H
al<m o
(mit x; € D(R") H
’ C -8, (p(z + H
x1 = 1 auf supp x) - ! |Q‘Z§m X1 J (¢£ y))J L (R?)
=S, (03 p(+y)) vel. L. 13.1
< C H (1 2™ 0Pz + H
wSee © 2 T [ ()™ et
|| <C3(14|z+y[)™
< a v a+syTmeee)|
[v|<m+ma Lo (R2)

U}’D(R”) = S *x T nach der Definition in Seite 19 und Satz 13.1 —
ST e S R") Cc DR").

b) Ahnlich wie in a) zeigt man, dass, fiir p € S(R"), ¥(z) = T,(¢o(z +y)) € S(RY)
und ¢, — ¢ = Y — ¥ in §; weil D C § dicht ist und Sx<Ty(<p(:)s +y))> =

(S@T) (™) =T, (Sx (¢(z+ y))) fiir o € D (Satz 13.1), gilt das auch fir ¢ € S.
0) peD = (F(S+D))(¢) = (SxT)(F¢) = S.(T, (Folw +1)) )
F)a ) = [ €)= g = F(p(9)- ) o), Va

— (F(5+1))(0) = S.( (D (¢©e™9) = 5. ( [ (FT(© () dc) =

. J/

ecoocLl ED(R?) - ~~
s.u. (FT-9)
= (FS)FT,- ¢ )=(FT-FS)(p),dh. F(S«T)=FT - FS in D' (R"). O
eC>  &p eC= es'CD!
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NB:

1) Distributionen kénnen mit C*°~Funktionen multipliziert werden, vgl. FA, p. 25.

2) T € &' R") = FT € C*(R"), denn ¢ € D(R") und x € D(R™) mit y = 1 auf
supp p Usupp 1 —

(FT)(p) = T(X-fw)sz<X(€6)' / x<y>w<y>e—iwydy) _
= T (a@xwe ™) = T h@xwe™))

Satz 13.1
€D(R2)

= (e wne@e) a = [ewnema

(Def. S. 18)

~~

€D(RY) nach L. 13.1

= (FT)(y) = Tu(e¥) € C=(RY).

§ 14 Fundamentallésungen partieller Differentialopera-
toren

Ein linearer partieller Differentialoperator (LPDO) mit mit C>*°—Koeffizienten, d.h.

P(z,0) = 3 aq(x)0* (wobei § # Q C R" offen, a,, : Q@ — C C*) lisst sich auf U € D'(Q)
la|<m

anwenden: P(z,0)U = > aq(z)-0U € D'(Q), vgl. Def. FA, p. 25. Wir betrachten daher

laj<m

die partielle Differentialgleichung P(z,0)U = T in D’'(2) und suchen U zu gegebenem 7' Falls
a, € C konstant, heit P(9) LPDO mit konstanten Koeffizienten.

Lemma 14.1
Falls U = T,, u € C™(Q), so gilt: P(O)U =T <= T € C(f2) und u ist eine klassische
Losung, d.h.

v = :
x e Z aq(z 8x°‘ =T(x)
|| <m
Beweis Es ist T, : D(2) — C : ¢ +— / () dz und 0°T,, = Thay, vgl. FA, p. 26, und
daher ist
POWU =T +=> a,0°T, =T <= Ty 4,000 =T <= T € C(Q)
—
cc(Q)
und Vo : T(x) = ) aq(x)0%u(z). O

Beachte Meist steht fir 7, wieder u!
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Def.:
Es sei P(0) ein LPDO mit konstanten Koeffizienten. E € D'(R"™) heifit Fundamentallésung
(FL) von P(0) <= P(0)E = § (wobei § = §y : D(R") — C: p — ¢(0)).

Bemerkung Wenn z € C" eine Nullstelle von P ist (d.h. P(z) = 0), so ist
P(@) T — Zaa(aixl)cu . ( 0 )anezlml—l—---—l—znmn — Zaaz(lnezlml .. Z;J;n enTn —

Ozn
(> anz*)e** = P(z)e** =0, d.h. wenn F FL von P(0) = E +ce**, c€C,
sind auch FL von P(0) = FL sind nicht eindeutig aufer fir P = konstant.

Aus der FL E erhélt man oft auch eine Losung von P(O)U =T :

Satz 14.1
P(9) LPDO mit konstanten Koeffizienten, P(0)E = ¢, T € D'(R").

a) E,Ttf. = PO)(ExT)=T.
b) Wenn P(O)U =T und E,U tf. = U=Ex*T

[Bemerkung b) sagt: Es gibt hochstens eine Losung U von P(0)U = T, die mit E tf. ist und
diese kann nur E * T sein. Vorsicht: Selbst wenn E, T tf., so sind E, ExT i.A. NICHT tf. und
dann gibt es gar keine solche Losung U.

Ein schwieriger Satz von Ehrenpreis (1956) sagt: VP # 0 : VT € D'(R") : 3U € D'(R") :
P(O)U =T. Fiir Q # R™ ist das i.A. falsch.]

Beweis von Satz 14.1 Wenn S, T tf., so ist nach Satz 13.3, 3) 0%(S*T') = (0*S)«T = Sx0*T
und daher auch P(9)(S «T) = (P(9)S) * T = S * P(0)T.

a) PO)E«T)=(PO)E)*T=0xT=T

b) P(OYE*U)= (P(O)E)«U=E*«PO)U = U=ExT O
——
5 T
Satz 14.2
271'”/2
Es sei ¢ := [S"7!| = ——. Dann ist
r(z)
> loglz| + n=2 )
E(z) = . € Ll (R") eine FL von A,,. (vgl. auch FA, Ubung 24)
_(|7mz|—2)c n % 2
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Beweis z. B. fiir n # 2

b)

N
/‘E }dx—i-c /TQ"-"_ldr<oo:>E€Llloc(R").
In—2|-c —
0

|lz|<N

Fiir radialsymmetrische Funktionen gilt mit

2 _
r=|z|: A(f(|x\)> = (%—i— nr 1%)]‘(7") = fiir z # 0 ist Alz[>™ =

= (r*=")" + n—_l(r2_”)’ =2-nd-nr"+nm-1)2-n)r"=0

Essei p € D(R") = (AE)(p) = E(Ap) =

Lebesgue 1

1 n l : —n
= 2 /Aap(x) zPrdr = =2 ll{% Ap(z)|z>" dx.

R HES

Allgemein gilt fiir f Funktion, X Vektorfeld (beide C!) :

div(f - X) Za (f-X;) =Vf- X+ f-divX
— fiir 2 # 0 ist Ap - |z = div(|z[*™"- V) = V]z|*™ - Vp =

div(|z[>™™ - V) —div(e - V[z|*™") + ¢ - Alz]*™"
———

=0

1
= (AE)(p) = NCEDR: ll\r% [div(|x|2_"Vgp) —div(ep- V|x|2—n)i| de
|| >e

GTIB 1
= ———— 1[j 2-n _ . 2—n\ | X
= oo m (|2 "V — ¢ - V|z[>™) - N ds;

|x|=¢e
auf der Kugel |z| = € ist N = [Aufleneinheitsnormale von |z| > ¢ aus | = _g und

@B)9) =~ i [ (29— pr2-m Z) - (<2) astw
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a=cy 0

! 1 ‘
syt ast) (7= 2)c Hb /. (=9(ew) - ley) - 2 = m)y) - (~y) ds(y)
e (—el0) -2 =) [l dst) = (0) = &) -

lyl=1 -1
N

g

-

—C

Def.:
Ein Polynom P(x) = P(x1,23,...,2,) im R" heift harmonisches Polynom <= AP =0

Bsp. 1, z;, :L'j2 — a3, xay fiir j # k, sind harmonische Polynome.

Satz 14.3
E sei wie in Satz 14.2 und 7' € £'(R").

a) {UeS'R"); AU=T}={E«T+ P; P harm. Polynom}
b) falls zusiitzlich T € L*(R"), so ist
ExTe€ L, (R"), ExT(x) = /E(m —y)T(y)dy (x—f.1i.)
Rn

Beweis

E Sn—l s 2—n
a) «) /7‘ (:c)‘ sdr = | | / ! 3 r"ldr < oo fiir n # 2 und analog fiir
S (1 Jal) n=2-c/ (1+7)

E
n=2 — ig e L'(R") =

(1+|x\)
E(x) 3
DA R[(lﬂxl)?’ p(e)- (L lal) de] <
< [l oo ol oz

= EF e SR S Ex«T e S (R") und A(E *T) =T nach Satz 13.3.
B) Wenn U € S'(R"), AU =T = A(U—-E*T)=0|F

— —|2]*- FU-E*T)=0 = Yo e D(R"\ {0}) :

=:S
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() = 5 (~lel? =25 ) = (<lal?-8) (=25 ) =0 — s < {0)

= S= Y 0% = U—ExT=F"'S=(2n)"(FS)=

2m) " (Z cai‘o‘lxo‘)vz: P, wobei P Polynom und AP =AU — ExT) = 0.
b) gilt nach Satz 13.5. O

Bemerkungen

1) Satz 14.3 zeigt z.B., dass U aus S. 19 die Gleichung —AU = g2 16st und die einzige

Losung in 8’'(R?) bis auf harmonische Polynome ist, und daher auch die einzige Losung
ist, die in oo Null wird.

2) Satz 14.3 a) verallgemeinert den Satz von Liouville aus der Funktionentheorie (d.h.
f : C — C holomorph und beschriankt = f konstant), denn f holomorph —
Af=0 :> f Polynom in z,y; ein beschrinktes Polynom ist aber konstant.

Satz 1
Satz 14.4
V() e n
ist eine Fundamentallosung des Warmeleitungsoperators % —A,.
Beweis
N N
a) / / E(t,r) didx = / (4rt) "/2< / e lel?/(4) dx) dt =
—— Fubini-Tonelli
t=—N |z|<N >0 t=0 |z| <N
N
(d?i_—ﬁt()%/{dy) - _n/z/ ( / ool dy) #EN = Ee L)
=0 N
Iy\SQ\/

J/

~~

<f C*‘ZJP dy:q’rn/2
=

b) Fiir t # 0 ist £ C* und (9, — A,)E = 0, denn 9, (t~"/%e~""/(4)) =
— =2 /21 t n/2 \ o—r2/(4t)
e Sl
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8T(t—n/26—r2/(4t)) — T n2e—r2/at)
2t ’

1 7 >
82(t—n/2e—r2/(4t)) _ ( Z /21 4+ — t—n/2) e~ T?/(4t)
" 2 4t2

An(t—n/2e—r2/(4t)) _ (82 + n—1 &) (t~72 e—r2/(4t)) _
T

T

_ ( Zpn/2- 1+ t n/2) —7“2/(4t).
2 42

(Es gilt sogar £ € C*°(R™™\ {0}), vgl. FA p. 18, und daher muss
(O, — Ap)E = > ¢,0% sein, vgl. Satz 4.5, FA p. 28]

lal<m
n+1
aENO

c¢) Es sei x € D(R') mit x(t) = 1 fiir ¢ bei 0

—1 fiir k—o0

M B = lim (in D'R) B (T (k1))
o)
— (0~ A)E = lim (9~ An)<E- (1= x(k- t))) :

J

E-(—k-x’(;;)) nach b)

¢ € DR™) = ((8, — AE)(p) = lim [ - E-(—k-x'(kt)) dzdt

k—o0

= — lim k:/(47rt)_"/2x'(k:t) (/ eI/ ot 1) dz) dt
0

k—o00
Rn

vgl. a) o0

L lim ko "/2/ X (kt) /e_y|2g0(t,2\/¥y) dydt
~~

k—o00
s Rn
oo

S B I 2V/sy
Jim 0% (s / (k: ﬂ)dyds

0

Lobgguc _ _n/g/ ( )(p(o 0)/e—y|2 dy ds :X\(Eld(gp)

0 S——— 1

an/2

Satz 14.5
E sei wie in Satz 14.4 und T € &'(R™*1).
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a) {U e SR"™Y); (0, —A,)U =T} ={E=*T+ P; P Polynom, (9, — A,)P =0}

b) falls zusiitzlich T € L'(R"™), soist £« T € LL (R"™1),

t
|z — ¢ dr
(ExT)(t,x) = //T(T, §)exp<— d¢ — -
R At —7) (4m(t — 7)) /2
Beweis wie bei Satz 14.3. Beachte, dass it — |z]* = 0 < (t,z) = 0 € R*"1, O
Nun zur Wellengleichung:
Satz 14.6
1
a) B(t,x) = 5Y(t — |2|) € L*(R?) t
ist eine Fundamentallosung der \\1\\/\\2\\
1-dimensionalen Wellengleichung
e e 0 0
o2 0x 0 0 ’

b) Wenn T € D'(R?,) mit suppT' C {(¢,x) € R* t > 0}, sosind E,T tf. und U := E« T
ist die einzige Losung von (0} — 02)U =T mit suppU C {(t,z); t > 0}.

loc

(RY), so ist U € C'(R?) und U(t, ) // (1,€)dédr.

\x EI<t—7

c) Wenn zusitzlich T' € L]

Beweis:
a) «a) Wenn A € GL,(R) und f € L] _(R"), so ist auch fo A € L. (R") und
(F o A)6) = Traale) = [ F(An)olo)d o =

y =A-ly

= |det A7} -/f(y)ap(A_ly) dy = |det A - Ty(po A7), vgl. auch die Bemerkung
in Seite 20 unten. Daher definiert man fiir 7' € D'(R")

Def.:
ToAeD(R") mit (T oA)(p) :=|det A|7' - T(po A71).

29



Eine leichte Rechnung zeigt, dass die Kettenregel wieder gilt:

oA 5 OT |\ oo,
k=1

8xj 8$k 8.Tj
~~

=a;

o*T

6) Wenn T := Y(t) ’ Y(.I‘) =Y ® Y = Ot0x Satz E.Z, a)

—Y' @Y =6(t) ®(z) = 6;
AR R () ()= () =

xT

ToA=Y({t—x) Y(t+z)=Y(t—|z|) und

0T o A *’T o A

815 = atT o A -+ 8xT e} A, T = ((at + 8x)2T) o A,
0T o A 0’T o A

ek -0/ T oA+ 0,T o A, R ((at — 01,)2T) oA,

(02 — ) (T o A) = (40,0,T) 0 A = 46 0 A;

(60 A)(p) = |det A6 (ip(471(1)) ) = 5(0)
1/2 p(A~10) 2

— 50,4:%5 — (8?—8§)E:5ﬁirE::%ToA:%Y(t—\xD.

b) Essei 0 # v € R" und H := {z € R"; v7 -2 > 0} und K ein abg. Kegel in HU {0}.

X2

Wenn 71,75 € D'(R™) mit supp Ty C K, suppTe C H — T, T5 tf., denn wenn
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(z,y) € suppTh @ To N {(z,y) ER™; [z +y| < N} =

reK, yeH, |[r+y <N = UT~(x+y) < |v]-N
————

T T
v -T+U -
\/—/—i_\,_y/

>0 >0

— 0<vl -2 <|v|-N ( '1:>K) x beschrankt = y beschrinkt.
weil x€

Hier ist speziell v = ((1)) =—> F,T tf.; der Rest folgt aus Satz 14.1.

~~

c) Nach Satz 13.5 ist U(t,x) = //T(T,f (t—1,2— ) dédr =

Y (t—7—|z—¢])
// (7,€)dédr € C(R? ) nach Lebesgue. O
\x El<t—7
Bemerkungen

1) Im Wesentlichen macht A = (1 1

! _1) eine Drehung um 45°.

2) Wenn man in b) von Satz 14.6 T' = ¢ setzt, folgt, dass E die einzige Fundamentallésung
mit supp £ C {(t,x); t > O} ist. Operatoren, fiir die das gilt, heilen ,, hyperbolisch”
(bzgl. {(t,z) € R% ¢t >0}).

3) Aus der Kettenregel in a) «), Seite 29, folgt allgemein

P(O)(T o A) = ((PoAT)(O)T) o 4;

wenn daher To A = E, P(O)E =6, so ist
(Po AT)(O)T = 60 A1 = | det A| - 5, d.h.
|det A|7YT = | det A|7! - E o A~1 ist Fundamentallsung von (P o AT)(9).

Z.B. wenn A(t,z) = (), ¢>0 = eine Fundamentalldsung von
(Po AT)(9) = 92 — 292 st |det A| 1Ly (t — |2]) 0o A1 = LV (¢ — 1),
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-
Fir T € L. (R?*) mit suppT C
t 2 (1, 7) {(t,z);t > 0} ist U(t,x) bereits durch
/\ die Werte von T"im ,, Abhéngigkeitsgebiet*
/—\
— A(t,w) = {(7—75)7 7—207 |LIZ'—£‘ St_T}
m bestimmt.
/N
£
+y Weiters ist suppU C supp1 + supp £ =

{(t,2); 3(r,€) esupp T : |z —¢| < t—7},
d.h. die Schallwelle breitet sich mit der
Geschwindigkeit ¢ = 1 aus. Bei 0, — A,
ist hingegen A, = {(1,€); 0 < 7 < ¢t}
(s. Satz 14.5), die Warmequellen T'(7,&)
wirken ,kausal“ (d.h. 7 < t), aber mit un-
endlich grofier Geschwindigkeit. (0; — A,
ist ,,parabolisch®.)

Satz 14.7

a) F:= §(t — |z]) € D'(R},) sei definiert durch

1
47t

E(p) = /% dz (ap € D(Rim)).

Dann ist E eine Fundamentallésung der 3-dimensionalen Wellengleichung 02 — As.
b) Analog Satz 14.6 b): Wenn 7' € D'(R},) mit ...
¢) Wenn zusitzlich T € L{ _(R*), soist U = E« T € L (R*) und es gilt (¢, z)-f.ii.

loc loc

Ult,z) = / T 4 (Kirchhoff)
A |z — ¢
RS
ja—g|=t—r
(&h. r=r(&)=t—|a—¢])
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Beweis

a) «a) E:D(R?') — C ist linear und

Zr|,T eb.
47 ||
R3
SVC‘.Y(N—\x\)eLl(R-")

Also ist £ € D'(R*). [E ist sogar ein Radonma$.]

) Wir verwenden die partielle Fouriertransformation

Fo: S(R},)—S(R;,) : ¢(t,x) »—>/ ot €)d

mit (F, o Fp)o = (27)% - o(t, —x) und

F,: 8/(R§x>%8/(R§x> T ((p — T(fmap)).

[e.9]

Aus E(p) = ( ngl;rt ) dt =
t=0 |z|=t
1 (1
- E/?dtgz dt
t=0
11
folgt (FoE)(¢) = BE(Fap) = = | 7 8 (Faelt, -)) =

B0 (Fog) (el
—

ant
El sin(t|z|),

vgl. FA, p. 62

:// |;||x| (t,2) dedt, d.h. FoE =Y (1) - sinftlzl) o (RY).

Wie fiir die gewohnliche Fouriertransformation ist F, <§—E> = izx; F I
€
weiters ist
(O F:E)p) = —(FuB)(Op) = —E(F.0ip) = (OE)(Fup)

O Fzp
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sin (t]z]) '

?

= F((0] — A3)E) = (0} + |2|*) FoE = (07 + |=|*)Y(t)

|z]
sin (¢]x|)
|z

sin (¢]x|) B
|z

a9, Y (t)

=Y (t) cos(t|z]) = O7Y (¢)

= ;Y (t) cos(t|z|) = —|z|Y () sin(t|z]) + 6(t) ® 1, vgl. Ubung 4

b) folgt aus b) in S. 30.

¢) T € Li(R*) mit suppT C {(t,z) € R*; t >0},

p €EDRY) = Ulp) =T *E(p) = (T® E)(¢°) =

~ T Ewlptr + 0.6 +0) ) = [ / [ 19T g

i v(TZ\:‘\mEHJ) dn £eR3 7=0neR3

Substitution fiir festes & : { ro= S = dndr = dadt

t = 7+4+]n|
— U(yp) = /(/T(t-@-ﬂ@)%dxdt) dé
E€R3 R4
F“Em[@(t,x) (/%dg) dtdz, 7(6) =t — |z — &|. O

(Der Satz von Fubini ist anwendbar, weil der Integrand in der viertletzten Zeile in
Ll(RZTn) ist.)

Bemerkungen

1) Fiir T € L (R*) mit suppT C {(t,z); ¢t > 0} wird also (E = T')(¢,z) bestimmt durch
die Werte von T auf dem Kegelmantel

Apay ={(r,6) eRY 720, [¢ — €| =t —7}.
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Ebenso ist fiir 92 — ¢?As

A(t,x) - {(T>€)ﬂ T Z 0? |Zl§' - €| = C(t - 7—)}
(vgl. S. 31, 3)) bzw.
Aft)

_ 1 2]
§2,&3 b= Artcd 6<t a ?)
x
&1

Wir héren also T' = §( ¢y= [Donnerschlag zur Zeit 7 am Ort &] zur Zeit ¢ im Ort =, wenn
|z —&|=sund t =7+ 2 (¢~ 330[2]), und horen ihn nicht davor und nicht danach

(suppU =supp (E +T) = {(a+7’,7}+§); o= @}) Im R?tr s. S. 37.

2) Ganz allgemein erhilt man die Fundamentallésung von 92 — A,, mit Triiger in ¢ > 0

als F, 1 <Y(t)w

Abwechslung die ,,Abstiegsmethode”:

. Fiir die 2-dimensionale Wellengleichung verwenden wir zur

Satz 14.8

(t — I=)
a) BE(t,z) .= ——— € L .(R},) ist eine Fundamentallésung der 2-dimensionalen
) ( ) o \/m 1 ( t, ) g
Wellengleichung 97 — A,.
b) Analog Satz 14.6 b): Wenn 7' € D'(R},) mit ...

¢) Wenn zusitzlich T € L1OC(R3) soist U= FE=T € L] _(R?) und es gilt (¢, z)-L.ii.

Ult,z) 27T // \/t_T(T 13 d¢ d&dr (Poisson)

|z — &2
|lz—¢&|<t—T7
Beweis
1 T d
0 o [ e (] e (520)-
om 2 _ 1|2 dr =t dy
<N >0 t=0 |z|<t t =1
|z|<N
1 T 2d 1 T / d
= ( 7 dy )dt:—/tdt%/rrz
2m 1—[yf? 2m —r?
t=0 |<1 t=0 r=0

= 7 <oo = EeL.(R®.
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1
B) Essei F = —6(t — |z|) € D'(R*) wie in Satz 14.7,

A7t
T = 6tay2p @ 1y € D'(RY), d.h. T(p) = / ©(0,0,0, z3) dos,

U=Fx+xT = U(p) = (T® F)(x?) :Tﬂg(Fam(SO(T—I-U,fﬂL??)))

:Tm(/ o(r+nl,&+n) dn) = (mit \ =&, €3 = (@))
RS

4|n]

IE

217(/ “T$ﬁ+" ) ,//P4ﬂ;jig)¢MA

Fubini )\€3| [L’)
= dA dz;
47 / / |z — Aes| .

R3 —c0

-~

1.

In J, substituieren wir ¢ := |2 — Aez| = /23 + 22 + (A — 23)%; fiir X € (23,00)
l4uft ¢ in (N/x% + 23, oo) und ebenso fiir A € (—o0, 23);

. . \)\—$3| t2_$%_55%
welters 1st |—| = =
Al Vet +ad 4+ (3 — x3)? | = Aes|
t
= J,=2 M’? 2dt:>
— X7 — T3
Vi
x1+x2)
//’ ot 2) dtde = (E @ 1,,)(¢)
o 5 Vi — ] — a3
R J—

dh. U=F®1,,; wegen (0? — A3)U =T folgt

51‘/711,902 ® 113 = T'= (81‘,2 - A3)U = (81‘,2 - A3)(E ® 1353) =
= (2 -N)E)®1,, —E®9.1 = (0} —A)E =6
~—

0
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[denn ST =8S@T, T#0, T(ps) #0 =

= Yo1: (SO T)(p1(@)e2(y)) = (S T)(pi(@)e2(y)) = S=15]

(. J/ (.
~~ ~~

S(p1) T(p2) S(p1)T(p2)

b) folgt aus b) in S. 30.

¢) Nach Satz 13.5 ist U(t, z) — /// T(r, ) E(t — 7,2 — £) d¢dr. 0

Bemerkung
Y (¢t —|z|/c)
2w\ t? — |x|?/c?

A(t,x) = {(T7£) S R37 T 2> 07 |,I' - 5‘ < C(t - T)}

0? — 2, hat die Fundamentallbsung (vgl. S. 31, 3) und

Fiir 2-dimensionale Menschen wére ein [Donnerschlag zur Zeit 7 am Ort £] im Ort x mit der

Entfernung s = [z — {| horbar ab der Zeit ¢t = 7+ 2 und bliebe auch danach horbar (mit

1
abnehmender Amplitude ). Im Gegensatz zu Esa, 148 hat Esag, 147

2mc2\/(t — 7)% — s2/c2
das Kegelinnere |z| < ct als Lacuna (d.h. ist dort 0). Das gilt allgemein fiir ungerade Raum-
dimensionen > 3.

§ 15 Das Cauchyproblem fiir die Wellen- und die Wirme-
leitungsgleichung

Def.:

ots

1) Fur k € Ny sei Uk((O,oo) x R") = {u : (0,00) x R* — C Ck; lasst sich stetig

auf [0, 00) x R™ fortsetzen, j =0,1,..., k:}

2) Es seien up,u; € C(R"), f € C([0,00) x R"). Dann heiBt v € C*((0,00) x R") N

c' ((0, 00) xR™) klassische Losung des Cauchyproblems (= Anfangswertproblems)
der Wellengleichung (CPW) zu ug, uq, f <

a) Y(t,z) € (0,00) x R": (07 — A u(t,z) = f(t,z) A
ou

B) Vx € R™: 11\ngu(t,x) = ug(x), 11{% E(t,x) = uy(x).
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3) Es seien ug,u; € D'(R"), U, F € D'(R"™) mit supp U, supp F' C [0,00) x R". Dann
heifit U distributionelle Losung des CPW zu ug, uy, F <=
(02 — AU =F +0'(t) @ ug + 0(t) @ uy.

Lemma 15.1 .
Es seien ug,u; € C(R"), f € C([0,00) x R"), u € C?((0,00) x R*) N C ((0,00) x R") und

F(t, ) ::{ f(%’x) izg } U(t,x) ::{ “(%9”) izg } e L1 (R™),

Dann gilt: u klassische Losung des CPW zu ug, uy, f <= U distributionelle Lésung des CPW
Zu ug, Uy, F.

Beweis
= Fiir p € D(R™?) gilt (92 — A)U) () =

2 2
=U((0} - = ll\fil)// (07 — ,x)u(t, z) dtde
R™ ¢
partiell 0o 0o
L 1% {@gp cu|l — O] + /gp(t, x) (02 — Ap)u(t,r) dt| dz

R € f(t,z)

Lebesgue / { — 83,0(0, 2)up(z) + (0, x)ul(:c)} dz + F(p)

= (8'(t) @ up + 6(t) ® ug + F)(p) = U distributionelle Lésung.

,<="U distributionelle Lésung = (9} —A,)U = F in D’'((0, 00) x R") e (02 —Ap)u =

[ klassisch in (0,00) x R" = «) in Seite 37; wenn weiters
vj(z) == 1% P u(e, z) fiir j = 0,1, so zeigt die obige Rechnung, dass

(02 — AU = 0'(t) @ g + 6(t) @ vy + F; weil U eine distributionelle Losung des CPW
ist aber auch (9?7 — A,)U = §'(t) ® up + 0(t) ® ug + F; wenn ¢b; € D(R') mit ¢); = 1 bei
0 = Vi € D(R"):

0 = (5’ ® (vg —ug) + 0 ® (vg — ul)) (wl(t)%(x))

= (v —up)(1hg) = vy =u; — vy =1y —> u klassische Losung.
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Bemerkung
Beachte, dass ug, uy, F' durch die distributionelle Losung U des CPW nicht eindeutig gegeben
sind. Z.B. haben wug, uy, F' und 0, uq, F' + §' ® ug dieselbe distrib. Losung U.

Satz 15.1

Das CPW besitzt fiir n = 1,2, 3 genau eine distributionelle Lésung U. Diese hiingt in D' (R™*1)
stetig von ug, ui, F ab, d.h. uf — ug, u¥ — uy, F* = Fin D' = U* - U inD.

Beweis

a) Wenn F die Fundamentallésung von 97 —A,,, n = 1,2, 3 entsprechend Satz 14.6 bis 14.8
ist und 7' := F+ ' (t) @ug+ 6(t) ®uy, so sind E, T tf. (vgl. Seite 30, b); U := ExT —

supp

U C suppE +suppT C {(t,z);t > 0}, P(O)U =T = U distributionelle

Losung; U ist eindeutig nach Satz 14.1 b).

b) «)

Vorsicht: Wenn S, T, tf. und z.B. T, — 0 in D’ folgt nicht S x T}, — 0 in D'.
Z.B.sind S =1 € L*(R') € D'(R") und T}, = xppe1 € E'(RY) th und T — 0

k+1

in D'(RY) (weil Ty(p) = { p(x)dr — 0, Vi € D(RY)), aber (S« Ti)(z) =

k+1
[S(@x—y)Ti(y)dy= [ dy=1,dh. SxTp,=5=1-»0.
N’ k

1

Hier ist die Situation zunéchst dhnlich:

TF:=FF+8(t)@uf +0(t) @ub, UF = ExTF,

T:=F+0t)@uy+(t)@u, U=ExT.

Nach Voraussetzung gilt 7% — T in D’, daraus folgt nach «/) aber nicht generell
U¥ — U in D’. Wir haben hier aber einen Vorteil:

supp E C {(t,2);t > |z|} und Yk : supp T* C {(¢,x);t > 0} und daher sind

alle supp (F @ T*) N {(t,z, s,y) € REHD (1) 4 (Z)

(von k unabhingigen) Kompaktum K enthalten (vgl. Seite 30) —

Iy € D(R*™) : y = 1 in einer Umgebung von K = Vg € D(R"*)
, (vgl. S. 18)

mit supp ¢ C {(t,2); |(t, )| < N} : Uk(p) = (B« T*)(p) =

(EQT*)(p* - x) — (E@T)(p™-x) = (E*T)(p) =U(p), d.h.
Uk — U in D'(R™). O

<N } in einem festen

Bemerkung
Satz 15.1 gilt natiirlich auch fiir n > 4, aber die Bestimmung der Fundamentall6sung ist dort

miithsamer.
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Satz 15.2/3/4
Es sei n € {1,2,3},up,uy € L} (R"), F € L (R™) mit supp F' C [0,00) x R", und U sei
die distributionelle Losung des CPW (d.h. (87 — A,)U = F + () @ ug + §(t) ® uy). Dann
gilt:

9,

1 n+1
a) Ue Ly (R") 4+ — BT

L (R und U(t,z) =

% // F(r,&)dédr + % / uy(§) d€ + @ [uo(z + 1) +uglz —t)] : n=1
lo—¢|<t—T lz—¢|<t
(d’Alembert)
F(r,&) dedr

27'(" !Zt \/t—'r |£L’—€|2 277' // m
=2
(Poisson)

F(7.€) s
47r /// e —¢ 47Tt // ur(€) ds(
|lx—&|=t—7 |lx—&|=t
1 1
+ Lo, {; // un(€) (6 n=3
o=t

(Kirchhoff)

\

(Dabei ist ds das Oberflichenmaf; fiir n = 2,3 sind die letzten Terme ¢t—Ableitungen
(im D’-Sinn) von L{, ~Funktionen.)

b) Wenn

Vo mit o] <1:0°F € 60((0,00) x R), ug € C*(R), uy € C'(R) :n=1
Yo mit |a| <2:0°F € 60((0, o00) X R™), ug € C3(R"), u; € C*(R") :n = 2,3

soist u=U ‘ (0,00 eine klassische Losung des CPW.

)xR™
Beweis

a) Nach Satz 15.1ist U = E* T, wenn T'= F + §(t) @ uy + §'(t) ® up; bzgl. E * F vgl. ¢)
in den Sétzen 14.6 - 14.8. Es bleibt

Ex (6(t) @ ui 4 6'(t) @uo) = E*0(t) ® uy + O (E * 6(t) ® up)
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zu berechnen. Heuristisch setzt man einfach F(7,§) = 0(7) ® u;, 7 = 0,1, d.h. 7 =0
statt des 7—-Integrals. Exakt z.B. fiir n = 3:

¢ €DRY) = (E+0(t) ® ur)(p) = Ere(30) @ wi(m) (o(r + 0, + 1))

i T’5</@(T’£+n)m(n)dn) /(/Wul(n)dn) dé
:R/U ‘Pglf";) u(z—€)d ) g“b/</ soilf:g) U1($—§)d§) o

(1= )RS o o
L / ( [ED -9 ds<s>) da
B3 120 =
Fugini/Qp(t’x)(ﬁ / uy(x — &) ds(&)) dtdx
Rt el=t
— Ex*(6(t)@u) = ﬁ uy(z — &) ds(&) = ﬁ / uy (&) ds(§),
=t la—gl=t

wobei zuletzt &, = r—& substituiert wurde und das Ergebnis (nach Fubini) in L}

loc (R?,x)
liegt.

b) Unter den zusitzlichen Voraussetzungen ist v = eC”’ ((0,00) x R"). Z.B.:

[

U‘ (0,00) xR™

x+1

/ §) d¢ € C*(R},) fiir uy € CH(RY),

|lz—€|<t T
| [/« ‘Id—gﬂz i |//1 W d € C*(R},) fiir u; € C*(R?),
/// t‘—x\fc_—g‘ﬂﬁ /// 1—\77\ x—tﬂ) dn € T ((0, 00) x R?)
In|<1

fir °F € C" ((O, 00) x R?), |af < 2 ete.
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Daher ist u eine klassische Losung nach Lemma 15.1. U
Bei der Wérmeleitungsgleichung ist manches analog: Zu uy € C(R"), f € C([0,00) x R")
heiBt v € C2((0,00) x R™) N 60((0, o0) x R") klassische Losung
<~ «a) VY(t,x) € (0,00) x R": (0; — Ap)u(t,z) = f(t,x)

A B) YxeR™: l%u(t,x) = ug(x)

Fiir ug € D'(R"), F,U € D'(R™) mit supp U, supp F C [0, 00) x R™ heif}t
U distributionelle Losung <= (0, — A,)U = F + §(t) ® uy.

Lemma 15.2
Fiir ug, f,u wie oben und F,U dazu wie in Lemma 15.1 gilt (bzgl. 9, — A,) :

u klassische Losung <= U distributionelle Losung.
Beweis Wie bei Lemma 15.1.

Satz 15.5
E sei wie in Satz 14.4. Dann besitzt das CP der Warmeleitungsgleichung fiir uo € £'(R"™) und
F € &'(R™1) mit supp F C [0,00) x R™ die distributionelle Losung

U=Ex(F+(t)®u),
die in D'(R™") stetig von ug, F' abhiingt, falls die Triger von ug, F' beschrinkt bleiben.

Der Beweis ist analog dem von Satz 15.1.

Bemerkung Wegen supp F = [0, co) x R ist F' nun nicht mehr (wie bei der Wellengleichung)
mit allen 7" faltbar, die Tréger in [0, co) xR™ haben. Daher wird ug, F' € £ vorausgesetzt und es
geht auch die Eindeutigkeit verloren, die nur mehr unter zusétzlichen Wachstumsbedingungen
gilt.

Satz 15.6
Wenn ug, F,U wie in Satz 15.5 sind und zusétzlich ug, F' integrierbar sind, so ist
Ue Ll (R"1) und

loc
o= frim (L)

n —l—% /uo(g)exp <_|x ;t§|2> d¢.

R
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Der Beweis ist wie bei Satz 15.2/3/4.

Bemerkung De facto liasst sich das CP der Wirmeleitungsgleichung unter viel allgemeineren
Bedingungen 16sen. Man erhélt z.B. fiir lokalintegrable ug, F' mit hochstens exp. Wachsum
durch die obige Formel die eindeutige Losung mit hochstens exp. Wachstum (bzgl. x). Dafiir
brauchten wir zusétzliche distributionentheoretische Hilfsmittel (allg. Faltung, parameter-
abhéngige Distributionen etc.).

Wiederholung (vgl. FA, S. 38) m € N;

i) 0+# Q C R" offen und beschrinkt.

QEC™ =4 i) Vao€09:3p: W — V mit V, W C R" offen,
g € W, o C™, ¢ bijektiv, o=t C™, (W NQ)={zeV;r, <0}

© tx

o gy

1

Qb

§ 16 Das 1. und 2. Randwertproblem fiir A,

Motivation

Wenn eine am Rand von Q € C! eingespannte Membran schwingt, so gilt
(02 — 2A,)u =0 (wobei n =2) und Vt € R : Vo € 9Q : u(t,z) = 0.

Der Separationsansatz u(t,z) = T'(t) - X (z) liefert

T-X—7T-AX =0, = K, T(t) = Cycos M + Cysin Xt fiir K = —\* <0

NN

(K > 0 ist physikalisch unsinnig, kann aber auch rein mathematisch ausgeschlossen werden),

1\ 2
K- X—c2A,X =0,dh. A, X+ <—) X = 0. Die Frequenzen \ sind also bestimmt durch die
c
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A\ 2
Eigenwerte <—> des Operators A = —A,,. [Genauer ist A die , Friedrichsche Erweiterung*
c

von D(Q) — L2(Q) = H : f — —A, f. Esist D(A) = W(Q)NW3(Q), A € Lsa(H), A hat
reines Punktspektrum (d.h. oes(A) = 0), vgl. Triebel Sitze 29.1, 43.1.] Dazu benotigt man
ziemlich viel Spektraltheorie. Wir betrachten stattdessen die einfacheren statischen Probleme,
wofiir die Fredholmsche Theorie ausreicht. Weiters setzen wir n > 3 voraus, fiir n = 2 sind

technische Anderungen notig, weil £ = - In |z| in oo nicht 0 wird.
T

Def.:
Es seien n >3, R" D Q € C!, g: 00 — R stetig, N, = Einheitsnormale in x € 9Q von
nach auflen.

Problem Name Abk.
u € C(Q)NC%HN), Inneres Dirichletproblem bzw.
A,u=0in Q, u} o0 =3 inneres 1. Randwertproblem IDP
ue CR"\ Q) NC*R™\ Q), AuBeres Dirichletproblem bzw.
Apu=0in R*\ Q, u‘ o0 =9 auBeres 1. Randwertproblem ADP
| l|im u(z) =0

u e CQ)NC%HQ), Ayu=0in Q, Inneres Neumannproblem bzw.

Vo € 9Q : dbu(z) := li{% NI Vu(z —eN,) inneres 2. Randwertproblem INP
= g(z) gleichméfig bzgl. x € 09

u € C(R"\ Q)NC*R"\ Q), AuBeres Neumannproblem bzw.
Apu=0in R"\ Q, ‘ l‘im u(x) =0, aufleres 2. Randwertproblem ANP
Vo € 0Q: 0%u(x) = li{% NI-Vu(z+eN,) = g(z)

Bemerkung Beim INP und ANP wird also die Steigung von u am Rand vorgegeben.

Satz 16.1 B
Qe C_'2 zusammenhingend, u : Q — R stetig und C? in Q, A,u = 0 in Q, u nicht konstant,
xo € Q mit u(zg) = maxu(z) (bzw. u(zg) = minu(z)). Dann gilt:
z€Q z€Q
a) xg € 00 (,Maximum-Prinzip“)
b) (Hopf) Falls 9\ u(xy) = l{rg)NT - Vu(zg — eN,,) existiert, so ist d'u(zy) > 0 (bzw.

Ol u(zo) < 0).
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Beweis

a) Zunéchst sei 0 < Ry < Ry < 00, V := {:E eER™ Ry, < |z| < Rl} und
g(z) == e —e o’ it 72 = [z)2 und @ > 0 = g(x) = O fiir |[#| = R, und
d.qg = —2are™", 029 = (—2a + 40427"2)e_°”"2

—1
= A9 = (83 + [ &)g = (—2a + 4a*r? — 2a(n — 1))e_°”2
r

= 20(—n+2ar?)e ™ > 0in V fiir a > o

SR2
Weiters ist fir |z| = Ry :
. xT LUT ,
Big="Vg(z) = =(0,9)(R) - Vr(z) = (8,9)(Ry) = —2aR;e % < 0.
Rl Rl N—_—

x/R1

3) Es sei nun u : V — R stetig, u C* in V, Au=01inV, |y| = Ry,
Vo e V\{y}:u(z) <uly), & u(y) existiere. Wir zeigen, dass dann 9’ u(y) > 0.

Beweis: Es sei a > 2LR2 und § > 0 sodass u(y) > |Ir|la1§ (u(z) + dg(z)).
2 z|=Ry

Fiir die Funktion v := u+ 4§ - ¢ gilt Av > 0in V' = v hat in V kein Maximum (da
2
sonst dxr € V mit Vu(z) =0, Vj: 0 U(l’) <0 = Av(z)<0}%)

da?
j
—> maxv(z) = max{ max v(z), max v(z) } = v(y)
zeV |z|=R1i~~~ |z|=R2
u(z)<v(y) <u(y)=v(y)
— mit N := = gilt
Ry
1 1 1
VkE>K:0<wv(y)—wv y—EN :EN Vou(y —epN), 0 < e < %
— Jlo(y) = lim NT - Vu(y —eN) >0
= k'—>oo .
= Jyu(y) +6-9,9(y) = OLuly) > 0. O
———r

<0

v) Beweis von a): Annahme: zy € ).
a = u(xg); w nicht konstant = A :=u"'(a) 5

Q) zusammenhéngend = AU (Q\A) #Q
~ e —
& co
(weil zgeA)

— 5, € Q\ (AUQ\A) = 5, €QNIA = u(n) =a;
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essei {z €R™ |z —a1| < R} CQ; 21 € 0A
= Jxy mit |x — 29| < 5 cu(xe) < a; es sel
R
R :=sup{t; Vo mit [z — 25| < t:u(z) <a} < 5 und

y mit [y — x| = R/, u(y) = a.
Wenn M = T2 1Y

als Nullpunkt genommen wird (d.h.

1 g
betrachte tpen(z) 1= u(M + x) statt u), Ry := iR, und ’

0 < Ry < Ry, so sind die Voraussetzungen von [3) erfiillt )
(denn Vz # y mit |z — M| < Ry ist u(z) < u(y) = a)
und daher ist (y — z2) - Vu(y) >0 R

— u(y+e(y—a2)) > u(y) = a = maxu(x) fiir kleines
€
e>0 = 4

d) Beweis von b): Nach a) ist zy € 052.

Fiir kleines Ry > 0 ist

U= {x € R"; }x — (o — Rleo)} < Rl} C ) weil

QeC? und U C QU {x0}.

[In einem geeigneten affin-linearen Koordinatensys-

tem ist U durch (21 +¢)*+[2|? < 2 gegeben und (2

lokal durch z; < f(2), f(0) =0, Vf(0) =0, f C%

/2

_

2e

relU = r < —e+y/e2—|2]2 <
f(2') fiir 0 < e klein.

Auf V = {x €R™ Ry < |z — (z0 — RiN,,)| < Rl} kann (nach Verschiebung) () mit
y = o angewendet werden, daz € V \ {zo} = 2z €Q = u(x) < u(wo).

Also ist 0% u(zg) > 0.

¢) Die Aussagen iiber minu(x) erhdlt man durch Betrachtung von —u an Stelle von u. [
€0

Satz 16.2 B
Q € C?, Q zusammenhingend, R" \ Q zusammenhiingend.

a) IDP, ADP, ANP besitzen hichstens eine Losung.

b) INP ist nur losbar, falls /g(y) ds(y) = 0; falls w INP 16st, so ist u + ¢, ¢ € R, die

o9
allgemeine Losung.
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Beweis

a) Wenn uy, us 2 Losungen sind, so ist u; — ug eine Losung zu g = 0. Es geniigt also u = 0
zu zeigen, wenn g = 0.

«) IDP: Nach Satz 16.1 a) ist max u(z) = max g(z) = 0 und
e €00

minu(x) = min g(z) =0 = u = 0.
zeQ €I

3) ADP, ANP: Wenn Q C {z € R"; |z| < R} =
Ur = (R"\ Q)N {z € R |z| < R} ist zusammenhingend.
[Beweis: 3e > 0: Q C {z € R"; |z| < R — 2¢}; R"\ Q zusammenhéngend, offen
= R"\ Q wegzusammenhéngend
= Va,y € Ug: Fy:[0,1] — R™\ Q stetig mit y(0) =z, (1) = y;

(1) s @] <e
= , , R— — ~(t) =
[y (1)]
ist ein Weg in Up von x nach y.|
Nach Satz 16.1 a) und b) ist dann 5
maxu(x) = max u(zr)— 0 fiir R — oo

2€UR |z|=RvzedQ

Q
und analog fiir das Minimum =— u = 0. ,

a) Wir betrachten zuerst den Spezialfall, dass u eine Losung von INP ist, die C? in
eine Umgebung von (2 fortsetzbar ist. Dann ist

b) INP:

/ 9(y) ds(y) = / N] - Vu(y)ds(y) = / Au(z)dz = 0.
0N

Gauf
o0 Q

) Im allgemeinen Fall approximieren wir €2 durch die C'-Gebiete €2, von innen, wobei
00 ={x —eN,; €00}, € >0, € <ey. Dann ist nach «)

0= [ NI Vu(z)ds(z) = Ol u(r) ds(x).
~ o0

00
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v) Wenn u,v 2 Losungen zu g sind und w = u — v nicht konstant wire und w(y)

maxw(z) == y €0 0<du(y)=July)-dwy) 4 O
xEQ Satz 16. —— =
9(y) 9(y)
Def.: o
n>3 QCR"C? h:00 — R stetig, F := —(||72), ¢ = |S"1| wie in Seite 24. Dann
n—2)c

heiflen
Pi(h) = [ E(x —y)h(y) ds(y)
0 .
P2(h) = f NyT . vyE([L’ _ y) 5 h(y) dS(y) Potentiale der
0
einfachen d/0y
d It Schicht zur Dichte h (mit V, := : ).
oppelten
9/ yn
Bemerkungen:

1) Pi(h) sind also Funktionen von z. In x € R™ \ 09 sind P;i(h) C*, A,P;(h) = 0, und
|l|im Pi(h)(x) = 0 (Lebesgue).

2) Py(h) ist ein schwach singulérer Integraloperator auf L?(9€2) nach Seite 12 (a =n—2 <
n —1). Fiir Py(h) wird das in Lemma 16.1 gezeigt.

1
3) Im R? ist —F = Tl das (Coulomb-)Potential einer Einheitsladung in 0 und —P; (h)
|z

daher das Potential der mit Ladungsdichte h belegten Fliche 0f2. Mathematisch ist
Pi(h) = Ex (h-0gq), wenn (h - dgq)(0)) = /h(x)¢(x) ds(x), 1 € D(R™) (vgl. Seite 19)

o0
— A.Pi(h) = h- .

B — N,)) — E(z —
Ebenso ist =N -V, E(x —y) = — lin(1] (z—(y+e 634)) (z—y)
eN, , +(1)

£

y

Dipols / , €\, 0, und —P5(h) das Potential einer Dipolbelegung mit der
v =)

Dichte h auf 0.

Die néchsten 4 Lemmata werden oft als Sprungrelationen bezeichnet.

das Potential des

Lemma 16.1
JA € C(0Q x 09) : YV € 90 :

/Ix— ) ds(y).
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Speziell: P; ist ein schwach singulédrer Integraloperator auf 0.

Beweis .

VE:—(n_2)C-(2—n)-\x| "WVlx| = T

VyE(r—y) = —(VE)(z —y) =

pogw = [ ) as)
o0 e

Es sei 09 lokal durch f(z) =0, f C?, mit N, = L(y) gegeben —

IV (y)]
NT (o = O @ =) O+ VW) @y @]
N =l = ) Vi) =Gl
0 : z=y
fir 7,y € 90 = A(z,y):=¢ N, -(x—y) ist stetig auf 9Q x 99,
“de—gpr 7Y
Az, y)
K(z,y) = m 0

Lemma 16.2 P;(h) ist stetig auf R™.

Beweis
Wir miissen noch zeigen, dass P;(h) in zg € OS2 stetig ist (vgl. Bemerkung 1 in Seite 48).

1 1
— )¢ |Pi(h)(z) — Pi(h < 1Al - - d
(n—2)c- [Pu(h)(x) — Pi(h)(zo)| < ||l / PR T A P T s(y)
o0
ds(y) / ds(y) / 1 1
< 1Al / — Nt - ds(y
”"[ oyl 70— ] =g Jeo =y W)
yeoQ yeo yeoQ

ly—zo|<R Py \gfwo\SR D ly—zg|>R P

I I, I

I; und I, werden beliebig klein, wenn R klein genug ist, denn in einer Karte ¢ : W — V
wie in Seite 43 mit p(x¢) =0, p(z) = (Z), oly) = (2), &,ne R gilt

dny ... dnn
n—2
Inl<e }ap(x) B (2)‘

‘<p(:c)—g0(y)‘§6’|m—y\ = Ve>0:3d4R>0:1 < ()
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dn du
<o, [ <o / oy e
77|fS€ € — |2 A |ul*
uebﬁkﬁfl

Andererseits wird I3 fiir festes R beliebig klein, wenn |z — 2| < 6, 0 < § < R, § klein genug.

U
Lemma 16.3
Fiir Ty € 01 gllt
ZILI% Py(h)(z) = Ps(h)(zo) + 5 k() und
e
lim Py(h)(z) = Pa(h)(wo) — 5 (o).
zERM\Q
Beweis
a) Zunéchst sei h = 1.
Wenn z € Qund ¢ > 0mit K. :={y; [z —y|<e} CQ und Q. :=Q\ K.
— P)@) = [ NIV, pds)— [ NV, E@ - y) dsty
— ——
00 0K 1"
vgl. S. 49
I
2T T —2
dy — — ds(z)
PR
ds(z) =1, d.h. Py(h)(z) =1
Fiir 7 € R* \ Q ist Py(h)(2) = / NT -V, E(x —y)ds(y) = / A E(z — y)dy = 0.
o9
Fir oo € 09 ist hingegen Py(h)(zg) = li{% T
(OQ)\ K< Gaufl
1
— i T. — — |5
[NV, B - pdst) <l [ ds(e)
(OKe)NG f(r‘g‘+:z€)>0
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Lebesgue

1
— lim- d ‘ esml v >0 ‘
(z=eu) 81{41/(1) C / S(U) { f(x()) Y }
f(ccgi?ul)>0

wenn €2 bei xg durch f(z) > 0 gegeben ist. Daher gilt

. 1

lm - Py(h)(x) = Py(h) (o) £ h(xo) .

B = El,_/ 2 "~
“fafla} =(3) :

b) Fiir allgemeines h € C(9Q) sei h(z) := h(z

1

) — h(x). Wenn wir zeigen, dass Py(h) in z
Py(h)(o) + h(zo)

stetig ist, folgt lim Py(h)(x)
””;;éo ——

=Pa(h)(z)+h(zo) P2(1)(x)
=1

1 1 1
= Py(h)(xo) + 5 h(zo) + §h(x0) = Py(h)(xo) + §h(x0) und &hnlich fiir x — zy,
<~
o =Ps(1)(z0)
x e R™\ QL

¢) h(zg) =0 = Ve>0: IR>0: ‘ﬁ(y)‘gefalls ly — xo| < R;

R
fir |z — x| < 3 gilt also

| P3(h) (z) — Pa(h) (o

1 T—y To—Y )~
= - NT-< — h(y)ds
Caé v \Tyr T T =y )W) B50)

NT \r — NT A —
< . / —‘ v ny)‘ ds(y)+E / ‘ v (@0 ny)‘ ds(y)+
¢ |z —y] c o — ¥
y€09, yeoN
\y zo|<R | ly—zo|<R

-~

T (z—
< eé ) PE =it
Yy

1 NT . (x — NT.
+- / v ooy N ‘ [h(y)| ds(y)
c |z —y|" |xo—y|"
yeoN ~~
ly—zg|>R <e fir [z—xg|<5

und |[y—zg|>R

Es geniigt daher zu zeigen, dass I beschrankt ist.

d) Klarerweise ist I fiir d(z, 0€2) > ¢ > 0 beschrankt.
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Nach Verschiebung und Drehung ist 92 lokal Yn
gegeben durch v, = g(y1, ..., Yn_1),
—_——

/

Y

Y| <R, g€ C? ¢(0)=0, Vg(0) =0,

A
N=(7)/VIHIVaP, 2= (), { ’

lz—y| > |z[ =[], |z —y| > ||

Vo0 (L)
(IA+Ty)"

fiir y € 02 und daher geniigt es, J := / dy’ unabhingig von

ly'|I<R
A abzuschétzen.

1 d
y=\u—= J<— / })\—g()\u)%—)\uT-Vg()\u)‘-iun

A . - (1+[ul)

\Z\ESRJZQ\ <IAHC 22|l
d
< / 7un+C’|)\| / Ju[*" du < C. O
(1+ [ul)
Rr—1 lul<R/|N|
‘S"fa-ﬁ

Y
Bemerkung Da h gleichméBig stetig auf 02 ist, konvergieren die Limites in Lemma 16.3

gleichméBig bzgl. xq € 09.

Lemma 16.4
Fiir Ty € o1} gllt

0% Py(h) ) =~ ha) + [ )N, - (VE)(zo — ) ds(y)

und
1
8Py (an) = 5 h(zo) + [ h)NE, - (VE)zo — 1) ds(y).
80
Bemerkung P, hat auf L?(9Q) den Kern K (z,y) = N - V,E(x —y) = =N} - (VE)(z — y).
Der obige Integraloperator hat den Kern NI - (VE)(z —y) = —NI' - (VE)(y — z) = K(y, x),
d.h. er ist der adjungierte Operator zu Ps.
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Beweis

a) Fir N € R” und z € R™ \ 012 ist (nach Lebesgue)

NT VP (h)(x) = / h(y)NT -V, E(x — y) ds(y).
o0
Fiir xg € 0 und N = N,, und ¢ # 0 ist daher

N:z; . VPl(h)(xo + 5Nx0) + Pg(h)(ilf(] + 5Nm0) =

/ By (Nay — N,)T - (VE) (0 + Ns, — y) ds(y) = I(20,).

o9
Wenn wir zeigen, dass [ : 92 X [—¢1,e1] — R stetig ist (fiir kleines £, > 0), so folgt

8 Py (h) (z) = E{% NI -V Pi(h)(xo F eNgy) = I(20,0) — l{% Po(h)(zo F eNay) L.16.3

[y = N (VB - pdst) = [ Paban) )] -
o0 —8{2 h(y)Ny - (VE)(zo—y) ds(y)

[ HINE (VB ) dsty) F 5 o)
o0

b) Fiir zg,y € 09, x = xo + N, und |e| klein ist

x
| Ny — Ny| < Clag —y| < Chlz — vy
und daher Y
T C2 ZTo
|(Noy = N)T(VE)(z —y)| < ———— .
|z =y
Das liefert Vn > 0:30 > 0:
1@0,8)~ o) < Il |C2 [ L Vs
et J = T

\yEwO\SR

+ |(Noy = Ny)T - (VE)(z — y) — (N3, — N,))" (VE)(Z — y)\dS(y)] <,
yeoN
ly—zg|>R
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R
wenn & = T+ ENg,, |vo— To| <6, [e—E&| << 3 (vgl. Seite 49). O

Bemerkung Wieder konvergieren 0Py (h) (o) = li{% NL -V Pi(h)(xg F eNy,) gleichméBig
bzgl. xy € 00, da 9 X [—e1, ] kompakt und daher I gleichméfig stetig ist.

Satz 16.3

Es sei n > 3, R® D Q € C? zusammenhingend, R" \ Q zusammenhiingend, g : 0Q — R
stetig. Dann gilt:

IDP bzw. ANP besitzen jeweils genau eine Losung u bzw. . Diese konnen als Potentiale der

doppelten bzw. einfachen Schicht dargestellt werden.

Beweis

a)

Nach Satz 16.2 brauchen wir nur die Existenz der Losungen zeigen. Fiir die Losun-
u IDP o ) u = By(h) | .
gen { i } von { ANP } machen wir die Ansétze { i = P (ﬁ) mit unbekannten

h,h € C(09). Nach Lemma 16.1 ist K = P, : L*(0Q) — L?(dQ) kompakt und K*

o : u IDP .
tritt in Lemma 16.4 auf. Damit { i ANP } 16sen, muss Vg € 0€2 gelten
T _ 1
olan) = limule) 5 KO+ )
o) = dule) = K (R)ro) + 3 h(ao),
dh.g = (K+iDh = (K*+1iD)h

Nach der Fredholmschen Alternative sind diese beiden Gleichungen Vg € L*(99) (ein-
deutig) losbar <= —1 ¢ o(K) (beachte o(K*) = {%; z € 0(K)}). Das zeigen wir in
b).

Nach Satz 12.7 sind die Losungen h, hedC (082) und, weil K, K* reellwertig sind, ist
auch g =g = (K + % I)h =—> h = h etc., d.h. h, h reellwertig.

b) Annahme —3 € o(K*), d.h. 30 # h € L*(99Q) : K*h = —5 h. oEdA sei h reellwertig.
Dann ist h € C(02) (Satz 12.7) und v := P;(h) 16st ANP mit Randwert 0 A 0
in R"\ Q; nach Lemma 16.2 ist v stetig in R = Va, € 9Q : zlgg) v(r) =0 =

e
= v lost IDP mit Randwert 0 = v = 0 in R" = Vzg € 9Q : h(zg) =
' Satz 16.2 L. 16.4
0% (xg) — OLv(xg) =0 ¢4 O
Satz 16.4

2, g seien wie in Satz 16.3. Dann gilt: ADP besitzt genau eine Losung; INP besitzt eine (bis
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auf Konstante eindeutige) Losung <= / g(y) ds(y) = 0. Diese Losungen konnen jeweils als

o0

[a - |x — 21)> " + Potentiale der doppelten Schicht (a € R,z; € )] bzw. als Potentiale der
einfachen Schicht dargestellt werden.

Beweis

a)

Fiir die Losung @ von INP machen wir den Ansatz @ = Py(h) mit unbekanntem & e
C(09). Damit @ INP 16st, muss Vzy € 0

g(xo) = 0, u(x) - K*(h)(x) — %7}(3:0) gelten, d.h. g = (K* — %I)iz (mit K = Py :

L*(092) — Lz((‘?Q) wie vorher). In b) zeigen wir, dass ker(K — 1 1) = C- 1. Nach der
Fredholmschen Alternative ist daher
g=(K* - %I)iz losbar <= g L ker(K —11) =C-1, d.h. /g(y) ds(y) = 0.

09
Wie oben ist dann & € C(99) und g = Reg = (K* — 1 I)Reh, d.h. @ = Pi(Reh) 16st
INP.

Nach Seite 51 ist (1) =1, dh. C-1C ker(K — 1 1).
Annahme dim ker (K — % ]) > 1.

Nach Satz 11.3 ist dann auch dimker(K* — %]) > 1, d.h. E'ill,ilg € ker(K* — %I)
(oEdA) reellwertig und linear unabhéngig ST hi,hy € C(0Q) = @; == Py(h)

16sen INP mit Randwert 0 — sind konstant; es seien (A;, A\y) € R?\ {0} und

Satz 16.2b) ul‘ﬂ
vV 1= MUy + Aoly mit U‘Q = 0; nach Lemma 16.2 ist v = P;(A1h + A\2h) stetig in R™;
Av =01in R"\ 99, v(z) — 0 fiir || — c0o = v 16st ADP mit Randwert 0 —

Satz 16.2
v=0 = Vg € 0Q : (Mhy + Aaha)(x) = 0% (z0) — O v(xg) =0 = hy, hy linear
abhéngig. 4

Nun zu ADP. Nach Verschiebung kénnen wir oEdA 0 € 2 annehmen. Fiir h : 02 — R

stetig setzen wir P3(h) := Py(h) + /h(y) ds(y) fiir x € R™\ Q. Dann ist wieder
o0

A,P3(h) =0in R"\ Q und P3(h)(x) — 0 fiir |z| — oo.

Wir machen den Ansatz u = Ps(h) mit unbekanntem h € L*(9S2). Damit u ADP 16st,

muss h € C(02) sein und

‘x|n—2

Vo € 00 gloo) = Jim ula) =~ hlan) + K(0)an) + g [ hw)ds(w),

TERM\Q | 50
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dh. (K — 31)h = g, wobei K; : L*(0Q) — L*(09) mit Kern Ki(z,y) = |z[* ™" +

K(z,y). In d) zeigen wir, dass 1 ¢ o(K;). Nach Fredholm ist dann (K; — $1)h =g

(eindeutig) 1osbar und wie bisher h € C'(092) und reellwertig, d.h. u = P3(h) 16st ADP.
d) Annahme § € o(K;), d.h. 30 # h € L*(9Q) : Kih = L h.

Dann ist h € C(092) (Satz 12.7) und v := Ps(h) 16st ADP mit Randwert 0 A 0

in R*\ 0, d.h.

Vz e R"\ Q: /h(y) [1+ [z|" 2 Ng VyE(z —y)] ds(y) = 0.

o0

Wegen |z["?N) -V ,E(x—y) = =N, - i — 0 gleichméBig fiir y € 92 wenn

|z| — oo folgt dann

/ h(y) ds(y) 20 = K(h) = K () =
o0

~)
Bemerkung Im Allgemeinen miissen die Integralgleichungen (K ((f)) + % 1 ) h = g numerisch

gelost werden und ist u = Pyo3( k). Im Fall einer Kugel ldsst sich die Berechnung von h
umgehen:

Satz 16.5
Es seien o > 0, n >3, Q= {z € R" [z| < o}, c=[S"!], g:9Q = pS"! — R stetig.
Dann ist

g(x) = |z|=0

2 2
u(z) CQ| | / |x9£y?j|n ds(y) : |z| <o (Poissonsches Integral)

QSnfl
die (eindeutig bestimmte) Losung von IDP.

Beweis
Auf pS"!ist N, = Y — k= Py: L?(pS" ') — L*(9S™') hat den Kern
0

y" - (x—y)

1
— . . Andererseits hat
o clr—yl

K(x,y):NyT-VyE(x—y):—

__ Ty
clz—y[™

K =P : L*(pS"™") — L*(0S™") den Kern K(z,y) = E(z —y) =
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|z —y? —20* + 2y -z 297 (z —y) 20

- _ — = =— K(x,y), d.h.
==y i-Dee g - Dr =y -2 Y

- 2 -2

K = ——92 K. Daher erfiillt u := 2P(g) + z Py(g) fiir xp € oS™! -
n J—
. n—2
{Lefgo u(z) L To/s g(xg) + 2P5(g) (o) + e Pyi(g) (o)
n—2 -~

— g(zo) + (2K+ .

K) (9)(w0) = gla0),

0
d.h. v ist die Losung von IDP.

Schlielich ist fiir |z| < o :

u(@) = 2Py(g)(x) +

QS”71
1
= = [ gl - o oo - P 2 as)
oSn—1 0?—|z[2 0
Bemerkungen

1) Die Poissonsche Formel gilt auch fir n = 2; der Beweis wird analog gefiihrt, indem
1
u=2P(g9) — — / g(y) ds(y) gesetzt wird.
2o
lyl=e

2) Aus Satz 16.5 folgt insbesondere die Mittelwerteigenschaft von harmonischen Funk-
tionen:

0>0, {z €R™; |z —xo| <0} CU CR" offen,
1
veC*U), Ayw=0 = v(xg) = oS / v(x)ds(x)

|z—x0|=0

[Beweis: Setze u(x) = v(zy + x) und verwende Satz 16.5 mit z = 0, [0S !| = ¢ "]
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Durch Integration nach o folgt

v(o) = / U(x)dx/ / dz.

|z—z0|<p0 |x—x0|<0

Das wiederum liefert das Maximumprinzip (Satz 16.1 a).

3) Als letztes fiihren wir das inhomogene Randwertproblem auf das homogene zuriick. Die
Idee ist ganz einfach: Wenn z.B.

Au = fin €, u‘m =g (inhom. IDP)

so nehme eine Funktion w mit Aw = f in Q (z.B. w = (fxq) * £), l6se Av = 0 in
Q, U‘aﬂ =g— w‘m, und setze u = w + v.

Lemma 16.5 .
n >3, Q C R" C? zusammenhiingend, f € C () (vgl. Definition in FA, Seite 10), E wie in
Satz 14.2,

z) : €N
F(x):z{f() - } w=ExF = /E(x—y)f(y)dyELlloc(RZ)-

: S. 135
0 : x&Q J
Dann gilt
we Q) NC(Q), Aw = f in Q.
Beweis
1
a) K(z,y)=FE(x—y)=— ist schwach singuldr in Q, f € L*(Q2
) Kla) = B =) = gy ©
— we C(Q)
(Seite 11, Beweis b))
ow  OF
b) In D'(R") gilt — = — x F;
) In D'( )1axl o0 *
OF 1 1 E
o T ¢ ||t ‘% = |:)3‘1n € L} (R") und pre (r — y) schwach singulér

(vgl. Ub. 6¢)

. oy <, 0w OF B OF
— WD) st = S F | = / T (o = () dy € T(e)
Q

= wE UI(Q) [denn betrachte f = w - x € K(2), g:= 0;f in D'(Q)

— gEIC(Q)(FAS% Jo o (9(fh)—gh—>g( fGCI( ), Oif =g

gilt klassisch.
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)zeq, K.={yeQ; [z—y|<e} =

ow _ OE(x —y)
81‘1 t Leb;gue N ll\r‘% ayl f(y) dy Ga_uB
Q\ K. ~ -

E(z—y)f(y)
divy ( 0 ) —B(z—y) 2L (y)

Y1

. / E(z — )f(y)N ds(y) — lim / B(r— ) f(0) " ds(y) +

e\0 e
o0 |z—y|=e )
® ‘I,—>O
N0
of
i / B -9 () ay =
lim (v =v)3, Wy
O\K.
1 of
=— | E(x—y)f(y)N,ds(y)+ [ E(z — y)a—yl(y) dy
o0 . Q |
€Co () (Lebesgue) eél(Q)vnach b)
wobei ® gilt, weil mit © — y = cw
1 n—1
I = —W'f(l'—g(U)'w:['g ds(w)—>0
§n—1
d) Aw=Fin D'(R") = Aw = fin Q, vgl. Lemma 14.1. O

Satz 16.6
R™ D Q € C? zusammenhingend, R™ \ Q zusammenhiingend, g : 9Q — R stetig, f € 61(9)
reellwertig. Dann gilt:

a) IDP fiir A,u = f besitzt genau eine Losung u;

b) INP fiir A,u = f ist losbar <= /f(y) dy = /g(y) ds(y) und die Losung ist dann
0

o9
eindeutig bis auf Konstante.

Beweis w sei wie in Lemma 16.5 durch f bestimmt.

a) Nach Satz 16.3 Jv € C(Q2) N C%(Q) mit A,v =0 in Q, v‘m =g—w|,, Firu=w+v
gilt dann A,u = f in €2, u‘aﬂ = ¢; u ist eindeutig nach Satz 16.2.
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b) «) Wie in Seite 47 approximieren wir 2 durch €. und gilt daher fiir eine Losung v :

e\0 Gaufl e\,0
0N 00

/g(y) ds(y) =lim [ NI'Vu(z)ds(z) = lim [ Au(z dx—/f
Qe f(x

Nach Satz 16.2 ist u eindeutig bis auf Konstante.

() Existenz von u

w(zr) = /E(a? —y)f(y)dy = (siehe Lemma 16.5, Beweis b))

Q

Vo € 002 : OLw /NT (VE)(x—y)f(y)dy =

=j /%w@wk@%:/AE~(/W@wx—wﬂwdgdww
Fufim/f(y) (/NSDT\(VE)(CC—W ds(x)) dy = /f(y) dy

Y wBy-a ’
——

va(?/ - JJ)
Py(1)(y)=1 (vgl. Seite 50).

Wenn also/f dy—/ () ds(y), so ist/(g(x)—aiw(x)) ds(z) =0 = v

Satz 16.4

mit Av = O in 2 und 8’@ =g— 0w auf 89 — u = w + v ist Losung des
inhomogenen INP. U

60



