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Übersicht:

Partielle Differentialgleichungen sind Differentialgleichungen für Funktionen in mehreren Va-
riablen. Die Methoden unterscheiden sich etwas bei linearen bzw. nichtlinearen partiellen
Differentialgleichungen. Wir beschränken uns auf erstere. Die drei prototypischen linearen
partiellen Differentialgleichungen sind:

a) Laplacegleichung: ∆nf = g (
”
elliptisch“)

b) Wellengleichung:

(
∂2

∂t2
− ∆n

)

f = g (
”
hyperbolisch“)

c) Wärmeleitungsgleichung:

(
∂

∂t
− ∆n

)

f = g (
”
parabolisch“)

Nach einem pädagogischen Einführungsteil (Fourier-Analysis und partielle Differentialglei-
chungen, siehe http://techmath.uibk.ac.at/wagner/lehre/) werden, in Fortsetzung der Vor-
lesung Funktionalanalysis (FA) WS 2004/05, weitere Teile des Buches H. Triebel: Höhere
Analysis durchstudiert.

§ 5 Sobolevräume

(vgl. Skriptum
’
Funktionalanalysis‘, § 5, p. 30)

Def.: Es sei ∅ 6= Ω ⊂ Rn offen, 1 ≤ p <∞, k ∈ N. Es sei

1) C
∞

(Ω) :=
{
f ∈ C∞(Ω); ∀α ∈ Nn

0 : ∂αf lässt sich stetig auf Ω fortsetzen und ∃N ∈ N :
∀x ∈ Ω mit |x| ≥ N : f(x) = 0

}
;

2) W k
p (Ω) := Abschluss von C

∞
(Ω) in W p,k(Ω).

Bemerkungen

1) W k
p (Ω) ist wieder ein Banachraum mit ‖f‖W p,k =

(
∑

|α|≤k

‖∂αf‖pLp(Ω)

)1/p

, vgl. FA, p. 30

und Übung 1 zu FA.

2) Nach FA, Satz 5.2, p. 30, ist D(Rn) ⊂ W p,k(Rn) dicht und daher auch W k
p (Rn) =

W p,k(Rn). Allgemein gilt W k
p (Ω) = W p,k(Ω), wenn ∂Ω genügend glatt ist (o.B.). D(Ω)

ist aber im Allgemeinen nicht dicht in W k
p (Ω), vgl. Satz 5.4.
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Lemma 5.1
Es sei 1 ≤ p <∞, D =

{
x′ ∈ Rn−1; |x′| < 1

}
,

B =
{
x ∈ R

n; |x| < 1, x1 < 0
}
, f ∈ C

1
(B) mit f(x) = 0 für |x| = 1.

Dann gilt

∥
∥f(0, x′)

∥
∥
Lp(D)

≤ ‖f‖W p,1(B).

B
D

x′

x1

Beweis: Wenn 1
p

+ 1
q

= 1 und x′ ∈ D, so ist

∣
∣f(0, x′)

∣
∣ =

∣
∣
∣f(0, x′) − f

(
−
√

1 − |x′|2 , x′
)
∣
∣
∣ ≤

≤
0
ˆ

−
√

1−|x′|2

1 ·
∣
∣
∣
∣

∂f

∂x1

(t, x′)

∣
∣
∣
∣
dt ≤ (Hölder)

≤ ‖1‖
Lq

([
−
√

1−|x′|2 ,0
])

︸ ︷︷ ︸

≤1

·
( 0

ˆ

−
√

1−|x′|2

∣
∣
∣
∣

∂f

∂x1
(t, x′)

∣
∣
∣
∣

p

dt

) 1
p

=⇒
∥
∥f(0, x′)

∥
∥p

Lp(D)
=

ˆ

D

∣
∣f(0, x′)

∣
∣p dx′ ≤

≤
ˆ

D

( 0
ˆ

−
√

1−|x′|2

∣
∣
∣
∣

∂f

∂x1
(t, x′)

∣
∣
∣
∣

p

dt

)

dx′ =

∥
∥
∥
∥

∂f

∂x1

∥
∥
∥
∥

p

Lp(B)

=⇒
∥
∥f(0, x′)

∥
∥
Lp(D)

≤ ‖f‖W p,1(B)
�

Bemerkung Wie in FA, p. 38 sei Ω ∈ C1, d.h. Ω ist beschränkt und ∂Ω ist eine C1–
Untermannigfaltigkeit von Rn. ∂Ω ist ein Riemannscher Raum mit der von der Standard-

metrik induzierten Metrik i∗
( n∑

j=1

dxj ⊗ dxj
)
. Das zugehörige Oberflächenmaß µ = Ω̂i∗g ist

in Koordinaten

√

det
((

∂x
∂ξk

)T ·
(
∂x
∂ξl

))

k,l
dξ1 . . .dξn−1, vgl. Diffb. Mfkt., p. 91, oder Analysis
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3, pp. 77, 78. (Z.B. für ∂Ω = R · S
2 ist in Kugelkoordinaten µ = R2 sinϑ dϕdϑ.) Da Ω be-

schränkt ist, ist (∂Ω, µ) ein endlicher Maßraum. Wir setzen Lp(∂Ω) := Lp(∂Ω, µ) und fixieren
nun p ∈ [1,∞).

Lemma 5.2 ∀Ω ∈ C1 : ∃C > 0 :

∀f ∈ C
1
(Ω) :

∥
∥f |∂Ω

∥
∥
Lp(∂Ω)

≤ C · ‖f‖W p,1(Ω)

Beweis: Wie in FA, p. 38, ist Ω ⊂ U ∪
N⋃

i=1

Wi mit U ⊂ Ω und Wi Kartengebiete,

ϕi : Wi−̃→
{
x ∈ Rn; |x| < 1

}
, ϕi C

1, ϕi bijektiv, ϕ−1
i C1, ϕ′

i, (ϕ−1
i )′ beschränkt,

ϕi(Wi ∩ Ω) = B =
{
x ∈ Rn; |x| < 1, x1 < 0

}
.

Wenn W0 := U und χi, i = 0, . . . , N, eine C1–Zerlegung der 1 zur Überdeckung
N⋃

i=0

Wi ist (s.

Diffb. Mfkt., p. 59), und fi = χi · f, so folgt

∥
∥f |∂Ω

∥
∥
Lp(∂Ω)

=
∥
∥
∥

N∑

i=1

fi |∂Ω

∥
∥
∥
Lp(∂Ω)

≤
N∑

i=1

∥
∥fi |∂Ω

∥
∥
Lp(∂Ω)

≤ C1

N∑

i=1

∥
∥(fi ◦ ϕ−1

i )(0, x′)
∥
∥
Lp(D)

≤
L. 5.1

C1

N∑

i=1

‖fi ◦ ϕ−1
i ‖W p,1(B) ≤ C · ‖f‖W p,1(Ω),

denn z.B.
∂

∂xj
(fi ◦ ϕ−1

i ) =
↓

Kettenregel

∑

k

∂fi
∂xk

◦ ϕ−1
i · ∂(ϕ

−1
i )k

∂xj
︸ ︷︷ ︸

beschränkt

,

∂fi
∂xk

=
∂χi
∂xk
︸︷︷︸

beschränkt

·f + χi
︸︷︷︸

beschränkt

∂f

∂xk
(Produktregel) und

ˆ

B

∣
∣
∣
∣

∂f

∂xk
◦ ϕ−1

i

∣
∣
∣
∣

p

dx =
↓

x=ϕi(y)

ˆ

Wi∩Ω

∣
∣
∣
∣

∂f

∂xk
(y)

∣
∣
∣
∣

p

·
∣
∣h(y)

∣
∣dy ≤ C2

∥
∥
∥
∥

∂f

∂xk

∥
∥
∥
∥

p

Lp(Ω)

, weil h := det(ϕ′
i)

beschränkt ist. �

Satz 5.3 + Def.
Für Ω ∈ C1 existiert genau ein Spuroperator S : W 1

p (Ω) −→ Lp(∂Ω) mit

i) ∀f ∈ C
∞

(Ω) : Sf = f |∂Ω,

ii) S ist stetig und linear.
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Für f ∈W 1
p (Ω) schreiben wir f |∂Ω statt Sf.

Weiters sei
◦

W 1
p (Ω) := kerS =

{
f ∈W 1

p (Ω); f |∂Ω = 0
}
.

Beweis: C
∞

(Ω) ⊂ W 1
p (Ω) dicht, A : C

∞
(Ω) −→ Lp(∂Ω), f 7−→ f |∂Ω ist stetig (bzgl.

‖ · ‖W p,1(Ω) links) nach Lemma 5.2 =⇒ (Satz 1.3’, FA, p. 5) =⇒ ∃1 stetige Fortsetzung

S = Â. �

Satz 5.4

Für Ω ∈ C1 ist
◦

W 1
p (Ω) der Abschluss von D(Ω) in W p,1(Ω).

Beweis: Klarerweise ist
◦

W 1
p (Ω) = kerS abgeschlossen in W p,1(Ω) und D(Ω) ⊂

◦

W 1
p (Ω).

Wir haben noch zu zeigen, dass sich f ∈
◦

W 1
p (Ω) durch Funktionen in D(Ω) approximieren

lässt. ϕi,Wi, χi, fi seien wie in Seite 3.

a) supp f0 ⊂ W0 = U, U ⊂ Ω =⇒ (f0)h ∈ D(Ω) für 0 < h < δ und (f0)h −→ f0 in
W p,1(Ω) für hց 0, vgl. Lemma 3.4, FA, p. 19, oder Satz 5.2, Beweis, b), FA, p. 30.

b) Es bleibt noch fi für 1 ≤ i ≤ N fest durch Funktionen in D(Ω) zu approximieren.
Es seien gk ∈ C

∞
(Ω) mit gk −→ f in W p,1(Ω) und v := (χi · f) ◦ ϕ−1

i ∈W p,1(B), vk :=

(χi · gk) ◦ ϕ−1
i ∈ C

1
(B) =⇒ vk −→ v in W p,1(B);

gk
∣
∣
∂Ω

−→ f
∣
∣
∂Ω

= 0 in Lp(∂Ω), χi
∣
∣
Ω∩∂Wi

= 0 =⇒ vk
∣
∣
∂B

−→ 0 in Lp(∂B).

Wenn V (x) :=

{
v(x) : x ∈ B,

0 : x ∈ Rn \B

}

, so gilt für ϕ ∈ D(Rn), 1 ≤ j ≤ n,

∂V

∂xj
(ϕ) = −TV

(
∂ϕ

∂xj

)

= −
ˆ

B

v(x)
∂ϕ

∂xj
dx = − lim

k→∞

ˆ

B

vk(x)
∂ϕ

∂xj
dx.

Wir wenden den Satz von Gauß auf das Vektorfeld X =










0
...

vk · ϕ
...
0










− j–te Stelle an;

divX = vk
∂ϕ

∂xj
+
∂vk
∂xj

ϕ und

ˆ

∂B

XT ·N ds =

ˆ

∂B

vkϕ
︸︷︷︸
→0 in
L1(∂B)

Nj ds→ 0 für k → ∞

(mit N = Außeneinheitsnormale) =⇒
∂V

∂xj
(ϕ) = lim

k→∞

ˆ

B

ϕ · ∂vk
∂xj

dx =

ˆ

B

ϕ(x)
∂v

∂xj
(x) dx
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=⇒ ∂V

∂xj
∈ Lp(Rn) =⇒ V ∈W p,1(Rn).

c) Für ε > 0 sei V (ε)(x) := V (x1 + ε, x′) (mit x = (x1, x
′)) =⇒ V (ε) −→ V in W p,1(Rn)

für εց 0 (vgl. FA, Übung 16) =⇒ v(ε) := V (ε)
∣
∣
B
−→ v in W p,1(B) und supp v(ε) ⊂ B

für ε klein:

=⇒ v(ε) ◦ ϕi −→ fi in W p,1(Ω)
für ε ց 0 und supp v(ε) ◦ ϕi ⊂ Ω
kompakt.

B

−ε

⊃ supp v(ε)

x′

x1

-1

Wenn (v(ε) ◦ ϕi)h wieder Regularisierungen wie in a) sind, so ist (für 0 < h < δ) (v(ε) ◦
ϕi)h ∈ D(Ω) und (v(ε) ◦ ϕi)h −→ v(ε) ◦ ϕi in W p,1(Ω) für hց 0 �

Bemerkung Für Ω ∈ C1 und f ∈ W k
p (Ω) ist ∂αf ∈ W 1

p (Ω) für 0 ≤ |α| < k und daher

erhalten wir den Spuroperator S : W k
p (Ω) −→ ∏

α∈Nn
0

|α|<k

Lp(∂Ω) : f 7−→
(
∂αf |∂Ω

)

α
.

Analog zu Satz 5.4 gilt:
◦

W k
p (Ω) := kerS = D(Ω) in W p,k(Ω) falls Ω ∈ Ck.

§ 12 Schwach singuläre Integraloperatoren

Im Folgenden sei ∅ 6= Ω ⊂ Rn offen und beschränkt und H = L2(Ω).
Wenn K(x, y) ∈ L2(Ω×Ω), so ist der zugehörige Integraloperator K ∈ Com(H) (s. Satz 7.5,
FA, p. 40) und K∗ hat den Kern K(y, x) (vgl. FA, pp. 70, 71). Wir betrachten nun andere
Kerne.

Lemma 12.1
K : Ω × Ω −→ C sei messbar, ∀f ∈ H seien K(x, y)f(y) und

K(x, y)f(x) ∈ L1(Ω × Ω), K : H −→ H : f 7−→
ˆ

Ω

K(x, y)f(y) dy sei wohldefiniert und

stetig. Dann hat K∗ den Kern K(y, x), d.h. (K∗g)(x) =

ˆ

Ω

K(y, x)g(y) dy.

Bemerkung

Wenn K(x, y)f(y) ∈ L1(Ω×Ω), so ist Kf =

[

x 7−→
ˆ

Ω

K(x, y)f(y) dy

]

∈ L1(Ω) nach Fubini.

Dass K : H −→ H wohldefiniert ist, bedeutet, dass Kf ∈ H = L2(Ω) ⊂ L1(Ω).

5



Beweis: ϕ ∈ D(Ω), g ∈ H =⇒ K(x, y)ϕ(y)g(x) ∈ L1(Ω × Ω)

=⇒
Fubini

(Kϕ, g) =

ˆ

Ω

(
ˆ

Ω

K(x, y)ϕ(y) dy

)

g(x) dx =

=

ˆ

Ω

ϕ(y)

(
ˆ

Ω

K(x, y) g(x) dx

)

dy = (Umbenennung)

=

ˆ

Ω

ϕ(x)

(
ˆ

Ω

K(y, x) g(y)dy

︸ ︷︷ ︸

∈L1(Ω), vgl. Bemerkung

)

dx.

Andererseits ist (Kϕ, g) = (ϕ,K∗g) mit K∗g ∈ H = L2(Ω) ⊂ L1(Ω) ⊂ D′(Ω) und daher

(K∗g)(x) =

ˆ

Ω

K(y, x)g(y) dy. �

Def.:

Für A(x, y) ∈ L∞(Ω × Ω) und 0 ≤ α < n heißt der Kern K(x, y) =
A(x, y)

|x− y|α
schwach singulär.

Satz 12.1

K(x, y) sei schwach singulär. Dann ist K : H −→ H : f 7−→
ˆ

Ω

K(x, y)f(y) dy wohldefiniert,

stetig und kompakt. K∗ hat den Kern K(y, x).

Beweis:

a) Für N > 0 ist

ˆ

{u∈Rn;|u|≤N}

du

|u|α = |Sn−1| ·
N̂

0

r−α+n−1 dr =
2πn/2

Γ
(
n
2

)
rn−α

n− α

∣
∣
∣
∣

N

r=0

=

=
2πn/2Nn−α

(n− α)Γ
(
n
2

) =: C <∞, da α < n.

Wenn daher Ω ⊂
{
x ∈ Rn; |x| ≤ N

2

}
, und f ∈ L1(Ω), so ist

ˆ

Ω×Ω

∣
∣K(x, y)f(y)

∣
∣dxdy ≤

≤ ‖A‖∞ ·
ˆ

Ω

∣
∣f(y)

∣
∣ ·
(
ˆ

Ω

dx

|x− y|α
)

dy

u=x−y
↓

≤
↑

|u|≤N

‖A‖∞ · ‖f‖1 · C <∞

Damit ist die 1. Voraussetzung in Lemma 12.1 erfüllt.
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b) f ∈ L2(Ω) =⇒ ‖Kf‖2
2 =

ˆ

Ω

∣
∣Kf(x)

∣
∣
2
dx ≤

≤ ‖A‖2
∞ ·
ˆ

Ω

(
ˆ

Ω

∣
∣f(y)

∣
∣

|x− y|α/2 · 1

|x− y|α/2 dy

)2

dx
Hölder

≤

≤ ‖A‖2
∞ ·
ˆ

Ω

(
ˆ

Ω

∣
∣f(y)

∣
∣2

|x− y|α dy

)

·
(
ˆ

Ω

dy

|x− y|α
)

︸ ︷︷ ︸

≤C

dx
Fubini-Tonelli

≤

≤ ‖A‖2
∞ · C ·

ˆ

Ω

∣
∣f(y)

∣
∣
2 ·
(
ˆ

Ω

dx

|x− y|α
)

︸ ︷︷ ︸

≤C

dy ≤ ‖A‖2
∞C

2‖f‖2
2

=⇒ K ∈ L(H), ‖K‖
︸︷︷︸

Op.norm

≤ ‖A‖∞ · C.

Nach a), b) und Lemma 12.1 hat K∗ den Kern K(y, x).

c) Noch zu zeigen ist K ∈ Com(H).

Für ε > 0 ist K(x, y) =
A(x, y)

|x− y|α · Y
(
|x− y| − ε

)

︸ ︷︷ ︸

K1,ε(x,y)

+
A(x, y)

|x− y|α · Y
(
ε− |x− y|

)

︸ ︷︷ ︸

K2,ε(x,y)

K1,ε(x, y) ∈ L∞(Ω × Ω) ⊂ L2(Ω × Ω) =⇒
Satz 7.5

K1,ε ∈ Com(H),

‖K2,εf‖2 ≤
wie in b)

‖A‖2
∞

ˆ

Ω

(
ˆ

Ω

∣
∣f(y)

∣
∣
2

|x− y|α dy

)

·
(

ˆ

{y∈Ω; |x−y|≤ε}

dy

|x− y|α
︸ ︷︷ ︸

≤
a)
|Sn−1| εn−α

n−α

)

dx

≤ ‖A‖2
∞ · C · ‖f‖2

2 · |Sn−1| · ε
n−α

n− α

d.h. ‖K2,ε‖ ≤ C1 · ε(n−α)/2 → 0 für ε ց 0 =⇒
Satz 6.4, FA, p. 32

K = lim
εց0

K1,ε ∈ Com(H) �

Bemerkung Für schwach singuläre Integraloperatoren gilt also die Fredholmsche Alternative,
vgl. FA, p. 71.
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Lemma 12.2
K1, K2 seien schwach singulär mit 0 ≤ α1, α2 < n. Dann ist auch K1 ·K2 =: K ein schwach
singulärer Integraloperator. Für seinen Kern gilt

∃C > 0 : ∀x 6= y ∈ Ω :
∣
∣K(x, y)

∣
∣ ≤ C ·







1 : α1 + α2 < n

1 +
∣
∣ ln |x− y|

∣
∣ : α1 + α2 = n

1

|x− y|α1+α2−n
: α1 + α2 > n

[bei geeigneter Wahl von K(x, y), das durch K nur fast überall bestimmt ist].

Beweis:

a) Für f ∈ H = L2(Ω) ist (x− f.ü.)

(K1K2f)(x) =

ˆ

Ω

A1(x, y)

|x− y|α1

(
ˆ

Ω

A2(y, z)

|y − z|α2
f(z) dz

)

︸ ︷︷ ︸

(K2f)(y)

dy.

In c) sehen wir, dass der Satz von Fubini anwendbar ist und daher (x−f.ü.)

(K1K2f)(x) =

ˆ

Ω

f(z)

(
ˆ

Ω

A1(x, y)A2(y, z)

|x− y|α1 · |y − z|α2
dy

)

︸ ︷︷ ︸

K(x,z)

dz.

Außerdem ergibt sich in b) die obige Abschätzung für K und daher ist K wieder ein
schwach singulärer Integraloperator, denn 0 ≤ α1+α2−n < n für 0 ≤ αi < n, α1+α2 >
n und für α1 + α2 = n verwenden wir

∀N ∈ N : ∀ε > 0 : ∃C > 0 : ∀t ∈ (0, N ] : 1 + | ln t| ≤ Ct−ε

b) Wir betrachten zuerst I = Ix,z :=

ˆ

Ω

dy

|x− y|α1 · |y − z|α2
für x 6= z ∈ Ω. Wie früher sei

Ω ⊂
{
u ∈ Rn; |u| ≤ N

2

}
.

Wenn v :=
z − x

|x− z| und η =
y − x

|x− z| =⇒ |η| ≤ N

|x− z| , dη =
dy

|x− z|n ,

|x− y|α1 = |x− z|α1 |η|α1 und |y − z|α2 = |y − x+ x− z|α2 =
∣
∣η|x− z| + x− z

∣
∣α2 =

= |x− z|α2 · |η − v|α2 =⇒ I ≤ |x− z|n−α1−α2

ˆ

|η|≤ N
|x−z|

dη

|η|α1|η − v|α2
.
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α) |v| = 1, αi < n =⇒ C1 :=

ˆ

|η|≤2

dη

|η|α1|η − v|α2
< ∞ und ist unabhängig von v,

d.h. von x, z.

β) |η| ≥ 2 =⇒ |η − v| ≥ |η| − 1 ≥ 1

2
|η| =⇒ für M ≥ 2 ist

ˆ

2≤|η|≤M

dη

|η|α1|η − v|α2
≤ 2α2

ˆ

2≤|η|≤M

dη

|η|α1+α2
= 2α2 · |Sn−1| ·

M̂

2

r−α1−α2+n−1 dr =

=







O(Mn−α1−α2) : α1 + α2 < n

O(logM) : α1 + α2 = n

O(1) : α1 + α2 > n







für M → ∞. Wegen M =
N

|x− z|

folgt

∃C > 0 : ∀x 6= z ∈ Ω : Ix,z ≤ C|x− z|n−α1−α2







|x− z|α1+α2−n : α1 + α2 < n

1 +
∣
∣ ln |x− z|

∣
∣ : α1 + α2 = n

1 : α1 + α2 > n.

c) Nach b) ist K(x, z) schwach singulär und gilt die Abschätzung im Lemma. [Genau
genommen ist

∣
∣K(x, z)

∣
∣ ≤ ‖A1‖∞‖A2‖∞ · Ix,z für x 6= z, (x, z) ∈ Ω2 \ (N1 ×N2), wobei

N1 =
{
x ∈ Ω;

´

|A1(x,y)|>‖A1‖∞

dy > 0
}
, N2 =

{
z ∈ Ω;

´

|A2(y,z)|>‖A2‖∞

dy > 0
}

Nullmengen

sind (da z.B.
´

N1

dx =
˜

|A1(x,y)|>‖A1‖∞

dxdy = 0
)
.]

Für x ∈ Ω \N1 ist

ˆ

Ω×Ω

∣
∣A1(x, y)

∣
∣ ·
∣
∣A2(y, z)

∣
∣

|x− y|α1 · |y − z|α2

∣
∣f(z)

∣
∣ dydz ≤

≤ ‖A1‖∞ · ‖A2‖∞ ·
ˆ

Ω

Ix,z
∣
∣f(z)

∣
∣ dz < ∞ x−f.ü. nach Satz 12.1 und daher ist Fubini in

a) anwendbar. �

Satz 12.6
K sei ein schwach singulärer Integraloperator, h ∈ L∞(Ω) ⊂ H, λ 6= 0 und f ∈ H = L2(Ω)
mit (K − λI)f = h. Dann ist auch f ∈ L∞(Ω).
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Beweis:

a) K(x, y) =
A(x, y)

|x− y|α1
=⇒

L. 12.2
K ·K = K2 hat einen Kern mit

α2 =







0 : 2α1 < n

ε : 2α1 = n

2α1 − n : 2α1 > n

(mit ε > 0 beliebig)

Für den Kern von K3 ist α3 = 0 falls α1 + α2 < n, d.h. für 2α1 ≤ n oder

3α1 − n < n, d.h. wenn α1 <
2
3
n. Ansonsten ist α3 =

{
ε : α1 = 2

3
n

3α1 − 2n : α1 >
2
3
n.

Induktiv erhalten wir αk = 0 falls α1 <
k−1
k

· n.

b) Wenn k ∈ N mit α1 <
k−1
k
n, so ist nach a) der Kern K(k)(x, y) von Kk beschränkt und

daher
∣
∣Kkf(x)

∣
∣ =

∣
∣
∣
∣

ˆ

Ω

K(k)(x, y)f(y) dy

∣
∣
∣
∣
≤ C‖f‖1,

d.h. Kkf ∈ L∞(Ω).

Weiters ist Kjh ∈ L∞(Ω) für j ∈ N, denn

∣
∣Kjh(x)

∣
∣ =

∣
∣
∣
∣

ˆ

Ω

K(j)(x, y)h(y) dy

∣
∣
∣
∣
≤ ‖h‖∞ ·

ˆ

Ω

∣
∣K(j)(x, y)

∣
∣dy ≤ Cj‖h‖∞,

vgl. Seite 6 unten.

c) (K − λI)f = h =⇒
(

1

λ
K

︸︷︷︸

Kneu

−I
)

f =
1

λ
h

︸︷︷︸

hneu

=⇒ oEdA λ = 1

=⇒ (Kk − I)f = (Kk−1 + . . .+K + I)(K − I)f = (Kk−1 + . . .+ I)h

=⇒
b)

f = Kkf − (Kk−1 + . . .+ I)h ∈ L∞(Ω) �

Satz 12.7

A : Ω × Ω −→ C sei stetig, 0 ≤ α < n, K(x, y) =
A(x, y)

|x− y|α , h ∈ C(Ω), λ 6= 0 und

f ∈ H = L2(Ω) mit (K − λI)f = h. Dann ist auch f ∈ C(Ω).
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Beweis:

a) Nach Satz 12.6 ist f ∈ L∞(Ω); in b) zeigen wir, dass dann Kf ∈ C(Ω); wegen (K −
λI)f = h =⇒ f = 1

λ
(Kf − h) folgt dann f ∈ C(Ω).

b) Es sei ε > 0, K1,ε(x, y) :=







A(x, y)

|x− y|α : |x− y| ≥ ε

A(x, y)

εα
: |x− y| ≤ ε

und

K2,ε(x, y) = K(x, y) −K1,ε(x, y) =⇒ K1,ε ∈ C(Ω × Ω) =⇒

K1,ε gleichmäßig stetig auf Ω × Ω =⇒ ∀x, x′ ∈ Ω :

∣
∣K1,εf(x) −K1,εf(x′)

∣
∣ ≤
ˆ

Ω

∣
∣K1,ε(x, y) −K1,ε(x

′, y)
∣
∣

︸ ︷︷ ︸

≤ε1 für |x−x′|≤δ

∣
∣f(y)

∣
∣dy ≤

≤ ε1‖f‖1 für |x− x′| ≤ δ =⇒ K1,εf ∈ C(Ω).

Andererseits ist
∣
∣K2,εf(x)

∣
∣ =

∣
∣
∣
∣

ˆ

Ω

K2,ε(x, y)f(y) dy

∣
∣
∣
∣
≤

≤ ‖f‖∞ · ‖A‖∞ ·
ˆ

|u|≤ε

(
1

|u|α − 1

εα

)

du

︸ ︷︷ ︸

|Sn−1|
έ

0

(r−α+n−1−ε−αrn−1) dr

= ‖f‖∞‖A‖∞
2πn/2

Γ
(
n
2

) ·
(
εn−α

n− α
− εn−α

n

)

→ 0

für ε ց 0, d.h. K2,εf → 0 in L∞(Ω) =⇒

Kf = lim
εց0

(
in L∞(Ω)

)
K1,εf ∈ C(Ω) = C(Ω). �

Bemerkung In § 16 brauchen wir Integraloperatoren auf ∂Ω für Ω ∈ C1. Wir setzen
H = L2(∂Ω, µ) (vgl. Seite 2) und setzen entweder K ∈ L2(∂Ω × ∂Ω) oder K(x, y) =
A(x, y)

|x− y|α voraus, wobei A ∈ L∞(∂Ω × ∂Ω) und 0 ≤ α < n− 1 (beachte, dass dim ∂Ω =

n− 1!)
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ϕi,Wi, χi seien
wie in Seite 3.

D

∂Ω ∩Wi x′

x11

Wi

ϕi

Ω

∀j : ∀x ∈ ∂Ω : 1 = χWj
(x) + χ∂Ω\Wj

(x) = χWj
(x) +

∑

i6=j

χ∂Ω\Wj
(x) · χi(x)

∣
∣
∣ · χj(y)

=⇒ ∀x, y ∈ ∂Ω : 1 =
N∑

j=1

χj(y) =
N∑

j=1

χWj
(x) · χj(y) +

∑∑

i6=j

χ∂Ω\Wj
(x)χi(x)χj(y) =⇒

K =
N∑

i=1

N∑

j=1

Kij mit Kij(x, y) = K(x, y) ·
{

χWj
(x)χj(y) : i = j

χ∂Ω\Wj
(x)χi(x)χj(y) : i 6= j.

Wenn D :=
{
ξ ∈ Rn−1; |ξ| < 1

}
, so ist die Kartendarstellung ϕ̂i : L2(∂Ω ∩Wi, µ) −→

L2(D) : f 7−→ f ◦ ϕ−1
i = “f(ξ1, . . . , ξn−1)” zwar kein Hilbertraumisomorphismus, aber

ein Homöomorphismus, d.h. die Normen sind äquivalent, denn

‖f‖2
L2(∂Ω∩Wi,µ) =

ˆ

∂Ω∩Wi

∣
∣f(x)

∣
∣2 ds(x) =

=

ˆ

D

∣
∣f(ξ1, . . . , ξn−1

∣
∣2

√

det
((

∂xT

∂ξk · ∂x
∂ξl

)

k,l

)

︸ ︷︷ ︸

0<C1≤d(ξ)≤C2

dξ1 . . .dξn−1.

Der übertragene Kern K̃ij(ξ, η) ist in L2(D ×D) oder schwach singulär, wobei

K̃ij ◦ ϕ̂j = ϕ̂i ◦Kij und K̃ij(ξ, η) = Kij(ξ
1, . . . , ξn−1, η1, . . . , ηn−1) d(η1, . . . , ηn−1).

Nach Satz 12.1 sind K̃ij und daher auch Kij kompakt. Also ist auch

K : L2(∂Ω, µ) −→ L2(∂Ω, µ) : f 7−→
ˆ

Ω

K(x, y)f(y) ds(y)

kompakt. Ebenso übertragen sich Lemma 12.2 (mit n− 1 statt n) und die Sätze 12.6,
12.7.
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Kapitel 3

Partielle Differentialgleichungen und
Distributionen

§ 13 Tensorprodukte und Faltungen von Distributio-

nen

Wenn f ∈ C(Rm), g ∈ C(Rn), so definiert man

f ⊗ g : R
m+n −→ C : (x, y)

︸ ︷︷ ︸

(x1,...,xm,y1,...,yn)

7−→ f(x)g(y).

(Z.B. bezeichnet sin⊗ cos die Funktion (x, y) 7−→ sin x cos y auf R2.) Dann ist
f ⊗ g ∈ C(Rm+n). Ebenso ist f ⊗ g ∈ L1

loc(R
m+n) für f ∈ L1

loc(R
m), g ∈ L1

loc(R
n). Wenn

ϕ ∈ D(Rm+n), so gilt

(f ⊗ g)(ϕ) =

ˆ

Rm+n

f(x)g(y)ϕ(x, y) dxdy =
Fubini

=

ˆ

Rm

f(x)

(
ˆ

Rn

ϕ(x, y)g(y) dy

)

dx = fx

(

gy
(
ϕ(x, y)

))

,

wobei, für festes x ∈ Rm,
(
y 7−→ ϕ(x, y)

)
∈ D(Rn) und g (d.h. Tg) darauf wirkt und dann f

auf
(

ψ : Rm −→ C : x 7−→ gy
(
ϕ(x, y)

)
=

ˆ

Rn

ϕ(x, y)g(y) dy
)

∈ D(Rm) angewendet wird.

Daher definiert man (S ⊗ T )(ϕ) = Sx

(

Ty
(
ϕ(x, y)

))

(vgl. Seite 16) für S ∈ D′(Rm), T ∈
D′(Rn), ϕ ∈ D(Rm+n). Die Indices x bzw. y deuten an, bezüglich welcher Variablen die
Distributionen S bzw. T wirken.
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Lemma 13.1
Für T ∈ D′(Rn

y ) und ϕ ∈ D(Rm+n) sei ψ(x) := Ty
(
ϕ(x, y)

)
= T

(
y 7−→ ϕ(x, y)
︸ ︷︷ ︸

∈D(Rn
y )

)
.

Dann ist ψ ∈ D(Rm
x ), ∂αψ = Ty

(
∂αxϕ(x, y)

)
für α ∈ Nm

0 ,
und ϕk → ϕ in D(Rm+n) =⇒ ψk = Ty

(
ϕk(x, y)

)
→ ψ in D(Rm).

Beweis:

a) Es sei suppϕ ⊂
{
(x, y) ∈ Rm+n; |x| ≤ N, |y| ≤ N

}
;

xk → x in Rm =⇒ ϕ(xk, y) → ϕ(x, y) in D(Rn), weil

∣
∣∂βyϕ(xk, y)−∂βyϕ(x, y)

∣
∣ =

∣
∣
∣
∣

1
ˆ

0

d

dt
∂βyϕ

(
x+t(xk−x), y

)
dt

∣
∣
∣
∣
≤ |xk−x|1· max

j=1,...,m

∥
∥
∥
∥

∂∂βyϕ

∂xj

∥
∥
∥
∥
∞

→ 0

=⇒ ∂βyϕ(xk, y) → ∂βyϕ gleichmäßig für β ∈ Nn
0 ;

weiters ist supp
(
y 7→ ϕ(xk, y)

)
⊂
{
y ∈ Rn; |y| ≤ N

}
.

Aus T ∈ D′(Rn
y ) folgt dann ψ(xk) → ψ(x), d.h. ψ ∈ C(Rm

x ).

Wegen suppψ ⊂
{
x ∈ Rm; |x| ≤ N

}
ist sogar ψ ∈ K(Rm).

b) Weiters ist für h ∈ R \ {0}

∣
∣
∣
∣

ϕ(x1 + h, x2, . . . , xm, y) − ϕ(x, y)

h
− ∂ϕ

∂x1
(x, y)

∣
∣
∣
∣

MWS
↓
=

=

∣
∣
∣
∣

∂ϕ

∂x1

=̂xk

︷ ︸︸ ︷

(x1 + ϑx,y · h, x2, . . . , xm, y) −
∂ϕ

∂x1
(x, y)

∣
∣
∣
∣

a)→ 0
glm.

für h→ 0 und ebenso für

die Ableitungen nach y =⇒ ϕ(x1 + h, x2, . . . , xm, y) − ϕ(x, y)

h
−→ ∂ϕ

∂x1
(x, y) in D(Rn

y) =⇒
ψ(x1 + h, x2, . . . , xm) − ψ(x)

h
−→ Ty

(
∂ϕ

∂x1
(x, y)

)

, wenn h→ 0 =⇒ ψ partiell differen-

zierbar,
∂ψ

∂xj
= Ty

(
∂ϕ

∂xj
(x, y)

)

stetig nach a) =⇒ ψ ∈ C1 und

durch Induktion folgt ψ ∈ D(Rm), ∂αxψ = Ty
(
∂αxϕ(x, y)

)
.

c) Es sei ϕk −→ ϕ in D(Rm+n); wenn

∀k : suppϕk ⊂
{
(x, y) ∈ R

m+n; |x| ≤ N, |y| ≤ N
}

=⇒
∀k : suppψk ⊂

{
x ∈ Rm; |x| ≤ N

}
; weiters ist

∣
∣ψk(x) − ψ(x)

∣
∣ =

∣
∣
∣Ty
(
ϕk(x, y) − ϕ(x, y)

)
∣
∣
∣ ≤ (Satz 4.4, FA, p. 28)
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≤ C
∑

|β|≤M

∥
∥
∥∂βy

(
ϕk(x, y) − ϕ(x, y)

)
∥
∥
∥
L∞(Rn

y )

=⇒ ‖ψk − ψ‖L∞(Rm
x ) ≤ C

∑

|β|≤M

∥
∥∂βy (ϕk − ϕ)

∥
∥
L∞(Rm+n)

→ 0 für k → ∞ =⇒ ψk −→ ψ

gleichmäßig und ebenso ∂αψk = Ty
(
∂αxϕk(x, y)

)
−→ ∂αψ gleichmäßig =⇒ ψk −→ ψ in

D(Rm). �

Lemma 13.2

V :=
{ m∑

i=1

n∏

j=1

ϕij(xj); m ∈ N, ϕij ∈ D(R1)
}

ist dicht in D(Rn).

Beweis:

a) Wir zeigen zuerst, dass V ⊂ L2
q1

dicht ist, q1(x) =
(
1 + |x|

)k
, vgl. FA, p. 64. Wenn

f = [f̃ ] ∈ L2
q1 und f ⊥ V =⇒

∀ϕj ∈ D(R1) :

ˆ

Rn

(
1 + |x|

)2k
f̃(x)ϕ1(x1) · · ·ϕn(xn) dx

︸ ︷︷ ︸

Fubini:
∞́

−∞
ϕn(xn)

(
´

Rn−1

(1+|x|)2kf̃(x)ϕ1(x1)···ϕn−1(xn−1) dx1···dxn−1

)
dxn

= 0

g̃(xn) :=

ˆ

Rn−1

(
1 + |x|

)2k
f̃(x)ϕ1(x1) · · ·ϕn−1(xn−1) dx1 · · ·dxn−1 ∈ L1

loc(R
1),

∀ϕn ∈ D(R1) : Tg(ϕn) = 0 =⇒
FA p. 23, L. 4.1

g̃(xn) = 0 xn–f.ü. =⇒
induktiv

f̃(x) ·
(
1 + |x|

)2k
= 0 x–f.ü. =⇒ f = 0 in L2

q1
=⇒ V ⊥ = {0} =⇒ V = L2

q1
.

b) F : W 2,k(Rn) −→ L2
q1

ist Homöomorphismus (vgl. Satz 10.7, FA, p. 64)

=⇒ F−1(V ) ⊂W 2,k(Rn) dicht; F−1
( n∏

j=1

ϕj(xj)
)

=
n∏

j=1

(F−1ϕj)(xj) =⇒

W :=
{ m∑

i=1

n∏

j=1

ψij(xj); m ∈ N, ψij ∈ S(R1)
}

⊂W 2,k(Rn) dicht.

c) Es sei ϕ ∈ D(Rn) mit suppϕ ⊂
{
x ∈ Rn; |x|∞ ≤ N

}
=: K, η ∈ D(R1) mit η(t) = 1 für

|t| ≤ N, w(x) :=
n∏

j=1

η(xj) ∈ D(Rn) und k, l ∈ N, l > n
2
. Nach b) gilt

∀ε > 0 : ∃ψ ∈ W : ‖ϕ− ψ‖W 2,k+l ≤ ε =⇒ (Satz 10.10, Sobolevscher Einbettungssatz,
FA, p. 66)
∀ε > 0 : ∃ψ ∈ W : ‖ϕ− ψ‖

C
k ≤ ε;

‖ψ − ψ · w‖
C

k =
∥
∥ψ(1 − w)

∥
∥
C

k =
∑

|α|≤k

∥
∥
∥∂α

(
ψ(1 − w)

)
∥
∥
∥
∞
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=
↑

weil w(x)=1
für |x|≤N

∑

|α|≤k

sup
|x|∞≥N

∣
∣
∣∂α
(
ψ(1 − w)

)
(x)
∣
∣
∣ =

∑

|α|≤k

sup
|x|∞≥N

∣
∣
∣∂α
[
(ψ − ϕ) · (1 − w)

]
(x)
∣
∣
∣ ≤

≤ ck · ε, ck > 0. Mit ε =
1

k(ck + 1)
und ψk := ψ · w erhalten wir ∀k ∈ N : ∃ψk ∈ V

mit suppψk ⊂ K1 := suppw : ‖ϕ− ψk‖Ck
(Rn)

≤ 1

k
=⇒ ψk −→ ϕ in D(Rn) �

Satz 13.1 und Def.
∀S ∈ D′(Rm) : ∀T ∈ D′(Rn) : ∃1U ∈ D′(Rm+n) : ∀ϕ1 ∈ D(Rm) : ∀ϕ2 ∈ D(Rn) :

U
(
ϕ1(x) · ϕ2(y)

)
= S(ϕ1) · T (ϕ2).

Weiters gilt dann

∀ϕ ∈ D(Rm+n) : U(ϕ) = Sx

(

Ty
(
ϕ(x, y)

))

= Ty

(

Sx
(
ϕ(x, y)

))

.

U heißt Tensorprodukt von S, T und wird mit S ⊗ T bezeichnet.

Beweis: Existenz:
U : D(Rm+n) −→ C : ϕ 7−→ Sx

(

Ty
(
ϕ(x, y)

)

︸ ︷︷ ︸

ψ(x)

)

ist wohldefiniert nach Lemma 13.1, offenbar

linear und wenn ϕk → 0 in D(Rm+n), so ist ψk → 0 in D(Rm) (Lemma 13.1), =⇒ U(ϕk) → 0.
Also ist U ∈ D′(Rm+n).

Für ϕ(x, y) = ϕ1(x)ϕ2(y) ist U(ϕ) = Sx

(

Ty
(
ϕ1(x)ϕ2(y)

)

︸ ︷︷ ︸

ϕ1(x) · T (ϕ2)
︸ ︷︷ ︸

∈C

)

= S(ϕ1)T (ϕ2).

Dasselbe gilt für Ũ : D(Rm+n) −→ C : ϕ 7−→ Ty

(

Sx
(
ϕ(x, y)

))

.

U = Ũ aufgrund der Eindeutigkeit, die aus der Dichtheit von

M :=
{ l∑

i=1

ϕi1(x)ϕi2(y); ϕi1 ∈ D(Rm), ϕi2 ∈ D(Rn)
}

in D(Rm+n) folgt. (Letztere gilt wegen V ⊂ M und Lemma 13.2). �

Bsp.:

1) Für f ∈ L1
loc(R

m), g ∈ L1
loc(R

n) ist einfach f ⊗ g = f(x)g(y), vgl. Seite 13.
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2) Wenn S = δx0 ∈ D′(Rm), T = δy0 ∈ D′(Rn), x0 ∈ R
m, y0 ∈ R

n

=⇒ (S ⊗ T )
(
ϕ(x, y)

)
= Sx

(

Ty
(
ϕ(x, y)

)

︸ ︷︷ ︸

ϕ(x,y0)

)

= ϕ(x0, y0) = δ(x0,y0)(ϕ)

=⇒ δx0 ⊗ δy0 = δ(x0,y0) ∈ D′(Rm+n).

Satz 13.2

a) ∂(α,β)(S ⊗ T ) = ∂αS ⊗ ∂βT für (α, β) = (α1, . . . , αm, β1, . . . , βn) ∈ N
m+n
0

b) supp (S ⊗ T ) = suppS × supp T ⊂ Rm+n

c) (S ⊗ T ) ⊗ U = S ⊗ (T ⊗ U)

Beweis:
Z.B. a): ϕ ∈ D(Rm+n) =⇒

(
∂(α,β)(S ⊗ T )

)
(ϕ) = (−1)|(α,β)|(S ⊗ T )(∂(α,β)ϕ) =

= (−1)|α|+|β|Sx

(

Ty
(
∂αx ∂

β
yϕ(x, y)

))

= (Lemma 13.1)=

(−1)|α|+|β|Sx

(

∂αx Ty
(
∂βyϕ(x, y)

)

︸ ︷︷ ︸

(−1)|β|(∂β
y T )(ϕ(x,y))

)

= (∂αxS)
(

(∂βy T )
(
ϕ(x, y)

))

=
(
(∂αS) ⊗ (∂βT )

)
(ϕ).

Ähnlich zeigt man b) und c). �

Bemerkung Als nächstes wollen wir die Faltung für Distributionen definieren. Wenn f, g ∈
L1(Rn), so konvergiert I =

¨

R2n

f(x)g(y) dxdy absolut;

wenn man

(
x

y

)

=

(
u

v − u

)

substituiert, so ist I =

¨

R2n

f(u)g(v − u) dudv =
Fubini

=

ˆ

Rn

(
ˆ

Rn

f(u)g(v − u) du

)

dv, d.h.

(f ∗ g)(v) :=

ˆ

Rn

f(u)g(v − u) du

existiert v–f.ü. und ist wieder in L1(Rn) und I =

ˆ

Rn

(f ∗ g)(v) dv.

Weiters ist ‖f ∗ g‖1 =

ˆ

Rn

∣
∣
∣
∣

ˆ

Rn

f(u)g(v − u) du

∣
∣
∣
∣
dv ≤

ˆ

Rn

ˆ

Rn

∣
∣f(u)g(v − u)

∣
∣dvdu = ‖f‖1 · ‖g‖1,
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d.h.
(
L1(Rn), ∗

)
ist eine Banachalgebra.

Für ϕ ∈ D(Rn) ist (f ∗ g)(ϕ) = Tf∗g(ϕ) =

ˆ
(
ˆ

f(u)g(v − u) du

)

· ϕ(v) dv =
Fubini

=

ˆ

f(x)g(y)ϕ(x+ y) dxdy = (f ⊗ g)(ϕ∆) wenn ϕ∆(x, y) := ϕ(x+ y).

Beachte, dass ϕ∆ ∈ C∞(R2n) \ D(R2n) (für ϕ 6≡ 0), weil suppϕ∆ nicht beschränkt ist. Die
Faltung ist daher nicht für beliebige S, T ∈ D′(Rn) möglich (weil (S⊗T )( ϕ∆

︸︷︷︸

6∈D

) im Allgemeinen

nicht sinnvoll ist). Eine Distribution U (hier S ⊗ T ) lässt sich aber auf eine C∞–Funktion h
(hier ϕ∆) anwenden, wenn suppU ∩ supp h beschränkt ist.

Lemma 13.3
Für ϕ ∈ D(Rn) ist

suppϕ∆ =
{
(x, y) ∈ R

2n; x+ y ∈ suppϕ
}
.

Bild:

a

aa

b

bb0

y ∈ R
n

x ∈ Rn
R
n

suppϕ
suppϕ ∆

Beweis:
suppϕ∆ =

{
(x, y); ϕ(x+ y) 6= 0

}
=
{
(x, y); x+ y ∈ suppϕ

}
�

Def.:

1) Wenn U ∈ D′(Rl) und h ∈ C∞(Rl) und K := suppU∩supp h kompakt (d.h. beschränkt)
ist, so definiert man U(h) := U(h · χ), wobei χ ∈ D(Rl), χ(x) = 1 in einer Umgebung
von K.
[Wenn χ̃ dasselbe erfüllt, ist h · (χ− χ̃) ∈ D(Rl \ suppU) =⇒ U(h · χ) = U(h · χ̃), vgl.
FA, p. 28. Speziell ist U ∈ E ′(Rl) auf jedes h ∈ C∞(Rl) anwendbar.]

2) S, T ∈ D′(Rn) heißen trägerfaltbar (tf.) ⇐⇒ ∀N ∈ N : supp (S ⊗ T ) ∩
{
(x, y) ∈

R
2n; |x+ y| ≤ N

}
⊂ R

2n kompakt (d.h. beschränkt, weil sowieso abgeschlossen).

18



Satz 13.3 + Def.

1) S, T tf. =⇒
(
S ∗ T : D(Rn) −→ C : ϕ 7−→ (S ⊗ T )(ϕ∆)

)
∈ D′(Rn).

S ∗ T heißt Faltung von S, T.

2) S, T tf. =⇒ T, S tf. und S ∗ T = T ∗ S.

3) S, T tf., α ∈ Nn
0 =⇒ S, ∂αT tf. und ∂α(S ∗ T ) = S ∗ ∂αT = ∂αS ∗ T

4) S, Ti tf., λ ∈ C =⇒ S, T1 + λT2 tf., S ∗ (T1 + λT2) = S ∗ T1 + λS ∗ T2.

5) S, T tf. =⇒ supp(S ∗ T ) ⊂ suppS + suppT

Beweis:

1) Wenn ϕ ∈ D(Rn), suppϕ ⊂
{
x ∈ Rn; |x| ≤ N

}
und χ ∈ D(R2n) mit χ = 1 in

Umgebung von supp(S⊗T )∩
{
(x, y); |x+y| ≤ N

}
=⇒ (S∗T )(ϕ) = (S⊗T )(ϕ∆·χ) =⇒

S ∗T linear und stetig (weil ϕk → 0 in D(Rn) =⇒ ϕ∆
k ·χ→ 0 in D(R2n)) =⇒ S ∗T ∈

D′(Rn).

2) oEdA χ(x, y) = η(x) ·η(y) =⇒ (S ∗T )(ϕ) = (S⊗T )
(
ϕ(x+y)η(x)η(y)

)
= Sx

(

Ty
(
ϕ(x+

y)η(x)η(y)
))

= (Umbenennung) = Sy

(

Tx
(
ϕ(y + x)η(y)η(x)
︸ ︷︷ ︸

=ϕ(x+y)η(x)η(y)

))

=

=
Satz 13.1

(T ⊗ S)
(
ϕ(x+ y)η(x)η(y)

)
= (T ∗ S)(ϕ).

Ähnlich zeigt man 3), 4), 5). �

Bsp.: Das elektrostatische Potential der Hohlkugel
{
x ∈ R3; |x| = R

}
(R > 0 fest) erfüllt

−∆U = δRS2 , wobei δRS2 ∈ E ′(R3) durch δRS2(ψ) =

ˆ

|x|=R

ψ(x) ds(x) (für ψ ∈ D(R3)) gegeben

ist (vgl. auch Bsp. 2, FA, p. 62).

Nach § 14 ist dann U =
1

4π|x|
︸ ︷︷ ︸

E∈L1
loc(R

3)

∗ δRS2
︸︷︷︸

T∈D′(R3)

.

Hier ist suppE = R3, suppT = R · S2 (denn ψ ∈ D(R3 \ RS2) =⇒ T (ψ) = 0) =⇒
Satz 13.2

supp(E ⊗ T ) = R2 × RS2 =⇒ supp(E ⊗ T ) ∩
{
(x, y) ∈ R6; |x+ y| ≤ N

}
⊂

⊂
{
(x, y); |x+ y| ≤ N, |y| ≤ R

}
⊂
{
(x, y); |x| ≤ R + N, |y| ≤ R

}
=⇒ E, T tf. (vgl. auch

Satz 13.4).
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Daher ist U(ψ) = (E ⊗ T )(ψ∆) = Ty
(
Ex(ψ

∆)
)

=

=

ˆ

|y|=R

(
ˆ

R3

ψ(x+ y)

4π|x| dx

)

ds(y) = (Substitution z = x+ y)

=

ˆ

|y|=R

(
ˆ

R3

ψ(z)

4π|z − y| dz
)

ds(y) =
↑

Fubini

ˆ

R3

ψ(z)

(
ˆ

|y|=R

ds(y)

4π|z − y|

)

︸ ︷︷ ︸

U(z)

dz;

=⇒ U ∈ L1
loc(R

3) und U ist radialsymmetrisch,

U(z) = U
(
0, 0, |z|

)
=

2π
ˆ

ϕ=0

π
ˆ

ϑ=0

R2 sinϑ dϑdϕ

4π
∣
∣
∣

(
0
0
|z|

)

−
(
R sinϑ cosϕ
R sinϑ sinϕ
R cosϑ

)∣
∣
∣

=

=
R2

4π

2π
ˆ

ϕ=0

π
ˆ

ϑ=0

sin ϑ dϑdϕ
√

R2 sin2 ϑ+ (R cosϑ− |z|)2

︸ ︷︷ ︸

R2−2R|z| cos ϑ+|z|2

=
R2

4π
· 2π ·

√

R2 − 2R|z| cosϑ+ |z|2
R|z|

∣
∣
∣
∣

π

ϑ=0

=

=
R

2|z| ·
(√(

R + |z|
)2 −

√
(
R− |z|

)2
=

R

2|z|
(
R + |z| −

∣
∣R− |z|

∣
∣
)

=

=







R : |z| ≤ R

R2

|z|
: |z| ≥ R







=







konstant : |z| ≤ R

Potential der
Punktladung : |z| ≥ R
4πR2δ

Wie in diesem Beispiel sind S, T immer tf., wenn S ∈ E ′(Rn) oder T ∈ E ′(Rn) :

Satz 13.4 + Def.
S ∈ D′(Rn), T ∈ E ′(Rn) =⇒ S, T tf.
Speziell für x0 ∈ R

n ist (S∗δx0)(ϕ) = S
(
ϕ(x+x0)

)
, S∗δ = S. S∗δx0 heißt um x0 verschobene

Distribution zu S.

Beweis:
supp T ⊂

{
x; |x| ≤ R

}
=⇒ supp (S ⊗ T ) ∩

{
(x, y) ∈ R2n; |x+ y| ≤ N

}
⊂

⊂
{
(x, y) ∈ R2n; |x| ≤ R +N, |y| ≤ R

}
=⇒ S, T tf.

(S ∗ δx0)(ϕ) =
(
Sx ⊗ (δx0)y

)(
ϕ(x+ y)

)
= Sx

(
ϕ(x+ x0)

)
. �

[Bemerkung Allgemein, wenn h : Rn −→ Rn ein Diffeomorphismus ist und
f ∈ L1

loc(R
n), so ist
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(f ◦ h)(ϕ) = Tf◦h(ϕ) =

ˆ

f
(
h(x)
︸︷︷︸

y

)
ϕ(x) dx =

ˆ

f(y)ϕ(h−1(y)
)
·
∣
∣det(h−1)′(y)

∣
∣dy =

= Tf

(

(ϕ ◦ h−1) ·
∣
∣det(h−1)′

∣
∣

)

und daher setzt man (T ◦ h)(ϕ) := T
(

(ϕ ◦ h−1) ·
∣
∣det(h−1)′

∣
∣

)

für T ∈ D′(Rn). Speziell für h : Rn −→ Rn : x −→ x − x0 ist f ◦ h = [f um x0 verschoben]
und S ◦ h = S ∗ δx0 .]

Satz 13.5
Wenn f, g ∈ L1

loc(R
n) tf. sind, so ist

f ∗ g ∈ L1
loc(R

n) und (f ∗ g)(x) =

ˆ

Rn

f(x− y)g(y) dy x–f.ü.

Beweis:

(f ∗ g)(ϕ) = (f ⊗ g)(ϕ∆) =

ˆ

R2n

f(x)g(y)ϕ(x+ y)
︸ ︷︷ ︸

∈L1(R2n)
(weil der Träger beschränkt ist)

dxdy =

(x
y)=( u

v−u)
↓
=

¨

R2n

f(u)g(v − u)ϕ(v) dudv =
Fubini

ˆ

ϕ(v)

(
ˆ

f(u)g(v − u) du

)

dv,

d.h. ϕ(v)f(u)g(v − u) ∈ L1(Rn
u) v–f.ü. und ϕ(v) ·

ˆ

f(u)g(v − u) du ∈ L1(Rn
v ) und

ˆ

ϕ(v) ·
ˆ

f(u)g(v − u) dudv
⊛
= (f ∗ g)(ϕ) für ϕ ∈ D(Rn).

Wenn N ∈ N und ϕ(v) ≥ 1 für |v| ≤ N folgt

ˆ

|v|≤N

∣
∣
∣
∣

ˆ

f(u)g(v − u) du

∣
∣
∣
∣
dv <∞,

d.h. h(v) :=
´

f(u)g(v − u) du ∈ L1
loc(R

n), f ∗ g ⊛
= h �

Satz 13.6
Wenn S ∈ S ′(Rn), T ∈ E ′(Rn), so ist S ∗ T ∈ S ′(Rn) und ∀ϕ ∈ S(Rn) ist

(S ∗ T )(ϕ) = Sx

(

Ty
(
ϕ(x+ y)

)

︸ ︷︷ ︸

∈S(Rn
x )

)

= Ty

(

Sx
(
ϕ(x+ y)

)

︸ ︷︷ ︸

∈C∞(Rn
y )

)

.

Weiters gilt F(S ∗ T ) = FT · FS.
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Beweis:

a) S ∈ S ′(Rn), ϕ ∈ S(Rn) =⇒
(
x 7−→ ϕ(x + y)

)
∈ S(Rn

x) =⇒ ψ(y) := Sx
(
ϕ(x + y)

)

ist sinnvoll. Wie im Beweis von Lemma 13.1 sehen wir, dass ψ ∈ C∞(Rn) (weil yk −→
y =⇒ ϕ(x + yk) −→ ϕ(x + y) in S(Rn

x) etc.) =⇒ T (ψ) ist sinnvoll definiert durch
T (χ · ψ), χ ∈ D(Rn), χ = 1 in einer Umgebung von supp T (vgl. Seite 18).

U : S(Rn) −→ C : ϕ 7−→ Ty

(

Sx
(
ϕ(x+y)

))

ist also wohldefiniert und linear. U ∈ S ′(Rn),

denn

ϕ ∈ S =⇒
∣
∣U(ϕ)

∣
∣ =

∣
∣
∣Ty

(

χ · Sx
(
ϕ(x+ y)

))
∣
∣
∣ ≤ (Satz 4.4)

≤ C
∑

|α|≤m

∥
∥
∥∂αy

(

χ · Sx
(
ϕ(x+ y)

))
∥
∥
∥
∞

(mit χ1 ∈ D(Rn),
χ1 = 1 auf suppχ)

≤ C1

∑

|α|≤m

∥
∥
∥χ1 · ∂αy Sx

(
ϕ(x+ y)

)

︸ ︷︷ ︸

=Sx(∂α
y ϕ(x+y)) vgl. L. 13.1

∥
∥
∥
L∞(Rn

y )

≤
Satz 10.2

C2

∑

|α|≤m

∑

|β|≤m1

∥
∥
∥χ1(y) ·

(
1 + |x|

)m1

︸ ︷︷ ︸

|·|≤C3(1+|x+y|)m1

∂α+βϕ(x+ y)
∥
∥
∥
L∞(R2n

x,y)

≤ C4

∑

|γ|≤m+m1

∥
∥
∥

(
1 + |z|

)m+m1(∂γϕ)(z)
∥
∥
∥
L∞(Rn

z )
.

U
∣
∣
D(Rn)

= S ∗ T nach der Definition in Seite 19 und Satz 13.1 =⇒

S ∗ T ∈ S ′(Rn) ⊂ D′(Rn).

b) Ähnlich wie in a) zeigt man, dass, für ϕ ∈ S(Rn), ψ(x) := Ty
(
ϕ(x + y)

)
∈ S(Rn

x)

und ϕk −→ ϕ =⇒ ψk −→ ψ in S; weil D ⊂ S dicht ist und Sx

(

Ty
(
ϕ(x + y)

))

=

(S ⊗ T )(ϕ∆) = Ty

(

Sx
(
ϕ(x+ y)

))

für ϕ ∈ D (Satz 13.1), gilt das auch für ϕ ∈ S.

c) ϕ ∈ D =⇒
(
F(S ∗ T )

)
(ϕ) = (S ∗ T )(Fϕ) = Sx

(

Ty
(
Fϕ(x+ y)

))

;

(Fϕ)(x+ y) =

ˆ

ϕ(ξ)e−ixξ−iyξ dξ = F
(
ϕ(ξ) · e−ix·ξ

)
(y), ∀x

=⇒
(
F(S ∗ T )

)
(ϕ) = Sx

(

(FT )ξ
︸ ︷︷ ︸

∈C∞⊂L1
loc

s.u.

(
ϕ(ξ)e−ix·ξ

︸ ︷︷ ︸

∈D(Rn
ξ )

))

= Sx

(ˆ

(FT (ξ)e−ixξϕ(ξ) dξ
︸ ︷︷ ︸

F(FT ·ϕ)

)

=

= (FS)(FT
︸︷︷︸

∈C∞

· ϕ
︸︷︷︸

∈D

) = (FT · FS)(ϕ), d.h. F(S ∗ T ) = FT
︸︷︷︸

∈C∞

· FS
︸︷︷︸

∈S′⊂D′

in D′(Rn). �
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NB:

1) Distributionen können mit C∞–Funktionen multipliziert werden, vgl. FA, p. 25.

2) T ∈ E ′(Rn) =⇒ FT ∈ C∞(Rn), denn ϕ ∈ D(Rn) und χ ∈ D(Rn) mit χ = 1 auf
suppϕ ∪ supp T =⇒
(FT )(ϕ) = T (χ · Fϕ) = Tx

(

χ(x) ·
ˆ

χ(y)ϕ(y)e−ixy dy

)

=

= Tx

(

ϕy
(
χ(x)χ(y)e−ixy

︸ ︷︷ ︸

∈D(R2n)

))

=
Satz 13.1

ϕy

(

Tx
(
χ(x)χ(y)e−ixy

))

=

ˆ

ϕ(y)χ(y)Tx
(
χ(x)e−ixy

)

︸ ︷︷ ︸

∈D(Rn
y ) nach L. 13.1

dy =
(Def. S. 18)

ˆ

ϕ(y)Tx(e
−ixy) dy

=⇒ (FT )(y) = Tx(e
−ixy) ∈ C∞(Rn

y ).

§ 14 Fundamentallösungen partieller Differentialopera-

toren

Ein linearer partieller Differentialoperator (LPDO) mit mit C∞–Koeffizienten, d.h.
P (x, ∂) =

∑

|α|≤m

aα(x)∂
α (wobei ∅ 6= Ω ⊂ Rn offen, aα : Ω −→ C C∞) lässt sich auf U ∈ D′(Ω)

anwenden: P (x, ∂)U =
∑

|α|≤m

aα(x) · ∂αU ∈ D′(Ω), vgl. Def. FA, p. 25. Wir betrachten daher

die partielle Differentialgleichung P (x, ∂)U = T in D′(Ω) und suchen U zu gegebenem T. Falls
aα ∈ C konstant, heißt P (∂) LPDO mit konstanten Koeffizienten.

Lemma 14.1
Falls U = Tu, u ∈ Cm(Ω), so gilt: P (∂)U = T ⇐⇒ T ∈ C(Ω) und u ist eine klassische
Lösung, d.h.

∀x ∈ Ω :
∑

|α|≤m

aα(x)
∂αu

∂xα
(x) = T (x).

Beweis Es ist Tu : D(Ω) −→ C : ϕ 7−→
ˆ

ϕ(x)u(x) dx und ∂αTu = T∂αu, vgl. FA, p. 26, und

daher ist

P (∂)U = T ⇐⇒
∑

aα∂
αTu = T ⇐⇒ T∑ aα∂αu

︸ ︷︷ ︸
∈C(Ω)

= T ⇐⇒ T ∈ C(Ω)

und ∀x : T (x) =
∑
aα(x)∂

αu(x). �

Beachte Meist steht für Tu wieder u!

23



Def.:
Es sei P (∂) ein LPDO mit konstanten Koeffizienten. E ∈ D′(Rn) heißt Fundamentallösung
(FL) von P (∂) ⇐⇒ P (∂)E = δ (wobei δ = δ0 : D(Rn) −→ C : ϕ 7−→ ϕ(0)).

Bemerkung Wenn z ∈ Cn eine Nullstelle von P ist (d.h. P (z) = 0), so ist
P (∂) ez·x =

∑

α

aα
(

∂
∂x1

)α1 · · ·
(

∂
∂xn

)αn
ez1x1+···+znxn =

∑

α

aαz
α1
1 ez1x1 · · · zαn

n eznxn =

(
∑
aαz

α) ez·x = P (z) ez·x = 0, d.h. wenn E FL von P (∂) =⇒ E + c ez·x, c ∈ C,
sind auch FL von P (∂) =⇒ FL sind nicht eindeutig außer für P ≡ konstant.

Aus der FL E erhält man oft auch eine Lösung von P (∂)U = T :

Satz 14.1
P (∂) LPDO mit konstanten Koeffizienten, P (∂)E = δ, T ∈ D′(Rn).

a) E, T tf. =⇒ P (∂)(E ∗ T ) = T.

b) Wenn P (∂)U = T und E,U tf. =⇒ U = E ∗ T

[Bemerkung b) sagt: Es gibt höchstens eine Lösung U von P (∂)U = T, die mit E tf. ist und
diese kann nur E ∗T sein. Vorsicht: Selbst wenn E, T tf., so sind E,E ∗T i.A. NICHT tf. und
dann gibt es gar keine solche Lösung U.
Ein schwieriger Satz von Ehrenpreis (1956) sagt: ∀P 6≡ 0 : ∀T ∈ D′(Rn) : ∃U ∈ D′(Rn) :
P (∂)U = T. Für Ω 6= Rn ist das i.A. falsch.]

Beweis von Satz 14.1 Wenn S, T tf., so ist nach Satz 13.3, 3) ∂α(S∗T ) = (∂αS)∗T = S∗∂αT
und daher auch P (∂)(S ∗ T ) =

(
P (∂)S

)
∗ T = S ∗ P (∂)T.

a) P (∂)(E ∗ T ) =
(
P (∂)E

)
∗ T = δ ∗ T = T

b) P (∂)(E ∗ U) =
(
P (∂)E
︸ ︷︷ ︸

δ

)
∗ U = E ∗ P (∂)U

︸ ︷︷ ︸

T

=⇒ U = E ∗ T �

Satz 14.2

Es sei c := |Sn−1| =
2πn/2

Γ
(
n
2

) . Dann ist

E(x) =







1
2π

log |x| : n = 2

− |x|2−n

(n−2)c
: n 6= 2






∈ L1

loc(R
n) eine FL von ∆n. (vgl. auch FA, Übung 24)
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Beweis z. B. für n 6= 2

a)

ˆ

|x|≤N

∣
∣E(x)

∣
∣ dx =

1

|n− 2| · c · c ·
N̂

0

r2−n · rn−1
︸ ︷︷ ︸

r

dr <∞ =⇒ E ∈ L1
loc(R

n).

b) Für radialsymmetrische Funktionen gilt mit

r = |x| : ∆
(

f
(
|x|
))

=

(
∂2

∂r2
+
n− 1

r

∂

∂r

)

f(r) =⇒ für x 6= 0 ist ∆|x|2−n =

= (r2−n)′′ +
n− 1

r
(r2−n)′ = (2 − n)(1 − n)r−n + (n− 1)(2 − n)r−n = 0

c) Es sei ϕ ∈ D(Rn) =⇒ (∆E)(ϕ) = E(∆ϕ) =

= − 1

(n− 2)c

ˆ

Rn

∆ϕ(x) · |x|2−n dx
Lebesgue

↓
= − 1

(n− 2)c
lim
εց0

ˆ

|x|≥ε

∆ϕ(x)|x|2−n dx.

Allgemein gilt für f Funktion, X Vektorfeld (beide C1) :

div(f ·X) =
∑ ∂

∂xj
(f ·Xj) =

∑ ∂f

∂xj
·Xj + f ·

∑ ∂Xj

∂xj
= ∇f ·X + f · divX

=⇒ für x 6= 0 ist ∆ϕ · |x|2−n = div
(
|x|2−n · ∇ϕ

)
−∇|x|2−n · ∇ϕ =

div
(
|x|2−n · ∇ϕ

)
− div

(
ϕ · ∇|x|2−n

)
+ ϕ · ∆|x|2−n

︸ ︷︷ ︸

=0

=⇒ (∆E)(ϕ) = − 1

(n− 2) · c lim
εց0

ˆ

|x|≥ε

[

div
(
|x|2−n∇ϕ

)
− div

(
ϕ · ∇|x|2−n

)]

dx

Gauß
↓
= − 1

(n− 2) · c lim
εց0

ˆ

|x|=ε

(
|x|2−n∇ϕ− ϕ · ∇|x|2−n

)
·N ds;

auf der Kugel |x| = ε ist N = [Außeneinheitsnormale von |x| ≥ ε aus ] = −x
ε

und

∇|x|2−n = (2 − n) · x
εn

=⇒

(∆E)(ϕ) = − 1

(n− 2)c
lim
εց0

ˆ

|x|=ε

(

ε2−n∇ϕ− ϕ · (2 − n)
x

εn

)

·
(

−x
ε

)

ds(x)
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=
(ds(x)=εn−1 ds(y))

x=εy

↓
− 1

(n− 2)c
lim
εց0

ˆ

|y|=1

(

ε∇ϕ(εy)
�

���
0

− ϕ(εy) · (2 − n)y
)

· (−y) ds(y)

Lebesgue
= − 1

(n− 2)c
·
(
−ϕ(0)

)
· (2 − n) ·

ˆ

|y|=1

−|y|2
︸ ︷︷ ︸

−1

ds(y)

︸ ︷︷ ︸

−c

= ϕ(0) = δ(ϕ) �

Def.:
Ein Polynom P (x) = P (x1, x2, . . . , xn) im Rn heißt harmonisches Polynom ⇐⇒ ∆P = 0

Bsp. 1, xj , x
2
j − x2

k, xjxk für j 6= k, sind harmonische Polynome.

Satz 14.3
E sei wie in Satz 14.2 und T ∈ E ′(Rn).

a)
{
U ∈ S ′(Rn); ∆U = T

}
= {E ∗ T + P ; P harm. Polynom}

b) falls zusätzlich T ∈ L1(Rn), so ist

E ∗ T ∈ L1
loc(R

n), E ∗ T (x) =

ˆ

Rn

E(x− y)T (y) dy (x–f.ü.)

Beweis

a) α)

ˆ

Rn

∣
∣E(x)

∣
∣

(
1 + |x|

)3 dx =
|Sn−1|

|n− 2| · c

∞̂

0

r2−n

(1 + r)3
rn−1 dr < ∞ für n 6= 2 und analog für

n = 2 =⇒ E(x)
(
1 + |x|

)3 ∈ L1(Rn) =⇒

=⇒
∣
∣E(ϕ)

∣
∣ =

∣
∣
∣
∣

ˆ

Rn

E(x)
(
1+|x|

)3 · ϕ(x) ·
(
1 + |x|

)3
dx

∣
∣
∣
∣

≤
Hölder

≤
∥
∥
∥
∥

E
(
1 + |x|

)3

∥
∥
∥
∥

1

·
∥
∥
∥

(
1 + |x|

)3 · ϕ
∥
∥
∥
∞

=⇒
Satz 10.2

=⇒ E ∈ S ′(Rn) =⇒
Satz 13.6

E ∗ T ∈ S ′(Rn) und ∆(E ∗ T ) = T nach Satz 13.3.

β) Wenn U ∈ S ′(Rn), ∆U = T =⇒ ∆(U − E ∗ T ) = 0
∣
∣F

=⇒ −|x|2 · F(U − E ∗ T )
︸ ︷︷ ︸

=:S

= 0 =⇒ ∀ϕ ∈ D
(
Rn \ {0}

)
:
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S(ϕ) = S

(

−|x|2 · ϕ

−|x|2
)

= (−|x|2 · S)

(
ϕ

−|x|2
)

= 0 =⇒ suppS ⊂ {0}

=⇒
Satz 4.5

S =
∑

|α|≤m

cα∂
αδ =⇒ U − E ∗ T = F−1S = (2π)−n(FS )̌ =

(2π)−n
(∑

cαi
|α|xα

)

ˇ=: P, wobei P Polynom und ∆P = ∆(U − E ∗ T ) = 0.

b) gilt nach Satz 13.5. �

Bemerkungen

1) Satz 14.3 zeigt z.B., dass U aus S. 19 die Gleichung −∆U = δRS2 löst und die einzige
Lösung in S ′(R3) bis auf harmonische Polynome ist, und daher auch die einzige Lösung
ist, die in ∞ Null wird.

2) Satz 14.3 a) verallgemeinert den Satz von Liouville aus der Funktionentheorie (d.h.
f : C −→ C holomorph und beschränkt =⇒ f konstant), denn f holomorph =⇒
∆f = 0 =⇒

Satz 14.3
f Polynom in x, y; ein beschränktes Polynom ist aber konstant.

Satz 14.4

E(t, x) :=
Y (t)

(4πt)n/2
e−|x|2/(4t) ∈ L1

loc(R
n+1)

ist eine Fundamentallösung des Wärmeleitungsoperators
∂

∂t
− ∆n.

Beweis

a)

N̂

t=−N

ˆ

|x|≤N

E(t, x)
︸ ︷︷ ︸

≥0

dtdx =
Fubini-Tonelli

N̂

t=0

(4πt)−n/2
(
ˆ

|x|≤N

e−|x|2/(4t) dx

)

dt =

(
y = x/

(
2
√
t
)

dx = (4t)n/2 dy

)

= π−n/2

N̂

t=0

(
ˆ

|y|≤ N
2
√

t

e−|y|2 dy

)

︸ ︷︷ ︸

≤
´

Rn
e−|y|2 dy=πn/2

dt ≤ N =⇒ E ∈ L1
loc(R

n+1)

b) Für t 6= 0 ist E C∞ und (∂t − ∆n)E = 0, denn ∂t(t
−n/2e−r

2/(4t)) =

=

(

−n
2
t−n/2−1 +

r2

4t2
t−n/2

)

e−r
2/(4t) ,
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∂r(t
−n/2e−r

2/(4t)) = − r

2t
t−n/2e−r

2/(4t),

∂2
r (t

−n/2e−r
2/(4t)) =

(

−1

2
t−n/2−1 +

r2

4t2
t−n/2

)

e−r
2/(4t)

∆n(t
−n/2e−r

2/(4t)) =

(

∂2
r +

n− 1

r
∂r

)

(t−n/2 e−r
2/(4t)) =

=

(

−n
2
t−n/2−1 +

r2

4t2
t−n/2

)

e−r
2/(4t).

(Es gilt sogar E ∈ C∞
(
Rn+1 \ {0}

)
, vgl. FA p. 18, und daher muss

(∂t − ∆n)E =
∑

|α|≤m

α∈Nn+1
0

cα∂
αδ sein, vgl. Satz 4.5, FA p. 28.]

c) Es sei χ ∈ D(R1) mit χ(t) = 1 für t bei 0

(Lebesgue)
=⇒ E = lim

k→∞

(
in D′(Rn+1)

)
E ·
(

→1 für k→∞
︷ ︸︸ ︷

1 − χ(k · t)
)

︸ ︷︷ ︸

∈C∞(Rn+1)

=⇒ (∂t − ∆n)E = lim
k→∞

(∂t − ∆n)
(

E ·
(
1 − χ(k · t)

))

︸ ︷︷ ︸

E·(−k·χ′(kt)) nach b)

;

ϕ ∈ D(Rn+1) =⇒
(
(∂t − ∆n)E

)
(ϕ) = lim

k→∞

ˆ

ϕ · E ·
(
−k · χ′(kt)

)
dxdt

= − lim
k→∞

k

∞̂

0

(4πt)−n/2χ′(kt)

(
ˆ

Rn

e−|x|2/(4t)ϕ(t, x) dx

)

dt

vgl. a)

↓
= − lim

k→∞
kπ−n/2

∞̂

0

χ′ (kt)
︸︷︷︸

s

ˆ

Rn

e−|y|2ϕ
(
t, 2

√
t y
)
dydt

= − lim
k→∞

π−n/2

∞̂

0

χ′(s)

ˆ

Rn

e−|y|2ϕ

(
s

k
,

2
√
s y√
k

)

dyds

Lebesgue
= −π−n/2

∞̂

0

χ′(s)ϕ(0, 0)

ˆ

e−|y|2 dy
︸ ︷︷ ︸

πn/2

ds = χ(0)
︸︷︷︸

1

·δ(ϕ) �

Satz 14.5
E sei wie in Satz 14.4 und T ∈ E ′(Rn+1).
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a)
{
U ∈ S ′(Rn+1); (∂t − ∆n)U = T

}
=
{
E ∗ T + P ; P Polynom, (∂t − ∆n)P = 0

}

b) falls zusätzlich T ∈ L1(Rn+1), so ist E ∗ T ∈ L1
loc(R

n+1),

(E ∗ T )(t, x) =

t
ˆ

−∞

ˆ

Rn

T (τ, ξ)exp

(

− |x− ξ|2
4(t− τ)

)

dξ
dτ

(
4π(t− τ)

)n/2
.

Beweis wie bei Satz 14.3. Beachte, dass it− |x|2 = 0 ⇐⇒ (t, x) = 0 ∈ Rn+1. �

Nun zur Wellengleichung:

Satz 14.6

a) E(t, x) :=
1

2
Y
(
t− |x|

)
∈ L∞(R2)

ist eine Fundamentallösung der
1-dimensionalen Wellengleichung

∂2

∂t2
− ∂2

∂x2
.

1/2

t

x00

00

b) Wenn T ∈ D′(R2
t,x) mit suppT ⊂

{
(t, x) ∈ R2; t ≥ 0

}
, so sind E, T tf. und U := E ∗ T

ist die einzige Lösung von (∂2
t − ∂2

x)U = T mit suppU ⊂
{
(t, x); t ≥ 0

}
.

c) Wenn zusätzlich T ∈ L1
loc(R

1), so ist U ∈ C(R2) und U(t, x) =
1

2

¨

|x−ξ|≤t−τ

T (τ, ξ) dξdτ.

Beweis:

a) α) Wenn A ∈ Gln(R) und f ∈ L1
loc(R

n), so ist auch f ◦ A ∈ L1
loc(R

n) und

(f ◦ A)(ϕ) = Tf◦A(ϕ) =

ˆ

f( Ax
︸︷︷︸

y

)ϕ(x) d x
︸︷︷︸

=A−1y

=

= |detA−1| ·
ˆ

f(y)ϕ(A−1y) dy = |detA−1| ·Tf (ϕ ◦A−1), vgl. auch die Bemerkung

in Seite 20 unten. Daher definiert man für T ∈ D′(Rn)

Def.:
T ◦ A ∈ D′(Rn) mit (T ◦ A)(ϕ) := |detA|−1 · T (ϕ ◦ A−1).

29



Eine leichte Rechnung zeigt, dass die Kettenregel wieder gilt:

∂T ◦ A
∂xj

=

n∑

k=1

∂T

∂xk
◦ A · ∂(Ax)k

∂xj
︸︷︷︸

=akj

.

β) Wenn T := Y (t) · Y (x) = Y ⊗ Y =⇒ ∂2T

∂t∂x
=

Satz 13.2, a)

= Y ′ ⊗ Y ′ = δ(t) ⊗ δ(x) = δ;

A : R2 −→ R2 :
(
t
x

)
7−→

(
t−x
t+x

)
= ( 1 −1

1 1 )
(
t
x

)
=⇒

T ◦ A = Y (t− x) · Y (t+ x) = Y
(
t− |x|

)
und

∂T ◦ A
∂t

= ∂tT ◦ A+ ∂xT ◦ A, ∂
2T ◦A
∂t2

=
(
(∂t + ∂x)

2T
)
◦ A,

∂T ◦ A
∂x

= −∂tT ◦ A+ ∂xT ◦A, ∂
2T ◦ A
∂x2

=
(
(∂t − ∂x)

2T
)
◦ A,

(∂2
t − ∂2

x)(T ◦ A) = (4∂t∂xT ) ◦ A = 4δ ◦ A;

(δ ◦ A)(ϕ) = |detA−1|
︸ ︷︷ ︸

1/2

· δ
(

ϕ
(
A−1

(
t
x

)))

︸ ︷︷ ︸

ϕ(A−10)

=
1

2
ϕ(0)

=⇒ δ ◦ A =
1

2
δ =⇒ (∂2

t − ∂2
x)E = δ für E :=

1

2
T ◦ A =

1

2
Y
(
t− |x|

)
.

b) Es sei 0 6= v ∈ R
n und H := {x ∈ R

n; vT · x ≥ 0} und K ein abg. Kegel in
◦

H ∪ {0}.

H

K

x1

x2

n = 2
H

K

x1

x2

x3

n = 3

Wenn T1, T2 ∈ D′(Rn) mit supp T1 ⊂ K, supp T2 ⊂ H =⇒ T1, T2 tf., denn wenn
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(x, y) ∈ supp T1 ⊗ T2 ∩
{
(x, y) ∈ R2n; |x+ y| ≤ N

}
=⇒

x ∈ K, y ∈ H, |x+ y| ≤ N =⇒ vT · (x+ y)
︸ ︷︷ ︸

vT · x
︸ ︷︷ ︸

≥0

+vT · y
︸ ︷︷ ︸

≥0

≤ |v| ·N

=⇒ 0 ≤ vT · x ≤ |v| ·N =⇒
(weil x∈K)

x beschränkt =⇒ y beschränkt.

Hier ist speziell v =
(
1
0

)
=⇒ E, T tf.; der Rest folgt aus Satz 14.1.

c) Nach Satz 13.5 ist U(t, x) =

¨

T (τ, ξ) · E(t− τ, x− ξ)
︸ ︷︷ ︸

1
2
Y (t−τ−|x−ξ|)

dξdτ =

=
1

2

¨

|x−ξ|<t−τ

T (τ, ξ) dξdτ ∈ C(R2
t,x) nach Lebesgue. �

Bemerkungen

1) Im Wesentlichen macht A =

(
1 −1
1 1

)

eine Drehung um 45◦.

2) Wenn man in b) von Satz 14.6 T = δ setzt, folgt, dass E die einzige Fundamentallösung
mit suppE ⊂

{
(t, x); t ≥ 0

}
ist. Operatoren, für die das gilt, heißen

”
hyperbolisch”

(bzgl.
{
(t, x) ∈ R2; t ≥ 0

}
).

3) Aus der Kettenregel in a) α), Seite 29, folgt allgemein

P (∂)(T ◦A) =
(
(P ◦ AT )(∂)T

)
◦ A;

wenn daher T ◦ A = E, P (∂)E = δ, so ist

(P ◦ AT )(∂)T = δ ◦ A−1 = | detA| · δ, d.h.

| detA|−1T = | detA|−1 · E ◦ A−1 ist Fundamentallösung von (P ◦ AT )(∂).

Z.B. wenn A(t, x) =
(
t
cx

)
, c > 0 =⇒ eine Fundamentallösung von

(P ◦ AT )(∂) = ∂2
t − c2∂2

x ist | detA|−1 1
2
Y
(
t− |x|

)
◦ A−1 = 1

2c
Y
(
t− |x|

c

)
.
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4)

A(t,x)

(t, x)t

ξ

τ

Für T ∈ L1
loc(R

2) mit supp T ⊂
{
(t, x); t ≥ 0

}
ist U(t, x) bereits durch

die Werte von T im
”
Abhängigkeitsgebiet“

A(t,x) =
{
(τ, ξ); τ ≥ 0, |x − ξ| ≤ t − τ

}

bestimmt.

supp T + suppE

supp T x

t Weiters ist suppU ⊂ supp T + suppE =
{
(t, x); ∃(τ, ξ) ∈ supp T : |x−ξ| ≤ t−τ

}
,

d.h. die Schallwelle breitet sich mit der
Geschwindigkeit c = 1 aus. Bei ∂t − ∆n

ist hingegen A(t,x) =
{
(τ, ξ); 0 ≤ τ ≤ t

}

(s. Satz 14.5), die Wärmequellen T (τ, ξ)
wirken

”
kausal“ (d.h. τ ≤ t), aber mit un-

endlich großer Geschwindigkeit. (∂t − ∆n

ist
”
parabolisch“.)

Satz 14.7

a) E :=
1

4πt
δ
(
t− |x|

)
∈ D′(R4

t,x) sei definiert durch

E(ϕ) :=

ˆ

R3

ϕ
(
|x|, x

)

4π|x| dx
(
ϕ ∈ D(R4

t,x)
)
.

Dann ist E eine Fundamentallösung der 3–dimensionalen Wellengleichung ∂2
t − ∆3.

b) Analog Satz 14.6 b): Wenn T ∈ D′(R4
t,x) mit . . .

c) Wenn zusätzlich T ∈ L1
loc(R

4), so ist U = E ∗ T ∈ L1
loc(R

4) und es gilt (t, x)–f.ü.

U(t, x) =
1

4π

ˆ

R3

|x−ξ|=t−τ
(d.h. τ=τ(ξ)=t−|x−ξ|)

T (τ, ξ)

|x− ξ| dξ (Kirchhoff)
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Beweis

a) α) E : D(R4) −→ C ist linear und

ϕk → 0 in D(R4) =⇒ E(ϕk) =

ˆ

R3

ϕk
(
|x|, x

)

4π|x|
︸ ︷︷ ︸

≤ c
|x| ·Y (N−|x|)∈L1(R3)

dx
Leb.−→ 0.

Also ist E ∈ D′(R4). [E ist sogar ein Radonmaß.]

β) Wir verwenden die partielle Fouriertransformation

Fx : S(R4
t,x)−̃→S(R4

t,x) : ϕ(t, x) 7−→
ˆ

R3

e−ix·ξϕ(t, ξ) dξ

mit (Fx ◦ Fx)ϕ = (2π)3 · ϕ(t,−x) und

Fx : S ′(R4
t,x)−̃→S ′(R4

t,x) : T 7−→
(
ϕ 7−→ T (Fxϕ)

)
.

Aus E(ϕ) =

∞̂

t=0

(
ˆ

|x|=t

ϕ(t, x)

4πt
ds(x)

)

dt =

=
1

4π

∞̂

t=0

1

t
δtS2
(
ϕ(t,−)

)
dt

folgt (FxE)(ϕ) = E(Fxϕ) =
1

4π

∞̂

t=0

1

t
δtS2
(
Fxϕ(t,−)

)

︸ ︷︷ ︸

(FδtS2)
︸ ︷︷ ︸

4πt
|x| sin(t|x|),
vgl. FA, p. 62

(ϕ(t,−))

=

=

∞̂

t=0

ˆ

R3

sin
(
t|x|
)

|x| ϕ(t, x) dxdt, d.h. FxE = Y (t) · sin
(
t|x|
)

|x| ∈ L1
loc(R

4).

Wie für die gewöhnliche Fouriertransformation ist Fx

(
∂E

∂xj

)

= ixjFxE;

weiters ist

(∂tFxE)(ϕ) = −(FxE)(∂tϕ) = −E(Fx∂tϕ
︸ ︷︷ ︸

∂tFxϕ

) = (∂tE)(Fxϕ)

= (Fx∂tE)(ϕ) =⇒ ∂tFxE = Fx∂tE =⇒
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=⇒ Fx

(
(∂2
t − ∆3)E

)
=
(
∂2
t + |x|2

)
FxE =

(
∂2
t + |x|2

)
Y (t)

sin
(
t|x|
)

|x| ;

∂t · Y (t)
sin
(
t|x|
)

|x| = Y (t) cos
(
t|x|
)

=⇒ ∂2
t Y (t)

sin
(
t|x|
)

|x| =

= ∂tY (t) cos
(
t|x|
)

= −|x|Y (t) sin
(
t|x|
)

+ δ(t) ⊗ 1x, vgl. Übung 4

=⇒ (∂2
t − ∆3)E = F−1

x

(
δ(t) ⊗ 1x

)
= δ ⊗ δ = δ.

b) folgt aus b) in S. 30.

c) T ∈ L1
loc(R

4) mit suppT ⊂
{
(t, x) ∈ R4; t ≥ 0

}
,

ϕ ∈ D(R4) =⇒ U(ϕ) = T ∗ E(ϕ) = (T ⊗ E)(ϕ∆) =

= Tτ,ξ

(

Eσ,η
(
ϕ(τ + σ, ξ + η)

)

︸ ︷︷ ︸
´

R3

ϕ(τ+|η|, ξ+η)
4π|η| dη

)

=

ˆ

ξ∈R3

∞̂

τ=0

ˆ

η∈R3

T (τ, ξ)
ϕ
(
τ + |η|, ξ + η

)

4π|η| dηdτdξ

Substitution für festes ξ :

{
x = ξ + η
t = τ + |η| =⇒ dηdτ = dxdt

=⇒ U(ϕ) =

ˆ

ξ∈R3

(
ˆ

R4

T
(
t− |x− ξ|, ξ

) ϕ(t, x)

4π|x− ξ| dxdt

)

dξ

Fubini
=

ˆ

R4

ϕ(t, x)

(
ˆ

R3

T
(
τ(ξ), ξ

)

4π|x− ξ| dξ

)

dtdx, τ(ξ) := t− |x− ξ|. �

(Der Satz von Fubini ist anwendbar, weil der Integrand in der viertletzten Zeile in
L1(R7

ξ,τ,η) ist.)

Bemerkungen

1) Für T ∈ L1
loc(R

4) mit supp T ⊂
{
(t, x); t ≥ 0

}
wird also (E ∗ T )(t, x) bestimmt durch

die Werte von T auf dem Kegelmantel

A(t,x) =
{
(τ, ξ) ∈ R

4; τ ≥ 0, |x− ξ| = t− τ
}
.
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A(t,x)

τ

ξ1

ξ2, ξ3
x

Ebenso ist für ∂2
t − c2∆3

A(t,x) =
{
(τ, ξ); τ ≥ 0, |x− ξ| = c(t− τ)

}

(vgl. S. 31, 3)) bzw.

E =
1

4πtc3
δ

(

t− |x|
c

)

.

Wir hören also T = δ(τ,ξ)=̂ [Donnerschlag zur Zeit τ am Ort ξ] zur Zeit t im Ort x, wenn
|x− ξ| = s und t = τ + s

c
(c ≈ 330

[
m
sec

]
), und hören ihn nicht davor und nicht danach

(suppU = supp (E ∗ T ) =
{

(σ + τ, η + ξ); σ = |η|
c

}

). Im R
3
(t,x), s. S. 37.

2) Ganz allgemein erhält man die Fundamentallösung von ∂2
t − ∆n mit Träger in t ≥ 0

als F−1
x

(

Y (t)
sin
(
t|x|
)

|x|

)

. Für die 2–dimensionale Wellengleichung verwenden wir zur

Abwechslung die
”
Abstiegsmethode”:

Satz 14.8

a) E(t, x) :=
Y
(
t− |x|

)

2π
√

t2 − |x|2
∈ L1

loc(R
3
t,x) ist eine Fundamentallösung der 2–dimensionalen

Wellengleichung ∂2
t − ∆2.

b) Analog Satz 14.6 b): Wenn T ∈ D′(R3
t,x) mit . . .

c) Wenn zusätzlich T ∈ L1
loc(R

3), so ist U = E ∗ T ∈ L1
loc(R

3) und es gilt (t, x)–f.ü.

U(t, x) =
1

2π

˚

|x−ξ|≤t−τ

T (τ, ξ)
√

(t− τ)2 − |x− ξ|2
dξ1dξ2dτ (Poisson)

Beweis

a) α)

ˆ

|t|<N
|x|<N

E(t, x)
︸ ︷︷ ︸

≥0

dtdx =
1

2π

N̂

t=0

(
ˆ

|x|<t

dx
√

t2 − |x|2

)

dt =

(
x = t · y

dx = t2 dy

)

=

=
1

2π

N̂

t=0

(
ˆ

|y|≤1

t2 dy

t
√

1 − |y|2

)

dt =
1

2π

N̂

t=0

t dt · 2π ·
1
ˆ

r=0

r dr√
1 − r2

=

=
N2

2
<∞ =⇒ E ∈ L1

loc(R
3).
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β) Es sei F =
1

4πt
δ
(
t− |x|

)
∈ D′(R4) wie in Satz 14.7,

T = δt,x1,x2 ⊗ 1x3 ∈ D′(R4), d.h. T (ϕ) =

∞̂

−∞

ϕ(0, 0, 0, x3) dx3,

U = F ∗ T =⇒ U(ϕ) = (T ⊗ F )(ϕ∆) = Tτ,ξ

(

Fσ,η
(
ϕ(τ + σ, ξ + η)

))

= Tτ,ξ

(
ˆ

R3

ϕ
(
τ + |η|, ξ + η

)

4π|η| dη

)

= (mit λ := ξ3, e3 :=
(

0
0
1

)

)

=

∞̂

−∞

(
ˆ

R3

ϕ
(
|η|,

x
︷ ︸︸ ︷

λe3 + η
)

4π|η| dη

)

dλ =

∞̂

−∞

ˆ

R3

ϕ
(
|x− λe3|, x

)

4π|x− λe3|
dxdλ

Fubini
=

1

4π

ˆ

R3

∞̂

−∞

ϕ
(
|x− λe3|, x

)

|x− λe3|
dλ

︸ ︷︷ ︸

Jx

dx;

In Jx substituieren wir t := |x − λe3| =
√

x2
1 + x2

2 + (λ− x3)2 ; für λ ∈ (x3,∞)

läuft t in
(√

x2
1 + x2

2 ,∞
)

und ebenso für λ ∈ (−∞, x3);

weiters ist

∣
∣
∣
∣

dt

dλ

∣
∣
∣
∣
=

|λ− x3|
√

x2
1 + x2

2 + (λ− x3)2
=

√

t2 − x2
1 − x2

2

|x− λe3|

=⇒ Jx = 2

∞̂

√
x2
1+x

2
2

ϕ(t, x)
√

t2 − x2
1 − x2

2

dt =⇒

U(ϕ) =
1

2π

ˆ

R3

∞̂

−∞

Y
(

t−
√

x2
1 + x2

2

)

√

t2 − x2
1 − x2

2

ϕ(t, x) dtdx = (E ⊗ 1x3)(ϕ)

d.h. U = E ⊗ 1x3 ; wegen (∂2
t − ∆3)U = T folgt

δt,x1,x2 ⊗ 1x3 = T = (∂2
t − ∆3)U = (∂2

t − ∆3)(E ⊗ 1x3) =

=
(
(∂2
t − ∆2)E

)
⊗ 1x3 − E ⊗ ∂2

x3
1

︸︷︷︸

0

=⇒ (∂2
t − ∆2)E = δ
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[denn S ⊗ T = S̃ ⊗ T, T 6= 0, T (ϕ2) 6= 0 =⇒

=⇒ ∀ϕ1 : (S ⊗ T )
(
ϕ1(x)ϕ2(y)

)

︸ ︷︷ ︸

S(ϕ1)·T (ϕ2)

= (S̃ ⊗ T )
(
ϕ1(x)ϕ2(y)

)

︸ ︷︷ ︸

S̃(ϕ1)T (ϕ2)

=⇒ S = S̃.]

b) folgt aus b) in S. 30.

c) Nach Satz 13.5 ist U(t, x) =

˚

T (τ, ξ)E(t− τ, x− ξ) dξdτ. �

Bemerkung

∂2
t − c2∆2 hat die Fundamentallösung

Y
(
t− |x|/c

)

2πc2
√

t2 − |x|2/c2
(vgl. S. 31, 3) und

A(t,x) =
{
(τ, ξ) ∈ R3; τ ≥ 0, |x− ξ| ≤ c(t− τ)

}
.

Für 2–dimensionale Menschen wäre ein [Donnerschlag zur Zeit τ am Ort ξ] im Ort x mit der
Entfernung s = |x − ξ| hörbar ab der Zeit t = τ + s

c
und bliebe auch danach hörbar (mit

abnehmender Amplitude
1

2πc2
√

(t− τ)2 − s2/c2
). Im Gegensatz zu ESatz 14.8 hat ESatz 14.7

das Kegelinnere |x| < ct als Lacuna (d.h. ist dort 0). Das gilt allgemein für ungerade Raum-
dimensionen ≥ 3.

§ 15 Das Cauchyproblem für die Wellen- und die Wärme-

leitungsgleichung

Def.:

1) Für k ∈ N0 sei C
k(

(0,∞) × Rn
)

:=

{

u : (0,∞) × Rn −→ C Ck;
∂ju

∂tj
lässt sich stetig

auf [0,∞) × Rn fortsetzen, j = 0, 1, . . . , k

}

.

2) Es seien u0, u1 ∈ C(Rn), f ∈ C
(
[0,∞) × Rn

)
. Dann heißt u ∈ C2

(
(0,∞) × Rn

)
∩

C
1(

(0,∞)×R
n
)
klassische Lösung des Cauchyproblems (= Anfangswertproblems)

der Wellengleichung (CPW) zu u0, u1, f ⇐⇒

α) ∀(t, x) ∈ (0,∞) × Rn : (∂2
t − ∆n)u(t, x) = f(t, x) ∧

β) ∀x ∈ R
n : lim

tց0
u(t, x) = u0(x), lim

tց0

∂u

∂t
(t, x) = u1(x).
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3) Es seien u0, u1 ∈ D′(Rn), U, F ∈ D′(Rn+1) mit suppU, suppF ⊂ [0,∞) × R
n. Dann

heißt U distributionelle Lösung des CPW zu u0, u1, F ⇐⇒
(∂2
t − ∆n)U = F + δ′(t) ⊗ u0 + δ(t) ⊗ u1.

Lemma 15.1
Es seien u0, u1 ∈ C(Rn), f ∈ C

(
[0,∞) × Rn

)
, u ∈ C2

(
(0,∞) × Rn

)
∩ C1(

(0,∞) × Rn
)

und

F (t, x) :=

{
f(t, x) ; t > 0

0 ; t ≤ 0

}

, U(t, x) :=

{
u(t, x) : t > 0

0 : t ≤ 0

}

∈ L1
loc(R

n+1).

Dann gilt: u klassische Lösung des CPW zu u0, u1, f ⇐⇒ U distributionelle Lösung des CPW
zu u0, u1, F.

Beweis

”
=⇒“ Für ϕ ∈ D(Rn+1) gilt

(
(∂2
t − ∆n)U

)
(ϕ) =

= U
(
(∂2
t − ∆n)ϕ

)
= lim

εց0

ˆ

Rn

∞̂

ε

(∂2
t − ∆n)ϕ(t, x)u(t, x) dtdx

partiell
↓
= lim

εց0

ˆ

Rn

[

∂tϕ · u
∣
∣
∣
∣

∞

ε

− ϕ · ∂tu
∣
∣
∣
∣

∞

ε

+

∞̂

ε

ϕ(t, x) (∂2
t − ∆n)u(t, x)

︸ ︷︷ ︸

f(t,x)

dt

]

dx

Lebesgue
=

ˆ

Rn

[

− ∂tϕ(0, x)u0(x) + ϕ(0, x)u1(x)

]

dx+ F (ϕ)

=
(
δ′(t) ⊗ u0 + δ(t) ⊗ u1 + F

)
(ϕ) =⇒ U distributionelle Lösung.

”
⇐=“ U distributionelle Lösung =⇒ (∂2

t −∆n)U = F in D′
(
(0,∞)×Rn

)
=⇒
L. 14.1

(∂2
t −∆n)u =

f klassisch in (0,∞) × Rn =⇒ α) in Seite 37; wenn weiters
vj(x) := lim

εց0
∂jt u(ε, x) für j = 0, 1, so zeigt die obige Rechnung, dass

(∂2
t − ∆n)U = δ′(t) ⊗ v0 + δ(t) ⊗ v1 + F ; weil U eine distributionelle Lösung des CPW

ist aber auch (∂2
t − ∆n)U = δ′(t) ⊗ u0 + δ(t) ⊗ u1 + F ; wenn ψ1 ∈ D(R1) mit ψ1 = 1 bei

0 =⇒ ∀ψ2 ∈ D(Rn) :

0 =
(
δ′ ⊗ (v0 − u0) + δ ⊗ (v1 − u1)

)(
ψ1(t)ψ2(x)

)

= (v1 − u1)(ψ2) =⇒ v1 = u1 =⇒ v0 = u0 =⇒ u klassische Lösung.

�
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Bemerkung
Beachte, dass u0, u1, F durch die distributionelle Lösung U des CPW nicht eindeutig gegeben
sind. Z.B. haben u0, u1, F und 0, u1, F + δ′ ⊗ u0 dieselbe distrib. Lösung U.

Satz 15.1
Das CPW besitzt für n = 1, 2, 3 genau eine distributionelle Lösung U. Diese hängt in D′(Rn+1)
stetig von u0, u1, F ab, d.h. uk0 → u0, u

k
1 → u1, F

k → F in D′ =⇒ Uk → U in D′.

Beweis

a) Wenn E die Fundamentallösung von ∂2
t −∆n, n = 1, 2, 3 entsprechend Satz 14.6 bis 14.8

ist und T := F +δ′(t)⊗u0 +δ(t)⊗u1, so sind E, T tf. (vgl. Seite 30, b); U := E ∗T =⇒
suppU ⊂ suppE + supp T ⊂

{
(t, x); t ≥ 0

}
, P (∂)U = T =⇒ U distributionelle

Lösung; U ist eindeutig nach Satz 14.1 b).

b) α) Vorsicht: Wenn S, Tk tf. und z.B. Tk −→ 0 in D′ folgt nicht S ∗ Tk −→ 0 in D′.
Z.B. sind S = 1 ∈ L∞(R1) ⊂ D′(R1) und Tk = χ[k,k+1] ∈ E ′(R1) tf. und Tk → 0

in D′(R1) (weil Tk(ϕ) =
k+1
´

k

ϕ(x) dx → 0, ∀ϕ ∈ D(R1)), aber (S ∗ Tk)(x) =
S. 13.5

´

S(x− y)
︸ ︷︷ ︸

1

Tk(y) dy =
k+1
´

k

dy = 1, d.h. S ∗ Tk = S = 1 9 0.

β) Hier ist die Situation zunächst ähnlich:
T k := F k + δ′(t) ⊗ uk0 + δ(t) ⊗ uk1, U

k = E ∗ T k,
T := F + δ′(t) ⊗ u0 + δ(t) ⊗ u1, U = E ∗ T.
Nach Voraussetzung gilt T k −→ T in D′, daraus folgt nach α) aber nicht generell
Uk −→ U in D′. Wir haben hier aber einen Vorteil:
suppE ⊂

{
(t, x); t ≥ |x|

}
und ∀k : suppT k ⊂

{
(t, x); t ≥ 0

}
und daher sind

alle supp (E ⊗ T k) ∩
{

(t, x, s, y) ∈ R2(n+1);
∣
∣
∣

(
t
x

)
+
(
s
y

)
∣
∣
∣ ≤ N

}

in einem festen

(von k unabhängigen) Kompaktum K enthalten (vgl. Seite 30) =⇒
∃χ ∈ D(R2(n+1)) : χ = 1 in einer Umgebung von K =⇒ ∀ϕ ∈ D(Rn+1)

mit suppϕ ⊂
{
(t, x);

∣
∣(t, x)

∣
∣ ≤ N

}
: Uk(ϕ) = (E ∗ T k)(ϕ)

(vgl. S. 18)
=

(E ⊗ T k)(ϕ∆ · χ) −→ (E ⊗ T )(ϕ∆ · χ) = (E ∗ T )(ϕ) = U(ϕ), d.h.

Uk −→ U in D′(Rn+1). �

Bemerkung
Satz 15.1 gilt natürlich auch für n ≥ 4, aber die Bestimmung der Fundamentallösung ist dort
mühsamer.
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Satz 15.2/3/4
Es sei n ∈ {1, 2, 3}, u0, u1 ∈ L1

loc(R
n), F ∈ L1

loc(R
n+1) mit suppF ⊂ [0,∞) × Rn, und U sei

die distributionelle Lösung des CPW (d.h. (∂2
t − ∆n)U = F + δ′(t) ⊗ u0 + δ(t) ⊗ u1). Dann

gilt:

a) U ∈ L1
loc(R

n+1) +
∂

∂t
L1

loc(R
n+1) und U(t, x) =

=







1

2

¨

|x−ξ|<t−τ

F (τ, ξ) dξdτ +
1

2

ˆ

|x−ξ|≤t

u1(ξ) dξ +
Y (t)

2

[
u0(x+ t) + u0(x− t)

]
: n = 1

(d’Alembert)

1

2π

˚

|x−ξ|<t−τ

F (τ, ξ) dξdτ
√

(t− τ)2 − |x− ξ|2
+

1

2π

¨

|x−ξ|≤t

u1(ξ) dξ
√

t2 − |x− ξ|2
+

+
1

2π
∂t

[
¨

|x−ξ|<t

u0(ξ) dξ
√

t2 − |x− ξ|2

]

: n = 2

(Poisson)

1

4π

˚

|x−ξ|=t−τ

F (τ, ξ) dξ

|x− ξ| +
1

4πt

¨

|x−ξ|=t

u1(ξ) ds(ξ)+

+
1

4π
∂t

[
1

t

¨

|x−ξ|=t

u0(ξ) ds(ξ)

]

: n = 3

(Kirchhoff)

(Dabei ist ds das Oberflächenmaß; für n = 2, 3 sind die letzten Terme t–Ableitungen
(im D′–Sinn) von L1

loc–Funktionen.)

b) Wenn







∀α mit |α| ≤ 1 : ∂αF ∈ C
0(

(0,∞) × R
)
, u0 ∈ C2(R), u1 ∈ C1(R) : n = 1

∀α mit |α| ≤ 2 : ∂αF ∈ C
0(

(0,∞) × R
n), u0 ∈ C3(Rn), u1 ∈ C2(Rn) : n = 2, 3






,

so ist u = U
∣
∣
(0,∞)×Rn eine klassische Lösung des CPW.

Beweis

a) Nach Satz 15.1 ist U = E ∗ T, wenn T = F + δ(t) ⊗ u1 + δ′(t) ⊗ u0; bzgl. E ∗ F vgl. c)
in den Sätzen 14.6 - 14.8. Es bleibt

E ∗
(
δ(t) ⊗ u1 + δ′(t) ⊗ u0

)
= E ∗ δ(t) ⊗ u1 + ∂t

(
E ∗ δ(t) ⊗ u0

)
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zu berechnen. Heuristisch setzt man einfach F (τ, ξ) = δ(τ) ⊗ uj, j = 0, 1, d.h. τ = 0
statt des τ–Integrals. Exakt z.B. für n = 3 :

ϕ ∈ D(R4) =⇒
(
E ∗ δ(t) ⊗ u1

)
(ϕ) = Eτ,ξ

(

δ(σ) ⊗ u1(η)
(
ϕ(τ + σ, ξ + η)

))

= Eτ,ξ

(
ˆ

R3

ϕ(τ, ξ + η)u1(η) dη

)

=

ˆ

R3

(
ˆ

R3

ϕ
(
|ξ|,

x
︷ ︸︸ ︷

ξ + η
)

4π|ξ| u1(η) dη

)

dξ

=

ˆ

R3

(
ˆ

R3

ϕ
(
|ξ|, x

)

4π|ξ| u1(x− ξ) dx

)

dξ
Fubini
=

ˆ

R3

(
ˆ

R3

ϕ
(
|ξ|, x

)

4π|ξ| u1(x− ξ) dξ

)

dx

(
t=|ξ|
)

↓
=

ˆ

R3

( ∞̂

t=0

ϕ(t, x)

4πt
·
ˆ

|ξ|=t

u1(x− ξ) ds(ξ)

)

dx

Fubini
=

ˆ

R4

ϕ(t, x)

(
1

4πt

ˆ

|ξ|=t

u1(x− ξ) ds(ξ)

)

dtdx

=⇒ E ∗
(
δ(t) ⊗ u1

)
=

1

4πt

ˆ

|ξ|=t

u1(x− ξ) ds(ξ) =
1

4πt

ˆ

|x−ξ|=t

u1(ξ) ds(ξ),

wobei zuletzt ξneu = x−ξ substituiert wurde und das Ergebnis (nach Fubini) in L1
loc(R

4
t,x)

liegt.

b) Unter den zusätzlichen Voraussetzungen ist u = U
∣
∣
(0,∞)×Rn ∈ C

2(
(0,∞) × Rn

)
. Z.B.:

ˆ

|x−ξ|≤t

u1(ξ) dξ

?

=

x+t
ˆ

x−t

u1(ξ) dξ ∈ C2(R2
t,x) für u1 ∈ C1(R1),

für t > 0

¨

|x−ξ|<t

u1(ξ) dξ
√

t2 − | x− ξ
︸ ︷︷ ︸

tη

|2

6

= t

¨

|η|<1

u1(x− tη)
√

1 − |η|2
dη ∈ C2(R3

t,x) für u1 ∈ C2(R2),

˚

R3

F
(
t− |x− ξ|, ξ

)

| x− ξ
︸ ︷︷ ︸

tη

| dξ = t2
˚

|η|<1

F
(

t
(
1 − |η|

)
, x− tη

)

|η| dη ∈ C
2(

(0,∞) × R
3
)

für ∂αF ∈ C
0(

(0,∞) × R3
)
, |α| ≤ 2 etc.
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Daher ist u eine klassische Lösung nach Lemma 15.1. �

Bei der Wärmeleitungsgleichung ist manches analog: Zu u0 ∈ C(Rn), f ∈ C
(
[0,∞) × Rn)

heißt u ∈ C2
(
(0,∞) × Rn

)
∩ C0(

(0,∞) × Rn) klassische Lösung

⇐⇒ α) ∀(t, x) ∈ (0,∞) × Rn : (∂t − ∆n)u(t, x) = f(t, x)

∧ β) ∀x ∈ Rn : lim
tց0

u(t, x) = u0(x)

Für u0 ∈ D′(Rn), F, U ∈ D′(Rn+1) mit suppU, suppF ⊂ [0,∞) × Rn heißt
U distributionelle Lösung ⇐⇒ (∂t − ∆n)U = F + δ(t) ⊗ u0.

Lemma 15.2
Für u0, f, u wie oben und F, U dazu wie in Lemma 15.1 gilt (bzgl. ∂t − ∆n) :

u klassische Lösung ⇐⇒ U distributionelle Lösung.

Beweis Wie bei Lemma 15.1.

Satz 15.5
E sei wie in Satz 14.4. Dann besitzt das CP der Wärmeleitungsgleichung für u0 ∈ E ′(Rn) und
F ∈ E ′(Rn+1) mit suppF ⊂ [0,∞) × Rn die distributionelle Lösung

U = E ∗
(
F + δ(t) ⊗ u0

)
,

die in D′(Rn+1) stetig von u0, F abhängt, falls die Träger von u0, F beschränkt bleiben.

Der Beweis ist analog dem von Satz 15.1.

Bemerkung Wegen suppE = [0,∞)×Rn ist E nun nicht mehr (wie bei der Wellengleichung)
mit allen T faltbar, die Träger in [0,∞)×Rn haben. Daher wird u0, F ∈ E ′ vorausgesetzt und es
geht auch die Eindeutigkeit verloren, die nur mehr unter zusätzlichen Wachstumsbedingungen
gilt.

Satz 15.6
Wenn u0, F, U wie in Satz 15.5 sind und zusätzlich u0, F integrierbar sind, so ist
U ∈ L1

loc(R
n+1) und

U(t, x) =

t
ˆ

0

ˆ

Rn

F (τ, ξ)exp

(

− |x− ξ|2
4(t− τ)

)

dξ
dτ

(
4π(t− τ)

)n/2

+
Y (t)

(4πt)n/2

ˆ

Rn

u0(ξ)exp

(

−|x− ξ|2
4t

)

dξ.
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Der Beweis ist wie bei Satz 15.2/3/4.

Bemerkung De facto lässt sich das CP der Wärmeleitungsgleichung unter viel allgemeineren
Bedingungen lösen. Man erhält z.B. für lokalintegrable u0, F mit höchstens exp. Wachsum
durch die obige Formel die eindeutige Lösung mit höchstens exp. Wachstum (bzgl. x). Dafür
bräuchten wir zusätzliche distributionentheoretische Hilfsmittel (allg. Faltung, parameter-
abhängige Distributionen etc.).

Wiederholung (vgl. FA, S. 38) m ∈ N;

Ω ∈ Cm ⇐⇒







i) ∅ 6= Ω ⊂ Rn offen und beschränkt.

ii) ∀x0 ∈ ∂Ω : ∃ϕ : W −→ V mit V,W ⊂ Rn offen,
x0 ∈W, ϕ Cm, ϕ bijektiv, ϕ−1 Cm, ϕ(W ∩ Ω) = {x ∈ V ; x1 < 0}

W
V

x′

x1

x0
ϕ

Ω

§ 16 Das 1. und 2. Randwertproblem für ∆n

Motivation
Wenn eine am Rand von Ω ∈ C1 eingespannte Membran schwingt, so gilt
(∂2
t − c2∆n)u = 0 (wobei n = 2) und ∀t ∈ R : ∀x ∈ ∂Ω : u(t, x) = 0.

Der Separationsansatz u(t, x) = T (t) ·X(x) liefert

T̈ ·X − c2T · ∆nX = 0,
T̈

T
= K, T (t) = C1 cos λt+ C2 sinλt für K = −λ2 ≤ 0

(K > 0 ist physikalisch unsinnig, kann aber auch rein mathematisch ausgeschlossen werden),

K ·X−c2∆nX = 0, d.h. ∆nX+

(
λ

c

)2

X = 0. Die Frequenzen λ sind also bestimmt durch die
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Eigenwerte

(
λ

c

)2

des Operators A = −∆n. [Genauer ist A die
”
Friedrichsche Erweiterung“

von D(Ω) −→ L2(Ω) = H : f 7−→ −∆nf. Es ist D(A) = W 2
2 (Ω)∩

◦

W 1
2 (Ω), A ∈ Lsa(H), A hat

reines Punktspektrum (d.h. σess(A) = ∅), vgl. Triebel Sätze 29.1, 43.1.] Dazu benötigt man
ziemlich viel Spektraltheorie. Wir betrachten stattdessen die einfacheren statischen Probleme,
wofür die Fredholmsche Theorie ausreicht. Weiters setzen wir n ≥ 3 voraus, für n = 2 sind

technische Änderungen nötig, weil E =
1

2π
ln |x| in ∞ nicht 0 wird.

Def.:
Es seien n ≥ 3, Rn ⊃ Ω ∈ C1, g : ∂Ω −→ R stetig, Nx = Einheitsnormale in x ∈ ∂Ω von Ω
nach außen.

Problem Name Abk.

u ∈ C(Ω) ∩ C2(Ω), Inneres Dirichletproblem bzw.
∆nu = 0 in Ω, u

∣
∣
∂Ω

= g inneres 1. Randwertproblem IDP

u ∈ C(Rn \ Ω) ∩ C2(Rn \ Ω), Äußeres Dirichletproblem bzw.
∆nu = 0 in Rn \ Ω, u

∣
∣
∂Ω

= g äußeres 1. Randwertproblem ADP
lim

|x|→∞
u(x) = 0

u ∈ C(Ω) ∩ C2(Ω), ∆nu = 0 in Ω, Inneres Neumannproblem bzw.
∀x ∈ ∂Ω : ∂inu(x) := lim

εց0
NT
x · ∇u(x− εNx) inneres 2. Randwertproblem INP

= g(x) gleichmäßig bzgl. x ∈ ∂Ω

u ∈ C(Rn \ Ω) ∩ C2(Rn \ Ω), Äußeres Neumannproblem bzw.
∆nu = 0 in Rn \ Ω, lim

|x|→∞
u(x) = 0, äußeres 2. Randwertproblem ANP

∀x ∈ ∂Ω : ∂anu(x) := lim
εց0

NT
x · ∇u(x+ εNx) = g(x)

Bemerkung Beim INP und ANP wird also die Steigung von u am Rand vorgegeben.

Satz 16.1
Ω ∈ C2 zusammenhängend, u : Ω −→ R stetig und C2 in Ω, ∆nu = 0 in Ω, u nicht konstant,
x0 ∈ Ω mit u(x0) = max

x∈Ω
u(x) (bzw. u(x0) = min

x∈Ω
u(x)). Dann gilt:

a) x0 ∈ ∂Ω (
”
Maximum-Prinzip“)

b) (Hopf) Falls ∂inu(x0) = lim
εց0

NT
x0

· ∇u(x0 − εNx0) existiert, so ist ∂inu(x0) > 0 (bzw.

∂inu(x0) < 0).
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Beweis

α) Zunächst sei 0 < R2 < R1 <∞, V :=
{
x ∈ R

n; R2 < |x| < R1

}
und

g(x) := e−αr
2 − e−αR

2
1 mit r2 = |x|2 und α > 0 =⇒ g(x) = 0 für |x| = R1 und

∂rg = −2αre−αr
2
, ∂2

rg = (−2α + 4α2r2)e−αr
2

=⇒ ∆ng =

(

∂2
r +

n− 1

r
∂r

)

g =
(
−2α + 4α2r2 − 2α(n− 1)

)
e−αr

2

= 2α(−n+ 2αr2)e−αr
2
> 0 in V für α >

n

2R2
2

.

Weiters ist für |x| = R1 :

∂ing =
xT

R1
· ∇g(x) =

xT

R1
(∂rg)(R1) · ∇r(x)

︸ ︷︷ ︸

x/R1

= (∂rg)(R1) = −2αR1e
−αR2

1 < 0.

β) Es sei nun u : V −→ R stetig, u C2 in V, ∆u = 0 in V, |y| = R1,
∀x ∈ V \ {y} : u(x) < u(y), ∂inu(y) existiere. Wir zeigen, dass dann ∂inu(y) > 0.

Beweis: Es sei α >
n

2R2
2

und δ > 0 sodass u(y) > max
|x|=R2

(
u(x) + δg(x)

)
.

Für die Funktion v := u + δ · g gilt ∆v > 0 in V =⇒ v hat in V kein Maximum (da

sonst ∃x ∈ V mit ∇v(x) = 0, ∀j :
∂2v

∂x2
j

(x) ≤ 0 =⇒ ∆v(x) ≤ 0  )

=⇒ max
x∈V

v(x) = max
{

max
|x|=R1

v(x)
︸︷︷︸

q

, max
|x|=R2

v(x)

︸ ︷︷ ︸

<u(y)=v(y)

}
= v(y)

u(x)≤v(y)

=⇒ mit N :=
y

R1

gilt

∀k ≥ K : 0 ≤ v(y) − v

(

y − 1

k
N

)

=
1

k
NT · ∇v(y − εkN), 0 < εk <

1

k

=⇒ ∂inv(y)
︸ ︷︷ ︸

= lim
k→∞

NT · ∇v(y − εkN) ≥ 0

= ∂inu(y) + δ · ∂ing(y)
︸ ︷︷ ︸

<0

=⇒ ∂inu(y) > 0. �

γ) Beweis von a): Annahme: x0 ∈ Ω.
a := u(x0); u nicht konstant =⇒ A := u−1(a) 6⊃ Ω;

Ω zusammenhängend =⇒
◦

A
︸︷︷︸

 Ω

∪̇ (Ω \ A)
︸ ︷︷ ︸

 Ω
(weil x0∈A)

6= Ω

=⇒ ∃x1 ∈ Ω \
( ◦

A ∪ (Ω \ A)
)

=⇒ x1 ∈ Ω ∩ ∂A =⇒ u(x1) = a;
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es sei
{
x ∈ R

n; |x− x1| < R
}
⊂ Ω; x1 ∈ ∂A

=⇒ ∃x2 mit |x1 − x2| <
R

2
: u(x2) < a; es sei

R′ := sup
{
t; ∀x mit |x− x2| < t : u(x) < a

}
≤ R

2
und

y mit |y − x2| = R′, u(y) = a.

Wenn M :=
x2 + y

2
als Nullpunkt genommen wird (d.h.

betrachte uneu(x) := u(M + x) statt u), R1 :=
1

2
R′ und

0 < R2 < R1, so sind die Voraussetzungen von β) erfüllt
(denn ∀x 6= y mit |x −M | ≤ R1 ist u(x) < u(y) = a)
und daher ist (y − x2) · ∇u(y) > 0
=⇒ u

(
y+ε(y−x2)

)
> u(y) = a = max

x∈Ω
u(x) für kleines

ε > 0 =⇒  

R

R′ M

x1
x2

y

δ) Beweis von b): Nach a) ist x0 ∈ ∂Ω.

Für kleines R1 > 0 ist

U :=
{

x ∈ Rn;
∣
∣x− (x0 −R1Nx0)

∣
∣ < R1

}

⊂ Ω weil

Ω ∈ C2, und U ⊂ Ω ∪ {x0}.
[In einem geeigneten affin-linearen Koordinatensys-
tem ist U durch (x1+ε)2+ |x′|2 < ε2 gegeben und Ω
lokal durch x1 < f(x′), f(0) = 0, ∇f(0) = 0, f C2;

x ∈ U =⇒ x1 < −ε +
√

ε2 − |x′|2 ≤ −|x′|2
2ε

≤
f(x′) für 0 < ε klein.]

x0

R1

U

Ω

∂Ω

Nx0

x0 − R1Nx0

Auf V =
{

x ∈ Rn; R2 <
∣
∣x − (x0 − R1Nx0)

∣
∣ < R1

}

kann (nach Verschiebung) β) mit

y = x0 angewendet werden, da x ∈ V \ {x0} =⇒ x ∈ Ω =⇒ u(x) < u(x0).
Also ist ∂inu(x0) > 0.

ǫ) Die Aussagen über min
x∈Ω

u(x) erhält man durch Betrachtung von −u an Stelle von u. �

Satz 16.2
Ω ∈ C2, Ω zusammenhängend, Rn \ Ω zusammenhängend.

a) IDP, ADP, ANP besitzen höchstens eine Lösung.

b) INP ist nur lösbar, falls

ˆ

∂Ω

g(y) ds(y) = 0; falls u INP löst, so ist u + c, c ∈ R, die

allgemeine Lösung.
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Beweis

a) Wenn u1, u2 2 Lösungen sind, so ist u1 − u2 eine Lösung zu g = 0. Es genügt also u = 0
zu zeigen, wenn g = 0.

α) IDP: Nach Satz 16.1 a) ist max
x∈Ω

u(x) = max
x∈∂Ω

g(x) = 0 und

min
x∈Ω

u(x) = min
x∈∂Ω

g(x) = 0 =⇒ u ≡ 0.

β) ADP, ANP: Wenn Ω ⊂
{
x ∈ Rn; |x| < R

}
=⇒

UR := (Rn \ Ω) ∩
{
x ∈ Rn; |x| < R

}
ist zusammenhängend.

[Beweis: ∃ε > 0 : Ω ⊂
{
x ∈ Rn; |x| ≤ R − 2ε

}
; Rn \ Ω zusammenhängend, offen

=⇒ Rn \ Ω wegzusammenhängend
=⇒ ∀x, y ∈ UR : ∃γ : [0, 1] −→ R

n \ Ω stetig mit γ(0) = x, γ(1) = y;

c := max
{
|x|, |y|, R− ε

}
=⇒ γ̃(t) :=







γ(t) :
∣
∣γ(t)

∣
∣ ≤ c

γ(t)
∣
∣γ(t)

∣
∣
· c :

∣
∣γ(t)

∣
∣ ≥ c

ist ein Weg in UR von x nach y.]

Nach Satz 16.1 a) und b) ist dann

max
x∈UR

u(x) = max
|x|=R∨x∈∂Ω

u(x) → 0 für R → ∞

und analog für das Minimum =⇒ u ≡ 0.

R

0
Ω

γ̃

x

y

2ε

b) INP:

α) Wir betrachten zuerst den Spezialfall, dass u eine Lösung von INP ist, die C2 in
eine Umgebung von Ω fortsetzbar ist. Dann ist

ˆ

∂Ω

g(y) ds(y) =

ˆ

∂Ω

NT
y · ∇u(y) ds(y) =

Gauß

ˆ

Ω

∆u(x) dx = 0.

β) Im allgemeinen Fall approximieren wir Ω durch die C1–Gebiete Ωε von innen, wobei
∂Ωε = {x− εNx; x ∈ ∂Ω}, ε > 0, ε < ε1. Dann ist nach α)

0 =

ˆ

∂Ωε

NT
x · ∇u(x) ds(x) −→

εց0

ˆ

∂Ω

∂inu(x) ds(x).
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γ) Wenn u, v 2 Lösungen zu g sind und w = u − v nicht konstant wäre und w(y) =
max
x∈Ω

w(x) =⇒
Satz 16.1

y ∈ ∂Ω, 0 < ∂inw(y) = ∂inu(y)
︸ ︷︷ ︸

g(y)

− ∂inv(y)
︸ ︷︷ ︸

g(y)

 �

Def.:

n ≥ 3, Ω ⊂ Rn C2, h : ∂Ω −→ R stetig, E := − |x|2−n
(n− 2)c

, c = |Sn−1| wie in Seite 24. Dann

heißen 





P1(h) :=
´

∂Ω

E(x− y)h(y) ds(y)

P2(h) :=
´

∂Ω

NT
y · ∇yE(x− y) · h(y) ds(y)






Potentiale der

{

einfachen

doppelten

}

Schicht zur Dichte h (mit ∇y :=






∂/∂y1
...

∂/∂yn




).

Bemerkungen:

1) Pi(h) sind also Funktionen von x. In x ∈ Rn \ ∂Ω sind Pi(h) C
∞, ∆nPi(h) = 0, und

lim
|x|→∞

Pi(h)(x) = 0 (Lebesgue).

2) P1(h) ist ein schwach singulärer Integraloperator auf L2(∂Ω) nach Seite 12 (α = n−2 <
n− 1). Für P2(h) wird das in Lemma 16.1 gezeigt.

3) Im R3 ist −E =
1

4π|x| das (Coulomb-)Potential einer Einheitsladung in 0 und −P1(h)

daher das Potential der mit Ladungsdichte h belegten Fläche ∂Ω. Mathematisch ist

P1(h) = E ∗ (h · δ∂Ω), wenn (h · δ∂Ω)(ψ) =

ˆ

∂Ω

h(x)ψ(x) ds(x), ψ ∈ D(Rn) (vgl. Seite 19)

=⇒ ∆nP1(h) = h · δ∂Ω.

Ebenso ist −NT
y · ∇yE(x− y) = − lim

ε→0

E
(
x− (y + εNy)

)
− E(x− y)

ε
das Potential des

Dipols
εNy +

(
1
ε

)

y −
(

1
ε

)
,

�
��

• εց 0, und −P2(h) das Potential einer Dipolbelegung mit der

Dichte h auf ∂Ω.

Die nächsten 4 Lemmata werden oft als Sprungrelationen bezeichnet.

Lemma 16.1
∃A ∈ C(∂Ω × ∂Ω) : ∀x ∈ ∂Ω :

P2(h)(x) =

ˆ

∂Ω

A(x, y)

|x− y|n−3/2
· h(y) ds(y).
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Speziell: P2 ist ein schwach singulärer Integraloperator auf ∂Ω.

Beweis

∇E = − 1

(n− 2)c
· (2 − n) · |x|1−n∇|x| =

x

c|x|n ,

∇yE(x− y) = −(∇E)(x− y) =⇒

P2(h)(x) =

ˆ

∂Ω

−NT
y · (x− y)

c|x− y|n
︸ ︷︷ ︸

K(x,y)

·h(y) ds(y).

Es sei ∂Ω lokal durch f(x) = 0, f C2, mit Ny =
∇f(y)
∣
∣∇f(y)

∣
∣

gegeben =⇒

∣
∣NT

y · (x− y)
∣
∣ =

∣
∣∇f(y)T · (x− y)

∣
∣

∣
∣∇f(y)

∣
∣

=

∣
∣f(y) + ∇f(y)T · (x− y) − f(x)

∣
∣

∣
∣∇f(y)

∣
∣

≤ C|x− y|2

für x, y ∈ ∂Ω =⇒ A(x, y) :=







0 : x = y
−NT

y · (x− y)

c|x− y|3/2 : x 6= y






ist stetig auf ∂Ω × ∂Ω,

K(x, y) =
A(x, y)

|x− y|n−3/2
. �

Lemma 16.2 P1(h) ist stetig auf Rn.

Beweis
Wir müssen noch zeigen, dass P1(h) in x0 ∈ ∂Ω stetig ist (vgl. Bemerkung 1 in Seite 48).

(n− 2)c ·
∣
∣P1(h)(x) − P1(h)(x0)

∣
∣ ≤ ‖h‖∞ ·

ˆ

∂Ω

∣
∣
∣
∣

1

|x− y|n−2
− 1

|x0 − y|n−2

∣
∣
∣
∣
ds(y)

≤ ‖h‖∞
[
ˆ

y∈∂Ω
|y−x0|≤R

ds(y)

|x− y|n−2

︸ ︷︷ ︸

I1

+

ˆ

y∈∂Ω
|y−x0|≤R

ds(y)

|x0 − y|n−2

︸ ︷︷ ︸

I2

+

ˆ

y∈∂Ω
|y−x0|>R

∣
∣
∣
∣

1

|x− y|n−2
− 1

|x0 − y|n−2

∣
∣
∣
∣
ds(y)

︸ ︷︷ ︸

I3

]

I1 und I2 werden beliebig klein, wenn R klein genug ist, denn in einer Karte ϕ : W −→ V
wie in Seite 43 mit ϕ(x0) = 0, ϕ(x) =

(
a
ξ

)
, ϕ(y) =

(
0
η

)
, ξ, η ∈ Rn−1 gilt

∣
∣ϕ(x) − ϕ(y)

∣
∣ ≤ C|x− y| =⇒ ∀ε > 0 : ∃R > 0 : I1 ≤ C1

ˆ

|η|≤ε

dη1 . . .dηn−1
∣
∣ϕ(x) −

(
0
η

)∣
∣n−2
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≤ C1

´

|η|≤ε

dη

|ξ − η|n−2
≤ C1

ˆ

|u|≤ε

u∈Rn−1

du

|u|n−2
= C1 · |Sn−2| · ε

Andererseits wird I3 für festes R beliebig klein, wenn |x− x0| ≤ δ, 0 < δ < R, δ klein genug.
�

Lemma 16.3
Für x0 ∈ ∂Ω gilt

lim
x→x0
x∈Ω

P2(h)(x) = P2(h)(x0) + 1
2
h(x0) und

lim
x→x0

x∈Rn\Ω

P2(h)(x) = P2(h)(x0) − 1
2
h(x0).

Beweis

a) Zunächst sei h ≡ 1.
Wenn x ∈ Ω und ε > 0 mit Kε :=

{
y; |x− y| ≤ ε

}
⊂ Ω, und Ωε := Ω \Kε

=⇒ P2(h)(x) =

ˆ

∂Ωε

NT
y · ∇yE(x− y) ds(y) −

ˆ

∂Kε

NT
y · ∇yE(x− y)
︸ ︷︷ ︸

q
vgl. S. 49

ds(y)

(Gauß)
=

(z=x−y)

ˆ

Ωε

∆yE(x− y)
︸ ︷︷ ︸

0

dy −
ˆ

|z|=ε

zT

|z| ·

q
︷ ︸︸ ︷
−z
c|z|n ds(z)

Ny

Ωε

x
y

ε

=
1

c εn−1

ˆ

|z|=ε

ds(z) = 1, d.h. P2(h)(x) = 1.

Für x ∈ Rn \ Ω ist P2(h)(x) =

ˆ

∂Ω

NT
y · ∇yE(x− y) ds(y)

(Gauß)
=

ˆ

Ω

∆yE(x− y) dy = 0.

Für x0 ∈ ∂Ω ist hingegen P2(h)(x0) = lim
εց0

ˆ

(∂Ω)\Kε

. . . =
↓

Gauß

− lim
εց0

ˆ

(∂Kε)∩Ω

NT
y · ∇yE(x0 − y) ds(y) = lim

εց0

1

c εn−1

ˆ

|z|=ε
f(x0+z)>0

ds(z)

Ωε

x0

ε
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=
(z=εu)

lim
εց0

1

c

ˆ

|u|=1
f(x0+εu)>0

ds(u)

Lebesgue
↓
=

1

c

∣
∣
∣

{
u ∈ S

n−1; ∇f(x0)
T · u > 0

}
∣
∣
∣ =

1

2
,

wenn Ω bei x0 durch f(x) > 0 gegeben ist. Daher gilt

lim
x→x0

x∈
{

Ω
Rn\Ω

}

P2(h)(x)
︸ ︷︷ ︸

={ 1
0}

= P2(h)(x0)
︸ ︷︷ ︸

1
2

±1

2
h(x0)
︸ ︷︷ ︸

1

.

b) Für allgemeines h ∈ C(∂Ω) sei h̃(x) := h(x)− h(x0). Wenn wir zeigen, dass P2(h̃) in x0

stetig ist, folgt lim
x→x0
x∈Ω

P2(h)(x)
︸ ︷︷ ︸

=P2(h̃)(x)+h(x0)P2(1)(x)
︸ ︷︷ ︸

=1

= P2(h̃)(x0) + h(x0)

= P2(h̃)(x0) +
1

2
︸︷︷︸

=P2(1)(x0)

h(x0) +
1

2
h(x0) = P2(h)(x0) +

1

2
h(x0) und ähnlich für x → x0,

x ∈ Rn \ Ω.

c) h̃(x0) = 0 =⇒ ∀ε > 0 : ∃R > 0 :
∣
∣h̃(y)

∣
∣ ≤ ε falls |y − x0| ≤ R;

für |x− x0| ≤
R

2
gilt also

∣
∣P2(h̃)(x) − P2(h̃)(x0)

∣
∣ =

1

c

∣
∣
∣
∣
∣

ˆ

∂Ω

NT
y ·
(

x− y

|x− y|n − x0 − y

|x0 − y|n
)

h̃(y) ds(y)

∣
∣
∣
∣
∣

≤ ε

c
·
ˆ

y∈∂Ω,
|y−x0|≤R

∣
∣NT

y · (x− y)
∣
∣

|x− y|n ds(y)

︸ ︷︷ ︸

≤
´

y∈∂Ω

|NT
y ·(x−y)|
|x−y|n ds(y)=:I(x)

+
ε

c

ˆ

y∈∂Ω
|y−x0|≤R

∣
∣NT

y · (x0 − y)
∣
∣

|x0 − y|n ds(y)+

+
1

c

ˆ

y∈∂Ω
|y−x0|>R

∣
∣
∣
∣

NT
y · (x− y)

|x− y|n −
NT
y · (x0 − y)

|x0 − y|n
∣
∣
∣
∣

︸ ︷︷ ︸
≤ε für |x−x0|≤δ
und |y−x0|>R

·
∣
∣h̃(y)

∣
∣ds(y).

Es genügt daher zu zeigen, dass I beschränkt ist.

d) Klarerweise ist I für d(x, ∂Ω) ≥ δ > 0 beschränkt.
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Nach Verschiebung und Drehung ist ∂Ω lokal
gegeben durch yn = g( y1, . . . , yn−1

︸ ︷︷ ︸

y′

),

|y′| ≤ R, g ∈ C2, g(0) = 0, ∇g(0) = 0,

N =
(
−∇g

1

)/√

1 + |∇g|2 , x =
(

0
λ

)
,

|x− y| ≥ |x| = |λ|, |x− y| ≥ |y′|
Ω

x

y′

yn

λ
{

für y ∈ ∂Ω und daher genügt es, J :=

ˆ

|y′|≤R

∣
∣
∣(−∇g, 1) ·

(
−y′

λ−g(y′)

)∣
∣
∣

(
|λ| + |y′|

)n dy′ unabhängig von

λ abzuschätzen.

y′ = λ · u =⇒ J ≤ 1

|λ|

ˆ

|u|≤R/|λ|
u∈Rn−1

∣
∣λ− g(λu) + λuT · ∇g(λu)

∣
∣

︸ ︷︷ ︸

≤|λ|+C λ2|u|2

· du
(
1 + |u|

)n

≤
ˆ

Rn−1

du
(
1 + |u|

)n + C|λ|
ˆ

|u|≤R/|λ|

|u|2−n du

︸ ︷︷ ︸

|Sn−2|· R
|λ|

≤ C1. �

Bemerkung Da h gleichmäßig stetig auf ∂Ω ist, konvergieren die Limites in Lemma 16.3
gleichmäßig bzgl. x0 ∈ ∂Ω.

Lemma 16.4
Für x0 ∈ ∂Ω gilt

∂inP1(h)(x0) = −1

2
h(x0) +

ˆ

∂Ω

h(y)NT
x0

· (∇E)(x0 − y) ds(y)

und

∂anP1(h)(x0) =
1

2
h(x0) +

ˆ

∂Ω

h(y)NT
x0

· (∇E)(x0 − y) ds(y).

Bemerkung P2 hat auf L2(∂Ω) den Kern K(x, y) = NT
y · ∇yE(x− y) = −NT

y · (∇E)(x− y).
Der obige Integraloperator hat den Kern NT

x · (∇E)(x− y) = −NT
x · (∇E)(y − x) = K(y, x),

d.h. er ist der adjungierte Operator zu P2.

52



Beweis

a) Für N ∈ Rn und x ∈ Rn \ ∂Ω ist (nach Lebesgue)

NT · ∇P1(h)(x) =

ˆ

∂Ω

h(y)NT · ∇xE(x− y) ds(y).

Für x0 ∈ ∂Ω und N = Nx0 und ε 6= 0 ist daher

NT
x0

· ∇P1(h)(x0 + εNx0) + P2(h)(x0 + εNx0) =

ˆ

∂Ω

h(y)(Nx0 −Ny)
T · (∇E)(x0 + εNx0 − y) ds(y) =: I(x0, ε).

Wenn wir zeigen, dass I : ∂Ω × [−ε1, ε1] −→ R stetig ist (für kleines ε1 > 0), so folgt

∂
i/a
n P1(h)(x0) = lim

εց0
NT
x0

· ∇P1(h)(x0 ∓ εNx0) = I(x0, 0) − lim
εց0

P2(h)(x0 ∓ εNx0) =
L. 16.3

ˆ

∂Ω

h(y)(Nx0 −Ny)
T · (∇E)(x0 − y) ds(y) −

[
P2(h)(x0)
︸ ︷︷ ︸

−
´

∂Ω

h(y)NT
y ·(∇E)(x0−y) ds(y)

± 1

2
h(x0)

]
=

ˆ

∂Ω

h(y)NT
x0

· (∇E)(x0 − y) ds(y) ∓ 1

2
h(x0).

b) Für x0, y ∈ ∂Ω, x = x0 + εNx0 und |ε| klein ist

|Nx0 −Ny| ≤ C|x0 − y| ≤ C1|x− y|
und daher
∣
∣(Nx0 −Ny)

T (∇E)(x− y)
∣
∣ ≤ C2

|x− y|n−2
.

x

x0

y

Das liefert ∀η > 0 : ∃δ > 0 :

∣
∣I(x̃0, ε̃) − I(x0, ε)

∣
∣ ≤ ‖h‖∞ ·

[

C2

ˆ

y∈∂Ω
|y−x0|≤R

(
1

|x− y|n−2
+

1

|x̃− y|n−2

)

ds(y)

+

ˆ

y∈∂Ω
|y−x0|>R

∣
∣(Nx0 −Ny)

T · (∇E)(x− y) − (Nx̃0 −Ny)
T (∇E)(x̃− y)

∣
∣ds(y)

]

≤ η,
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wenn x̃ = x̃0 + ε̃Nx̃0 , |x0 − x̃0| ≤ δ, |ε− ε̃| ≤ δ <
R

2
(vgl. Seite 49). �

Bemerkung Wieder konvergieren ∂
i/a
n P1(h)(x0) = lim

εց0
NT
x0

· ∇P1(h)(x0 ∓ εNx0) gleichmäßig

bzgl. x0 ∈ ∂Ω, da ∂Ω × [−ε1, ε] kompakt und daher I gleichmäßig stetig ist.

Satz 16.3
Es sei n ≥ 3, Rn ⊃ Ω ∈ C2 zusammenhängend, Rn \ Ω zusammenhängend, g : ∂Ω −→ R

stetig. Dann gilt:
IDP bzw. ANP besitzen jeweils genau eine Lösung u bzw. ũ. Diese können als Potentiale der

doppelten bzw. einfachen Schicht dargestellt werden.

Beweis

a) Nach Satz 16.2 brauchen wir nur die Existenz der Lösungen zeigen. Für die Lösun-

gen

{
u
ũ

}

von

{
IDP
ANP

}

machen wir die Ansätze

{
u = P2(h)

ũ = P1(h̃)

}

mit unbekannten

h, h̃ ∈ C(∂Ω). Nach Lemma 16.1 ist K = P2 : L2(∂Ω) −→ L2(∂Ω) kompakt und K∗

tritt in Lemma 16.4 auf. Damit

{
u IDP
ũ ANP

}

lösen, muss ∀x0 ∈ ∂Ω gelten

g(x0) = lim
x→x0
x∈Ω

u(x) =
L. 16.3

K(h)(x0) + 1
2
h(x0),

g(x0) = ∂anũ(x0) =
L. 16.4

K∗(h̃)(x0) + 1
2
h̃(x0),

d.h. g =
(
K + 1

2
I
)
h =

(
K∗ + 1

2
I
)
h̃.

Nach der Fredholmschen Alternative sind diese beiden Gleichungen ∀g ∈ L2(∂Ω) (ein-
deutig) lösbar ⇐⇒ −1

2
6∈ σ(K) (beachte σ(K∗) =

{
z; z ∈ σ(K)

}
). Das zeigen wir in

b).
Nach Satz 12.7 sind die Lösungen h, h̃ ∈ C(∂Ω) und, weil K,K∗ reellwertig sind, ist
auch g = g =

(
K + 1

2
I
)
h =⇒ h = h etc., d.h. h, h̃ reellwertig.

b) Annahme −1
2
∈ σ(K∗), d.h. ∃0 6= h ∈ L2(∂Ω) : K∗h = −1

2
h. oEdA sei h reellwertig.

Dann ist h ∈ C(∂Ω) (Satz 12.7) und v := P1(h) löst ANP mit Randwert 0 =⇒
Satz 16.2

v ≡ 0

in Rn \ Ω; nach Lemma 16.2 ist v stetig in Rn =⇒ ∀x0 ∈ ∂Ω : lim
x→x0
x∈Ω

v(x) = 0 =⇒

=⇒ v löst IDP mit Randwert 0 =⇒
Satz 16.2

v ≡ 0 in Rn =⇒
L. 16.4

∀x0 ∈ ∂Ω : h(x0) =

∂anv(x0) − ∂inv(x0) = 0  �

Satz 16.4
Ω, g seien wie in Satz 16.3. Dann gilt: ADP besitzt genau eine Lösung; INP besitzt eine (bis
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auf Konstante eindeutige) Lösung ⇐⇒
ˆ

∂Ω

g(y) ds(y) = 0. Diese Lösungen können jeweils als

[
a · |x − x1|2−n + Potentiale der doppelten Schicht (a ∈ R, x1 ∈ Ω)

]
bzw. als Potentiale der

einfachen Schicht dargestellt werden.

Beweis

a) Für die Lösung ũ von INP machen wir den Ansatz ũ = P1(h̃) mit unbekanntem h̃ ∈
C(∂Ω). Damit ũ INP löst, muss ∀x0 ∈ ∂Ω

g(x0) = ∂inũ(x0) =
L. 16.4

K∗(h̃)(x0) − 1
2
h̃(x0) gelten, d.h. g =

(
K∗ − 1

2
I
)
h̃ (mit K = P2 :

L2(∂Ω) −→ L2(∂Ω) wie vorher). In b) zeigen wir, dass ker
(
K − 1

2
I
)

= C · 1. Nach der
Fredholmschen Alternative ist daher

g =
(
K∗ − 1

2
I)h̃ lösbar ⇐⇒ g ⊥ ker

(
K − 1

2
I
)

= C · 1, d.h.

ˆ

∂Ω

g(y) ds(y) = 0.

Wie oben ist dann h̃ ∈ C(∂Ω) und g = Re g =
(
K∗ − 1

2
I
)
Re h̃, d.h. ũ = P1(Re h̃) löst

INP.

b) Nach Seite 51 ist P2(1) = 1
2
, d.h. C · 1 ⊂ ker

(
K − 1

2
I
)
.

Annahme dimker
(
K − 1

2
I
)
> 1.

Nach Satz 11.3 ist dann auch dimker
(
K∗ − 1

2
I
)
> 1, d.h. ∃h̃1, h̃2 ∈ ker

(
K∗ − 1

2
I
)

(oEdA) reellwertig und linear unabhängig =⇒
Satz 12.7

h̃1, h̃2 ∈ C(∂Ω) =⇒ ũi := P1(h̃i)

lösen INP mit Randwert 0 =⇒
Satz 16.2 b)

ũi
∣
∣
Ω

sind konstant; es seien (λ1, λ2) ∈ R2 \ {0} und

v := λ1ũ1 + λ2ũ2 mit v
∣
∣
Ω

= 0; nach Lemma 16.2 ist v = P1(λ1h̃+ λ2h̃) stetig in Rn;
∆v = 0 in Rn \ ∂Ω, v(x) → 0 für |x| → ∞ =⇒ v löst ADP mit Randwert 0 =⇒

Satz 16.2

v ≡ 0 =⇒
Satz 16.4

∀x0 ∈ ∂Ω : (λ1h̃1 + λ2h̃2)(x0) = ∂anv(x0) − ∂inv(x0) = 0 =⇒ h̃1, h̃2 linear

abhängig.  

c) Nun zu ADP. Nach Verschiebung können wir oEdA 0 ∈ Ω annehmen. Für h : ∂Ω −→ R

stetig setzen wir P3(h) := P2(h) +
1

|x|n−2

ˆ

∂Ω

h(y) ds(y) für x ∈ Rn \ Ω. Dann ist wieder

∆nP3(h) = 0 in Rn \ Ω und P3(h)(x) → 0 für |x| → ∞.
Wir machen den Ansatz u = P3(h) mit unbekanntem h ∈ L2(∂Ω). Damit u ADP löst,
muss h ∈ C(∂Ω) sein und

∀x0 ∈ ∂Ω : g(x0) = lim
x→x0

x∈Rn\Ω

u(x) =
L. 16.3

−1

2
h(x0) +K(h)(x0) +

1

|x0|n−2

ˆ

∂Ω

h(y) ds(y),
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d.h.
(
K1 − 1

2
I
)
h = g, wobei K1 : L2(∂Ω) −→ L2(∂Ω) mit Kern K1(x, y) = |x|2−n +

K(x, y). In d) zeigen wir, dass 1
2
6∈ σ(K1). Nach Fredholm ist dann

(
K1 − 1

2
I
)
h = g

(eindeutig) lösbar und wie bisher h ∈ C(∂Ω) und reellwertig, d.h. u = P3(h) löst ADP.

d) Annahme 1
2
∈ σ(K1), d.h. ∃0 6= h ∈ L2(∂Ω) : K1h = 1

2
h.

Dann ist h ∈ C(∂Ω) (Satz 12.7) und v := P3(h) löst ADP mit Randwert 0 =⇒
Satz 16.2

v ≡ 0

in Rn \ Ω, d.h.

∀x ∈ R
n \ Ω :

ˆ

∂Ω

h(y)
[
1 + |x|n−2 ·NT

y · ∇yE(x− y)
]
ds(y) = 0.

Wegen |x|n−2NT
y ·∇yE(x− y) = −NT

y · |x|
n−2(x− y)

c|x− y|n → 0 gleichmäßig für y ∈ ∂Ω wenn

|x| → ∞ folgt dann

ˆ

∂Ω

h(y) ds(y)
⊛
= 0 =⇒ K(h) = K1(h) =

1

2
h

b)
=⇒ h ∈ C

⊛
=⇒ h ≡ 0  

�

Bemerkung Im Allgemeinen müssen die Integralgleichungen
(
K

(∗)
(1) ± 1

2
I
)(∼)

h = g numerisch

gelöst werden und ist u = P1,2,3(
(∼)

h ). Im Fall einer Kugel lässt sich die Berechnung von h
umgehen:

Satz 16.5
Es seien ̺ > 0, n ≥ 3, Ω =

{
x ∈ Rn; |x| < ̺

}
, c = |Sn−1|, g : ∂Ω = ̺ Sn−1 −→ R stetig.

Dann ist

u(x) =







g(x) : |x| = ̺

̺2 − |x|2
c̺

ˆ

̺ Sn−1

g(y)

|x− y|n ds(y) : |x| < ̺ (Poissonsches Integral)

die (eindeutig bestimmte) Lösung von IDP.

Beweis
Auf ̺ Sn−1 ist Ny =

y

̺
=⇒ K = P2 : L2(̺ Sn−1) −→ L2(̺ Sn−1) hat den Kern

K(x, y) = NT
y · ∇yE(x− y)
︸ ︷︷ ︸

− x−y
c|x−y|n

= −1

̺
· y

T · (x− y)

c|x− y|n . Andererseits hat

K̃ = P1 : L2(̺ S
n−1) −→ L2(̺ S

n−1) den Kern K̃(x, y) = E(x− y) =
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= − |x− y|2
(n− 2)c|x− y|n =

−2̺2 + 2yT · x
(n− 2)c|x− y|n =

2yT · (x− y)

(n− 2)c|x− y|n = − 2̺

n− 2
K(x, y), d.h.

K̃ = − 2̺

n− 2
K. Daher erfüllt u := 2P2(g) +

n− 2

̺
P1(g) für x0 ∈ ̺ Sn−1 :

lim
x→x0
x∈Ω

u(x) =
L. 16.2/3

g(x0) + 2P2(g)(x0) +
n− 2

̺
P1(g)(x0)

= g(x0) +

(

2K +
n− 2

̺
K̃

)

︸ ︷︷ ︸

0

(g)(x0) = g(x0),

d.h. u ist die Lösung von IDP.

Schließlich ist für |x| < ̺ :

u(x) = 2P2(g)(x) +
n− 2

̺
P1(g)(x)

=

ˆ

̺ Sn−1

[

−2

̺

yT · (x− y)

c|x− y|n +
n− 2

̺
·
(

− |x− y|2
(n− 2)c|x− y|n

)]

g(y) ds(y)

=
1

c̺

ˆ

̺ Sn−1

[
−2yT
/

· x+ 2|y|2 − |x|2 + 2yT
/

· x− |y|2
︸ ︷︷ ︸

̺2−|x|2

] g(y)

|x− y|n ds(y)

�

Bemerkungen

1) Die Poissonsche Formel gilt auch für n = 2; der Beweis wird analog geführt, indem

u = 2P2(g) −
1

2π̺

ˆ

|y|=̺

g(y) ds(y) gesetzt wird.

2) Aus Satz 16.5 folgt insbesondere die Mittelwerteigenschaft von harmonischen Funk-
tionen:

̺ > 0,
{
x ∈ Rn; |x− x0| ≤ ̺

}
⊂ U ⊂ Rn offen,

v ∈ C2(U), ∆nv = 0 =⇒ v(x0) =
1

|̺ Sn−1|

ˆ

|x−x0|=̺

v(x) ds(x)

[Beweis: Setze u(x) = v(x0 + x) und verwende Satz 16.5 mit x = 0, |̺ S
n−1| = c ̺n−1]
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Durch Integration nach ̺ folgt

v(x0) =

ˆ

|x−x0|<̺

v(x) dx

/
ˆ

|x−x0|<̺

dx.

Das wiederum liefert das Maximumprinzip (Satz 16.1 a).

3) Als letztes führen wir das inhomogene Randwertproblem auf das homogene zurück. Die
Idee ist ganz einfach: Wenn z.B.

∆u = f in Ω, u
∣
∣
∂Ω

= g (inhom. IDP)

so nehme eine Funktion w mit ∆w = f in Ω (z.B. w = (fχΩ) ∗ E), löse ∆v = 0 in
Ω, v

∣
∣
∂Ω

= g − w
∣
∣
∂Ω
, und setze u = w + v.

Lemma 16.5
n ≥ 3, Ω ⊂ Rn C2 zusammenhängend, f ∈ C

1
(Ω) (vgl. Definition in FA, Seite 10), E wie in

Satz 14.2,

F (x) :=

{

f(x) : x ∈ Ω

0 : x 6∈ Ω

}

, w := E ∗ F =
S. 13.5

ˆ

Ω

E(x− y)f(y) dy ∈ L1
loc(R

n
x).

Dann gilt

w ∈ C2(Ω) ∩ C1
(Ω), ∆w = f in Ω.

Beweis

a) K(x, y) = E(x− y) = − 1

(n− 2)c|x− y|n−2
ist schwach singulär in Ω, f ∈ L∞(Ω)

=⇒
(Seite 11, Beweis b))

w ∈ C(Ω).

b) In D′(Rn) gilt
∂w

∂x1
=
∂E

∂x1
∗ F ;

∂E

∂x1
=
↓

(vgl. Üb. 6c)

1

c
|x|1−n · x1

|x| =
1

c

x1

|x|n ∈ L1
loc(R

n) und
∂E

∂x1
(x− y) schwach singulär

=⇒ in D′(Rn) ist
∂w

∂x1
=
∂E

∂x1
∗ F =

Satz 13.5

ˆ

Ω

∂E

∂x1
(x− y)f(y) dy ∈

a)
C(Ω)

=⇒ w ∈ C
1
(Ω) [denn betrachte f = w · χ ∈ K(Ω), g := ∂if in D′(Ω)

=⇒ g ∈ K(Ω) =⇒
(FA, S. 20)

fh −→
glm.

f, ∂i(fh) = gh −→
glm.

g =⇒
(FA, S. 10)

f ∈ C1(Ω), ∂if = g

gilt klassisch.]
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c) x ∈ Ω, Kε :=
{
y ∈ Ω; |x− y| ≤ ε

}
=⇒

∂w

∂x1

(x) =
Lebesgue

− lim
εց0

ˆ

Ω\Kε

∂E(x− y)

∂y1

f(y)

︸ ︷︷ ︸

divy





E(x−y)f(y)
0
...



−E(x−y) ∂f
∂y1

(y)

dy =
Gauß

= −
ˆ

∂Ω

E(x− y)f(y)N1
y ds(y) − lim

εց0

ˆ

|x−y|=ε

E(x− y)f(y)
x1 − y1

ε
ds(y)

︸ ︷︷ ︸

⊛ I−→
εց0

0

+

+ lim
εց0

ˆ

Ω\Kε

E(x− y)
∂f

∂y1
(y) dy =

= −
ˆ

∂Ω

E(x− y)f(y)N1
y ds(y)

︸ ︷︷ ︸

∈C∞(Ω) (Lebesgue)

+

ˆ

Ω

E(x− y)
∂f

∂y1

(y) dy

︸ ︷︷ ︸

∈C
1
(Ω) nach b)

wobei ⊛ gilt, weil mit x− y = εω

I =

ˆ

Sn−1

− 1

(n− 2)cεn−2
· f(x− εω) · ω1 · εn−1 ds(ω) → 0.

d) ∆w = F in D′(Rn) =⇒ ∆w = f in Ω, vgl. Lemma 14.1. �

Satz 16.6
Rn ⊃ Ω ∈ C2 zusammenhängend, Rn \ Ω zusammenhängend, g : ∂Ω −→ R stetig, f ∈ C

1
(Ω)

reellwertig. Dann gilt:

a) IDP für ∆nu = f besitzt genau eine Lösung u;

b) INP für ∆nu = f ist lösbar ⇐⇒
ˆ

Ω

f(y) dy =

ˆ

∂Ω

g(y) ds(y) und die Lösung ist dann

eindeutig bis auf Konstante.

Beweis w sei wie in Lemma 16.5 durch f bestimmt.

a) Nach Satz 16.3 ∃v ∈ C(Ω) ∩C2(Ω) mit ∆nv = 0 in Ω, v
∣
∣
∂Ω

= g −w
∣
∣
∂Ω
. Für u = w+ v

gilt dann ∆nu = f in Ω, u
∣
∣
∂Ω

= g; u ist eindeutig nach Satz 16.2.
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b) α) Wie in Seite 47 approximieren wir Ω durch Ωε und gilt daher für eine Lösung u :

ˆ

∂Ω

g(y) ds(y) = lim
εց0

ˆ

∂Ωε

NT
x ∇u(x) ds(x) =

Gauß
lim
εց0

ˆ

Ωε

∆u(x)
︸ ︷︷ ︸

f(x)

dx =

ˆ

Ω

f(x) dx.

Nach Satz 16.2 ist u eindeutig bis auf Konstante.

β) Existenz von u

w(x) =

ˆ

Ω

E(x− y)f(y) dy =⇒ (siehe Lemma 16.5, Beweis b))

∀x ∈ ∂Ω : ∂inw(x) =

ˆ

Ω

NT
x · (∇E)(x− y)f(y) dy =⇒

=⇒
ˆ

∂Ω

∂inw(x) ds(x) =

ˆ

∂Ω

NT
x ·
(
ˆ

Ω

(∇E)(x− y)f(y) dy

)

ds(x)

=
Fubini

ˆ

Ω

f(y)

(
ˆ

∂Ω

NT
x · (∇E)(x− y)
︸ ︷︷ ︸

ds(x)

)

dy =

ˆ

Ω

f(y) dy

−(∇E)(y − x)
︸ ︷︷ ︸

∇xE(y − x)
︸ ︷︷ ︸

P2(1)(y) = 1 (vgl. Seite 50).

Wenn also

ˆ

Ω

f(y) dy =

ˆ

∂Ω

g(y) ds(y), so ist

ˆ

∂Ω

(
g(x)−∂inw(x)

)
ds(x) = 0 =⇒

Satz 16.4
∃v

mit ∆v = 0 in Ω und ∂inv = g − ∂inw auf ∂Ω =⇒ u = w + v ist Lösung des
inhomogenen INP. �
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