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KAPITEL VI: DIE TAYLORREIHE

§22: Konvergenzkriterien

22.1 KONVERGENZ VON REITHEN

Bsp. 1 (Geometrische Reihe) Der griechische Sophist Zenon (5. Jhdt. v. Chr.) be-
hauptete, einen Widerspruch im mathematischen Denken gefunden zu haben. Er

konstruierte folgendes Paradoxon:

Kann Achilles, der 12mal so schnell lauft wie eine Schildkréte, diese einholen, wenn
sie einen Vorsprung von 1 Stadion (1[Sta]=184.97[m]) hat?

1
Die Vernunft sagt ja. Genauer: Wenn die Schildkréte T [Sta] gekrochen ist, so hat
12 1

Achilles das 12-fache, d.h. T 1+ T [Sta] zuriickgelegt und hat sie eingeholt.
Treffpunkt
A— SK +— !
o |
~ — A —
1[Sta] ﬁ[Sta]

Die Zenon’sche Mathematik sagt nein:

1
Zuerst lauft A 1 [Sta], SK inzwischen T [Stal;
1

, o 1
dann lauft A 1 [Sta], SK inzwischen 122 [Stal;

. 1 . . 1
dann lauft A 2 [Sta], SK inzwischen 15 [Sta] etc.

Um sie einzuholen, mufl Achilles also 1+ % + ﬁ +- -+ [Sta] laufen und eine Summe
von oo vielen Termen gibt - nach Zenon - co. Also kann Achilles - nach Zenon -
die Schildkréte nicht einholen. In Wahrheit ist die Summe der Grenzwert einer

konvergenten Folge:

1 1 1 > 1
1 e T B — i -9 —=1—
N A R TR = > Jm sn =5 =17
ai ~— =~ —— k=1
I asz as Qn
s1
N————

S2
P
Sn:zn: A
k=1

Numerisch: s; =1, s =15 =1.083, s3 =1+ & + 1. =1.09027, ...,
S =1L =1.090909... [Sta] ~ 201.79 [m]
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Def: Ein Ausdruck der Form aj +ag+--- (mit a; € R oder C) heifit (unendliche)
Reihe (engl. series). a, heifit n-tes Reihenglied. s, = a1+ -+ a, = > ax
Ae1he nehenglied =

heif3t n-te Partialsumme.

konvergiert

konvergiert
divergiert

Die Reihe { } <= die Folge s, der Partialsummen {

divergiert

Falls die Reihe konvergiert, nennt man S = lim s, ihre Summe und schreibt

n—oo
oo
S = Z ag .
k=1

Summe einer konvergenten Reihe
Also:

= Grenzwert der Folge der Partialsummen

o0
Schreibweise: > aj steht fiir lim s, und es gibt 4 Moglichkeiten:
k=1 n—oo

oo
(a) > ar =S < s, konvergiert gegen S

(b/c) > ar = £oo <= s, divergiert gegen +oo
k=

oo
(d) > aj existiert nicht <= lim s, existiert nicht.

k=1 n—oo
Bemerkungen: Der Laufindex kann 1. umbenannt und 2. substituiert werden, d.h.
n=1t+1
Yoag = D> an = D> a4 n=1=i=0
k=1 n=1 i=0

n=00=19=00

Manchmal ist es bequem, eine Reihe ab 0 oder allgemeiner ab n = N zu numerieren,
n

d.h. man betrachtet >  a, und setzt s, = ). ai. Beachte, dal der Laufindex in

Sy nicht n sein kam?, s](\)[ndern anders heiﬁenkmjlvlﬁl
Bsp. 2 ! + ! + ! + ! + - =1+1+i—l—i+
— 12 2.3 34 4-5 2 6 12 20
B 1 1 1
n = (n+1) n n+l
(k=1)  (k=2) (k=3) (k=n)
_n 1 —
Sn—kzzzlak T 2—|—2 —|— + "‘Fm
1 11
~(4) Q{ %) (1) () -
=1- — 1, d.h.

n+1
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1+1+1+1+ 5 = li 1
= = — — cee = — = llm s, =
2 6 12 20 i k(k+1)  nooo "

Zuriick zu Bsp. 1 Es sei p € R (oder C).

Die Reihe 1+ p +p? +p® + --- heiit geometrische Reihe. (Sie enthilt noch den
“Parameter” p.)

Esist also ar =pF~', k=1,2,.... (Zenon: p= 1)
k=n+1
o o
k=oco=n=0o

n
Berechnung von s, = > p*~!:

sn=1+p+ p* +---4p"! (1-p)

- (1_p)3n:1_%+¢—)Q2+)Q2—p3+...+pn—l —p"
1—p"

=1—-pt=s, = 1 falls p # 1;
(fir p=1ist s, =14---+1=n)
—————
n-mal
0
e
2 . . 1—p" 1
1.Fall [p|<1=14p+p°+---= lim s, = lim = =5
n— 00 n—oo 1 —0p 1—p
2. Fall [pj>1 a) p=1= lim s, = lim n =00
n—oo n—oo

_ N

b) p#1=s, = N P divergiert,
-D

da p" divergiert, vgl. 3.1, Bsp. 4 und 6, p. 25.
S 1

Ergebnis: > p" = T konvergiert <= |p| < 1
n=0 - D

Spezielle Beispiele:

1 1 1 < /1\" X 1
a) 1+ — — — :Z(—) :ZZ—n— 1:2
\2, 4 8 n=0 2 n=0 1—5
p
1 — 1\ 1—92"n
(‘hier ist s, = 15? =—g—=21-2")=2-2I"",
2 2
— 7
zB. s3=2-2"2=2-3=1))
1 1 1 1 12 1
) (Zenon) 14 5 +355 + I i T
~—~ 1 1

p
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c) 1+ 1 +1+4--- divergiert,da 1| >1 (s, =n)
P
d) 1 -141—-1+--- divergiert,da |—1]>1
——

P
0 : n gerade 1

=1, 85=0, s3=1,--- ,8, = — —(1— (=1~

(51 °2 % ° 1 : n ungerade 2( ( ))
e) 1 -3 4+9—-27+ —--- divergiert, da | —3|>1

~—

p

1— (=3 1 1 28

n= T = (1= (=3)"), 2B. s3=—(1—(=27)) =2 =

(30 = T2 — T =), 2B s = 10— (-2m) = F =7V

22.2 DAS NOTWENDIGE KRITERIUM lim a, =0

n—oo

o0 o0
Schreibweise: In Konvergenzbetrachtungen steht oft ) a,, fir Y a, bzw. > a,.
n=1 n=N

Fiir die Konvergenz ist es egal, mit welchem n begonnen wird.

Satz 1 Z an konvergiert = nlirréo a, =0

~~ S————
A B
Beweis: > a, = lim s, =S5 € R;
a1 +---+a, =35
T =50 — s W50, dh. lim a, =0 [
a;+ -+ ap-1 = Sp—1 | ! n—00
S S
Bemerkung: Weil A = B, gilt auch B = 4, dh. lim a, # 0 = > a,
R n—oo
divergiert.
Bsp. 3
a) arctanl + arctan2 + --- ,a, = arctann, lim a, = g # 0 = > arctann
n—oo
divergiert;
b) 1-1+ 1 —1+4---,a,=(-1)""1!
as = (—1)2
oo
lim a, existiert nicht = Y (—1)"~! divergiert (vgl. auch Bsp. 1, d).
n—oo n=1
Vorsicht: I.a. gilt nicht B = A, d.h. lim a, = 0 ist ein “notwendiges”, aber

n—oo
kein “hinreichendes” Kriterium fiir die Konvergenz von > a,.

Bsp. 4 (Harmonische Reihe)

1 1 1
I+-+s+,ap=—, lima, =0
2 3 n n—oo

x 1
ABER: )  — divergiert.

n=1
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Bewei . 1 +1—|—1 1 1+ +1+ PR
eweis: s;g=14+ = +-+-+-+-+-+-4+-+ — —
10 2 "3"4 576 787910 16
<~ = X ~ “ ~
S o554
Also si=1, so= 1+ o, sy> 14 odo, sg>lhotigr
So: s1 =1, s9 = % S4 5 9’ S8 5 D) 9’
1 1
516 >1+4- -, sop >1+k- -,
—~— 2 2
=24
L4 5 e > o
Sp > —1—5 ur n > —
SN——" —22(M—1)
=M
— 5, > M fir n>22(M-1) — N — lim s, = ¢ O
Ergebnis von Satz 1 Damit ) a, konvergiert, mufl jedenfalls lim a,, = 0 gelten

n—oo

(Bsp. 3). Wenn das gilt, gibt es 2 Moglichkeiten: a) ) a, konvergiert (Bsp. 2)
b) > a, divergiert (Bsp. 4)

22.3 REIHEN OHNE NEGATIVE GLIEDER

Wenn alle a,, > 0 sind, so ist s,, schwach monoton steigend :

a1 < ar+ax< a;+taz+az< ---
—— —_———

— d< o< & <

Dann gibt es 2 Moglichkeiten: Entweder wéchst s,, unbeschrénkt, d.h. > a, = lim s, =
n—oo

oo (s. Bsp. 4) oder s, ist beschrénkt, d.h. IM :Vn € N : s, < M. Nach §3, Satz 4,
S. 30 (Vorsicht: dort steht S fir M) ist s, dann konvergent, d.h. > a, = lim s, =

S < 0. In diesem Fall schreibt man einfach > a, < co. Also:
Satz 2 Es seien alle a,, > 0. Dann gilt: ) a, konvergiert <= die Folge s,, ist

beschrankt. O
Vorsicht: Wenn manche a,, < 0, so kann “<=" falsch sein.
0 : n gerade
Z.B.ist 1-1+1—14—--- divergent, obwohl s,, = beschrankt
1 : n ungerade
ist.

Bemerkung: Wenn alle a,, > 0, la8t sich iiber Konvergenz/Divergenz oft durch

Vergleich entscheiden:

I) Wenn |Vn:0<a, <b,A Z b, konvergiert | =

n n o0
= S, = Y ar < > by < > b = M, dh. die Summe von by ist eine
k=1 k=1 k=1

. Satz 2 .
Schranke zu s, = s, beschrinkt —= Zan konvergiert
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Es geniigt auch, Yn > N : 0 < a,, < ¢+ b, mit einem positiven ¢ zu verlangen,
weil es fiir die Konvergenz auf die ersten a, nicht ankommt und weil mit > b,

auch Y cb, konvergent ist.

IT) Ebenso, wenn |Vn : 0 < b, < a, A Z b, divergiert | —-

n n
= Sp= Y. ap > Y. by > 00=5, > 00 = Zan divergiert | Also:
k=1 k=1

Folgerung 1 (Vergleichskriterium) ¢ > 0, N € N.
(I) vn>N:0<a, <c-b, A)_ b, konvergiert = > a,, konvergiert

(II) Yn>N:0<c-b, <a,A>_ b, divergiert = >_ a,, divergiert O

Bezeichnung:

> ¢y, ist und wird daher { .

in I : konvergente Majorante
in IT : divergente Minorante

genannt. (major—gréﬁer minor=kleiner in lat.)

1 1 1
Bsp.5a)1—}—7+7+ +7+ n:%
1 1
Idee: —= ist grofler als —, > — = oo (Bsp. 4); also ist vermutlich auch
n n n

1 1
Exakt: yn<n= — > — (hierist N=1, c=1)
\,7.%/ \nf’
an br,
1

> by, div. B HZ n:Z% div.

1
> — ist also eine divergente Minorante.
n

b) 1+1+1+1+ _ !
4 9 16 In =2

S|
(nicht verwechseln mit 2—n =2, s. Bsp. 1a)
n=0

1 1
Idee: — ~ ——— Z

T S =L )

1
also ist vermutlich auch }  — < oo
n

1 1
Exakt: Wir wollen — <¢-——— n? (n+1)
n? n(n+1)
~~~ —_———

a"I'L b7L

<= n+1<c-n; das stimmt fiir ¢ = 2
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1
Also a, <2-by; > b, konvergiert e > an =) — konvergiert
kri n

x 1 e 1
Genauer: ) — < Z ey n 2.
n= n=1 n
L Bsp. 2

7.(.2

x 1
Aus der Fourieranalysis ergibt sich ) 2= ~ 1.644934.
n=1"N

Beachte: Die Konvergenz einer Reihe ist oft viel leichter zu zeigen, als die Summe

zu berechnen.

Bemerkung: Oft ist a, = f(n), f eine Funktion. In Bsp. 5 etwa in a) f(z) =
1 1
NG in b) f(z) = —. Die Konvergenz von } a, = }_ f(n) hingt dann mit der
T x
Konvergenz von [ f(x)dz zusammen.
N

Folgerung 2 (Integralkriterium)
f(x) sei positiv und monoton fallend fiir z > N — 1. Dann gilt:

(a) Zf >ff
(b) Zf <ff

(c) Z f(n) konvergiert <= [ f(x)dx konvergiert
N

Beweis: (a) y1t
f(n) =Flache des Rechtecks
tiber [n,n + 1] mit Hohe f(n)

2 ?%77#’“

N N+1 n ntl x
(zB.=1)

g

—> > f(n) =Fléche aller Rechtecke > Flache unter der Kurve iiber [N, oo[=
n=N

= ?f(m) dz
N
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[Weil f monoton fallend ist, kann so etwas:

A

nicht passieren, und gilt >]

n nt+li

b) Nun tragen wir die Rechtecke nach links auf:

f(n) = Fliache des Rechtecks tiber
[n — 1,n] mit Hohe f(n)

[T

I
L L

fimi® W\y—ﬂx)

N-I N N+I .. n-1 n X

— > f(n) =Fliche aller Rechtecke < Fliache unter der Kurve iiber [N —1, co[=
n=N

= [ f)de
N-1
¢) Bisher wurde vorausgesetzt, da8 >~ und | konvergieren.
00 a b
a) “=7S5= > f(n) sei konv. L vhe N [ flz)dz < S
n=N N

— [ f(z) dz monoton steigend und nach oben beschrénkt

b
f(z)dz = blim [ f(z)dz konvergiert.

=

2%8 22—

B) “«<="M= [ f(x)dz sei konv. = Vn e N:
N

n (b)

sm= > fR)=F(N)+ 3 f(k) < F(N)+ If f(a)de = F(N) + M

k=N k=N+1

. . 1. Satz 2
— 5, monoton steigend und nach oben beschrinkt *° ==
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— Y. f(k)= lim s, konv.
k=N n—oo
1
Bsp.5 > —, a>0.
. nO[
x 1 *d
Nach Vkrit. I'ist > — konv. < [ = konv. o>
= ne 1 o

x 1
Def.: ((a) = Y. —, a > 1, heit Riemann’sche Zetafunktion.
nOt

n=1
x 1 72
Genauer fir o = 2 : ((2) Y. = 5 ~ 1.645 Abschatzung mit dem Inte-
n=1"N
gralkriterium:
1 1 =1 11 > 1
B . 1+-+-< =14+ 4= 14 -4+ -4 =
2Bl gtgs 2 =ttt R
—_— n=4=N ~ /
1.361 — 1.694
x 1 () °° dg 1% 1 1
ngNn2_N[1m2 r|y., N-1 —4-1

2

Oft gibt es keine Formel fiir die Summe § (hier %), und man ist auf solche

Abschétzungen angewiesen (z.B. fiir ¢ (3))

22.4 REIHEN MIT NEGATIVEN GLIEDERN

1 1 1 1 1 o (—1)n1
Bsp.6: 1 —~4+=-—~+-—=+—-.. = AV
2 3 4 5 6 nzzjl n
s1 N——
—— =an
S2
——_——’
s3
Was passiert mit den s,,7
1
3
1 ~
5
| | | 1 | |
| 1 1 1 | |
52:51—%—é sS4 — Sog=85=857 +— 55:844_% 832824_%:2 s1=1
1
4
1
2
sok liegen hier

Sok—1 liegen hier

. . . .S
Sor ist monoton steigend und nach oben beschrankt (< sq) 8 e * Sar — Sp

Sok—1 ist monoton fallend und nach unten beschrankt (> s9) = sop—1 — 51
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Sg — 51 = lim (89 — S9r—1) = lim a9 = lim
0 1 k_wo( 2k 2%—1) m_ o = lim 5%

a2k

— 5Sy=51=S5 und s, — S

Also folgt: Diese Reihe konvergiert.

Allgemein:

Satz 3 (Leibnizkriterium) Die Reihe )’ a,, erfiille

1) Die Reihe ist “alternierend”, d.h. das Vorzeichen der Reihenglieder wechselt
(d.h. Vn :signa, = —signa,+1);

2) die Betriige der Reihenglieder sind monoton fallend (d.h. Vn : |a,| > |an41]);

3) lim a, =0 (nach Satz 1 fiir Konvergenz notwendig)

Dann konvergiert S = > a, und es gilt
S = su| < lantrl- ()

(¥) in Worten: Der Abstand der n-ten Partialsumme von der Reihensumme (= der

“Fehler”) ist < dem Betrag des ersten weggelassenen Reihengliedes.

o0 n
Genauer: S = Y an, S, = >, ag, (%) fir n > N; meistens ist N = 1.
n=N k=N
Beweis: Wie oben sei z.B. a1 > 0= a3 <0, ag > 0,---. Dann gilt genauso
laz| weil s7 = s¢ + a7

| | i | N ! | |

! | ! | | | | |

S92 Sa S — S« S7 S5 S3 S1

— S zwischen sg und s7

— |S — sg| < |ar| und allgemein (x). O
Zuriick zu Bsp. 6 S = nil(—l)”_l%
1) alternierend +/ 2) |an| = 1 > |ang1] 1 v
n n+1
3) lim a, = nlirgo<—1)n—1% —0y

1
Also konvergiert S und z.B. |S — sg| < |ar| = 7 B 0.1428.

1 1 1 1 1 .
s¢=1——-+-—-+4+-—-=0.616 Spater S =1In2 =~ 0.693.

5737175 6
1
Beachte: Die Reihe der Betrdge > |a,| = Y  — divergiert (Bsp. 4, harmonische
n
1
Reihe). Man sagt: > (—=1)""1= ist “bedingt konvergent”.
n
Def.: 1) Die Reihe ) a, heifit bedingt konvergent <=
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— (i) Z a, ist konvergent

A (ii) Z |ay,| ist divergent.
2) Die Reihe > a, heifit absolut konvergent <= > |a,| ist konvergent.

Satz 4 > a, absolut konvergent = > a,, konvergent. [In Worten: Wenn die
Reihe der Betrdge konvergiert, so konvergiert auch die Reihe selbst.]

Beweis: Es seien s, = a1 + -+ + an,

n
&) = [Summe aller positiven ag, k=1,...,n] = > ag
ap 20
(2) : 3
Spn’ = [Summe aller negativen ag, k=1,...,n] = kzl ag
k<O

o0
> a, absolut konvergent =T = > |ax| < o0
k=1

= 0< s(,,%) ist schwach monoton steigend und nach oben beschrankt durch T

0> 8(7%) ist schwach monoton fallend und nach unten beschrankt durch —T

Satz 4 :
§3,Satz P &% sind konvergent

cﬁg kgl ap = Sy = s%) + s(ﬁ) ist konvergent.
(Fir a,, € C setzt man 3(71): > Reak,...,s(ﬁl) = > Imayg
Reka:klz 0 I mka=kl< 0
Sy = s(ﬁ) + s(ﬁ) + i(s(s’) + s(ﬁl)) und verfiahrt analog.) O

Ergebnis von Satz 4:

(| absolut konvergent
_____________________ } konvergente

alle Reihen < | bedingt konvergent Reihen

divergent

Bemerkung: Konvergente Reihen lassen sich addieren/subtrahieren und mit Zahlen
n

multiplizieren: > a, und > b, konv. = > (a, £b,) = lim > (ax £bx) =
n=1

lim (E ap £ Y bk) W5 lim dYoapEt lim Y by = > a,=£ > b, und ebenso:
k=1

O Nk=1 k=1 k=1 n=1 n=1

A an = Aay.
Vorsicht: Nur absolut konvergente Reihen lassen sich umordnen (s. Ubung 90) und

multiplizieren. Letzteres heif3t



> an, Y. b, absolut konvergent —>
S am - Y by = arby +(

a1b2-+-a2b1)%—(a1b3-+-a2b2-+-a361)-+---
m=1 n=1 ~~ ~ ~ ~ ~
k=2 k=3 k=4
jedes a,,

mit jedem b,,
multiplizieren

22.5 DAS QUOTIENTENKRITERIUM

. 1 1 1 a 1
Idee: Esseiz.B. as ~ 301 43 X 302, Ang) X San bzw. | 4L ~

1 11 1\" 1\" = /1\"
Nganmg‘gan—lw'“% (g) a1 und Zan%Zar(g) :alnzl(g)

——

~

Qn

. Dann ist

Wl

sollte auch konvergent sein.

konv.

Exakt:

Satz 5 (Quotientenkriterium) Es sei ) a,, gegeben.

a
1) lim || =g < 1= Y a, absolut konvergent
n—oo Ay,
(IT) lim Intl) qg>1=>a, divergent
n—oo an
(Wenn lim Gntl| _ 1 oder nicht existiert, ist alles moglich.)
n—oo | Gp

Beweis: (I) 0 < e sei so (klein), dal ¢+ € < 1;

——
p
: An+1 Ap+41
lim :q:EIN:VnZN:‘ —q| <e€, d.h.
n—oo | Ap 7%
. . An+1
hier liegt firn>N
an
[ 7 N |
| T | 1
q—¢ q gte=p 1

217
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—0< An+1

<qg+e=p fir n> N

Qn

= |apt1| < p-la,| fir n> N

= |an+1] %P' lan|

= lant2| < p-lans1| < p?lan| = |lani2| %PQ\GN\

— |lan+s| < p-lany2| < pPlan| = |anys] < pPlan]

la Ntk | < pFlan| = pNtE- m—z]:]r’
~—~~ p
n N~

&

= Vn >N :|a,| <c p" A D p" konvergiert (p < 1)
~—

brn

— nach Vkrit. I: > |a,| konvergiert = > a,, absolut konvergent.

An+1

(IT) ¢ = lim >1,e=q—1

Qn,

an—l—l

— dN :Vn > N: —q|l <e
227

An+41

— >1firn>N

27

= |an+1| > |an| fir n >N

= lant1] > lan], lant2| > |ant1] > |an] ete.

— lim a, #0 = > a, divergiert
n— 00 (Satz 1)

Bep 7y 2Ll _1 1 1 1 1
Bep-Ta) 2 Si=1t1it et e

1
—7 |
= lim M = lim i
n—oo n—oo (n 4 1)!

. An+1
lim

n—oo

Qn

x 1
(Q.krit.) = > — konvergiert
n=0 n!

x 1
§23: Y. — =e=2.7T1828...
n=0 TL‘

x 1
b) >, — konvergiert <= a >1 (vgl. Bsp. 5)

n=1

hier liegt |22
G
| |
q q+e€
O
(0! = 1);
L _ 0=¢g< 1=
n—oon+1 -4
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. . (n+1) .
krit.: 1 =1 =1 =
Q I'l nl—{%o an, n—oo n% n1—>Holo (n —+ 1)0‘
1
= lim G 1 = ¢ (fiir beliebige «)
n
~—

Das Quotientenkriterium gibt hier also keine Entscheidung. Man sieht, daf} fiir ¢ =1
die Reihe sowohl konvergieren (v > 1) als auch divergieren (o < 1) kann.
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§23: Potenzreihen

23.1 DER KONVERGENZRADIUS

Bemerkung: Ein Polynom vom Grad n hat die Form cg + ¢z + co2? + - -+ + ¢,z

Eine Potenzreihe ist ein “Polynom vom Grad oco”.

Def.: Es seien ¢g,c1,--- € R (oder C). Die (von z abhéngige) Reihe > c,z" =
n=0

co+c1z + cox® 4 - - heifit Potenzreihe. Die Zahlen cg,cy,... heiflen Koeffizienten
der Potenzreihe.

o
Bsp. 1 (Geometrische Reihe) ¢ =c¢; =---=1. > a™ konvergiert

n=0

1
(und = 1—> fir |z| <1, dh. =1 <z <1, und divergiert fiir |z| > 1.
-z
Bild:
DIV. KONV. DIV.

Bemerkung: Der néichste Satz besagt, dal die Menge der z, wo ) c,x™ kon-
vergiert, immer ein symmetrisches Intervall um 0 ist (bis auf die Randpunkte).

o0
Satz 1 > c,z™ sei eine Potenzreihe, zp € R
n=0

(A) > cpay konvergiert A |z| < |xg| = D cpz™ konvergiert absolut
(B) Die Menge M = {z € R: Y c,a™ konvergiert} hat eine der Formen
0

— a) {0} =10,0]
z.B.—o—m— V' b) |-R,R[; [-R,R[; ] - R,R]; [-R,R] mit R>0
—(|)— V) R=]—o00,0]

Def. Die Menge M heifit Konvergenzintervall und R (=0 in a), = oo in c))
heifit Konvergenzradius von »_ c,x™.

Beweis von Satz 1 (A) p = o] <1
zo
xTL
lcna™| = |cpxy - —| = |eazg] - "
0
> enxy konvergiert = lim cp,xf =0

(§22, Satz 1) n—o0
= dN :Vn > N :|cpag| <1
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— Vn > N :|cpz™| = |epxd| - p™ < p"
~—
bn

> p™ konvergiert Vi T > lenx™| konvergiert

(B) Nach (A) ist mit xg € M auch | — |xol,|zo| [C M.

0
® | Bild fir zg <0
—l|wol = 20— - “| 20|
eM (A)
]

Daher hat M eine der Formen in (B).

Ergebnis von Satz 1
7 DIV.

ABS. KONV.
|
~R 0 R

Die Punkte x = £R sind separat zu untersuchen. In Bsp. 1 etwa ware R = 1;

DIV. ?

Zx” istinz==+1div. (x= 1= 1+4+1+--- divergiert
r=—-1=1-14+1—-1--- divergiert)

— M =] -1,1].
X 2"z 2¢  4zx?  8x3  16a*
Bsp.2 (In) > =—+ + + + -
— 1. n 1 2 3 4
——
EARE]
2n+1xn+l n+1 +1
T A
a) Quotientenkriterium: ¢ = lim Intl] — fim ZT'}L = lim =" | n_
n— oo (07% n—oo Tx n— 00 ‘$n’2n (n + 1)
= 2|z|

2
lim 2eln = 2|z| lim L 2|z| - lim
n— o0 1 n—oo 1 4

n—oon + 1

O 3|~

Daher ist Zan absolut konvergent fiir ¢ = 2|z| < 1, d.h. |z| < =
divergent fir ¢ = 2|z| > 1, d.h. |z| > 3

1

? firg=2lz| =1, dh. z= i§

1
Al = —.
so R 5
1

b) Untersuchung der Punkte = = :l:§ :
1 1
= > a, = Y. — divergiert (§22, Bsp. 4)
n

a) x = B
_ 1 520 DT
B) x = 5= San = 5 =53 bedingt konvergent (§22, Bsp. 6)
n.n n

Ergebnis: M = [—%, %[
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23.2

Bed. Konv. DIV.
DIV. | ABS. KONV. | DIV.

l x
0

N
N

Vorgangsweise allgemein: > ¢,z" gegeben.
——

an
n+1
. Ap+41 . X Cn+1 . Cn+41
a) ¢g= lim = lim = |z| lim = |z| -
n—oo Qanp, n— oo x”cn n— oo n

1
q<1<:>|x|<7=R(l=O:R:oo; l=00= R=0)

b) Betrachte x = +R separat.

oo

Bemerkung: Fiir > ¢,(x — z9)", d.h. “Potenzreihe um xzy” ist analog M ein
- n=0
symmetrisches Intervall um xg :
? M ?
| | | x
ro—R xo zo+R
DIV. ABS. KONV. DIV.
GLIEDWEISES DIFFERENZIEREN UND INTEGRIEREN
o0 n o0 2’11
Idee: Wir versuchen f(z) = > T Zu berechnen. (Dann ist auch )] =
n=1 N n=1 T
f(2x) erledigt.) Wenn wir die einzelnen Terme nach z differenzieren, erhalten wir
00 n—1 00
flx)= > n Z = Y 2%, eine geometrische Reihe.

Satz 2 (ohne Beweis) f(z) = ) ¢,2™ habe den Konvergenzradius R > 0 (auch

R = oo ist erlaubt.) Fiir |z| < R ist 1) f(x) unendlich oft differenzierbar,

n+1

2) f'(z) = > cynz™ ! und [ f(z)dx = Z e + C und diese Reihen haben
n=1

wieder Konvergenzradius R.
In Worten: Potenzreihen kann man fiir |z| < R gliedweise differenzieren und inte-

grieren.

Zuriick zu Bsp. 2 f(z) = > a:_ hat Konvergenzradius R =1
n

n=1

(zeigt man wie in 23.1)

(e @]
<1l — -l —
2l <1 = f(z)= 2;x ==
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— flz) = /f’(x)dx:/ o __ %“:—m|u|+c

l 1—=
(eigentl. €)

=—Injl—z|+C=—-In(1—2)+C

(well [z]<1l<= -1l<zx<1l=1—-2>0)

FO)= 3 %:o:—ln(1—0)+czoz>0:o

X ,.n 2 3
Ergebnis: n(l—x) - —x——x——---fﬁr|m|<1:R
—n 2 3
Das gilt auch noch fiir x = —1 (hier ist M = [—1,1[) nach dem “Satz von Abel”
x (- 1)1 1 1 1
— In(1-(-1)) =— X ) Z( ) =l—-c-4+-—-=+—---
In 2220.693

Bsp. 3 Wir wollen f(z) = arctanz in eine Potenzreihe entwickeln.
Essei |z| <1 =

/ 1 1 - - 2
xTr) = = _— = n: —X n:
e =m0, T L= L)
setze p=—x2 |pl<1

0o
Z( )n 271:1_1.2_’_1:4_3:6_’__”_

— arctanz = f(z) = [ f/(z)dz =

=[Ql-a?+2* 20+ - ---)d:c(sat:Z2)
x> xd 2’
—p T 4
=x 3 + 5 - + +
arctan0 =0=C=0
Rechnung mit dem Summensymbol:
. Satz 2 .
arctanx = [ > (=1)"2z*"dx L > (—1)”/3@2” dz
n=0 n=0
22+l
= -1 C
EO( v +\_/
Ergebnis:
= (=" 2n+1 I L .
t = — " = — 4+ —— =4+ —--- f <1=R
arctan x §2n+1x z-3 + 7 - + ir |z|

Vorsicht: arctanz ist definiert in ganz R, aber der Konvergenzradius der Reihe ist

R =1 und M = [-1,1]. Wieder gilt die Gleichung auch fir z = +1 € M (Satz
1 1

1
von Abel), d.h. x:1:>£:arctan1:1—§+g—?—I——---.
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23.3 DER SATZ VON TAYLOR IM R!

Wiederholung: f differenzierbar in xg, * =29+ h =

o(h)

= f(zo+h) = f(zo)+ f'(x0) - h+ o(h) mit }llir% = 0 bzw. in x geschrieben

f(x) = f(wo) + f(xo) - (x — o) +0(z — o)

g(z)=s1(x)=
lin. Naherung an f bei xg

Tangente in zg: y = g(x) = f(zo) + f'(x0) - (x — moz

Polynom vom Grad 1

Frage: Wie lafit sich f genauer, d.h. durch ein Polynom héheren Grades, annédhern?

Satz 3 (Satz von Taylor im R!)

1) f n-mal differenzierbar in xo =

flzo+h) = fxo) + fl(lf()) h+ "é‘fO) h2 4t % h™ + on(h)
mit lim QT;L(nh) — 0, bzw. in & = 20 + h geschrieben:
$(@) = (o) + f/(lf()) (= @)+ + % (= 20)" +a(w — 70)
R SR

k=0

2) Wenn f im abgeschlossenen Intervall von x bis z (n+ 1)-mal differenzierbar
ist, so gilt die “Lagrange’sche Restgliedformel”:

on(T —x0) = w - (z — 20)"™ T fiir ein &, zwischen z und
n 0 (n+1)‘ 0 n 0 .

Def.: s, heifit Taylorpolynom n-ten Gradesan f in zq, g, heifit n-tes Restglied.




s, (x) (kubische Kurve)

Bild:

P

Is, (x)
(Parabel)

7 so)=ftx,)
/

§,00=f(x0)+f "% )-(x% )

(Tangente)

X

y=ftx)

Je grofler n ist, umso besser nahert s, die Kurve bei zg an.
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Folgerung: Wenn f oo oft differenzierbar in xy und wenn lim g, (h) = 0, so folgt

oo

flxo+h)= >

n=0

f(n) ()

n!

-h™ bzw. in x geschrieben:

n—oo

> £(n) (g
fa) = 3 ) g

Def.: Diese Potenzreihe in (z — z¢)-Potenzen heift Taylorreihe von f um zg.

Speziell fiir o =0 heifit

> £(n)
) =5 L0
n=0 ’

n

Mac-Laurin-Reihe von f (oder Taylorreihe um 0).

Bsp. 4 f(x) =¢”

MacLaurin: e” = 7 — falls on(x) — 0
n=0 TV
FOIEn)
Hier ist also 29 = 0 und nach Lagrange o, (x) = W(Q: )
n !

egn

? . .
= 2"t —5 0 mit &, zwischen 0 und z.

(n+1)!

, fl@)=e* ... fM(z)=e* = Vn: fM(0)=e"=1

Essei || <k €N fest und n > k; &, < |z| = e*» < ell < ek und
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ebn . pntl ek:|l.|n+1 ek pnt1
en(@)] = (n+ Dl |~ (n+ D! =~ (n+1)!
_ e k-ke-k-ke-o -k _ek.kk k E k
C12ke(k+1) - (m+ ) kKD k41 n n+l
<1 <1
k. 1k
§e k- k — 0 fur n — oo. Also
k! n+1
N~ ——
fest —0
. =z" z? 2 at 3}
e :;azl—ka}#—?—kg—kﬂ#—---fuer]R(R:oo)

fiir alle € R. Der Konvergenzradius dieser Potenzreihe muf3 also R = oo sein (wie
man auch mit dem Quotientenkriterium sieht, s. Ubung 95b).

Noch einmal Bsp. 2

f(z) =In(1 - z), £(0)=0
f(z) = 1% (=) =—(1-2)7h F1(0) = -1
T =~
innere Abl.
_1) — _(1 _ m)*? f//(o) - 1

£(z) = ~(-)(1 - 2) 72 (
@) = (- -2 () = =21 -a) () = -2
F () = ~2- (-3)(1 - 2)~"-

£ @) = ~(n =i —a) FO)(0) = ~(n— 1)
Satz 3 gibt also mit xo =0:

n (k)
in(1— o) = @) = 3 L ok g (a)
k=0

k!

-~

J/

sn(x)

—~ —(k—1)!
= %xk—l—gn(z‘) El=Fk-(k—1)!
k=1 '
no_k
= - T+ o)
k=1
Nach 23.1/2 hat die Potenzreihe — L den Konvergenzradius R = 1 und ist

n=1 T
In(1 —=z) fir —1 <z < 1. Daher ist g,(x) — 0 fir —1 <z <1 und g,(x) 4~ 0
fir x < —1. Fir z > 1 ist f(x) nicht definiert.



Situation:
y
y=In (1) =)
-1
t D %
K . . .
Mac Laurin-Reihe  f=Mac Lgurin-Rgihe Mac Laurin-Reihe div.
divergiert, 0l 0 f nicht definiert
P+ 0 L

Ahnlich ist es bei f(z) = arctanz, wo auch R = 1.
Bsp. 5 f(x)=sinz = f(0)= 0
f' =cos = f'(0)= 1
0

" =—cos= f"(0) =—1
f 4) = sin, alles beginnt von vorn
(n+1) sin(&,
on(r) = L) i, ’f(”“)(én) = (&) <1
(n+1)! | COS(fn)‘
|n—|—1
— |on(z ’_ —>O fir n — oo und z fest (s. Bsp. 3)

Also gilt nach MacLaurm:

) (0 1 0 -1 0 1
sinz = f Zf "=04 —x+ 2t + —2 + —at 4 =

1! 2! 3! 4l
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X (_1)k 3 5 7
bzw. sinmzz((—)x%H:x—x—+x——x—+—-~- firz € R (R = o0)

| | | |
- (2k + 1)) 31507

Weil sin ungerade ist, treten nur ungerade x-Potenzen in der Mac-Laurin-Reihe

auf (s. Satz 4) und diese stellt man durch x2**! k=0,1,2,..., dar.
2 2t
Ebenso: |cosz = —1—7+2—4—+ fir x € R (R = 0)
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Bsp. 6 (Hyperbelfunktionen) f = sh, f(0) =0
ff=ch= f'(0)=1

f"=sh= f"(0)=0

" =ch = f"(0) =1 etc.

2k I
— h = _— = _— —_— "'f" GR R:
i I;)(Qkﬂ)! rhg gt reeR(F=o0)
2k 22 gl )
Ebenso chx:;@k)!zl—i—?+ﬂ+---furxe]R(R:oo)

Beweis von Satz 3 1) Zu zeigen ist

f mn-mal differenzierbar in ro = flbir% Qy;l(nh) =0
/ " (n)
fir on(h) = f(zo +h) — f(xo) — ! (1x10)h 1 ;I.O)h2 - ! n(le)th

on hangt natiirlich auch von f ab, wir bezeichnen es im Beweis genauer mit o, ;.

n=1: o= f(vo+h) = f(wo) = f'(x0) - h = ¢ vou §6 —> lim Ql’ﬁ(h) =0
(siehe §6)

Y

d
. J— Y Jag. 3 3 Q’I’L,f(h) _ : EQn,f(h)
n>1: o,¢(0) =0= DI'Hopital gibt }lll_)r% = %1_)1% T
d o , f"(@o) F (o)
@Qn,f(h)—f($0+h)_0_f(~’00)— 9] 20— — s

(/") (o) (f)" D (x0) ) s
Toh I Tl)!Oh

nh"

= f'(wo +h) — f'(x0) —
= 0n—1,§(h)

’ n— h
s hmM: hmw:...: hmwzg nach Fall n = 1
h—0 hn h—0 ’I”Lhn_l h—0 n'h

1.5) Der MWS der [ -rechnung fi, fo stetig auf [a,b], fi(t) > 0Vt € [a,b]

b

— Tty € [a,b] : jfl(t)fg(t) dt = fa(to) [ f1(t)dt

a

max

m min
Denn vl von fa(t), t € [a,b] (existiert nach §4, Satz 6, p. 44) —

=Vt € [a,b] :m < fo(t) <M |- fi(t) >0
=Vt € [a,b] : fr(t)m < f1(2) f2(t) < f1(t)M; | monoton, §10,3), p. 83
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b

:>/bf1(t)mdt§/fl(t)fg(t)dtg/bfl(t)]\/[dt

a
N

-~

I

b b
:>m/f1(t)dt§I§M/f1(t)dt
a a
>0

b
:I:c/fl(t)dt mit m<c<M

ZWS (§4, p. 43) = Cc= fg(t())
(n+1)
2) Zu zeigen ist: 3E, € [zo, 2] : on(x —x0) = f(?%r’b)(m — 20) (1)
(Der Einfachheit halber sei = > x).
Fiir n =0 ist das gerade der MWS der Differentialrechnung (§8, Satz 3, p. 66), denn

00(r —z0) = f(z) — f(wo) = f'(&0)(x — z0)

MWS

B £ (z0)

n!

n

(x — )

7/

\//
//\
v 2/ _
\ Steigung %];ix(,)
Steigungf’(;jo) //
/
/
\ /
i >
Xo E, X

Allgemeines n a) Darstellung von p,, durch ein [ :

innere
Abl.

" x S ~ =
_/ (—t)" - (=1) M () dt =

x

o " vy’ v1 o ( v ) - U1
1 ul uy’
f(")(flfo) j (x — t)n! - fm) ()
= — — n [ n t dt — e e = — _ n
1 n! (= 0)" + (n—1)! L ,_/( ) n! (z = o)

untere xo %/_/ Vo /
Grenze Us
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(n—1) T " T — 0
T
= f(l‘) - Sn(m) = Qn(x - xO)
b) MWS [ -rechnung = o, (x — z0) = / @ FFD @) dt =
——

Zo f2

0<f1
x 0 u=a-—t
. I—tn n un
_ +1)<5n)./%dt:f< D (gn) - / — (=du) du _
J e dt —
n 0 " - T
_ gy 2 ey ot g [PTReT eE
(n+ D1, (n+ 1) f=r=u=0

Satz 4 f(x) = Z f(n)( ):c fir |z| < R, R> 0.

n=0
gerade gerade
Dann: f <= nur x -Potenzen treten in der Mac-Laurin-
ungerade ungerade
Reihe auf.
d
Beweis: Z.B. f gerade, d.h. Vx : f(—z) = f(z) e
/ / !/ d
= Vz:—f'(—z) = f'(x), d.h. f’ ungerade —
x
— Vo : +f"(—z) = f"(x), d.h. f” gerade
— ... = f(+1) ungerade;
=—0
~~
g ungerade = g (0 (—0) = —g(0) | + ¢g(0)
— 29(0) =0 = ¢(0) =
Also gilt V& : fZF1(0) =0 und
= f™(0) = fE0) o
T) = x" = x=% fur |z| < R.
fle) nz::O n! ! =0 (2k)! !
Meben 0

Umgekehrt, wenn f(z) = Y cor2?F, soist f(—x) = f(z) fiir |z] <R,
k=0

d.h. f gerade. O
Bsp.: Siehe Bsp. 3 (arctan), Bsp. 5 (sin, cos), Bsp. 6 (sh, ch).
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23.4 DIE BINOMIALKOEFFIZIENTEN

Idee:
(a+b)?* =1-a> +2-ab +1-0°
(a+b)3 = 1-a?°+3-a7b'+3-alt?*+1-av?
‘ [ J J J [ J
Binom —— (g) )
“ Blnomlalkoefﬁmenten
Allgemein:

Satz 5 a,b€R (oder C), ne€{0,1,2,...} =

(%) (a+b)" = Z <Z) atbn k| wobei (7) =1 und fiir k€ N:
k=0

(Z) D) Anzahl der Moglichkeiten, k£ Dinge aus n Dingen auszuwéahlen

2) n(n—1)---(n—k+1) 3 n!
k(e —1) oo - 1  El(n—k)!
4

N

k-te Zahl in der n-ten Zeile des Pascal’schen Dreiecks (bei Zahlung ab 0):

1 0. Zeile

1 1 1. Zeile
1 2 1 2. Zeile

Nt/

1 3 3 1 3. Zeile

1 4 6 4 1 4. Zeile
- - - -
S N N S NS NN

1 5 10 10 5 1 ——— 5. Zeile

I I I I [ I
0. Zahl 1. Zahl 2. Zahl 3. Zahl 4. Zahl 5. Zahl

I I I I I I
@ 6O 6 6 @ (&)
AuBerdem gilt: 5) () = (,,",)
6) (i) + (1) = (1)
Def.: Die Zahlen (Z) heiflen Binomialkoeffizienten, (x) heifit binomische Formel.
Bsp. 7 n=5, k=2; (5) tritt bei a?b? in der binomischen Formel auf:

2
(a+b)°=---+ (2)a2b3+

1) Wahle aus den 5 Karten As, K, D, B, 10 zwei aus
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—> 310 Moglichkeiten:
(As,K; As,D; As,B; As,10

K,D; K,B; K,10

10
D.B; D,10

B,10
\

2 1 2
9 ()= 55 = 5.6~ 1V
) siche oben 5) ()= (3 ©) (3 + () =20= ()

Beweis von Satz 5

1) (a+b)?= (a+b) - (a+b)
S~—— ~——
1. Klammer 2. Klammer

= \ci_/-\ci_/-l-a-b-l—b-a-l—b-b

aus aus
1. Kl. 2. Kl

Z{b}@

iiber alle Moglichkeiten <—‘ aus  aus

1. KL 2. KL
Analog

b)Y = b) - b)---- b
(a+b)"=(a+b)-(at+b)--(at+b)
1. KL 2 KL n. Kl.

a a a

= Z TR
—— N~ ——
1. KL 2 KL n. K.

Inder 3 tritt a®*v”~* auf, wenn in & Klammern a und in den restlichen b gewihlt
wird = (a+b)" =3 (7)a"b" ", wobei
(Z) = Anzahl der Moglichkeiten aus n Dingen (hier: Klammern)

k auszuwéhlen (diejenigen, wo a genommen wird).

2) Speziell f(z) = (:ﬁ: + ﬁ)" = g WES

a b
Andererseits nach MacLaurin:

n_ f(k)
flx)y= > f(0) zF, da f("*Y =0 und daher nach Lagrange auch

=
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ForE) L,
(n+1)! =
§ =+ 1P 7= nln =D+ )7

£ = nfn = 1)+ (0 — k+ e+ D", B0 =nn—1)--(n— k+1)

On (5’3) = 0;

nopn—1)-(n—k+1 n
:>f(x)=2”(” ) k,(n i )xk:Z(Z)x’“
k=0 - k=0

n —-1)---n—k+1
— () = Mmookl
3 n! ~nn—-1)--n-k+1)nAk)(n—-k—-1)---2-1
)k:!(n—k)!_ k! nAk)in—k—-1)---2-1

_nn—=1)---(n—k+1)
B k(k—1)---1

5) ﬁk 3) n! B n! 3_)(n)

”?t,t-; TR (n-(m-k) (kK \k
(Direkt aus (%) : (a+b)" =---4 (P)a"b" P4 4 (", )a"FbF +--)

| = | (Symmetrie in a,b)
6) Entweder (wie 5) rechnerisch aus 2 oder (besser) aus (x)
A
\ |
(a+b)n:...+(Z)akbn—k_l_(k’_r’l_l)?k—i—lbn—k—l_i_,.. |-(a—|—|b)
B
N 2

= (a+b)" T =+ (Z)ak“qb”_k-i- <k i 1>ak+1b”_k +---

”+1 gFH1pn—k
k:+

4) folgt aus 6), denn die 1. Zeile stimmt und die (n+ 1) -te Zeile von Binomialkoef-
fizienten erhélt man aus der n-ten Zeile nach 6) durch Addition

7 k-te Zahl
o (k + 1)-te Zahl

n-te Zeile

//
g 1)-te Zeil
// p (k—f—l) (n + 1)-te Zeile
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Bsp. 8 Wie wahrscheinlich sind

a) ein Lotto 6-er, b) ein Lotto 5-er?

a) Wir miissen 6 Zahlen aus 45 auswéhlen und haben nach Satz 5, 1) dafiir (45)

6
2) 45-44-43-42-41-40

v 1. . . (45 - .

Moglichkeiten; (6) 65439 1 = 8145 060;

nur 1 Kombination gibt den 6-er = Wahrscheinlichkeit fiir 6-er =

_ Anzahl der “giinstigen Moglichkeiten” _ 1 ~1 zu 8 Millionen ~
Anzahl aller Moglichkeiten 8145 060

~ 0.0000001228 = 0.00001228 %

Einen 5-er erhélt man, wenn man 5 aus den 6 richtigen wahlt und 1 Zahl aus den
39 falschen. Die “giinstigen” Moglichkeiten (fiir den 5-er) sind daher (g) . (39) =

1

6-39
. hrscheinlichkeit fii er= —— ~ 0. 287 = 0.002 ~
6319:> Wahrscheinlichkeit fiir den 5-er S 145060 0.0000287 = 0.00287 %
mzlzu 35 Tausend.

Idee: f(x) = (1 + z)” laBt sich auch fir v € R differenzieren. Die Rechnung
in 2) des Beweises ergibt f*)(0) = v- (v —1)---(v — k + 1). Wir erhalten als

MacLaurinreihe

00 V(V_1>...(y_k;+1)xk'

=0 k!

1) (v — 1
Def.: Fir v € R, k € N setzt man ((”)) —1 und (V) — v(v ) (w—k+1)

k k(k—1) -+ - 1
Satz 6 Fir v € R und |z| <1 gilt
= (v
14 x2)" = 2k fir |z <1=R *
(e = 30 () e (%

Bemerkung: Fir v =n € N ist (}) =0 wenn &k >n und (*) ist die binomische
Formel. Fiir v € R nimmt man (x).

Beweisskizze: Wir miifiten lim p,(z) =0 fiir festes z mit |z| <1 zeigen.

n—oo

Fall1l 0<x<1; Lagrange gibt

on(z)

_ f(n+1) (gn) l’n+1 _ V(V - 1) e (V - n)(fn + 1)V7n71 l‘n—H'
(n+1)! (n+1)! ’

O=a20<&<ax<l=¢&E+12>21= (& + 1)”*"*1 ist beschrankt;

1
negative Potenz fiir grofles n

wenn |v| <k €N, k fest,soist [v—1| <k+1 etc. =

viv—1)---(v—n)
(n+1)!

<k(k—|—1)~-(k+n)8atz_5,2) k+nY\ _
- (n+1)! B n+1)

Satz 5, 5) (k+nk_-|—(z+1)) _ (k—i—n) _(k+n)-(ktn—(k—1)+1)

k—1 (k—1)! =



<(k+n) - (k+n)=(k+n)k L

235

Weil 2"+ (k+n)*~! — 0 fir n —o00 und 0 <z <1, k €N fest (vgl. Math. A,

p. 73, Bsp. 1, = dort entspricht n hier), folgt lim g,(z) =0

Fall 2 —1 < x < 0 geht nicht wie im Fall 1, da &, +1 < 1. Man verwendet ein

allgemeines Prinzip:

f(x) =MacLaurinreihe fir 0 < < RA f “analytisch” = = gilt auch fiir

-R<x<0. O
Bsp. 8 a) (1+2)"/2=3 (71/?)z*
- k=0
—1/2 _ -1/2\ _ -1/2 (—1/2\ _ (=1/2)(=3/2) _ 3
o) 7T\ ) 17 B 2-1 I
—-1/2\ _ (=1/2)(=3/2)(=5/2) = 1-3-5
3 ) 3! - 233
—(2k—1)/2
k
—1/2\ _ (=1/2)(=3/2)---(=1/2—k+1) (=1)*1-3----(2k—1)
ko) k! N 2k - k!
Also
1 _ = (—1)F1-3---(2k—1) r 3z’
= 1 1/2: k:l—— _— — f 1
itz (1+x) ;:O ok L] x 2—l— g + ur |z| <
b) f(x)=arcsinz, |z| <1 =
1
/ :7:1_2—1/2:1 t_1/2
F@) = == = 1 za?) V2 = (1+)
t
:i (/1)k1-3k---(2k—1) ik :i 1-3---(2k—1) ,,
=0 2k k! -~ = 2k k!
(a2t = (A1)t
. % 1-3---(2k—1)
:>arcsmx:ff’(x)dm:kgo S RI2E T 1) p?ktl 4 O
r=0=0=C
Ergebnis:
> 1-3... — 3 5
arcsinxzzl 3 (2k 1)$2k+1=m+m—+3i+-~ fir |z| <1

K2k + 1) 6 40
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23.5 DIE TAYLORREIHE IM R"

Wiederholung: f(z,y) sei differenzierbar in &y = (;g) Nach §19, Def. und Satz
1, p. 15, gilt:

(@) = £(G0) + 52 (@) - (o = ) + 5 (@) - (4= ) +ea (7~ )

J
~~

$1(Z) lineare Naherung an f bei Zo

mit lim M =0 (Tangentialebene: z = s1(z,y))
8, &~ ol

Problem: Néahere f genauer an!

Losung: Betrachte gq(t) = f(Zo + t7) mit 7€ R? fest mit ||7]] = 1;

gr ist eine Funktion einer Variablen:

:

io"'}" \

(t=1) X+ 2r (1=2)

L g (0) (k)
Satz 3 gibt gz(t) = > ’"Ttk + 0i(t); was ist g’ (0)?
k=0 K

f
g7(t) = f(xo +tri,yo +tr2) x/ \y
97(0) = f (@) “
N,

gF(t):g_i(...).rrl_}_%(...).rQ: [(T1%+r2 8)f

3 oy (Zo + t7)
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3(0) = Kl% ¥ rza%)f] (7o) (= RA(S, 70, 7))

. ) 2\
Iteration: §r(t) = (g7) (t) = [(ﬁ% + 7o 3_y> [ (@ +1tr)
) N S
§7(0) = [(71% + Tga—y) f] (Zo)
0*f 0*f o0 f
(— r%w(xo) + 2ry7g 920y (Zo) + r%a—?ﬂ(xo), vgl. 20.5, p. 36
k
Allgemein: g( )(O) [(7‘1% +7“2(%) f] (Zo)
Satz 5 & k 0" f S
( = (1) @y (i
k! -
il(k —1)!
9 okl (=
L |(rgs +rags) [ (@)
und daher gz(t) = > [ 0 k'ay ] t* + 01(2)
k=0 -
k
l (t?“l% —|—tr2§) f ((fo)
=2 [ X > } + ou(t)
k=0 !
Wir setzen 7= ”;_ 3_3,0 E t = || — || und zur Abkiirzung h = 7 — Ty = 7 =
— o

z
[(&) = f(@o+ & —Zo) = f(Zo+1-7) = gr(t) =
Satz 7 1) f(z,y) sei [-mal differenzierbar in zo =

(g +ha)" 7| (@)
k!

+ Ql(fl_f — f())

wobei nach dem Differenzieren hy = x — xg, hos =y — yo gesetzt wird und

lim —Ql( %o)
T—To H.T—$0Hl

= 0. Daraus folgt mit der binomischen Formel:

ZZl 1 Wf o (@) (2 — ) (y — )’ + (&~ o)

1=0 7=0
45 <l
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2) Allgemein in n Variablen: f(zq,...

20,1

!

ZTo,n

61‘1

[(hli+...

,p) sei [-mal differenzierbar in

+ )| (@)

f@=>

l
k=0

o + 0(Z — Zo),

wobei nach dem Differenzieren h = & — ¥y eingesetzt wird.

o0

Bemerkungen: 1) Falls g; — 0, gilt wieder f(¥)= ) ---

k=0

2) Die ersten 4 Terme in Satz 7, 1) (d.h. n =2) sind:

of , of
@) = Fao, o) + 5 (@) (2 = 20) + () (0= o) +
s1(%): Tangentialebene
1 a2f = 2 azf = 82 = 2
+g5 {W(ﬂco) (T —20)" + 2(%Cay(ﬂﬁo) (x —z0) - (y — o) + a—yQ(l’o) (y—yo)”| +
s2(Z): “ Schm;ergeparaboloid”
1[83f . . P ) >
30 [@(fﬁo) (7 — x0) +38x28y (%o) - (x —20)° - (¥ — yo) +3w(1’0) “(x —mg) -
2 83f — 3 — —
(¥ —vo)* + a—yg(l‘o) (¥ —yo)?| + 03(F — 7o)

3) Die ersten 3 Terme in Satz 7, 2) (d.h. beliebiges n) sind:

. of . of .
f(f) = f(il?o) + (.%’1 — $071)a—a'i(x0> 4+ 4+ (.fEn — $07n)a—i(l‘oz—|—
:(f—fo)vT‘Vf(fo)
1 2
+a (hla—wl + + hna n) f} (xo) +Q2(l’ — ,1?0)

Somit: f(Z) = f(Zo) +(F—Zo)T -V f(To)+ 5(5_ 7o)" -

Bsp. 9 Berechne die Taylorreihe von f(z,y) = 4/1 — %2 —y2 um Ty = (;;2)

N[~ N~ N -

n n aZf .
& 5" e, )
no 2 *f
l; j;(l’z — x0,:)(; 0’])8xi8xj (7o)
(% — )" - Hf(Zo) - (& — Zo)
—— . N —

1xn nxn nx1l

! HY (%) - (F— o) + 02(F — To)
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o2 (vgl. §19, Bsp. 3).

/ 2 L, 2
z =f(z,y) = 1—1—92, f(xo)—g

L _9f _ —2x/4 __1l= g(fo):_l
Ox 9 1_%_y2 4 z ox 4
of —2y y of .
=9 =4 Yzy=1
) 6?/ 5 1 %2_ 5 > 6y( 0)
. 2 2,21
Zx;r:_l z ':g’zw, af(i"O)__l’3—}_324__E
4 z 0x? 4 (%) 32
1 -z, O0*f . 1 3-(-1) 3
Fay 4 227 axﬁy(m()) 4 (%)2 -8
z—y-z, O, 2-2(-1
=TT ayz(%):_g (%3)2 =3
_15  _3
Also: Vf(i) ( 1{4),Hf<fo>=(_3§ _g),
8
f( _ — af — f —
z,y) = f( 0)+%($0)'($—$0)+a—y($0) (y — yo)+
1[O*f Pf °f .
3 | o ) (o) 4 25 () (2 =) =) + 5 ) (=90 + 22
R ORI W AR U B Y AR P VO A Y AR A N S
~3 1 3 Y73) T2 32 3 8 3)\V "3 Y

z=s1(z,y): Tangentialebene

;

z=s2(z,y): Schmiegeparaboloid

+02
Bemerkung: Aus Satz 7 (der oben auch nicht bis ins Letzte bewiesen wurde, da g

_,_7130 abhangt und daher lim M
12 = Zo| i—7o |7 — Tol
zu begriinden wére) folgt () in S. 39, 20.5, denn: Es seien V f(Zy) = 0 und Hf (%)
T — Ty

von der Richtung = 0 noch genauer

positiv definit = 0 < ¢ = min{#’ - Hf (%) - 7: |F]| = 1} = mit 7 = 1= Zol
r — Xo

gilt

J(@) = f(@o) + |7 — &2 (fT Hf(7) - 7+ M)
L

—0

& . N . - o _
> f(fo)+§||f—f0||2 fir ||Z—2o|| <9, d.h. &= Zo+t7 mit |t| <, ||7]] = 1.
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23.6 DIE TAYLORREIHE IN C

Die Theorie entfallt aus Zeitmangel.

[ele) n

Bsp. 10 e*= ) —, 2e C=
- n=0 T:
: 1 iz —ix 1 . (lx)n = (_lx)n
1] i (ir)?  (iz)3 iz (ix)?
=— |14+ — —|1-—
) R R TR TR T
2 [ix  (ix)®  (iz)°
AT T T T
1, iz3  ix® B x> 2P
S T I TR TR
= Y ————— in Ubereinstimmung mit Bsp. 5.

=0 2k + 1)




