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KAPITEL V: DIFFERENTIALRECHNUNG IN MEHREREN VARIABLEN

§18: Parametrisierte Kurven

18.1 TANGENTIALVEKTOR, BOGENLANGE

Beispiel 1 (Kreis) Nach 2.1, Bsp. 3, p. 10, besteht der Einheitskreis aus zwei Funk-
tionen: f(z) =v1—22 g(z)=—v1—22 —1<z<1. In z==+1 sind f und

g nicht differenzierbar. (Die Tangente ist senkrecht.) Dennoch ist die Kreiskurve

in den Aquatorpunkten (1,0), (-1,0) nicht “schlechter” als anderswo. Wenn wir den
Kreis durch = = cost, y =sint, t € [0,27], beschreiben, so sind sowohl x als auch
y abhangige Variable einer neuen unabhéngigen Variablen ¢ (genannt “Parame-
ter”) und alle Kreispunkte werden gleich behandelt.

Def.:

1) Eine parametrisierte Kurve im R” ist eine stetige Funktion

z1(t)
Z:1 —R":t— 2(t) = :

2 (1)

wobei I ein Intervall in R ist und “stetig” bedeutet, dal z1(t),...,z,(t) stetig
sind.

2) Fallsalle x; in ty (bzw. schlechthin) differenzierbar sind, so heifit & differenzierbar
in ty (bzw. schlechthin).

i1 (to)
Z(to) = : heifit Tangentialvektor zum Parameter t.

T (tO )
Bemerkungen:

1) Falls ¢ die Zeit bedeutet, heifit #(t;) Geschwindigkeitsvektor (und analog Z(to)
Beschleunigungsvektor ) zur Zeit tg.

i1 (to) i 21() — 21(to) 21 (t) — x1(to)
2) Z(ty) = ; = | t=to t —1o = tlg?o t —1o =
in(tO)
r(t) — Z(t Sekant kt
lim M =y DSEATTCIVERIOT ot tangential an die Kurve.
t—to t—1o t—to t—to

(Die letzten Limites sind dabei wie in 16.2, p. 134 definiert.)
3) Bei 2 bzw. 3 Variablen schreibt man gewdhnlich z,y, (z) statt x1,z9, (x3).
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Bsp. 1 (Kreis) 7 :[0,27] — R? : t — (ZZ?E:) liefert eine “Parametrisierung”

des Kreises 22 + y? = a?. Der Parameter ¢ € [0,2n] ist hier gleich dem Winkel zur
x-Achse. Wenn t als Zeit aufgefafit wird, lduft der “Ortsvektor” Z(t) in ~ 6.28

sec um den Kreis.

s\ [ —asint o _ [ —acost)

T(t) = < acost )’ z(t) = (—asint> = —z(t),

mi = Kraft, mit der man den Massenpunkt beim Umlauf halten mufl =

= “Zentripetalkraft” = —mx

X(1)-x(1)

Beachte: Fiir die graphische Darstellung eines Vektors kann der Anfangspunkt be-

liebig gewihlt werden. #(t) wird i.a. von 0 aus gezeichnet, Z(t) von Z(t) aus.
Bsp. 2 (Ellipse) Wenn wir in y-Richtung um den Faktor % verzerren (g < 1:

stauchen, g > 1: strecken ), so wird der Kreis zu einer Ellipse:

acost
f:[O,27T]—>R2:t»—>< . )
bsint

Gleichung der Ellipse:

2 2
r =acost, y =bsint — — + y_2 = cos?t +sin?t = 1.
a b
. —asint
Nun ist Z(t) = b eos fiir verschiedene ¢ verschieden lang. Beachte auch, daf
cos

t nun nicht mehr der Winkel zwischen z -Achse und Ortsvektor auf der Ellipse ist.

bsint
Fir 0 <t < § ware dieser Winkel ¢ = arctan( ! ) # t.
acost
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asint

acost
(nach Stauchung)

acost
(vor Stauchung)

bsint

Wir vergleichen nun die parametrisierte Darstellung x(¢), y(t) einer ebenen Kurve
mit der Funktionsdarstellung y(x).

Beachte, dafl y hier 3 verschiedene Dinge bezeichnet:
a) die abhéngige Variable
b) die Funktion t— y(t)
c¢) die Funktion z +— y(x)
(Beim Kreis wére b): y(t) = asint
¢): y(z) = £va2 — 22?)
Eine korrekte, aber mithsame Bezeichnungsweise ware:
z=f(t), y=g@), t=f"1(x) = y=g(f"(z))=(go fT)(2), also y = h(x).
——

h

Satz 1
a(t)

1) Wenn 7 : [a,b] — R? : t — (t) in ¢y differenzierbar und z(tp) # 0, so
Y

148t sich y bei x(ty) als Funktion von z ausdriicken und es gilt:

dy ¢ '
Y _ g—t bzw. kurz |y = y
de ¢ T

2) Wenn [a,b] — R™ : t —— Z(t) eine differenzierbare Kurve ist, so ist ihre
Bogenlange

b b

L=/Ha?(t)||dt:/\/a'cl(t)2+---+abn(t)2dt

a
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Bezeichnung ds = Hf(t)H dt wird als Bogenelement bezeichnet. ds = ds(¢,dt) ist
eine Funktion der 2 Variablen ¢ und dt, vgl. 11.3, p. 91.

1. Beweis (rechnerisch)
1) #(tp) # 0 = (8.2, Satz 4, p. 76) x ist bei ty monoton steigend oder fallend

—> (p. 18) z(t) ist umkehrbar = y = y(¢(x)) 14Bt sich als Funktion von z
schreiben = mit zy = z(tp) gilt:

dy dy dt Llto)
3 %) = T dt (t(j ) 3z )T %—f(m) B

Kettenregel 87, Satz 3, p. 59

2) Fir n = 2 : Z(t),a < t < [, sei ein Kurvenstiick mit Lange L;, wo z.B.
#(t) > 0 = z(a) < 2(8) und nach 13.3, p. 109:

x = x(t)
z(3)
der = &(t) dt
le/vl—}—y’(a@)Qdm: r=z(a) =t=a
we) r=z(f)=1t=p

/,/ i t)dt = /Wdt

Analog wenn #(t) < 0 oder wenn g(t) # 0 (dann wird x als Funktion von y
ausgedriickt). Wenn auf einem Teilintervall a <t < 3 sowohl & =y = 0, so bleibt
der Kurvenpunkt stehen und es kommt keine Lange dazu.

2. Beweis (geometrisch)

. ()
1) £= ( ) ist ein Richtungsvektor der Tangente — ' = tanp =

y(t)
_ Gegenkathete g y R
~ Ankathete % X

\ x y

(Analog fir £ <0V y <0)

2) Im R™: Z = {tg, - ,tx} seieine Zerlegung von [a, b];
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k
L= lim > ||@(t:) — &(ti-1)|];

p(Z2)—0,;21
z1(t;) x1(tice) + (6 — tiz1) @1 (tizq)
T(t;) = : ~ : = Z(ti—1)+(ti—ti—1)T(ti-1)
T (t;) Tp(ti—1) + (6 — ti—1)Zn(ti—1)
. b
L= lim S (t —ti)|d(tiy)] = /Hf’(t)” dt 0
¢(2)=0i=1
a z

Bsp. 3 (Schraubenlinie, Helix, ¢\ = Spirale )

acost =2 T :

Z:[0,00[— R3:t+— | asint

bt 1 t=3
_ b-2n< | ‘
) —asint | 4 y
Z(t)=| acost a
b
=0
X

Die Lange s des Kurvenstiickes, das fiir 7 =0---t entsteht, ist

t t .
S:/Hf(T)HdT:/\/CLQSinQT—I—CLQCOS2T—|—b2dT:\/a2+b2/d7:t1/a2+b2.
0 0 0

Wenn wir s als neuen Parameter einfithren, so ist also

. acos(s/Va? + b?)
t = ——— und Z(s) = | asin(s/Va?+ b?)
Va2 1+ b2
a*+b bs/v/aZ + b2

Die Helix wird nun mit konstanter Geschwindigkeit 1 durchlaufen, denn

Satz 2 + Def. [a, ] — R"™ : s — Z(s) sei eine parametrisierte Kurve. Dann sind

aquivalent:
(A) Vs: ||a?(s)H =1, d.h. der Tangentialvektor hat Lange 1;
(B) die Bogenlénge des Kurvenstiickes, das fiir ¢ = «--- s entsteht, ist s — a.

Wenn (A) und (B) gelten, so heifit die Kurve nach der Bogenlidnge parametrisiert
(und man bezeichnet den Parameter, so wie hier, gew6hnlich mit s).

Beweis: “A = B”:
S

A= Vo |30)|=1= /||f(0)||da:/1da:s—a:>B;

«

— =

“B= A" B:‘v’s:/Hf(U)HdJ:s—a P




B d(S—Oé) _ i / 5 Haup_tsatz 5,
=4 _d (/y\x((;)\\dg) Bt )| = A

Zuriick zu Bsp. 3 B gilt nach Konstruktion;

Kontrolle von A :
a

————sin(s/Va? + b?)

dr 2 2
== mcos(s/\/a +b) —
b

= \/%(sin2 + cos?) + % =1y

N dz
ds
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In der neuen Parametrisierung s — #(s) wird die Helix also mit Geschwindigkeit
1 durchlaufen (A) und in der Zeit ¢ =0---s wird die Lénge s zuriickgelegt (B).

Bemerkung: In der Theorie 148t sich auf einer differenzierbaren Kurve immer die
Bogenlénge als Parameter einfithren und zur Herleitung schwieriger Satze wird das

¢
auch oft getan. In der Praxis kann man oft s = [ Hf(T) H d7 nicht explizit bestimmen
[e2

(z.B. schon bei der Ellipse, Bsp. 2).

18.2 KRUMMUNG EBENER PARAMETRISIERTER KURVEN

Satz 3  : [a,b] — R? sei eine 2-mal differenzierbare Kurve. Dann gilt fiir die

Krimmung « und den Krimmungsmittelpunkt M :

— d M=z
@+ g2 SR

i — g a:~2+y'2<

(falls die Nenner # 0 sind. Beachte, daB [|[M —Z|| = o= +.)

)

q )
Beweis: 3y’ = & _ Q nach Satz 1 =
de =z
dy' Ay At d [\ 1 Gi—giE 1 i — g
12
= — = — ¢ — = — | = _—= — . — = —
V7w T At de at\#) @ 2 @ 3
1/
W lpE—gE g
1+ y'2)3/2 Y (1 N 2_2)3/2 (2 + §2)3/2
Ebenso fir M.
d t PO i . 4 PO
Bemerkung: Vektoriell geschrieben ist x = | e||<j|E|;’$)’ = H:v|]s|1|nﬁ”2(x,:c) =
- T T

_ Normalbeschleunigung
~ Geschwindigkeit?

[m~1] und das letzte gilt auch fiir Z(t) € R".



156

Bsp. 4 (Zykloide, xUrkAos = Kreis) Ein Rad mit Radius a rollt auf der x-Achse
(mit konstanter Winkelgeschwindigkeit 1, d.h. 1 rad/sec). Welche Bahn beschreibt

dabei der urspriinglich im Nullpunkt liegende Punkt P des Rades (wenn er z.B.

farbig markiert ist und man filmt)?

0 4 X(m)
a P }-a jost

261 [ t re
i\, @
P TQ Z;Ia

*M=(ma,-2a)fir t=mn

Zur Zeit ¢ ist P im Punkt #(t) = (@ 7 9smE) _ o (tosimi]
a—acost 1 —cost
(Mechanisch: & = #;)+ (), wobei (1) = a(}) = Bahn des Mittelpunktes, Z() =

—a(f‘:g;i) = im Uhrzeigersinn parametrisierter Kreis mit Z'(9)(0) = —a(9).)

7= (1 ;E?St) 12| :a\/(l —cost)? +sint = ayv/1 — 2cost + cos? t + sin’ t =
N— ——
1

.t
sin —

= a/2(1 — cost) = 2a

2 )
1 =cos” 5 +sin” &
ot . !
4sin® — =
? cost = cos® L — sin? &
= . :
Die Maximalgeschwindigkeit wird also fiir ¢ = 7w erreicht: ||f (m )“ = 2a.
: ¢
5= /Hf(T)H dr = 2a/ Sin% dr fiir t<2m

0 0

t
=4a|l— — .
a< cosz)

Speziell: Zykloidenldnge nach einem Umlauf = (s fir ¢ = 27) = 4a(l —cos ) = 8a;

t t
= 2a/sinzd7' = 2a<—cof§>
0 2 2

7=0
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\§& —y&|  |jz —yZ| |acost-a(l —cost) —asint-asint|
N R C 8a®|sin(t/2)[® -
—25sin?(t/2)
——
_a*lcost—1| 1

 8a3|sin(¢/2)]  4a|sin L

Speziell: Krimmung = oo bei t = 0,2m,...; dort hat die Zykloide Spitzen.
Kriitmmung minimal bei ¢ = 7,3x,...; dort ist ¢ =4a, M = (ta, —2a).
Fiir den Winkel zwischen Tangente und x -Achse (vgl. 13.4, p. 110) schrei-
ben wir ab nun ¢, da ¢ fiir Polarkoordinaten reserviert wird. Dann gilt
also argx = ¢ 4+ 2km und arg & = 1 + 2k
Bsp. 5 (Klothoide, xkAdfw = ich spinne ) Diese Kurve ist dadurch charakterisiert,
daf die Kriimmung linear mit der Bogenlinge zunimmt (z.B. Autobahnausfahrt).
Somit:

. (13.4, . 110) dy as?

Ezas=>z/):7+0;

essei C =0, dh. ¢ =0 fir s =0, d.h. die Tangente waagrecht fiir s = 0.
Wenn die Klothoide nach der Bogenlinge parametrisiert ist, so ist #2 +¢? = 1 und

Yy =tany = y = & = cos1, ¥y = siny. Also:
T

Y LN
X

as? 1
5 COS —&— .
x(s)z(.agz). J

Sin 5

Wenn #(0) = 0 (d.h. die Kurve startet im Ursprung), so folgt z(s) = [#(c)do =
0

r G/O'2 r 3 aO‘Q
0f(:os 2% do und y(s) = OfsmT do.

Leider lassen sich diese Integrale nicht durch elementar transzendente Funktionen
ausdriicken.

Man definiert die “Fresnel’schen Integrale” durch
t
C(t [9 cos
®) =4/ — / ) (72) dr.
S(t) ™ sin
0

d
s(

» »
N—"
\/

Mit der Substitution o = \/gT folgt dann #(s) = \/é (
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Bild:

0.6

]‘ 05

0.4

0.3

0.2

0.1

0.2

C(o0) = \/g/cos(TZ)dT = %

18.3 EBENE KURVEN IN POLARKOORDINATEN
Wiederhole 16.2:

y

T =TCcosy cos
r,p gegeben — ) :>g?;:7~( ) >
Yy =rsine S111

r =/ 2%+ y?

Y
arctan = : LIV
T,y gegeben — x

Y= + 2]€7T
arctan J + m: ILIIT
x

Def. 1) (r,¢) heiflen Polarkoordinaten von (x,y). (Dabei ist ¢ durch z,y nur

auf Vielfache von 27 bestimmt und fiir » = 0 unbestimmt.)

2) Eine in Polarkoordinaten dargestellte Kurve ist eine stetige Funktion r = f(¢).

(Wieder schlampig: r = r(¢).)
Bemerkung:

Das liefert in x,y eine parametrisierte Kurve:

x =rcosp =r(p)cosp

y = rsinp = r(p) sin g;
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@ spielt hier die Rolle des Parameters ¢.

Satz 4 Fiir eine Kurve in Polarkoordinaten gilt:

1) Der Winkel § zwischen & und Z erfiillt tan g = i
T

1
2) Die Bogenldnge s von ¢g bis ¢ erfillt s = [ \/r(p)? +7(¢)? de.
¥o

|r? 4 272 — iir|

3) Die Kriimmung x erfiillt x = (2 1 722
Beweis: Es sei 7 > 0. Der Fall 7 < 0 ist ahnlich.
Bild: Ausschnitt:
y X(@,)
SN p L
/ o
x|
¢
®
X

(Beachte: Den Winkel § € [0,7] zwischen Z(¢g), #(po) erhélt man, indem man
beide Vektoren im selben Punkt ansetzt.)
r(po)(p —wo) _ 7

Y e = Jim e L) = 300, o) = Jim, ST = He
. o l#e) = 7 , r(9) = 7(0))” + 7(90)2(¢ — @0)?
2) Hx(SOO)H - JLI%O % ' - wlirgo \/( 0|90)_900| : — -
2
s (I e - R =

— 5= /Hf?(w)H dp = /\/T(@Q + 7 ()2 dep.

3) 1 = dy| _|dle+8)| _|de  dB| _ d_<p+darctan(r/7'") de|
Clds| ds “|ds  ds| |ds dep ds|
_‘dgp ' 1 PP — P 1 ' 72 —ir| 2)
—_— . - . - pr— ds —. =
ds 1+ (r/7)? 72 @‘ r? + 12
1 r? 4+ 272 — | |r? 4277 — il

- ‘/T2+f’2 7~2+71»2 (7«2_|_7'12)3/2
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Bsp. 6 (Archimedische Spirale)

7“((,0):&'(,0, 906[0700[ (CL>0)
ayp

r
tan/BZ—.:_:QO
r a

o1 ©1
S:/,/7T2+¢zd¢:/,/a2¢2+a2d¢ - @) Bild fiir o = 1
1
®o ¥o

a2g02 + 2a2
a3(p? + 1)3/2

G=0@+2n
6 =0, Tangente = x-Achse

27 X

2
Speziel: ¢ =0=—= (=0, Kk = —
a

go—>oo:>tan6—>oo:>6—>g, k—0

Bsp. 7 (Logarithmische Spirale)
r(p) =a-e" peR (a>0,b>0)

r aeb? 1

tan 0 = il M konstant
B 72 + 272 — rif| B la? + 2a2b? — a?b?|e?b? B 1
o (TQ + 7;2)3/2 o (a2 + a2b2)3/2 e3by o ameb‘P

1
Bild fir a =1, b= T dh. r=e?* tanfB =4, f ~ 1.3258 ~ 76°

p= e(P/4

&

_ e7c/4
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§19: Funktionen von mehreren Variablen

19.1 PARTIELLE ABLEITUNGEN

Def.: 1) Eine (reellwertige) Funktion f von n Variablen ist eine Vorschrift, die
jedem Element Z einer Definitionsmenge D C R™ eine reelle Zahl f(Z) zuordnet.

Schreibweise: f: D — R:Z+— f(Z) =u

2) Die Menge {(Z,u) € R"** :u = f(Z)} heift Graph von f.

Bsp. 1 Die Kugel 2?2 +1y?+22 = a?, d.h. genaver K = {F € R? : 22 +y?+ 22 = a?}
besteht aus den Graphen zweier Funktionen:

z=f(z,y) =va* -2 —y? und z=g(z,y) = —Va? - 22 —y%

(In 19.4 fassen wir K als “Niveaufliche” der Funktion F(z,y,2) = 2% + 3% + 22
von drei Variablen auf. f,¢ hier sind Funktionen von zwei Variablen. Nicht
verwechseln!)

Hier ist also n =2, x1 =x, 20 =y,u =2, T = (“;j), und

D={%Z=(]) eR*: 2% +y> <d’}

Beachte: In f wird & als Zeilenvektor geschrieben, d.h. f(x,y) statt f (5)
=

Graph von f :

Ve > 0]: 0 >0:VZ e Dmit |- Zo|| <d||: [[f(@) —a|<e

d.h. f(#) kommt « beliebig nahe

wenn der Abstand von 7 und #y geniigend klein ist
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Analog fir a = t+oc0. (411\113 hat aber keinen Sinn!)
X o
2) f heiBt in #y stetig <= lim f(Z) = f(Zo)

— 0

3) f(z,y) heifit in &y = (20) partiell differenzierbar

0
< (a) z+— f(z,yp) ist in z( differenzierbar
A (b)) y+— f(xo,y) ist in yo differenzierbar
Analog fiir f(z,y,z) und allgemein f(Z).

Bezeichnung: Die Ableitungen in (a), (b) nennt man partielle Ableitungen und

man schreibt dafiir Z_J; bzw. % (oder g—;, g—;)
Somit: 2 _ 4 [f(z,y als konstant betrachtet)]
" Oz dx Y

= Steigung der Funktion z — f(z,y)

o S hy) — fy)
h—0 h

of _ d

dy dy
= Steigung der Funktion y — f(z,v)

flx,y+h)— f(z,y)

[f(z als konstant betrachtet, y)]

= h
Bild:
z
z=/(x.y) ! (auch < 0)

of

ox
(hier < 0, d.h.
? = — gezeichnete Linge)

x

Bsp. 1 f(x,y) = y/a? — 22 — y? (obere Halbkugel)

8_f_ 0 —2x

Or  Ox ¥ ~_ " 7 2\/aZ — a2 — 42
of :ﬁq/az_la_yz: —2y
dy

ay

konstant
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Am Rand von D werden beide partiellen Ableitungen oco. Dort ist f nicht partiell

differenzierbar.
Ty L, =

o 51T #0
Bsp. 2 z = f(x,y) = Y

0 Z=0
9 0,0y = 1im L8V =SO0) 1 0=0 00
8:13 x—0 x—0 x—0 xr — x—0
90,0y = tim LO0W =S00) ) 020
dy y—0 y—20 y—0y —0

z-0

da f(2,0) = = = 0= f(0.y).

Also: f ist in O partiell differenzierbar.

ABER: f istin 0= <8) unstetig, denn fir ¥ = <Z) , a#0, ist

. 1 .
@) = a2a+aa2 ~ 2 und ||Z -0 <4, dh. va?+ a2 =+v/2a| < § liefert nicht
f(&) — f(O)] = |5 0] <e falls e= 1.

r2 sin ¢ cos ¢

Bild: In Polarkoordinaten x = rcosp, y = rsinyp ist z = —— =
r2 cos? ¢ + r2sin” ¢

. L. . ,
singcos¢ = o sin 2¢p. z ist also fiir festes ¢ konstant.

%sin 20

B | —

1
N —
ENP S
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19.2 DIFFERENZIERBARKEIT, TANGENTIALEBENE

Eine differenzierbare Funktion sollte eigentlich stetig sein, vgl. §6, Satz 1, p. 54. Wir
miissen also fiir die Differenzierbarkeit mehr als in 19.1 verlangen.

Beachte: lim M
f—h’fo Xr — xo

dividieren kann (aufler wenn n =2 und ¥ — %y als komplexe Zahl z — zy aufgefafit

ist sinnlos, da man durch den Vektor & — Zy nicht

wird. Das fithrt zur Definition der “komplexen Differenzierbarkeit”.)

Man definiert “differenzierbar” daher geometrisch: (Z, f(#)) auf dem Graph kommt
einer Tangentialebene an f in (Zo, f(Zo)) “sehr nahe” fir & — Zy, d.h. der Rest
ist vom Typ o(||Z — Zo]|).

Def. f:D— R, DCR? %, €D, ¥ nicht am Rand von D.

f heifit in Z; differenzierbar <= dA, B € R:

f(&) = f(Zo) + A (x —x0) + B+ (y — yo) + o(T — o),

ﬁ bd
wobei  lim é‘)’(ﬁH) =0, d.h. daB ¢ “vom Typ o(]|h||) " ist. (Analog fiir D C R™.)
h—0

Satz 1 f seiin Zy € D C R? differenzierbar. Dann gilt:

1) f istin &y stetig und partiell differenzierbar;

0 0
A=, 5= (@)

Bezeichnung: Die Ebene

2)

2= glyy) = £(0) + (@) (2= ) + 5 (@) (0~ )

heifit Tangentialebene (vgl. Tangente, p. 52).
(Lt. Def. ist dann f(Z)—g(&) vom Typ o(||Z—Zo|), d.h. f(Z) = g(Z) fir £ — Zo).
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Bild:

HP(X-Xp)

}B-()"J’o)
}A- (x-xy)
() S
fxy)

Beweis: lim f(Z) = lim [f(Zo)+A(z — 20) + By — yo) + o(Z — foﬂ = f(Zp) =

- —

f_>i-’0 T—XTo N / N / ~

— f ist in &y stetig;

o _
—f(fo) — lim f(z,90) — f(z0,¥0)
ox T—x0 T — Xo
_ i Al = 0) + Blyo — yo) + oz — x0, 90 — o)
T—Tg Tr — X
=h
——
= lim Alz — z0) + o(z — 20,0) = A+ lim —Q<x —20,0) =A
T—x0 T — Xo T—1Io T — X
v
+|h|]
0
Analog fiir B. O

Bemerkung: Wie im 1-dimensionalen gilt, dal Summen, Differenzen, Produkte,
Quotienten (wo der Nenner # 0), Zusammensetzungen von differenzierbaren Funk-
tionen differenzierbar sind. Daher mufl man in der Praxis fast nie auf die Definition

zuriickgehen.

Bsp. 3 (Rotationsellipsoid)

2
N TR _ _ \/j o= (23 —
Essel - +y*+22 =1, z=f(z,y) = /1= - v 0‘(2/3
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3f —z/2 Ly —1/3 __1
4
of —2y L 43
B= 83/( o) = 2,/1 -2 y2($0) 2- 2/3 o

Tangentialebene: z = g(x, y)=f(Zo)+A-(z—x0)+B-(y—yo) =

B O T P D N
371 \" 3 Yy=3) =73 VT y

Verallgemeinerung: f: D — R, D CR", ¥y € D. f in 7y differenzierbar <—

< f in &y partiell differenzierbar A

F@) = 1(0) + (o) - (01 = 20.1) -+ 5 (E0) - (0 — 20,) + (& — o)
h d vom Typ o

92;?)

u = g(&) heifit Gleichung der Tangentialhyperebene an f in Zp; ¢ heifit Lineari-
sierung von f bei .

Schreibweise: Fir 1 — xg,1 etc. schreibt man oft dz; etc. Dann ist

@) = gl +A7) = f(0) + 5 (@) doy -+ (@) da,

(. S

Def df (“Differential von f”)

und f(%) =~ ¢g(Z) = f(&y) +df fir & bei &y, d.h. dZ klein. df ist also eine
Funktion der 2n Variablen 7y, dZ.

In & statt &y geschrieben: f(Z+ dZ) ~ g(Z + d¥) = f(Z) + df (&, d).

Bsp. 3.5 Auf wieviel % kann man die Flache eines rechtwinkligen Dreiecks angeben,
wenn man die Katheten z,y auf 2% genau messen kann?

Losung: A(z,y) = %xy, dr <0.02z, dy < 0.02y

A A
oaa= 94y, ydx+§dygo.02xy:0.04A
ox Jy 2

—> A kann auf 4% genau angegeben werden.

19.3 DIE KETTENREGEL

Gegeben: a) eine Kurve 7 : [a,b] — R™;
b) eine Funktion f: D — R, D C R".

Das Bild der Kurve liege in D. Dann 1&8t sich foZ : [a,b] — R : ¢t — f(Z(t))
bilden.
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Bsp. 4 Es sei n = 2. Wir stellen uns f(x,y) als Temperatur in der zy-Ebene vor.
fo@(t) = f(x(t),y(t)) ist dann die Temperatur auf der Kurve zur Zeit ¢.
Problem: Wie verdndert sich f o Z(t), d.h. wie ist die Temperaturzu-/abnahme
d(f o)
dt
Z.B. Z(t) = < ;2) (nach x parametrisierte Standardparabel),

auf der Kurve?

f(z,y) = 3zy — bz? = foZ(t) = f(x(t),y(t)) = f(t,t?) = 3t> — 5t

[e]
. (2), =4
Al FZ,X/(A - z=f(x,y)
O
¢
D
7//\
7 A
1 1=1,x=(1), f=-2°
1 f\\? ! 1 2 X
+§\w

kein . ?c;(;{ ) =20 ",

Nach dem rechten Bild ist wegen 19.2 f(Z(t)) ~ f(Z(to)) + A- &(to) dt + B - y(to) dt
mit dt =t — tg. Das fiihrt zu

Satz 2 (Kettenregel)

Z sei differenzierbar in to, f sei differenzierbar in #y = #(ty). Dann gilt:

dfod 0 d 0 d 0 dx,
L2 (t0) = (o) St 0) + 5 (o) G2 00) 4+ () - ST (o).
.0 0
In ¢ statt to: F(Z@) = 651( T(t)) - iy + - +8—ai( T(t)) - dn

Beweis: Z.B. fiir n =2
dfoz, . . [(Z1) - f(E(to))
qr (o) = Jlim t— to ’
F(Z@)) = f(z(t),y(t)) = (weil f in &, differenzierbar)
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— —»t _ —
_ Aol oy L) = @)
dt t—to t—to
of o .. ax®)—mzg Of .. .. ylt)—y .. o(Z) -z
— ZL(#) - lim =20 P )] ]
g (Fo) - im == g (o) - im == A i ==
—————— N ~ -~ )
9% (to)=d(to) ¥ (to) =0
t) — t) — 7 7(t) — &
denn QW —T0) _ (@) — 7o) ) ~Foll 4.
t—to l|$(t)—xoll . t—to
—0 — || (to) |
N N 2 2
|Z(t) — | . (z(t) — x0) N (y(t) — wo) .
t—to (t —to)2 (t —to)2
£\, to
+1/7(t0)2 + y(to)? fii . O
- \/x(o) y(to)? fiir {t/to}

Zuriick zu Bsp. 4 f(z,y) = 3zy — 522, Z(t) (t)): 3t3 — 5t —

I
VR
T =+
N———
&H
—~
8

— f(Z(t)) = 9t? — 10¢t.
of of

Mit der Kettenregel: — =3y — 10z, = =3z, © =1, y = 2t,
or oy

% (Z(t)) -¢+% (Z(t)) -5 = (By(t)—10x(t))- 143 (t)-2¢ = 3t2—10t+3t-2t = 9t —10¢
Anschauliche Bedeutung von f(f(t)) : Z.B. zur Zeit t = 2 steigt die Temperatur
auf der Kurve um 16°/ sec.

Bemerkungen:

1) In konkreten Féllen ist man mit der Kettenregel langsamer als beim direkten Aus-
rechnen von f(Z(t)) (s. Bsp. 4). Man bendtigt die Kettenregel aber gewdhnlich
in allgemeinen Situationen, wo f(Z(t)) nicht durch Einsetzen berechnet werden

kann.

2) Fiir n =1 gibt Satz 2 gerade die tibliche Kettenregel

fam) = fe@) - #H) (sp58)

suBere Ableitung innere Ableitung

Fiir groflere n stellen wir uns die Abhéngigkeiten baumartig vor:
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of
X, X, o X
Die Kettenregel

dfod 0f dx +8f dz,,
dt Oz dt Ox, dt

f— dz,
dt
t
ergibt sich, wenn wir alle Wege von f nach t gehen, multiplizieren entlang der

Wege und dann addieren.

Wenn 7 von 2 Variablen u,v abhangt, so hiangt auch

fo@= f(z1(u,v),z2(u,v),...,2,(u,v)) von u und v ab.
Bei 6“20:6 wird v festgehalten und w spielt die Rolle von ¢ in Satz 2.
u
., OfoZ Of oy of . or,
Daher gilt 5 _8_901< (u,v)) '%—i—'--—i—%(x(u,v)) S
of ox  Of 0z aof . oz,
und analog gv "~ on (a:(u,v)) . 4ot E(Q;(u,v)) o
Baum: f
// \ 6‘2()3: : alle Wege von f nach u
u
N Ofof
W 5o alle Wege von f nach v
u A\

Bsp. 5 (Ableitungen in Polarkoordinaten)

a) z= f(x,y) gegeben, x =rcosp, y=rsinp

Wie &ndert sich f bei Anderung von r, ¢?

Hierist also n =2, 1 =z, zo =y, u=71r, v = ;

Baum: f
VN
FX¢

f=fo&= f(rcosy,rsinp)
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Schreibweise: Statt f(r,) schreibt man einfach f(r, ).
Die Kettenregel gibt:

of (_Of\_of o= Of oy _0of . . O o
or\ or) 0z or oy or oz ¥ Ty MY
of _0f 0z OF 0y _Of or.

dp  Ox 8g0+8y dp  Ox ( rsmgp)+ay (r cosp)

Schreibweise: Partielle Ableitungen werden auch manchmal als Index geschrieben,
d.h.

of
G

fy fur ﬁ etc.

fr flr 3y

Die Kettenregel sieht dann oben so aus:

fo= 1Tz 2o+ [y -y, etc.

b) Umgekehrt: z = f(r,p) gegeben, wieder geschrieben als f(r, ¢).
of of of of

Wie dricken sich —, — durch —~., —— aus?

ox’ Oy or’ Oy
(~)
A

N\

r= /72t 42 r
¢ = arctan ¥ (+m) ><

X y

of _of or 9f dp 0f 2z of 1 <_y>_
x2)

oxr  Or Ox Oy 8x_8r.21/x2+y2+%.1+(£)2
_of x Of y

=2l 22 L e
or r Oy 7’26C

Bemerkung: Die eigentlich falsche Schreibweise, wieder f statt f zu schreiben,
fiihrt dann zu Fehlern, wenn einige Koordinaten unverandert bleiben:
ZB. f(z,y)=x+2y, u=2x+y, v=y (unverdndert!)
= f(u,0) = fu,y) = u+y.
Wenn man hier f(u,y) statt f(u,y) schreibt, so entsteht ein Fehler, denn
of of

ZL =1 aber - =2.
8y apber ay

Mehr dazu in § 21 unter “Koordinatenwechsel”.
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19.4 GRADIENT UND RICHTUNGSABLEITUNG

Da wir f noch anderweitig brauchen, schreibe ich hier F' fiir die Funktion. In
19.1 wurden die Steigungen der Kurven betrachtet, die sich ergeben, wenn wir von
Zo aus parallel zur x bzw. y—Achse gehen. Allgemeiner wollen wir nun in eine
beliebige Richtung, dargestellt durch einen Einheitsvektor 7, gehen. Wir suchen
also die Anderungsgeschwindigkeit von F, wenn von #, aus mit Geschwindigkeit 1
in Richtung 7 gegangen wird.

Losung: Z(t) = &y + t7 (parametrisierte Gerade) —

(Kettenregel) F(Z(t)) (0) =

or ) or
a—xl(wO)'xl(O)+"'+a—n($0) T, (0)
or  _
a—xl(fﬂo)

(| |7
oF

%(ﬂfo)

X(1) =X, +t7
Def. F differenzierbar in Zy, ||| =1, c€ R
oF
3_961(%)
1) Der Vektor : heift Gradient von F' in Z.
OF
9z, (o)
Schreibweisen: grad F(%y), VF(Zy) (letzteres sprich “nabla ef von iks null”)
2) <VF (Zo), T > heifit Richtungsableitung von F' in Zp in Richtung 7.
Schreibweise: RA (F, Zg, 7)

Interpretation: <VF (Zo), T > — Anderungsgeschwindigkeit von F von #, aus

in Richtung 7, vgl. oben.
3) Die Menge M. = {Z € D: F(Z) = ¢} heiBt Niveaufliche (fir n =2 Niveau-
linie) von F' zum Niveau c.

Interpretation: Wenn z.B. F' = Temperatur, so ist M. = Menge aller Punkte

mit Temperatur c. Beachte, dafl sich verschiedene M, nicht schneiden.

2 2/3
Bsp. 3 n=3 w:F<xayaz):%+y2+Z2; Ty = 2/3
2
(Um w = F(z,y,z) zu zeichnen, briuchten wir den R*%.) /3
2
1
—»: - 1 —| — 1‘
g r=1( 1) =1

-2
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x/2 1/3
VF = 2y , VF(fo) = 4/3 — RA (F, fo,F) =
2z 4/3
(L) 12 2
= (VF(Z)),7) = <— 41,21 1 > = —=, d.h. die Temperatur F fillt
3\ 4 ) 9

2
von Ty aus in Richtung 7 mit Geschwindigkeit 9’ d.h. genauer

2
F(Zy + €r) = F(Zo) — =€ + o(e), o) — 0 fir e — 0.
N—— 9 €
1
2.02 0.673
Zahlenbsp.: € =0.01 = %y +er=—-| 2.01 | = [ 0.67 |,
1.98 0.66
0.673? .
F(Zy + er) = +0.67% + 0.66% = 0.99784,
— 2 2 > . .
F(%y) — g€ = 1-— 9 -0.01 = 0.997, der Unterschied ist das o(e).

b) Die Niveauflachen sind

{} ce<0

M. — {0} =0
C xz
Ellipsoid Z+,y2+z2 =cic>0

Speziell: ) € M, <> c=F(fy) = F(%,%2,%) =1

Problem: In welchen Richtungen steigt/fallt F' am schnellsten, in welchen Rich-
tungen ist keine Anderung?
Satz3 F:D — R seiin &y € D C R" differenzierbar, ¢ = F(Zy). Dann gilt:
1) RA(F,Zy,7) = ||[VF(Z)]| - cos Z(VF(Z),T)
Speziell: a) RA =0, wenn 7 L VF(Z)
b) ||VF(&)|| = maximale RA; diese wird erreicht, wenn 7 in Richtung
VF(Z)
IVE@o)||
In Worten: Der Vektor VF(Zy) weist in die Richtung der stirksten Zunahme

VF(Zy) geht, d.h. wenn 7=

von F' und seine Lange ist gleich der maximalen Richtungsableitung.

F
2) Wenn g—(fo) # 0 und ¢ = F(Z), so laBt sich die ( ¥y enthaltende) Niveaufla-
xn

che M. bei & als Graph einer Funktion z, = f(z1,...,z,—1) schreiben. Man

sagt: “ F(Z) = ¢ definiert f implizit.”
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3) Die Tangential(hyper)ebene an M, in %, ist dann (% — &y, VF(Zy)) =0

Somit: V F(Zy) steht senkrecht auf die Niveaufliche durch 7

Beweis: Wiederholung zu linearer Algebra:

i, 7€ R" = | (4, v) = ||u] [|7] cos Z(@, 7)

(Vorstellung dazu:

<|
<=L

=3 +0", 7| 4,

I . B v o
v La=||v']| = ||J|| - cosa, o« = Z(1, )
U
— 7' = ||U]| - cosav - =~
Il
= (U, 7) = (u,v") + (u,0")
——
0
S U] - cosar |0||cosae ., _, i
— (I g) TR ) — ) cosa)
4 || ]
(el
1) RA (F7 ‘Ii:Ou,F) = <VF(3?O)7F> =
= ||VE ()| - IF] - cos Z(VF(Zy),7) =
—~—
=1
( F =
maximal : £ =0, d.h. 7= V—(_,O)
[VE ()|
F —
= § minimal : L =m, d.h. 7= — v (_,0)
IVE (o) |
™ — —
0 : 425, d.h. 7 L VF(Zy)
\
2) Beweisskizze: Betrachte z,— F(x1,...,xn_1,%,) fir feste x1,...,2,_1;
I N ~ 4
t — u(t)
u = . # 0 = t = x, lafit sich fiir feste x1,...,x,_1 als Funktion von
Ty,
u(t) = F ausdriicken (vgl. 18.1, Satz 1, 1. Beweis, 1) =— M, =
= {.’f: F(%) = c} = {(a:l, ey Tp—1,Zp) : Tn = Funktion von ¢ und zq,... ,xn_l}
:f(xl:iaxn—l)
(Ganz genaugenommen braucht man hier als Voraussetzung, daf§ T in @y
T

stetig ist.)
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3) Z(t) sei eine Kurve in der Niveauflache M, mit #(0) = 7y =

d

dt

— (VF(Z),7(0)) = 0 = VF(,) L #(0) = VF(%) L alle Richtungsvek-
toren in der Tangentialebene an M, = VF (%) = Normalvektor der Tangen-

= Vt: F(Z(t)) =c

tialebene.

Also: ¥ € Tangentialebene <=

= I— Ty LVF (&) <= (T — T, VF(i)) =0 O
Bild:
VF(%))
Tangentialebene
xX(1)
x(0)
\Mc
22 1 (2 1 (1
Zuriick zu Bsp. 3 F="—+9y?+22 Zo== 2|, VF(Z) == | 4
4 3 3
2 4
1 1
1) Maximale RA fiir 7 || VF (%), d.h. 7= — | 4
e V33
Dann ist RA = |[VF(Zo)|| = || | 4 | || = = = 1.915
31\ 4 3
1
RA=0+r1|4
4
2
2) C:F(fo)zl, M1 = {J_f Z+y2+z2:1};
OF 4 atz
a_(fo) =3 # 0 S232) e Ty ist z = f(z,y); in unserem Fall konnen wir f
z

ausrechnen, f(x,y) =4/1— ”742 — 2.



3) Tangentialebene: (% — &y, VF(Zo)) =0, d.h. <:E—

1 2 2 2
§<x—§+4(y—§>+4(z—§>> =0<=o+4y +42 =6,

x 3
z=g(x,y) = 5 Y + 2 vgl. 19.2.

Zusammenfassung zu 3): Wir kénnen die Tangentialebene auf zwei Weisen berech-
nen, namlich, z.B. fir n =2 bei f, d.h. n=3 bei F:

(a) Bei expliziter Angabe der Funktion z = f(z,y),
S S of . S
Ty = (xo) durch g:z = f(Zo) + —f(:lro) (7 —x0) + —f(xo) (¥ — o)
Yo ox Y
(b) Bei impliziter Angabe von f mittels F(x,y,2) = c,
Zo

i) Yo durch <VF(f0), T — f0> =0

<0
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§20: Zweite Ableitungen

20.1 DER SATZ VON SCHWARZ

Def.: f: D — R, D C R”, seidifferenzierbar. f heifit (in 7y) zweimal differenzier-

0
bar <= alle Ableitungen af' :D— R, i=1,...,n, sind (in @) differenzierbar.

(3

Schreibweisen: 1) Man fafit

oft als “Operator” auf, der einer Funktion f die

Z;
Funktion zuordnet. Daher schreibt man 0 f fur 8f.
ox; o0x; ox;
of
.o (or\  90) 02 f
2) F = g’ hreibt .
) Fiir oz, ( (%cj) oz, schreibt man u0;
3) Fiir 88 schreibt man oft f,, und fiir
Z;
0*f o (0f 0
= = —(fs,) = (fz,)z, schreibt s -
Ju:0w; o (a%) 8x¢(f7) (fz,;)z; schreibt man daher f; .,
Beachte die verschiedene Reihenfolge von z; und z; in den zwei Schreib-
weisen!

Bsp. 1 f(x,y,2) = 2%y® + wcos z =
_9f_ 9

e =5 = ol = 2xy® + cosz, f, = 3x%y?, f. = —xsinz,
fm,:% = %%) = 2y°,

oy = i) = o (52 ) = g =SB e
fuy=62y, f.. = —wcosz, fo. = 88;8]; = 8(2;133/3; ©52) _ _ging,
fza::aa;afz = 8(—agzinz) = —sinz, f,.=0= f.,.

Dafl f, und f,, etc. jeweils dasselbe ergeben, ist zum Gliick kein Zufall:

Satz 1 (H.A. Schwarz, 1843-1921) Wenn f in Z; 2-mal differenzierbar ist, so gilt:

o*f 0*f

Vl,j : 81'18.%3 (:EO) - 8%8951 (:13‘0)

Beweis: Zur Vereinfachung nehmen wir n =2 an und da8 f,, in der Nahe von 7

definiert und in 7 stetig ist; fi(xo,y) = lim f(z,y) = f(zo,y)
T—To T — X

)
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afm fm Zo,Y _fg; Zo, Yo
Jay(Zo) = 5 (Zo)= lim ( ) — ( )
Y Y—Yo Yy Yo
f(@y)—f(zo,y)  f(=yo)—f(z0,y0)
= lim lim T—%o T—T0
Y= yo o Y — Yo
= lim lim f(z,y) — f(zo,y) — f(z,y0) + f(z0,0)
Y—Yo T—To . (I — wo)(y _ y()) )
A

9(x,y) — g(z,y0) (MwWs, 8.2, Satz 3)
(z = z0)(y — yo)

Essei g(z,y) = f(z,y) — f(z0,y) = A=

1 ) - 9 S . .
— cgy(z, 1) = Jy(@, 1) = fy (o, y1) (MWS) fyz(z1,y1) wobei z zwischen
r — X r — X
xzo und z liegt, und y; zwischen yo und y; f,, stetigin Zy =
= foy(To) = lim lim A= lim lm fy.(x1,91) = fyz(0,y0) = fy=(Zo) d
Y—Yo T—T0 Y—Yo T—To

Bemerkung: Ebenso gilt fiir hohere Ableitungen, dafl es auf die Reihenfolge nicht
O3 f O3 f Bf

ankommt. Also z.B. = =

0r10290x1  Ox2073  Ox3070

(wenn f 3-mal stetig differenzierbar ist).

20.2 DER LAPLACE-OPERATOR

Bsp. 2 f:{#= () €eR*:F#0} — R:&+— In|.
Also f(z,y) =Iny/2?2 +y? = %ln(x2 +2).

(Man nennt f “logarithmisches Potential”.)
of 1 2x x

fm :%:§-x2+y2:x2+y2
f _62f_1'(372+y2)—x-2x_ y? — 22
oo (@2+y?)? (a2 +y?)?
Foy = (f2) _O(ofy_9(_ = 02+ —x-2y 2wy
vV T gy\on) T oy\aT ) T T @ PR
Nach Satz 1 ist fyo = fay;
2 2

Yy xt—y )

fy = x2+y2’ Jyy = m (aus Symmetrie)

2 2 2 2
T x
Y Y

(@ +y?)*  (¢*+y?)?
0? 02
AISO (m + W)f = O
A

Beachte: fpz + fyy =
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Def.: f: D — R, D CR", sei zweimal differenzierbar.
0*f | *f f .
1) Af: a—x%—l—a—x%—l——l—a—x% (SpI'lCh laplaﬁef )
A heifit Laplace-Operator (nach P.-S. de Laplace, 1749-1827).

2) Wenn Af =0, so sagt man, f ist harmonisch bzw. f erfiillt die Laplace-

gleichung (oder Potentialgleichung).

Physikalische Bedeutung: Wenn D C R? und eine Membran am Rand von D
(nicht unbedingt eben) eingespannt ist und unter der Last g(z,y) [N/m?] steht, so
erfiillt ihre Durchbiegung z = f(z,y) die (partielle Differential-)Gleichung 7Af =
—g, wobei 7 =Membranspannung [N /m].

Speziell: Af =0 heifit Last = 0, z.B. Seifenhaut.

Einspannung

z.f
20.3 A IN POLARKOORDINATEN

Wie berechnet man Af, wenn f in Polarkoordinaten gegeben ist?

(Etwa in Bsp. 2 ware f(r,¢) =Inr.)

/

/\ Kettenregel: of _of or _;_ﬁ ¢

r ¢ dxr  Or 0Ox  Op Oz
>< Zweimal Produktregel:
X Y

0 _ 0 (05 Or of Pr 0 (00 g 0 Fe
0z2  Ox\Odr) 0Ox  Or 0x2 0x\dp) Or 0Op Ox2
SN

Noch einmal Kettenregel:



D (05 _0g 0r 09 0o _Pf or 0 0
dx\ dr ) or 8z  dp dx Or2 Oz ' Opdr Oz
~—
g
und ebenso — ﬁ = ’f & 82—f &p
6 do )  0Ordp Ox  0Op2 Oz
Einsetzen in (x) gibt:
f 0 (or\", 9 9p or Of O
ox2  Or?2 \ox OpOr Oz Oz Or 022
Y
L Pf Or 0 (Pf (00N Of P
ordp 0Ox Ox 0p? \ Ox Op Ox?

sind etwas Verschiedenes!

2 2
Vorsicht: <g) und gr

ox 2

Analog fiir y (ersetze z durch y) :

179

OF (O (N, 0 or Op  O) (0p\" OF P 0f D%
oy orz \ Oy dpdr Oy Oy 02 \ dy or 0y?  J¢ 0y?
Zusammen:
Af_62f o*f O*f|(or 2+ o\’ +282f or dp  Or dp
0x2  Oy? or? |\ ox dy dodr |0z Oz ' dy oy
L (00N (00N o[ o] g [ o
0p? |\ Ox oy or 83:2 0y? Op | 0x2  0Oy?
or x x Or y
2 - - _=z Z _4J
(a) 1= Va2 +y? = o Ea r oy r
or ar\> a2 +?
= (5) + (5) -
y dp kS y
(b) <,0:aurctan;(—I—W):>%—1_’_%Z = _1'2—~l—y2:_7“_2’
2
dp % \:U_,-/:E or Odp 0Or 0y =« Y y x
oy 1 2 2 o as oy ey o\ 7)Y
0o\ O 2_y2 e T |
©) (%) *(a—y) SAtAT T T
) 2 _ .. 2x
(d> 8_27’_2 - _1 i +y T 2 /—$2+y2 _$2+y2_$2_y_2
ox?  Ox Va2 +y2? N x2 + y? T (a2 y2)32 g3
&_mQ:A O 827°_:B2+y2_1
oy2 3 "7 922 o2 3 r



(¢) Po 9 oy . 0-y-22 2zy
0x2  Ox \ x2+y?) (22 +y2)2 ot
0% 0 x —2xy %y 0%
_— = — et A = — _— =
0y? 8y(x2+y2) ST B2 Oy? 0
. 0 f 0% f o’f 1 of 1 of
Ergebnis: Af—m-1+28¢ar-0+6_902.r_2 E.;+%.0

. A—62+62 62+l8_2+18
C0x? oy or2  r?2 Q¢ r Or

Zuriick zu Bsp. 2 f(r,p) =lnr =

0? 1 92 1 0
(lnr)+; : E(lnr) =0

Af = w(lnr) +T_2 . a—(pz
~——— N ,
1 0 1
2 r
Bemerkung: Anschauliches Versténdnis von (a), (b), (c) oben:
Die Rechnung ergab: Y
Vo /1/
_(or/ox\ _ (x/r\ _ T
o) Vr_(@r/ay)_(y/r)_r 1>\A vr
X

o= (36ln) = (2 )= (2) T

Geometrisch:
a) Vr Lr=konstant (§19, Satz 3, 1) = Vr || Z;
|IVr]| = (RAvon r in Richtung Vr) =1

l

(§19, Satz 3, 1)

Also: Vr =

3|8

B) Ve L ¢ =konstant = Ve || (;3/)

1
Vel = (RA von ¢ in Richtung V) = -

1 [/ —
Also: Vo = r_2( a:y)
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[Wenn man die Groflen der RAen geometrisch nicht erkennt, miiite man nach 19.4
rechnerisch so vorgehen:

—

a) F=rit) =2 —i—t% (Dann ist #(0) = @, ||Z(0)| =1, Z(0) || Vr)

8) F =g @t)=r <§?§((£IZ:))) (Dann ist #(0) = 7o, |[F(0)]| = 1, #(0) || V)

F(Z(t) = ¢+ t/r, F(Z(t))(0) = H

(a), (b), (c) folgen aus «), ), denn sie bedeuten

1
[Vrl* =1, (Vr, V) =0, [IVe|* = .

(d), (e) und die Endf ta- P L2 019 G d anschautich sch
, (€) un 1€ fndrorme = 87“2 8@2 , 87" S1nda anschaulicn schwerer

r2

zu verstehen.

20.4 EXTREMA

Def.: (vgl. 8.2) f: D — R, ¥ € D C R™
Maximum f(@o) > f(&
1) f hatin &y ein globales . = Vr¥eD: (_,0) (_’) .
=~ | Minimum f(@o) < f(7)

Maximum
<= f hat in Zp ein Extremum <=

2) f hatin Z; ein lokales { o
Minimum

= 36>0:YZ€ D mit ||j:’—fo||<5:{;§22§§jz§g}.

Bsp. 3 f:{fGRQ:Hf“§2}—>R:£’»—>(x—y)(g;2+y2_1)
Yy

y=x

K + = Vorzeichen von f

Wie in §8 miissen Randpunkte separat betrachtet werden.
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Def.: Essei D C R™.
1) #y € D heifit innerer Punkt von D <=

= 30>0:VZmit |§— o] <5:Z€D

(In Worten: D enthélt einen (kleinen) Kreis um #y. ¢ kann dabei fiir jedes

innere Zp ein anderes sein.)
2) Zp € R™ heifit Randpunkt von D <=

(i) &y ist kein innerer Punkt von D

(ii) D enthélt ¥y oder Punkte beliebig nahe bei .
3) D heifit abgeschlossen <= D enthilt alle seine Randpunkte.
4) D heifit beschrinkt <= JR > 0:VZ¥ € D : ||Z]| < R.

(In Worten: Es gibt ein R, soda D in einer Kugel (= Kreis fiir n = 2) mit
Radius R um 0 liegt.) y

Bsp. 3 a) D ={Z:|Z| <2}

ist abgeschlossen und beschrankt.

>

Die inneren Punkte sind <

o mit ||Zp]| < 2 (vgl. das Bild), 2 x

die Randpunkte sind Zp mit ||Zo|| = 2

b) {# € R?:x+y > 5} ist nicht abgeschlossen und nicht beschrinkt.

Satz 2 (Weierstrafl) f: D — R stetig, D abgeschlossen und beschriankt —- f
hat (zumindest) ein globales Maximum und ein globales Minimum in D.

Es gilt auch das Analogon zu Satz 1, 8.2:

Satz3 f: D — R, Zg € D C R” sei ein innerer Punkt von D, f sei in Zj
differenzierbar. Dann gilt: f hat in # ein Extremum == Vf(Zo) =0

1
: : : : . 0
Beweis: f habe in &) z.B. ein lokales Maximum = g(t) = f(Zo + ¢ : )=
0
f(xo1 +t,x02,...,20,) hat in ¢ =0 ein lokales Maximum.
0
Nach Satz 1, 8.2, folgt 0 = ¢(0) = —f(:?:o).
8:1)1
of , . S
Analog (Zp)=0,i=2,...,n= Vf(Zy) =0. O

8(1:1‘
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% X = t -
Def.: Ein innerer Punkt Zp von D, wo Vf(Zy) =0, heifit stationdrer Punkt

von f.
(Stationdre Punkte sind also die Zj, wo die Tangentialebene waagrecht ist.)
Ergebnis von Satz 3: Die moglichen Kandidaten fiir Extrema sind also

(a) stationdre Punkte, d.h.

Zo im Innern von D A f in Z, differenzierbar AV f(Z) = 0,
(b) Randpunke von D,
(c) Punkte &5, wo f nicht differenzierbar ist.
Bsp. 3 f(x,y) = (x—y)- (2® +y*>—1) ist ein Polynom und daher iiberall differen-
zierbar.
(a) Vf=0+=
of

a—:x2—|—y2—1+(x—y)~2x:3x2—2my+y2—1:O I

x

0

Aa—f:—(1‘2+y2—1)+(:)3—y)-2y:—x2+2my—3y2—|—1:0 II
Yy

IHI1: 222 — 2y = 0 = 2% = y? = 2 = +y

1
1.Fall: y=2= ausl:222=1, x =4+—

75

A

1
2.Fall: y=-2= ausl:62° =1, s =+— = —y

V6

n= (o) n= ()
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Das Bild zeigt,
dal Py, P, keine

el

U

Extrema sein konnen,

da f>0 in

M, ={Z:y>uz 22 +y*> <1}
und f <0 in

My ={F:y<uz, 2> +y? <1}

f hat in P, ein lokales Mazimum,

da nach Satz 2in M; = {# :y > z, 22 +y? < 1} ein solches existieren mus.
(Die Minima von f in M; liegen am Rand, wo f = 0.) Ebenso hat f in Pj

ein lokales Minimum.

)

Die Randpunkte von D sind
{Z:]|7| =2}, dh. & mit 2? +y* = 4.

Wir parametrisieren diesen Kreis durch

Z(t) = (32?2:) = f(#(t)) = (2cost — 2sint) - (4cos® t + 4sin*t — 1)
= 6(cost — sint)

f hat ein Extremum = f(Z(t))" = 6(—sint — cost) = 0 => sint + cost = 0

:4>y: —x — P5 = (\/Z_\/i), Ps = (—\/57\/5)3 f(PB) :6\/§> f(P4) =

36

—> f hat in P ein globales Marimum. Ebenso hat f in Pz ein globales

Bild:

20 —

18 2=(x-y)(x>+y?~1)+10
16 —

14—
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20.5 DER EXTREMSTELLENTEST

Wir suchen ein mehrdimensionales Analogon zu Satz 1 in 9.1. ( Dort heifit es:
f"(z9) >0 = Min.
" (x9) < 0 = Max.)
Wir setzen (vgl. den Beweis von Satz 3) gz(t) = f(w) = foZ(t).

Z(t)

Es sei f'(z9) =0 (d.h. zo stationér). Dann gilt: {

hY%
Max. Max.
Dann gilt: f hat in @y ein Mi — V7 : g7 hat in 0 ein . .

in. Min.

Auf g werden wir 9.1, Satz 1 anwenden und dann auf f schliefen. Dazu wird mit

der Kettenregel §7(0) berechnet:

Zunachst fir n =2:

/f\ g7(t) = f(xo +tr1,yo + tre) =
) 0
gr(t) = —f(:zzo +try,yo +tra) - i+

X Y - Ox
& of

\ / +—=—(zo +tri,yo +tra) - 2

Jy
1t
. O*f f . f . O*f
— §7(0) = @(CUO) : 7“% + 8y8:1:(x0) “T1T2 + 5’x(9y(x0) “riTre + 8_3/2(%) %
——

. Ve

( Sch;arz)

Allgemein in n Variablen:

. Zn Zn ’Pf o
X Py 1 J
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Def.: Die symmetrische Matrix

*f o*f O*f
oz? 021022 0x10x,,
O f 0 f :

Hf _ 6.7728.'131 8:(3%

0°f L or
0x,,011 ox2

heift Hesse’sche Matrix von f (fiir zweimal stetig differenzierbares f).

Bemerkungen: 1) In einer Variablen ist Vf = f/, Hf = f”.

) s 02 . . .
2) gr(0) = ZZ 8:1:¢(3fwj (Zo)rjr: = 7. Hf -7

i—1 j—1 }xn,nxn,nxll
(HF -7 e
Bsp. 3 f(z,y) = (z —y)(=® +y° - 1)
gi—Bx —2xy +y? — 1, %:—x2+2xy—3y2+1
92 2 2 2
o°f _ . of o o o f o
:>8x = 6z — 2y, 8x8y_2y 2x—aya$, 3y =2z — 6y
6x —2y 2y —2x 1 1) <1 1)
— Hf = ; P = -~ E~ P; = Ty T o
1=(o e 226) m=(mw) A=
_(4vV2 0 _( 8/V6 —4/VEY
2
()(Pl) g ];(Pl) \;15 > o Sl 9@ hat in 0 ein Minimum.
0% f 4 . : :
()(Pl) 9 5 (P1) = 7 < 0:9((1)> hat in 0 ein Maximum.

Py ist daher ein “Sattelpunkt” und kein Extremum (wie wir ohnehin schon wissen).
Def.: f: D — R, ¥y innerer Punkt von D.
Zo heiBft Sattelpunkt <= (i) Z( stationér, d.h. V f(&y) = 0,
(ii) Zp ist kein Extremum.

In P; hingegen ist §=(0) = 7 - Hf -7 immer positiv denn
(7“1,7“2)-(8/\/6 _4/\/6).(T1)— 5 12+8 3

—4/V6  8/V6 r2) V66 VG
— %(r% —rirg +73) = % E(T% +7r2) + %(rl —r9)2| >0 fiir 7#0.

Nach Satz 1, 9.1 hat g7 in ¢t =0 ein Minimum und daher auch f.
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Def.: Eine symmetrische n x n-Matrix A heif3t

FTAF > 0

positiv .
(a) definit <= V0 # 7€ R":

negativ FTA7 < 0

(IF e R™ : 7TAF7 > 0)
(b) indefinit <=
A (37 e R : 7TA7 < 0)

“ b), det A = ac — b2.
b ¢

(1) A positiv definit <= a >0Adet A >0
(2) A negativ definit <= a <0AdetA >0
(3) A indefinit <= det A <0

Satz 4 Es sei A = (

Beweis: Es sei 7= (Z), v # 0, =Y
v

a b

ST A= _
=T Ar—(u,v)(b .

wy _ 2 2 _ 2 (42
) (v) = au”® + 2buv 4 cv® = v* (at® + 2bt + ¢)
>0
(1) A positiv definit <= #TA7> 0 fiir v =0, u # 0
A FTAF > 0 fiir v # 0
= a>0AVt:at® +2bt +c >0
— ——
h(t)
Wenn a > 0, soist y = h(t) ist eine nach oben offene Parabel. Dann gilt:
Vt : h(t) > 0 <= h hat keine reelle Nullstelle

b b? —
< qlp=—— =% QaC¢R®b2—ac<0<:>detA>0
a a ——
—det A
(2) und (3) werden dhnlich bewiesen. O

Bemerkung: Fiir beliebiges n gilt nach dem “Jacobi-Kriterium”:
pos. >0
A definit <= ai; Adet [ U1 M2) 50 A
neg. <0 a1 Q22
a1 ai2 ais >0
A det as1 a9 as3 0 R ,
aszy az2 ass <

d.h. die Vorzeichen der “Hauptunterdeterminanten” von A sind

alle >0
abwechselnd <0 und >0
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Folgerung (Extremstellentest) D C R™, f : D — R, Z; stationédrer Punkt von
f (: Kandidat vom Typ a), f seiin ¥y 2-mal differenzierbar. Dann gilt:

82 f

(1) Hf(%y) positiv definit, d.h. fiir n =2 W(fo) >0, det Hf (Zp) >0
x
— f hat in Zy ein lokales Minimum
2
(2) Hf(%y) negativ definit, d.h. fir n=2: %(:730) <0, detHf (Zp) >0
T

— f hat in Zy ein lokales Maximum
(3) Hf(#y) indefinit, d.h. fiir n=2: detHf(Zp) <0
— f hat in #y einen Sattelpunkt
(4) Hf(Zy) ist weder noch, d.h. fir n=2: detHf(Zy) =0
keine Entscheidung; man mufl g7 direkt betrachten.
Beweis: Z.B. fiir (1):
Hf (%) positiv definit <= V7 # 0: §=(0) > 0= (Satz 1, 9.1): VF#0:
g7 hat in ¢t =0 ein Minimum <=
— VP£0: VO£t Klein: gz(t) = f(Zo + t7) > f(Zo)
Mit Hilfe der Taylorreihe (s. Kap. VI) sieht man, dafl sogar gilt:
(%) 30 > 0:VF mit ||F]] =1: Vt mit 0 <|t| <d:gr(t) = f(Zo +tF) > f(Zo)
und daher V& mit ||& — 2ol <0 : f(Z) > f(Zy), d.h. f hat in &y ein Minimum.

0
(1)

(2)

Min.
Bemerkung: Zy ist in
S ax.

} sogar ein “isoliertes” { }, d.h. das einzige

Min.
{M } in einer kleinen Umgebung von #y, denn in (%) gilt > .
ax.

Schema z.B. fiir Bsp. 3

. 2
(ationse bunkon) | 537 detHf | Ergebnis
P \% —% <0 Sattelpunkt
Py —\% —% <0 Sattelpunkt
Ps \% > 0 64%16 >0 lokales Minimum
Py —\% <0 % >0 lokales Maximum
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20.6 EXTREMA BEI NEBENBEDINGUNGEN

Bsp. 3 Die Kandidaten nach (b) erfiillen die Gleichung g(z,y) = 22 + y?> — 4 = 0.
Def.: Esseien f: D — R, ¢g1,...,9x: D — R, ¥y € D.

Zo heilt Extremum von f unter den Nebenbedingungen g¢i,...,gr <
(a) g1(Zo) =+ = gr(Zo) =0 A
(b) 30 >0:
S T S . f(Zo) > f()
VZ e D mit ||&—Zp|| < und ¢1(Z) = = gr(¥) =0 {f(ﬁo) < 1@
In Worten: Unter den Z, die die Nebenbedingungen ¢;(Z) = 0,...,9x(Z) =0 er-
maximalen
fiillen, hat 7y lokal einen { minimalen} f -Wert.
Untersuchung fiir n = 2 : z
g(z,y) =0 gibt eine
Kurve im R? und <
z = f(x,y) wird auf der
Kurve in 7 extremal.
T =1Z(t)

X X0

Es sei Vg(Z) # 0. Dann 1aBt sich nach §19, Satz 3, 2, g(x,y) = 0 als y = h(z)
oder als x = h(y) schreiben. Allgemeiner sei Z(t) irgendeine Parametrisierung von
g(z,y) =0 mit Z(0) = &y, 2(0) # 0.

Ty Extremum unter der Nebenbedingung g <= f(Z(t)) hat in 0 ein Extremum
= f(#(#)(0) =0 =

U 5@ a0+ 5 @) i0) =0
Andererseits ist Vt : g(Z(t)) =0 =
I 59 (G0) - #(0) + GA(E) - (0) =0

Da 53’(0) # 0, miissen die Zeilen dieses Gleichungssystems linear abhingig sein,
d.h. E|>\0 : Vf(f()) = )\ng(fo), d.h. in fo gllt

of

dg d 3f _ )\039
or

=N ox . 8y oy
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Dies fiihrt zu folgendem Rezept:

Extremum von f unter der Nebenbedingung g A (Vg(#) #0)

To
- <§0) ist ein stationarer Punkt von F' fiir ein gewisses \g
0
o (70 g OF 08 09

Denn in <)\0) gilt: 9% Do )\833_ 0
Oy Jy Jy
or
o T =0
ox 7

Bezeichnung: A\ heifit Lagrange’scher Multiplikator.
Zuriick zu Bsp. 3 f(z,y) = (x —y)(2® +y* = 1), g(z,y) = 2> +y*> — 4

Fz,y,\) = (z—y)(@*+y* - 1) = Mz* +y* — 4)

I

II

III

oF

a—:3x2—2xy+y2—1—2)\a::0
x

OF

6—y:—x2+21’y—3y2+1—2)\y:0

oF

a:—xQ—yQ—i—éle

T+ 222 — 292 — 2z — 2)\y = 0

= (z—-y)z+y) —Mz+y)=0
= (+y)lr—y—A=0
1L.Fall 24y=0, y2=22 III: 222 =4, z = +/2; das fithrt auf P, Pg
2 Fall e4+y#0=2x—y= A\
I gibt 322 —2zy+9y2—1—-2(x —y)z =0
= 224+ 9y?> - 1=0 Widerspruch zu IIIL.
(Beachte, daB die Voraussetzung Vg(Zo) # 0 fiir alle Z, auf dem Kreis zutrifft!)

Allgemeines Rezept:

Zo Extremum von f unter den Nebenbedingungen g¢i,...,gr = (;g) sta-

tiondrer Punkt von F(Z, A1,..., ) = f(Z) — Mg1(Z) — -+ — Aggr(Z) fiir ein

gewisses Xo € R*.
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§21: Vektorfelder

21.1 NABLA

Def. Eine vektorwertige Funktion ¢ ist eine Vorschrift, die jedem ¥ € D C R"
ein ¥(Z) € R™ zuordnet.

v1(7)
Schreibweise: ©: D — R™ : ¥ +—— ¥(%) = ;
U ()
Bemerkung: Wenn m = n, so nennt man ¢ auch Vektorfeld. Zur Betonung des

Unterschiedes wird f(Z) wie in §19 auch Skalar(feld) genannt.

Mathematische Interpretation: ¢ besteht aus den m gewdhnlichen ( “skalaren”)

Funktionen vq,...,v,,.

Physikalische Interpretation: Man kann sich #(Z) € R? z.B. als Geschwindigkeits-

vektor einer Stromung oder als Kraftvektor im Punkt # vorstellen. Man zeichnet

daher ¢(Z) als Vektor mit Anfangspunkt in Z.

Bsp. 1 f(#) Funktion = grad f ist ein Vektorfeld.

T

ZB.im R?: f = oy = Vf(Z) = (y) = (%)

A

X
v1(7)
Def. #: D —R3:ZF+— §(Z) = | vo(Z) | , D C R3.
v3()
0 0 0
1) dive = UL 902 9Y it Divergenz von 4.

ox oy 0z
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Ous _ Ova
Jy 0z
2) rotv = Ovi_ dus heifft Rotation von .
0z ox
vy _ O
ox dy
0/0x
Schreibweise: Wenn V = [ 0/0y | als Operator-Vektor aufgefalit wird, so ist
0/0z
grad f =V - f, divi = (V,?9), rot 7=V x ¥
Bemerkungen:
1) Skalarfeld 24 Vektorfeld O rot
-
div
8f/8l’1
2) grad, div kénnen ebenso im R™ definiert werden (grad f= : , div v
of |0z,
81)1 81)” = . . . . . .
=—+4- -4+ —, aber rotv wird im R" eine schiefsymmetrische Matrix:
8581 al’n
i : " _, —1
rot v = (g;; — gZJZ) = Jo — (J¥)T (s. 21.3) und hat also %
Komponenten. o
ry
Bsp. 2 v = z
sin(y — z)
0/0x xy
= divi = (V,0) = (| 9/0y |, z ) =y+0—cos(y — 2)
0/0z sin(y — z)
0/0x Ty cos(y—z)—1
rotv =V xv= [ 9/dy | x z = 0-0
0/0z sin(y — 2) 0—z

Physikalische Interpretation der Divergenz

7(Z) sei das Geschwindigkeitsfeld einer Stromung, o(Z) [kgm™3] sei die Dichte,

2sec™1] ist die Impulsdichte. Im allgemeinen hingen @, o, % auch

U=p-U[kgm~
noch von der Zeit ¢t ab. Wenn das nicht der Fall ist, nennt man die Strémung

“gstationar”. Dies nehmen wir zunachst an.

Von Zy aus werde ein kleiner Quader () mit den Seitenlangen dx, dy, dz ge-
zeichnet:
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dz

- A ,,’

AFM sei eine Abkiirzung fiir “aus ) pro Sekunde austretende Fliissigkeitsmasse

[kg/sec]”.
AFM =a>0 a [kg/sec] stromt aus () aus
bedeutet . ]
AFM=a <0 la| [kg/sec] stromt nach @ ein
Dann gilt:

AFM durch A ~—uy (%) dydz
AFM durch B ~ wuq(%1)dydz = uy(zo + dz, yo, 20) dydz

0
~ [ul(fo) + %(fo)dx dydz
(51 0 0
(Denn = | 0 |+ | uz | und | us | gibt einen Fliissigkeitstransport parallel
0 U3 us

zu A, B)
— AFM durch A und B ~ %(fo)dxdydz
x
—> AFM auf allen Seiten von Q = div u(Zy) dedydz

Also: divd(Zy) = “ Quellstiarke von 4 in &y ”.

Bei einer stationaren Stromung oder bei einer inkompressiblen Fliissigkeit ist daher
div@ = 0; wenn @ zusétzlich von ¢ abhéngt und die Fliissigkeit /das Gas kompres-
sibel ist, muB das nicht der Fall sein. Ahnlich 148t sich rot@ als “Wirbelstirke

} |

von U in Zp’

Def. Ein Vektorfeld ¥ heifit

quellenfrei dive =
<
wirbelfrei rot ¥ =

interpretieren.

o O
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21.2 ZUSAMMENGESETZTE OPERATOREN

Sinnvoll sind: div grad f=Af
rot grad f =0
div rot v =0
rotrot v =graddivt — Av

Sinnlos sind:  rotdivv, divdivd, gradgrad f und gradrot o

Rechnungen dazu:

(9/(9:6 af/ﬁx 2 2 2
o) div(eradf) = (( 0/0y | | 0fjou |) = 55+ GL 4 S5 = ar

0/0z af/0z

*f  *f
8/ af /o %3/232 5’5239 .
b) rot(grad f)= | 9/0y | x | Of/0y | = f_9F = 0.
9/d:z af 19z 5’523]? i 5’8%3]5 Senars
oxdy  Oyox
0/0x 0/0x U1 0/0x Vgy — V2
c) div(rot¥)= (| 9/dy |, | 0/oy | x [ v2 |)=(| 0/0y | .| viz —vs3z |)
0/0z 0/0z V3 0/0z Vo — Vly

Schwarz
= VU3yx — V2z2z + Vizy — V3zy + Vg — Viyz ; 0
Avl .
d) rot(rotv) = grad(divv) — Av, wobei Av'= | Avy | (vgl. die Ubung 65)
AUg
Bemerkung: b) und c) kann man sich “alchimistisch” merken: rot(grad f) =
VxVf=0, da “Vf| V?; div(rot?d) = (V,V x %) =0, da “Vx 7 L V",

grad f

Def: Wenn das Vektorfeld ¢ sich als v = { - } schreiben 1a8t, so sagt man
rot w

Potential (= f) oder ¥ ist konservativ
Vektorpotential (= ) .

¥ hat ein {

Bemerkungen: 1) f ist (wie das unbestimmte Integral) durch ¢ bis auf eine

Konstante bestimmt:

S 0
Vfii=1v=Vfo=V(fi — fo) =0= Vy,z: —g(x,y,z) =0= g ist bzgl. x
N—— ox

g
konstant; ebenso ist g bzgl. y,z konstant =— ¢ = Konstante. @ ist nur bis

auf ein Gradientenfeld bestimmt, da rot(w + grad g) = rot ), s. auch Satz 1.

(2) Wenn K ein konservatives Kraftfeld ist, d.h. K = V£, so nennt man in der
Physik U = —f Potential von K.
Grund dafiir: Ein Massenpunkt mit Masse m erfiillt mi=K=-VU |-Z
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— m(E 1) =-— (VU,D) (Kettenregel)
N—— ——
m(zE+yj+22) %U(f(t))
= @i+ 2y = 3 (F1ER)
2 dt \ 2

d .
@H:I:'HZ +U(Z(t)) ] = 0, d.h. in einem konservativen Kraftfeld gilt
dt \ 2
——r

E
FExin pot

der Energieerhaltungssatz und die potentielle Energie ist U mit K =-VU.

Satz 1
7 hat ein Potential = rot ¢ =0, d.h. ¥ ist wirbelfrei.

Wenn die Definitionsmenge D von ¢ konvex ist [d.h. Zo, ¥1 € D = die
ganze Verbindungsstrecke tZy + (1 —t)Z1, t € [0,1], liegt auch in D], so gilt
in 1),2) auch “<=".

1)
2) ¥ hat ein Vektorpotential = dive' =0, d.h. ¢ ist quellenfrei.
3)

Beweis:

1) ¢ =grad f = rot ¥ = rotgrad f = 0

U =rotw = divv =div rotw =0

Es sei z.B. rot¥ = 0 und der Einfachheit halber D = R3. Wir wollen ein f
U1

mit Vf=¢= | vy | bestimmen.
U3

a) % = :>f:/v1(x,y,z)da::‘/1(:l7)+0;

2)
3)

x

darin ist V; eine Stammfunktion von v; bzgl. z, z.B. V(%) = /vl(t,y, z)dt,

Zo

und C' eine Konstante bzgl. =, die aber noch von y, z abhangen kann, d.h. C' =
C(y, ).
b) f=Vi+C=

of ovi  0C _ [Ow oC
- + /Oy (t,y,z)dt + 3y

Ty T oy oy

- = 81}1 . 8'02
rotv =0 — ay =

o aC [ow aC B )
vo (%) = 8_y + 8—;(t,y,z) dt = (?_y + v2(Z) — va(xo, vy, 2) — v9(7)

Zo

— C(y,z) = /vz(wo,y, z)dy = Va(y, 2) + D;



196

darin ist V5 eine Stammfunktion von wve(zg,y,2) bzgl. y, z.B.
y

Valy, z) = /vg(xo,t, z)dt und D eine Konstante bzgl.  und y, die aber

Yo

noch von z abhéngen kann, d.h. D = D(z).
c) f=Vi+Vot+ D=

T Y
_of _on oV, dD _ [Ou (t,y,z)dt+/%(xo,t,z)dt+d—l)
z

U?’_%_ 0z 0z + dz 0z dz
Zo Yo
L o= ov Ovg  Ov ov . dD .
rotv =0 — 821 = a;, 822 = 8y3 = v3(¥) = = + v3(Z) — v3(xo,y, 2) +
D
v3(zo,y, 2) — v3(zo, Yo, 2) = (il_ = v3(x0, Y0, 2), d.h. D ist eine Stammfunk-
z

tion von wvs(zg,yo,z) bzgl. z.

f=Vi+4+ Vo4 D ist also ein Potential von v. O
y cos(xy)
Bsp.3 v= | y+axcos(zy) | . D =R? ist konvex.
eZ
0/0x y cos(zy)
Esist rotv = | 0/0y | x | y+xcos(zy) | =
0/0z e”
0-0
= 0-0 =0

~—

— cos(zy) + zysin(xy)

Nach Satz 1 existiert ein Potential f. Wir bestimmen es wie im Beweis:

cos(zy) — zy sin(zy

of |ox
G=Vf=|0f/oy | = =~ =w =ycos(zy) =
df 8z *
= f= [ycos( zy ) dz =sin(zy) + C(y,2)
/ T w
Y
of 0 le
—> 2 =y -+ op(al) = 1 = 5 [sinlay) + Cly. )] = nedrlw) + 5
2 2
— S =y = C= [yay ="+ Dlz) = f =sinay) + % + D
of 0 2 dD
:>v3:ezza—£:&[sin(xy)—i—%—kD(z) =,

:>D:/ezdz:ez+E

2

Also ist f = sin(zy) + % + e* + E. Die Konstante E kann beliebig gewéhlt

werden (vgl. Bemerkung 1 oben).
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21.3 DIE JACOBI-MATRIX

Wir haben uns bisher nicht systematisch um die Differenzierbarkeit von Vektor-
feldern gekiimmert, sondern vorausgesetzt, dafl die benotigten partiellen Ableitun-
gen existieren.

v1 (%)
Def: v: D — R"™: ¥+ ¥(%) = , Zo € D innerer Punkt.
U (T)
U heiBt in Zy (bzw. schlechthin) differenzierbar <= Vi = 1,...,m : v; in &

(bzw. schlechthin) differenzierbar. Dann heifit die m x n -Matrix

0x 0o Oy,

drp O O (Ver)”

6(131 6332 8xn (fo) = . (970)
. . . CN\T

: : : Vum

Qv Qo Dvm (e

0x1 0xo Oxy,

Jacobi-Matrix oder Funktionalmatrix von ¢ in .

Bezeichnung dafiir J oder genauer Ju(Zy) oder ( 61} (xo))
l’j i=1,...,m

ov;
Bemerkung: J fafit also alle ersten Ableitungen ——- in einer Matrix zusammen.

(9$j
Fiir ein Vektorfeld im R3 gilt z.B.
8111 (91)1 81)1
or Oy 0z (J—J7)
—J7 )32
J= vz Qvz vy und div @ = Spur (J), rotv = | (J—JT)3
or Ody 0z (J = J7)
6v3 8'03 8U3 21
or Jdy 0z

Satz 2 (Bedeutung der Jacobi-Matrix)
7:D— R™, & € D c R". Aquivalent sind:
(a) v ist in &y differenzierbar,

(b) 3 m x n-Matrix A, soda8

0(7) = 0(Zo) + A - (F — To) + (7 — Zo),

wobei g(h) vom Typ o(||h) ist, d.h. lim ”i(ﬁhiH _0
h—0

In diesem Fall (wenn (a),(b) gelten) ist A = Ju(Zy).
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Beweis: Analog §19, Satz 1.
Bedeutung von Satz 2: Ju(&y) liefert also eine “lineare Approximation” von ¥

bei Ty, d.h. genauer

0l
~—~ —— ——
mx1 mxn nx1
Ly
Bsp. 2 v = z _
sin(y — z)
(V)T Y T 0
J= (V)T | =10 0 1 ;
(Vus)T 0 cos(y—2z) —cos(y—=z)
1 1 1 1 0
essel Zp=|1]|=d(@) =1 und JU(Zp)=| 0 O 1 |;
1 0 0 1 -1
nach Satz 2 ist fiir ¥ — 2y
v(Z) &~ v(Zo) + Ju(Zo) - (T — Zo)
1 1 1 0 x—1 r+y—1
=1+ 0 0 1 y—1] = z ,
0 0 1 -1 z—1 y—z

0.99
d.h. z.B. 7(1.01,0.98,1.02) ~ | 1.02

i —0.04
1.01-0.98 0.9898

1.02 = 1.02
sin(—0.04) —0.039989...

Der Unterschied ist g(Z — Zp).
Bemerkung: Satz 2 zeigt, warum die partiellen Ableitungen als m x n-Matrix

und nicht als n x m-Matrix angeordnet werden: Sonst hétte das Produkt Ju(Zy) -

(¥ — Zp) keinen Sinn. Ebenso bei der Kettenregel:
17:D01 — R™ : &+ (%) =7, 15’:22 — R — w(%)

R™
Wot:{T €D :0(&)ec Dy} — R : %+ &(0(2))

Rm

Dann gilt fiir Zy € D1 mit (%) € Dy :

J(W 0 9)(3o) = (Jul) (v(%o)) - Jv(3o)

- . J/

v "
IXn Ixm mxn
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denn /W1
/ \ Ow;  Ow; 0Oyx N ow;  OYm

M 3050 B) = () (1)1 + -+ (38) i ()

- ((Ju_}) ' (Jﬁ))ij
(wobei der Einfachheit halber das Einsetzen von Zy bzw. ¢/(Zy) hier nicht explizit

angeschrieben wurde).

21.4 DAS NEWTONSCHE NAHERUNGSVERFAHREN IN MEHREREN VARIABLEN

Es seien n Gleichungen in n Variablen gegeben:
vi(z1, ,x,) =0
bzw. #(Z) = 0.

(1, ,2,) =0
Zo sei ein Startpunkt “in der Nahe” einer Nullstelle . Dann gilt nach Satz 2:
0 = ¥(%) & #(F) + Ji(Z) - (F—Zo) [ — 0(d)

(Zo) = JU(Zy) - (& — Zp) /- J6(Zo) " von links
(D) (Zo) " - U(@o) mT—Fy [+
— 7y — JO(Zo) ! U(F) = T

Daher nehmen wir als nachste Naherung
T = Zo — JU(Zo) " - T(Zo)

und gelangen mit Iteration zur Formel

Ty = T — J6(Z)

Bemerkungen: 1) Fiir n = 1 erhalten wir die Formel aus Mathematik A mit v
statt f, k statt n:

v(wg)
v (wr)

n=1= Jv(z) =v(r) = w41 =x) —

2) Damit Jo(%))~! existiert, muss det JuU(Zy) # 0 gelten.

Bsp. 3.5 Bestimme das lokale Maximum von f(z,y) = cosz + cosy +sin(%) + £
in der Ndhe von (0/0).
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Die Funktion z = cosz+cosy ist periodisch, vgl. Ubung 58 und hat ein Maximum
bei 0, durch die (kleinen) Zusatzterme verschiebt sich dieses Maximum etwas.

o _(0f)ox\ [ —sinz+Ycos(Z)+ 1\ 1
(x)_vf_(af/ay)_( —siny—i%cosQ(“”—;/ ) =0

<y

15— —cosT — yzzsm(‘% 1 cos(%) :Tysm 2\ Hf
écos(%) — “sin %) —Ccosy — %sm(z—;’)

)-8 ()

. J/
-~

(G )
()= (53)

. (0.27134

o] =

Mit Iteration erhalt man ¥ = 0.136 07) . Vgl. dazu das folgende maple-Programm.
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21.5 KOORDINATEN-TRANSFORMATIONEN

Def.: n differenzierbare Funktionen v(Z),...,v,(Z), £ € D C R", heiflen
v1()

Koordi- naten, wenn die Abbildung v : D — R" : ¥ +—— ¥(Z) =

umkehrbar ist, d.h. wenn [0(Z) = 0(Z2) = 1 = To].
Bemerkung: Zur Unterscheidung nennt man die Koordinaten bzgl. einer Basis (s.

Math. A) manchmal lineare Koordinaten, und den obigen, allgemeineren Begriff
krummlinige Koordinaten.

Bsp. 4 (Polarkoordinaten)
n=2 v, =1r=\x2+y% vg=p= arctany(+7r) sind Koordinaten in D =
x

{Z € R?: z # 0Vy > 0}. (Beachte: “x # 07 gilt auBerhalb der y-Achse, “y >0
gilt in der oberen Halbebene, “x # 0 oder y > 07 gilt in der Vereinigung dieser
beiden Mengen, d.h. auflerhalb der negativen y-Achse.)

y
a =7/2
*= Wir nehmen immer
¢ g 0 . © = arctan I A= I1,I11
o= X x
111 A% und daher mufl die zy-Ebene
¢-3m/2 T2E9 wie im Bild “aufgeschnitten” werden.

(Oft wird auch ¢ = arctan Y _r fir @ € III gesetzt. Dann ist ¢ entlang der
x

negativen z-Achse unstetig und es wird dort aufgeschnitten.)

Es gibt zwei Moglichkeiten, sich Koordinaten vorzustellen:

(a) Zeichne in R™ die Niveauflichen von vy, ...,v,. Die Koordinaten eines Punk-
tes Ty werden durch die Niveauflachen bestimmt, auf denen er liegt.
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S 1 . . S
0= ( ) = kartesische Koordinaten von I

o=n 1

ane
<

U(Zy) = (ﬁ) = Polarkoordinaten von

«3/7

AN
o=—m/4

(b) Als Abbildung, die jedem Punkt # von D C R™ den Punkt ¢(Z) € R"™ zuord-
net. Die Niveauflichen gehen dabei in (Hyper-)ebenen (bzw. fiir n = 2 :
Geraden) tiber.

Im Bsp. 4:

3n/2

4 ———

—7t/2

Satz 3 (iiber die Umkehrfunktion)
U: D — R"™ sei stetig differenzierbar in Zp € D C R™. Wenn det JU(Zy) # 0, so

sind v1,...,v, bei Zy Koordinaten (d.h. 36 > 0: 7 ist auf {7 : ||&— Zp|| < 0}
umkehrbar).
Bezeichnung;:
91 9o
0x o0x,
vz vz
det(J¥) = det | Oz O0ry, | heifit Funktionaldeterminante und wird auch
o o,
0x o0x,
mit v, Un) bezeichnet.

8(1:17 s 7xn)
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Beweis: a) detJU(Zy) # 0 <= Vui(Zp),...,Vu,(Zy) sind eine Basis im R”
(denn dies sind die Zeilen von J#(Zp)).

U stetig differenzierbar in Zy = Vv, ..., Vv, sind stetigin Zy = Vu1(#1), ...,
Vo, (%,) sind auch eine Basis im R"™, wenn 71, ...,Z, n Punkte nahe bei &y sind.

b) Der MWS angewendet auf f(t) =v1(Z+¢(§ — T)), gibt

f(1) = F(0) = (1 =0)- f(ta), t €]0,1;

T =+ t({y—-7) =

Kettenregel
. . . 1 vy, ov ,
v1(y) —v1(Z) = f(1) = f(0) = f(tr) = —1($1)'(?J1—9€1)+"'+—1(9€1)'
6:1:1 8l‘n
(yn - mn) = <Vvl(fl)a v— f>
Analog fiir vy, -+ ,v,.
Wenn daher 9(%) = ¢(y) fir &,y nahe bei ¥y = §—& L Vui(Z1),..., Vo, (Zn)
— j— =0, da Vui(F),..., Vo.(Z,) eine Basis ist.
Zuriick zu Bsp. 4:
€z )
(v
. ((VsO)T A
r2  r2
o) _2* y* 1
det(Jv) = = —+==-
t(i) = S =T 1 =
| det(Jﬁ)‘ = Fléache des Parallelogramms, das Vv, Vus aufspannen. Hier ist das

Parallelogramm ein Rechteck, da Vr L V¢ und daher |det(J7)| = ||[Vr|-[|[Ve| =
1 1

1.2 ==
r o

Def.: Die Koordinaten vq,--- ,v, heiflen orthogonal <= alle Niveauflachen von

V1,...,VU, schneiden sich senkrecht <= Vwy,..., Vv, stehen in jedem Punkt L .

Bemerkung: Fiir orthogonale Koordinaten gilt | det Jv| = Volumen des von Vuy, ...,

Vv, aufgespannten “Quaders” = ||[Vuvy| - ||[Vu,||

Bsp. 5: Kugelkoordinaten

v =0 = ||Z|| = a2 + y? + 22 AN <>
N X

=Y

vy = ¥ = Z(Z, z-Achse) z
x 0 |

v3=p=2(| vy |,x-Achse) P y

’ (P\{‘//
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Wie erhalten wir z,y,2z aus g, 9, p?

x
z:gcosﬁ,r:H Y Hzgsinﬁ,x:rcosw,y:rsinwzgsinﬁsingp:
0
sin ¥ cos ¢
= =p | sindsiny
cos v

Umgekehrt folgt daraus ¥ = arccos E, ¢ = arctan g(—Hr)
0 x
Die Niveauflachen von v; = ¢ : Kugeln um 0

vo =¥ : Kegel um die z-Achse

vs = ¢ : Halbebenen durch die z-Achse
schneiden sich senkrecht = Kugelkoordinaten sind orthogonal.

el 1%

21.6 DIE FUNKTIONALDETERMINANTE ALS FLACHEN- (VOLUMS-)DEHNUNG

Es sei n =2 und vy,v2 Koordinaten. Vorstellung wie in 21.5,(b):

y N
- V (X2) Vv (X)
Yo X X dy-éj ~ V(R)
R @y
V(X
Yoo g8 X, N A( )
V (Xo) ~ dX'@
| | X ox
Xo X \2

.o T . . .
Wenn wir 7, = <y > nahe bei ¥y wahlen, so ist
0
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(7)) = a(*o + (x o )) ~ U(io) + JU(Zo) (”” _Oxo)
81)1 8’01
L Oz 8_y (r—z0\ _ - _ . Ovy /Ox
= ¥(Zo) + vy vy ( 0 ) = U(Zp) + (x — x0) ((%2/8:1:
or Oy dz —
v
Ox
— = erste Spalte von JU(Zy) = J
D o ov
Ebenso ist 9(%2) ~ 9(%y) + dy - " und
)
(%) =~ 0(Zy) + dx 17—|—d ov
DA Ox 4 oy
Wegen |detJ| = [Fldche des von den Spalten a—v, £y aufgespannten Parallelo-
x’ Oy

gramms| erhalten wir, dafl ¥ das Rechteck R von der Fliache dz -dy in etwas
ungeféhr parallelogrammartiges mit der ndherungsweisen Fliache |det J|dzdy ab-

bildet, d.h.
| det J| = 0(v1,v2) _ Fliche von {¥(Z) : 7 € R}
d(x,y) R—0 Flache von R
|det J| > 1 vergroBert
bedeutet also, bei ¥y . v die Fliche. (Das Vor-
|detJ] < 1 verkleinert

ox’ Oy

zeichen von detJ sagt, wie die Spalten bzw. wie die Zeilen Vv, Vg

orientiert sind.)

Die eingerahmte Aussage gilt natiirlich analog im R3(R"), wenn R (n—dimensio-
nale) Quader sind und “Flache” durch “Volumen” (im R"™) ersetzt wird.

Umgekehrt werden Rechtecke in v, v -Koordinaten in krummlinige Gebiete der

xy -Ebene mit Flache ~ '% dvidve abgebildet.
1,02
Im Bsp. 4:
¢
Y 3n/2-
X (V) < -
f((R) d(P { 2 \4
NN L R
X (%) X(v)) +— v
d(P \/\41‘ Vo 1
rdo * () ‘ ‘
X ‘\ﬁ/_/‘ r
dr
- Tt/2-
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0
Offenbar ist die Flache von Z(R) (fiir kleine dr,dy) ~ rdedr, d.h. ‘ agﬂfa y§ ‘ =7
r,e
T =TrCcosp
00 9r\ | y=rsing
Rechnerische Kontrolle: .y) = det or  Op L
o(r, ) 9% Oy
or Oy
— det (cQSw —rSlntp) _ TCOSQ¢+ r sin2 o=r.
sinp  TCosy
Frither hatten wir ggr’ 905 — = erhalten und das ist in Ubereinstimmung mit
T,y r

x1,...,xp) _ (v, ...,0p)
O(vy,...,vn) O(x1,...,2p)
(Vgl. auch §7, Satz 3, p. 59).

=1

Satz 4 ¥ umkehrbar =

1. Beweis (Geometrisch) z.B. fir n =2

Ein kleines Rechteck R mit Flache F bei #y wird von ¢ in ein ungefiahres
ov

Parallelogramm P mit Fliche Fy} ~ F - |——| bei ¢(#;) abgebildet. P wird von

U — Z(¥) wieder auf R abgebildet mit Fléche

ox ov| |0%
b lov of| | ov
ov| |0%
Fir FF — 0 folgt | —=| |==|=1. O
R L T R PT
2. Beweis: (Kettenregel)
Es sei w=v"1:9(Z) — 7.
Dann ist w o ¥ = Identitét, d.h.
x1
WoU(Z) =u(i(@) == | | =
Tn
81’1 8w1 81‘1 1 0 0
. o A T a 0 1 0
J(@Wo7) =J Identitit = [ 971 Oz Iy | = : =
0 1
1
= (s.21.3) J@(0(Zy)) - JO(Zo) = I
det Ju - det JU =det/ =1 O
~—— ~——

O(x1,...,zn) O(v1,...,0p)
O(v1,...,vn) O(x1,...,20)
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ANz,y,z)
(0,7, ¢)

oder geometrisch:

Bsp. 5: Um zu bestimmen, kann man rechnerisch vorgehen (s. Ubungen)

z ® Q
pdo \
rd([) // ]‘ d(P
) G Vo \L
X(V)d | \/// y “Aap
Z do
an dp
| y 9
t ~rdo
do p

Ein kleiner Quader ) mit Seitenlangen dp, d¥, dp wird im zyz-Raum in ein
quaderartiges Gebiet G mit den Seiten dp, od¥, rdy = gsin??dy und daher mit
Volumen = p?sin dpodiddy abgebildet

= ¢%sin .

(Da G rechte Winkel hat, liegt an der Orthogonalitit der Kugelkoordinaten.
L.a. wire G ein parallelepiped-artiges Gebiet.)



