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8 1 Vektoren im R”

A) Vektoren im R?

Um die Menge der Punkte einer Ebene zahlenméflig zu erfassen, fixieren wir 1. einen
Punkt U (=, Ursprung®, ,,Nullpunkt“), legen 2. zwei senkrechte Geraden (=, Koordina-
tenachsen®) durch U, und versehen 3. diese 2 Geraden mit einem Léngenmaf (z.B. [m]).
Dann entsprechen jedem Punkt P der Ebene zwei Zahlen a,b (=,Koordinaten“), die
sich durch senkrechte Projektion auf die Achsen ergeben:

y[m]
r b (hier >0)
Schreibweise: P = (a/b)
U >
a x[m]
(hier <0)

Die Ebene wird dargestellt durch R?, wobei

Def.: R*={(a/b):a,be R}

In Worten: R? ist die Menge aller Paare von reellen Zahlen.
Schreibweise: Um Buchstaben zu sparen, verwenden wir Indizes: A = (a1 /as).
Wenn z.B. A= (2.7/ — 1.5), so ist also a; = 2.7, a; = —1.5 und

+x; (By)

(= heifit ,,entspricht*).

") (2y)

a, A
2+




Um ebene Krifte, die in einem festen Punkt U angreifen, zahlenméfig zu erfassen, gehen
wir ebenso vor. Wieder entspricht die Menge aller moglichen Krifte R?, nachdem

1. U als Ursprung gewéhlt wurde,
2. zwei senkrechte Geraden durch U gewihlt wurden,
3. entlang der Achsen eine Mafleinheit, z.B. [N], aufgetragen wurde.

Im Gegensatz zu Punkten lassen sich Kréfte addieren. Wir verwenden dann eine andere
Schreibweise: R? = {77 = () : vi,v; € R} mit

1. Addition: <U1) + (w1> _ (Ul +w1> 7
V2 Wa V2 + Wao

2. Skalarmultiplikation: X - (Ul) = <)\U1) fiir A € R.

(%) )\Uz
Blld N XZ [N]
V4w
w
v )
-2v;|(hier >0)
| >
v V+w, Viﬁ x;[N]
(hier <0)
2V

Bemerkungen: 1) Der Pfeil iiber ' wird oft weggelassen. In Biichern verwendet man
Fettdruck oder Fraktur.
2) R? ist ein Vektorraum (siche § 3) und daher nennt man ¥, auch Vektoren. vy, vy

heiflen die Koordinaten von ¢ = 51 . Reelle Zahlen (wie oben \) heiflen in der Vek-
2

torrechnung oft Skalare (von ,Skala“=Mafstab).
3) Man verwendet auch die Schreibweise (vq, v2) und nennt das Zeilenvektor und nennt

U2
4) Vektoren in der Geometrie:

<U1> dann genauer Spaltenvektor.

Hier bezeichnet (Zl) die Verschiebung um v; in x;-Richtung und um vy in x5-Richtung
2

2



und wird durch einen Pfeil mit beliebigem Anfangspunkt gezeichnet (=, freier Vektor®).
(Vorsicht: Bei Kraften muss man auch den Anfangspunkt oder zumindest die Wirkungs-
linie kennen.) Der Verschiebungsvektor, der von A = (a;/as) nach B = (b;/by) fiihrt,
ist v = (bl B al) und wird mit /TB> bezeichnet.

by — as

—

Merkregel: AB = ,Spitze (d.h.B) — Schaft(d.h.A)“

Beachte: Verschiebungen lassen sich addieren (sind Vektoren), Punkte nicht!
Sinnvoll: A + v = Punkt, v + @ = Vektor
Sinnlos: A+ B y

X2

A+p=B W=AC

Jedem Punkt A entspricht sein Ortsvektor [ﬁl :

A

ﬁ& QD

A=(a/b)

(0/0)=U

Im folgenden fassen wir ,,Geraden”, , Ebenen® etc. immer als Mengen von Ortsvektoren
auf.

Bsp. 1: Was ist die Gleichung der Geraden g durch A = (2/1) und B = (1/ — 1)?

X2
g
A=(2/1)

B=(1/-1)




Mogliche Darstellungen:

a) y = kx + d, d.h. in unseren Bezeichnungen zo = kxy + d
(,,explizite Funktionsdarstellung*)

b) axy + fry = v (,implizite Funktionsdarstellung®)
c) &= p+ M\ (,Parameterdarstellung*)

Zu a) 1) Anschaulich: k = Steigung = 2, d =[2 herunter von by] = =3 = x9 =227 —3

2) Rechnerisch: x5 = k1 +d

(2/1)eg = 1. 1=2k+d

xr1 X2

Beg = II:. -1=Fk~+d

FIL: 2=k = inl:1=2-24d = d=-3;, = ¢g: w9 =211 —3

Zub)g:axo=211-3 = g: 2 3 —1 9= _3
(0% /6 Y

Beachte: «, 3, sind nicht eindeutig, 427 — 2x5 = 6 ist dieselbe Gerade. Aber b) hat

den Vorteil, dass auch senkrechte Gerade in dieser Darstellungsform enthalten sind, z.B.

ZE1:3.

) g
X2
A
UA N
U AB X
Zu c) Wenn X € g, so gilt fir %1
¥ = UX, dass ¥ = UA+reelles AiAX:A
. - o 7 =UA+NAB B
Vielfaches von AB = UA+\-AB
X
PR 2 - 1—-2 -1
In unserem Beispiel ist UA = 1) AB = 1-1)= o) =

= 9" f:@ﬂ(:;)

Def.: In der Parameterdarstellung @ = p+ A" einer Geraden heifit p Stiitzvektor und
7 Richtungsvektor.

Beachte: p,7 sind beide nicht eindeutig, p kann irgendein Ortsvektor auf g sein, 7

irgendein Vektor parallel zu g (mit 77 # 0)

: L (2 1 L (1 1 oL
Z.B. oben ist auch g : m—(1)+)\(2), g : x—(_1>+)\<2), g: =



1 34

<2> +A (17) , wobei fiir einen bestimmten Z-Vektor auf g in jeder der 3 Darstellungen
verschiedene A genommen werden miissen.

B) Vektoren im R?
Der Raum wird dargestellt durch R3.

U1 v1 + wy
Def.: RSZ U= V2 SUiER,izl,Q,S mit ].17"‘?172 Vg + Wo
V3 U3 + W3
)\Ul
und 2. A - 0 = | A\vg
)\1]3
A x3
Bild:
4
& ﬁp, » A=(a, /a,/a;)
9
0%
Y PN
>,
i
senkrechte Projektion von
A in die x; x,-Ebene
Xy

Ebenen im R? : a) , Explizit“: 2 = az+by+c bzw. in Indexschreibweise z3 = ax;+brs+c
b) ,,Implizit“: ary + ﬁl’g + yx3 = )
¢) ,Parameterdarstellung®: ¥ = p'+ A} + ur

Ebene
2]
AN N A
P+NT; + 173 5 .

Xz




Geraden im R3 : a) Gerade = Schnitt von 2 Ebenen. Also ,,2 Gleichungen®

axry + 51’2 + YI3 = )
oz + re+ v 13 =10

Bessere Bezeichnung (vgl. § 2):

a1171 + a12%2 + 1373 = by

2171 + A22%2 + A23T3 = by

b) ,Pardmeterdarstellung: ¥ = p'+ A7’

C) Vektoren im R”

U1
Def.: FﬁrnENseiR”:{ﬁz : :vieR,izl,...,n}mi‘c
Un
v1 +wy A\Uq
1.7+ W= : und 2. A - U =
Uy, + Wy, AU,

Bemerkung: Die beste Vorstellung von R™ ist als Menge aller, zu einem bestimmten
Problem gehorigen, moglichen Datensétze.

7.B. werde die Durchbiegung einer Platte an 100 Messpunkten bestimmt. Dann ergibt
sich (nach Nummerierung der Messpunkte) ein Vektor im R!%. Fiir jede Belastung der
Platte ergibt sich ein anderer Vektor. Fiir die Uberlagerung zweier Belastungen ergibt
sich (in der linearen Naherung) die Summe der entsprechenden Vektoren.

0
Def.: 1) 0:= [ : | heifit Nullvektor.
0
2) Fiir p,7 € R” mit ## 0 heiBt g : &=+ M\, A € R, Gerade.
3) Fiir p, 71,7 € R™, 7,75 nicht parallel, heifit € : Z = p'+ Ay + pia, A, u € R, Ebene.
Bsp. 2: Was fiir ein Gebilde (Gerade, Ebene,...) ist im R* durch

I 21 4+ 229 + 3235 — x4 = 4
II: 2I1+5I2+21’3+I4:1

gegeben?
Losung: Wir wollen eine Gleichung ohne z; erzeugen.



2-1 2$1 + 4%2 + 6.733 — 2$4 = 8
I'=I1-2-1I 0 + o — 4ZE3 + 31’4 = -7
(Beachte: Wenn Z LII erfiillt, so auch I,I" und umgekehrt.)
Wenn z3 und x4 beliebig gewahlt werden, so ist x5 durch I’ festgelegt und dann x; durch
[. Wir setzen x5 =\, 2y = p
= L +2(-7T+4\=3p)+3X—pu=4
— 11 =18 —11A+Tu

Ergebnis:
1 18 =11A+T7p 18 —11 7
S || | THAN=3p | | T 4 -3
Chall O \ = 0 +A R bzw.
Ty W 0 0 1
——
p 1 D)

L=A{Z=p+ M1+ ury: A\, p € R}.
Somit ist durch L,II eine Ebene im R* gegeben.

Def.: Eine Menge von Vektoren der Form ¥ = p+ A7+ - -+ A\ mit Aq, ..., A € R,
heiBt k-dimensionaler affiner Raum (kurz AR), falls sie nicht mit weniger als k
Richtungsvektoren dargestellt werden kann.

Bemerkungen: 1) Gerade = 1-dimensionaler AR, Ebene = 2-dimensionaler AR.
Allgemein: Dimension = ,, Anzahl der Freiheitsgrade“= Anzahl der frei wahlbaren Para-
meter \i, ..., \g.

2) (Vorgriff auf § 3) Ein k-dimensionaler AR im R™ ldsst sich durch n — k lineare
Gleichungen beschreiben. (In Bsp. 2: n = 4, k = 2, 2 Gleichungen). Anschaulich: Je mehr
Freiheitsgrade, umso weniger Gleichungen. Umgekehrt: Wenn m lineare Gleichungen
gegeben sind, so ist die Losungsmenge entweder leer oder ein k-dimensionaler AR mit
einem k > n — m. Genauer gilt: & = n—[Anzahl der linear unabhéngigen Gleichungen],
vgl. Satz 5, Seite 24.

Bsp. 1: (noch einmal)

T = (%) + M\ (:;) +Aa (150> kann mit 7 allein dargestellt werden, denn

— —

T1 T2

. S S 2 . -, S S
T2:—57’1 :>1’2(1>+)\17’1+/\2-(—57’1)=p—|—()\1—5)\2)7“1.
A

P
Somit ist das ein 1-dimensionaler AR, d.h. eine Gerade ¥ = p'+ A"} (n =2,k = 1). Sie
ist durch 1 (= n— k) Gleichung gegeben: 221 — o = 3 (siehe Seite 3). Umgekehrt: Wenn



die m = 2 Gleichungen

2(E1— $2:3
41’1—21‘2:5

gegeben sind, so ist die Losungsmenge leer. Wenn

2[E1— ZL‘2:3
4371—2132:6

gegeben sind, so ist die Losungsmenge die obige Gerade, ein 1-dimensionaler AR und
1=k>n-m=2-2=0.



§ 2 Lineare Gleichungssysteme

Wir stellen uns R™ als die Menge aller moglichen Datensétze zu einem bestimmten
Problem vor. Eine Gleichung im R™ bedeutet eine Einschriankung der zugelassenen Da-

tensatze.
T

X2
xs3
Xy

Z.B. folgt aus x1 + x4 €*2/57% = 27 dass nur mehr gewisse 7 = auftreten konnen

(immer noch oo viele).
Hier betrachten wir nur lineare Gleichungen. Sie haben die Form

a1r1 + Aoy + -+ - + apx, = b.
Ein lineares Gleichungssystem hat die Form

I a111 -+ a12T9 + -+ ATy — b1

11 a21T1 + Q22T + * + + + Aoy = bg

M Am1T1 + Qa2 + - -+ + ATy, = bm

Wenn alle b; = 0, so nennt man es homogen, sonst inhomogen. Die Lésungsmenge
ist entweder leer (wenn die Gleichungen sich widersprechen) oder ein affiner Raum. Zur
Losung verwendet man den Gauf3’schen Algorithmus:

1. Schritt: Wir erzeugen zuerst Gleichungen ohne z; (vgl. § 1, Bsp. 2). Dazu wird
Gleichung k mit moglichst einfachem ag; # 0 (am besten 1) als Pivotzeile bezeichnet,
und ein reelles Vielfaches der Pivotzeile von allen anderen Zeilen abgezogen, sodass der
Koeffizient von x; Null wird. Dies liefert m — 1 Gleichungen ohne z;. Als neues Glei-
chungssystem betrachten wir die Pivotzeile sowie die neuen m — 1 Gleichungen ohne x;.
Eine Losung & des alten Gleichungssystems ist auch Losung des neuen Gleichungssy-
stems und umgekehrt.

Dann wird dasselbe auf x5, dann auf x3 etc. angewendet.

Bsp. 1 A(lt) 1. Schritt N(eu)
I. bz + 29+ 3x3=2 I'=I-5-1I: —9x9 — 1223 = —3
1I: 1+ 209+ 33 =1 ‘ Pivotzeile, bleibt
III: —z;+ 29+ 23=0 IT=ITI+1II: 3re+ 4dxz3= 1
IV: b5xy 4+ 44+ T23=3 IIr=1v-5-1I: —6xy — 8x3= —2

Wenn ¥ A 16st, so auch N und umgekehrt! Denn von N kommt man nach A zuriick:
[=I'45-11, III=IT-I1, IV=III"+5-11. Wenn man aber I'=I-5-11, II'=III+I1, IIT'=IV-I(!)
machen wiirde, so wire nicht klar, ob man auch zuriickkommt, d.h. N hétte vielleicht
mehr Losungen als A.



Beachte also: In jedem Schritt diirfen nur reelle Vielfache einer festen Pivotzeile dazu-
gezahlt (bzw. abgezogen) werden!

2. Schritt:

It =9z — 1223 = -3 =I43II:  0=0
I | 3oy 4 dwy= 1] Pivotzeile, bleibt
I —61y — Suz = —2 II"=I1T+211: 0 =0

Die Gleichungen 0 = 0 sind fiir alle & giiltig. Es bleiben daher nur die zwei Pivotzeilen
iibrig: II: 21 + 229 4+ 3x3 =1 und IT": 325 + 423 =1
x3 kann beliebig sein, x5 = A = 315 =1 — 4,

To=1—32N = (Inll):z;+2(3 - 3N +3\=1 = 2 =1 - I\ =
xl 33\ 1/3 -1/3

— F= [z | =|5-3A|=(1/3]|+A[-4/3
x3 A 0 1

Die 4 Ebenen I, II, III, IV schneiden sich also in einer Geraden g. Der Richtungsvektor
kann verlangert werden, d.h.

1/3 1 1/3 1
g: = 1/3|+A|—4 undL:{f: /3] +A[—4 €R3:)\€R}.
0 3 0 3

Kurzschema: Wir schreiben die Gleichungen ohne z; :

1 i) T3
L 5 1 3] 2 (3)
I ’@ 2 3 1‘ = 11+2(3-3N) 3 =1 = z; =3 — A
III _1* 1 1 0 stammt
IV: 5* 4 7 3 von +)
I'=I-51I: 0 -9 —12| =3 (-2)
=M+ | 0 (3) 4] 1| = Bmtdug=Tlas=A = 1= — 3
[II'=IV-5II: 0 -6 —8| —2 T
I"=I'4-31II": 0 0 0 0 (1)
1" =I1T"+21T": 0 0 0 0

* hier wird mit II 0 gemacht.

(Die eingekreiste Zahl heift Pivotelement. Es muss # 0 sein. Dariiber und darunter
wird 0 gemacht.)
Wenn statt I stiinde bx; + x5 + 323 = 3, so wiirde sich die Zeile 0 0 0 | 1 ergeben. Sie

sagt 0z1 + 024 + 0z5 = 1 und ist fiir kein Z erfiillt, d.h. dann wiire L = {}. Die 4 Ebenen

10



hétten dann keinen Schnittpunkt.

Logischer Ablauf (,, Algorithmus*):

’Gleichungssystem ohne z; hinschreiben‘

Y
’Pivotzeile einrahmen, Pivotelement # 0 einkreisen‘

solange, bis links nur mehr 0
steht, oder aufler einer letzten

Pivotzeile nichts iibrig ist (siehe
Bsp. 2)

0 iiber /unter Pivotelement schaffen

A

?Links= 0, rechts# 0
NEIN JA - L={}

A

— +|letzte (noch nicht verwendete) Pivotzeile nehmen

solange, bis alle x;

schon bestimmte x; einsetzen;
iibrige z; bis auf eines als Parameter

durch Parameter dargestellt sind

wéhlen;
dieses eine x; durch die Parameter dar-
stellen.

Y

I N W AW Y
L:{f:ﬁ—i-)\l??l—i-"'—i-)\kkaRnI)\l,...,)\kER}

11




Wir erhalten als Losungsmenge L entweder die leere Menge oder einen k-dimensionalen
AR, wobei ’k = n — Anzahl der Pivotzeilen‘. (Das iiberlegt man sich so: Die n Varia-
blen z; werden entweder als einer der Parameter A{,..., \; gewédhlt oder mittels ei-
ner Pivotzeile durch die schon gewihlten Parameter dargestellt. Daher ist n = k +
Anzahl der Pivotzeilen.) Dass L sich nicht durch weniger Richtungsvektoren darstellen
lasst (und somit wirklich k-dimensional ist) wird in Seite 24 gezeigt werden. Beach-
te auch, dass die Darstellung der Losungsmenge nicht eindeutig ist, da die Pivotzeilen
verschieden gewihlt werden kénnen. Nach § 3, Satz 4, ist aber k bzw. die Anzahl der
verwendeten Pivotzeilen immer dasselbe.

Bemerkung zur Numerik: Wenn man mit der Hand rechnet, so wird man die Pivot-
zeile so wihlen, dass das Pivotelement (# 0!!) moglichst einfach (1 oder -1) ist. Com-
puterprogramme nehmen die Pivotzeilen hingegen so, dass die Pivotelemente mdoglichst
groflen Absolutbetrag haben, da die Rechnung dann numerisch genauer wird.

Bsp. 2:

21‘1+21’2+2]I3+ZE4:0
311 + 3x9 + 423 =0

Bei homogenen Gleichungssystemen ldsst man die 0-Spalte rechts weg. Beachte auch,
dass bei homogenen Gleichungssystemen immer 0 € L und daher L # {}.

T T2 T3 Ty
I: (2 2 2 1 | = 20 25+ 3A+ A =0, 22 =4,
II: 3 3 4 0 T = —p— 2\
P=I-3L [0 0 1 =32 | = ay—3ea=0,24= )\ 23=3)
1 —— 2\ —2 —1
S | T2 | _ Iz - 0 1
T=1a| = 32 | =M 2| T o
Ty A 1 0

Das ist eine Ebene € im R*. Richtungsvektoren kénnen in der Linge verdndert werden
—4 -1 —4 —1

L 0 1 ). 0 1 4.
= €: T =\ 3 + 0 ,L—{x—)\ 3 +u 0 GR.)\,MER}
2 0 2 0

12



8§ 3 Vektorrdume

A) Vergleich homogene/inhomogene
lineare Gleichungssysteme
Bsp. 1: (vgl. Bsp. 2in § 1)
I 2y 4+ 229 + 3235 — 24 4 Das ist ein inhomogenes

I: 2z, + 529 + 223 4+ x4 = 1 lineares Gleichungssystem.
Allgemeine Losung (siehe Seite 7)

18 —11 7
T 4 -3
Tinh = 0 +)\ 1 +,U 0
0 0 1
ﬁ Fl FQ
18
p= _07 ist also eine spezielle Losung des inhomogenen Gleichungssystems (die sich
0
fir A =0, p = 0 ergibt). Tatséchlich:
18+2-(=7)+3-0-0 = 4./

2-184+5-(=7)+2-0+0 = 1/
Hingegen sind 77, 75 keine Losungen des inhomogenen Gleichungssystems!
Z.B. fir 7 : —114+2-443-1-0=0+#4

2. (-11)+5-442-14+0=0#1
Vielmehr sind 7,7 spezielle Losungen und Ay + pry ist die allgemeine Losung des
homogenen Gleichungssystems (wo rechts 0 statt 4 bzw. 1 steht), denn A7 + ur%
kommt gerade heraus, wenn wir rechts mit Nullen rechnen. Symbolisch: @y, = P+ Zhom-
Das gilt immer:

Satz 1 Die allgemeine Losung 7y, eines l6sbaren inhomogenen linearen Gleichungssy-

stems
a1 + -+ A1nTp = bl

Am1T1 + -+ Gpp®Ty = bm

hat die Form Z,, = P+ Thom, Wobei p eine (beliebig gewéihlte) Losung des inhomoge-
nen Gleichungssystems ist und 'y, die allgemeine Losung des zugehorigen homogenen
Gleichungssystems ist, d.h. von

a1, + e 4 A1nTn = 0
Qm1Z1+ -+ apnxn, = 0.

13



Anders ausgedriickt: Entweder Li,, = {} oder Liy, = {p'+ U : U € Lpom}-

Beweis: p' € Ly, sei fixiert. a) ¥ € Lyom =
+

A

I: ;111291 +- 4 awp, =b1i; anvi 4+ -+ apv, =0

M: AmiPr + - + AmpPn = bma Am1V1 + -+ AUy = 0
= Lanpi+vi)+- -+ a(pn +v0) = b

M: a1 (pr+v1) + -+ + G (P + v0) = by
= P+ U € Lign. Also: Liyy, D {p'+ U: U € Lpom}
(A D B bedeutet A ist Obermenge von B, d.h. Vo € B: x € A. Dabei ist A = B auch
erlaubt. Analog bei A C B.)
b) JE Linh —

I: 2l11Q1 + ot ang, = b1y aupr + -+ awp, = b1‘

= I: au(ql —p1) + - +a1n(QR _pn) =0

Wenn wir ¢ = ¢ — p setzen, ist also v € Lyom und ¢=p+ .

Also: Ly, C {ﬁ—i‘ v:UE Lhom}-

Aus a) und b) folgt Liy, = {p+ 0 : T € Lyom}, d.h. Tinp = P+ Zrom- O
Bemerkung: Man nennt in diesem Zusammenhang p e i n e partikulidre Losung
und man driickt Satz 1 dann so aus:

,inhomogene Losung = partikuldre Lésung + homogene Lésung®.

Beachte, dass die Ausdrucksweise ,,die partikuldre Losung“ ebenso sinnlos ist wie die
Ausdrucksweise p'ist ,,der Stiitzvektor” der Geraden/Ebene etc.

B) Lpom ist ein Vektorraum

Bsp. 2: (vgl. Bsp. 2 in § 2)
2.I1+2LL’2+2ZL’3+1’4:O, 3I1+3$2+4I3 =0

1 —4 -3 4
S —1 - 0 . .. . L —1 o —4
v=1 4 und @ = 5 sind Losungen (check it!); 7+ = 5 und 47 = 0

0 2 2 0

sind auch Losungen (check it!). Das gilt allgemein:

Satz 2 Wenn ¢ und @ Losungen eines homogenen linearen Gleichungssystems sind,
so sind ¥ 4+ o und A (A € R) auch Losungen.
Mathematisch ausgedriickt: v, W € Lyom, A € R = U+ W, AU € Lyom.
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Beweis: v, W € Lyon —
+

I &11111 + -+ AUy = 0; ajqgwr + -+ aA1p,Wy = 0
= L apn(vy+wy) 4+ +ap(v, +w,) =0

== U+ W € Lyom. Ebenso fir A\v. O
Bemerkungen: 1) Ly, ist also ein Vektorraum (siche C).

2) Im R? und R? kann man Satz 2 geometrisch veranschaulichen. Dort ist L entweder
leer oder ein Punkt, eine Gerade, eine Ebene oder ganz R? (vgl. § 1). Wenn das Glei-
chungsystem homogen ist, so ist jedenfalls 0 € L. Fiir eine Gerade oder Ebene durch 0
ist aber klar, dass mit den Ortsvektoren v, @ auch v+ w und A\v darinliegen:

y

X3

- N
w v

Ebene durch 5

Wenn das Gleichungssystem inhomogen ist, geht die Gerade/Ebene nicht durch 0 und
die Aussage von Satz 2 gilt nicht:

A
X2

$+ﬁ¢g

veg R
g =L;,= Gerade nicht durch 0

> X;

C) Die abstrakte Definition des Vektorraumes

Zum Verstandnisproblem des Begriffes ,, Vektorraum* vergleiche ich die Situation mit
der eines Kindes, das in einer Familie mit dem Hund Harro aufwichst. Es gibt drei
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Stufen des Verstandnisses fiir das Kind:

zuerst spater noch spater

Analog hier: R? R3

Def.: Eine Menge V heiit Vektorraum (kurz VR), wenn in V' 1. Addition, d.h. v+ €
V fir ¥, € V und 2. Skalarmultiplikation, d.h. A\ -7 € V fiir A € R, ¢ € V definiert
sind, sodass die folgenden Gesetze gelten:

(G1)+kommutativ: Vo, eV : 74+uw=ud+7

(G2)+assoziativ: Vo, W, 2 eV : (U+0)+2Z =0+ (0 + )

(G3) neutrales Element: 30€V: Vo€V : 0+0=7

(G4) inverse Elemente: V5eV: 3wGeV: d4+w=0

(Gb) - assoziativ: VApueR: YoeV: A-(u-v)=A-p)-0
(G6)+, - distributiv: Vi pueR: Vo, @ eV: { g\/\. —(ngi) U;J) ::/E\%i/u)b\ 1;17
(G7)1=Einselement: YoeV: 1-v=

v.
Bemerkungen: 1) Aus G1-G7 folgt, dass (—1) - ¥ das inverse Element zu ¢ ist, d.h.
dass 7+ (—1) -7 = 0. (Beweis: 7+ (—1) - ¥ T (1—1)-7=0-; andererseits ist mit

Waus G 0L 0+ 0 “ LT 05+ + 3L 07+ @+0) L0-5+0 0. 4)
Fiir (—1) - ¥ schreibt man —%, fiir A - ¥ schreibt man .
2) Oft werden die Pfeile weggelassen.
v1 + wq wy + V1
Bsp. 3: R" ist ein VR. Z.B. gilt v+ o = : = : =w+v
Uy, + Wy, Wy, + Uy

und dhnlich tiberpriift man G2 bis G7.

Bsp. 4: Die Losungsmenge L eines homogenen linearen Gleichungssystems ist ein VR.
Denn einerseits sind fiir v, W € L auch v+ @, \v € L, andererseits sind G1-G7 erfiillt,
da sie im R" gelten. L ist ein Unterraum von R".

Def.: Der VR W heifit Unterraum des VR-s V, wenn W C V und Addition und
Skalarmultiplikation in W von V {ibernommen sind.

Die Losungsmenge eines inhomogenen linearen Gleichungssystems ist hingegen kein VR,
da fiir v,w € L gilt v+ @ & L.

Bsp. 5: P, sei die Menge aller Polynome vom Grad < n mit der ﬁblichen Addition und
Skalarmultiplikation. P, ist ein VR. Z.B.ist P, = {t:y =a+bxr + cx®: a,b,c € R} =
Menge aller quadratischen sowie linearen Funktionen (letztere fiir ¢ = 0). Ein Vektor in
P; ist also nicht als Pfeil vorstellbar, sondern als Parabel oder Gerade. Bei der Addition
wird die Summenfunktion genommen.

16



Aufgabe: Welche Parabeln (bzw. Geraden) gehen durch A = (1/ —3) und B = (3/5)7

ein anderer
y Lésungsvektor

(\=4)

ein Losungsvektor
(*=1)

5 B=(3/5)
-2 \ 2
A

Die Gleichung der Parabel ¥ sei y = a + bz + ca’?;
firc=1isty=—3 = L. a4+ b+ c=-3
firr=3isty= 5 = 1II: a+30+9c= 5
Das ist ein inhomogenes lineares Gleichungssystem

a b ¢
I )1 1|3 | = a+(@—-4)+r=-3,a=3\-7
II: 1 3 915
P=ILL [0 2 8[8 | = 20+8=8c=XA = b=4—4)
a 3IN-T -7 3
Losung: | b | =(4—-4X]| = 4 |+ |4
A 0 1
Somit: L = {7:y =3A—T+(4—4\)z+Az? : A € R} ist die Menge aller Parabeln durch
A, B. (Fiir A = 0 erhalten wir die lineare Funktion y = —7 4 4z.) L ist eine Gerade in
P,.
a
Wir haben also in P, so gerechnet, als ob [ b | € R? gesucht wiire.
c

Der Vektor ¢ : y = a + bx + cz? ist offenbar durch seine Koordinaten (siehe unten)
a, b, ¢ bestimmt.
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D) Basis, Koordinaten, Dimension im VR

Def.: V seiein VR, €1,...,€, € V.
1) Wenn Ay, ..., A\, € R, so heifit der Vektor A\1&; +- - -+ A, &, eine Linearkombination
(kurz LK) von €1, ..., €,.

2) é1,...,¢€, heifit Basis von V <= jeder Vektor ¢ € V' lasst sich auf genau eine Weise
als LK von €], ..., é, darstellen. (Mathematisch:

X’UE V. exgtilert A ER, B eR,...,Ell)\n eR: v= A1€1++An€n)

alle genau ein

3) Wenn €, ..., &, eine Basis von V ist und @ = \j€] + -+ + A\, €, so heiflen Ay, ... A,
die Koordinaten von ¢ bzgl. é1,.. ., é,.

4) Wenn €}, . .., €, eine Basis von V ist, so heifit n Dimension von V.

Schreibweise: n = dim V. (Satz 4 wird zeigen, dass verschiedene Basen immer gleichviel
Elemente haben.)

Bsp. 6: V = R? und €}, & seien zwei nichtparallele Vektoren. Dann sind &, €, eine
Basis, denn jeder Vektor liasst sich eindeutig als LK von €7, €5 darstellen:

A
X, \2

A
A1, A nennt man (um sie von den iibli- e Al ]
chen Koordinaten zu unterscheiden) manch-
mal schiefwinklige® Koordinaten. Entlang
der €;- bzw. é5-Achsen werden die Mafein-
heiten so gewéhlt, dass 1 den Vektoren e

X;

N ENIAEN
v=~e+ e

U3
vy, Ve, v3 (vgl. z.B. Seite 2

bzw. €, entspricht. ;2
2
1
1 0 0
Bsp. 7: V=R3 &, =[0],é& =|1], & = | 0] ist eine Basis im R3. Sie heifit
0 0 1
(%1
Standardbasis. U = [ vy | = vy - € + vy - € + v3 - €3, d.h. die iiblichen Koordinaten
)

sind die Koordinaten bzgl. der Standardbasis. (Analog im

1 0

R™ heift &1 =] .|, €2 = .....&, = | - | Standardbasis.

Beachte, dass es in einem allgemeinen VR keine Standardbasis gibt!)
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1 1 1

fi =121, ]?2 = | 0| ist keine Basis im R3, denn z.B. ¥ = | 2 | ist keine LK von
3 1 4
— )\2 == O
o 1 . . A1+ Ag A
f1, fo. Denn sonst miisste gelten | 2 | =0 = A\ f1 + Ao fo = 21 — N =1
4

3A1+ Ay é (3-140£4)

Die Menge aller LK von ﬁ, fg ist W = {)\Lﬂ + )\Qﬁ : A, A2 € R} W ist eine Ebene

1
durch 0 und daher ein VR (vgl. Seite 15). ZB.ist @ =2f; — fo= [ 4| e W
5
f1, f2 ist eine Basis von W (vgl. Seite 20), dim W = 2 (Ebenen haben Dimension 2).
1
Die Koordinaten von w in W bzgl. f:,f; sind 2, —1. Wenn wir noch f;, =v=1|2
4

dazunehmen, so wird fl, f2, f3 eine Basis von V = R3. Rechnerisch miissten wir dazu
zeigen, dass sich jeder Vektor b e R3 eindeutig durch fl, fg, f3 darstellen lasst (vgl. die
Ubungen).

Anschaulich: Von b gelangt man mit einem Vielfachen A3 f;, von f;, nach W, d.h. b— A3 f} €
W, und dieser Vektor lasst sich eindeutig als LK von ﬁ, fé darstellen = b =
ALfi+ Aafa +A3 /.

———

ew

t/)/cl
Noch einmal Bsp. 5: In P, bilden die Polynome &, : y = 1,é, : y = x, und €3 : y = 22
eine Basis und ¥ : y = a + bz + cx? hat genau die Koordinaten a, b, ¢ bzgl. dieser Basis.
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O

i R Speziell: dim P, = 3.

Bemerkungen: 1) Nicht jeder VR hat eine endliche Basis. Z.B. hat der VR P, aller
Polynome keine endliche Basis und ebenso der VR C(R) aller stetigen Funktionen (der
ja Ps enthalt).

2) Wenn éj,...,¢, eine Basis in einem VR V ist, so entspricht jeder Vektor v € V
A1
eineindeutig seinem Koordinatenvektor | : | € R", wobei ¥ = \j€] + - - -+ \,é,. Nach
An
A1
Wahl einer Basis entspricht also das Rechnen mit v € V' dem Rechnen mit | : | € R",
An
a A
vgl. etwa Bsp. 5, wo | b | statt | A2 | geschrieben wurde.
Az

E) Lineare Unabhingigkeit und Basissatz

Satz 3 V sei ein VR und €1,...,¢€, € V. Dann gilt:
€1,...,€y, ist eine Basis von V <= (A) jeder Vektor ¢ € V ist LK von ¢, ..., €, und
(B) wenn 0 = A\j€] + -+ -+ A€y, SO ISt Ay = Ag =+ =\, = 0.

Def.: Wenn (A) gilt, so heiflen €71, . . . , €, Erzeugendensystem bzw. sagt man €y, . .. , €,
spannen V auf; wenn (B) gilt, so heiflen €1, ..., ¢, linear unabhingig (kurz l.u.).
Wenn (B) nicht gilt, heifien €1, ..., é, linear abhingig (l.a.).

Noch einmal Bsp. 7:

1 1
ﬁ =121, jz = | 0| sind lL.u., denn
3 1
0 A+ Ao
0 :6:)\1ﬁ+)\2f2: 2\ :>O:2)\1:>)\1:O,
0 31+ A2

0 A+ A = A =0.
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Wenn @ = 2f; — fa, so sind f1, fa, @ La., weil —2 f1+ f2+ @ = 0und A\, # 0.
)\1 )\2 >\3

(Allgemein gilt: 2 Vektoren sind linear abhéngig genau dann, wenn sie parallel sind; 3

Vektoren sind linear abhéngig genau dann, wenn sie in einer Ebene durch 0 liegen. )

fl, f2 sind ein Erzeugendensystem in W und daher nach Satz 3 eine Basis von W. fl, f2

1

sind kein Erzeugendensystem in V = R3, da v = | 2 | # LK von ﬁ, f; (vgl. Seite 19).
4

Beweis von Satz 3: , =— “: é€1,...,¢€, Basisin V = jedes v ldsst sich eindeutig als

LK von &, ...,¢&, darstellen = (A) und auch (B) (letzteres weil 0 = 0-&+- - -+0-&, =
A€+ -+ A€, = (wegen eindeutiger Darstellung) 0 = A;,0 = Ao, ...).

,<=": Nach (A) lasst sich jedes v als LK ¥ = \j&; +- - -+ \,€, von €y, ..., e, darstellen.
Um zu zeigen, dass é1,...,¢€, eine Basis ist, miissen wir noch nachweisen, dass die
Darstellung auch eindeutig ist.

Wenn auch v = pi€; + - - -+ €, gilt, so folgt O=0—7= (AN —p1)é1+- -+ (A= pin)én
und (B) liefert 0 = XAy —py = =Xy — by = A1 = 1, -+, Ay = fUn. O

Satz 4 (Basissatz) Esseien V ein VR, €}, ..., €, eine Basis von V und fl, . ,fm eV
Dann gelten:

1) a) fiv. .., fm Erzeugendensystem von V. => m >n
b) fi,..., fm linear unabhingig = m <n
2) fi,..., fm Basisvon V. = m =n
3) Es sei m = n.
a) fi, e ﬂ Erzeugendensystem —- j‘:i, c ﬁL Basis
b) fi,..., fn linear unabhéingig = f1,..., f, Basis.
Bsp. 8: Essei V=R3und &, = |0],é&=|1],é=10],somit n=3.
0 0 1

Satz 4 besagt dann:

1) a) Man braucht mindestens 3 Vektoren, um R? aufzuspannen.

b) Mehr als 3 (d.h. 4,5,...) Vektoren im R? sind linear abhiingig.

2) Jede andere Basis von R? hat auch 3 Elemente.

3) a) Wenn 3 Vektoren R? aufspannen, sind sie schon eine Basis (d.h. aulerdem linear
unabhéngig).

b) Wenn 3 Vektoren in R? linear unabhéngig sind, sind sie schon eine Basis (d.h. aufler-
dem ein Erzeugendensystem).

Beweis von Satz 4: 1)a) fis..., fm sei ein Erzeugendensystem. Annahme: n > m.
Wir zeigen, dass diese Annahme zum Widerspruch fiihrt (ein sogenannter ,indirekter
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Beweis“).
Da fi,..., f,m V aufspannen, sind €1, ..., ¢, Linearkombinationen von fi,..., f,,, d.h.

—

el =anfi+ -+ amifm

gn = alnfl + -+ amnfm-

Wir untersuchen nun, fiir welche L1, T gﬂt,_‘dass 0= T1€1 + -+ Tp€.
0= 218+ + 228 = ma(anfi + -+ + G frn) + o + xn(alnfl A A fn) =
(1011 + TaG12 + -+ Tpin)f1+ -+ (I1Gm1 + o ) fn-
Daher gilt 0 = x1€; + - - - + x,€, jedenfalls dann,
wenn I: a1+ -+ apr, =0

M: apizi+ -+ ampx, = 0.
Das sind m Gleichungen fiir die n Unbekannten x1,...,z,. Wenn wir den Gauflschen
Algorithmus anwenden (siehe § 2), so erhalten wir hochstens m Pivotzeilen fiir n > m
Variable und daher zumindest einen freien Pardmeter: # = A7+« -+ A7, kK > n—m >

1. Das kann nicht sein, da €1, . . ., €, linear unabhéngig sind und daher ¥ = 0 sein miisste.
Folglich ist die Annahme n > m zu verwerfen und gilt m > n.

1)b) fi,..., fm scien Lu. Annahme: m > n.

Weil €1, . . ., €, ein Erzeugendensystem sind, konnen wir ]?1, cee fm als LK von 51, ce €n
darstellen. Dies liefert wie im Beweis von 1) ) Z1,...,Ty, nicht alle 0 mit x; ﬁ -+

T, fm — (. Das kann nicht sein, da fl, .. fm L.u. smd Folglich ist die Annahme zu
verwerfen.
2) folgt aus Satz 3 und 1).
3)a) fl, c fn seien ein Erzeugendensystem.
Annahme: f:, e ,f; sind lL.a.
Dann existieren x1,...,z, nicht alle 0 mit xlﬁ -+ xnﬁ =0. EsseizB. 2y #0
(Was nach Umnummerlerung angenomimen werden kann) Dann ist
$1]ﬁ = —5U2f2 - - l’n]i@
= hi =—gf2—"’—ﬁ—’ffn
—> wenn v LK von fl,...,ﬁl ist, d.h. v = Alﬁ—i-"-—i-)\nﬁl, so ist ¥ = Al(—i—ff;—
— %ﬁ;) +/\2j§+---+)\nﬁ; = LK von fé,...,ﬁ;. Daher wére auch f_é,...,f_;1 ein
Erzeugendensystem von V' im Widerspruch zu 1)a).
3)b) fis..., f. seien linear unabhingig.
Wenn v € V, so sind ﬁ, e ,f_,;, U n + 1 Vektoren und daher nach 1)b) linear abhéngig.
Also existieren x; nicht alle 0 mit $1fi + -4 :an‘:; + Tp1U = 0. Wire ZTna1 = 0, so
wéren ﬁ, cee f,; linear abhéngig. Also ist x,.1 # 0 —
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Tpy1V —x1fi = —Tpfn rr p Tn

— = = = — fi— = f;—_—>17’istLKv0n
Tn+1 Tn+1 Tn+1 Tn41
SN—— S——
A1 An
fiy--o, fn- Also sind fi,..., f, auch ein Erzeugendensystem. U
Bemerkung: Man kann 1) im Satz 4 auch so ausdriicken:
dimV = Maximalanzahl von l.u. Vektoren

= Minimalanzahl eines Erzeugendensystems.

F) Lineare Gleichungssysteme

Mit dem GauB’schen Algorithmus (siehe § 2, Seite 9) ergibt sich bei linearen Gleichungs-
systemen entweder Li,, = {} oder Ly, = {Z=p+M7m1 4+ +MNT ER™: Ay, N\ €
R}. Nach den Sdtzen 1,2 ist dabei Lpom = {M71 + -+ + MNPk Ay ..., A € R} und
Liom ist ein VR. Dabei ist & = n—Anzahl der verwendeten Pivotzeilen. (Weiters ist
k > n —m, da die Anzahl der verwendeten Pivotzeilen < m ist. Wenn man ,,{iberfliissi-
ge“ Gleichungen (die zu 0-Zeilen fithren) weglésst, so ist k =n — m.)

Bsp. 9: (vgl. Bsp. 2 in § 2) Das Gleichungssystem

I 2$1+2$2+2]}3+$4:0

II: 31’1 + 31‘2 + 4I3 =0

wird im Gauf}’schen Algorithmus durch
L 22 21
I. 33 40

dargestellt. Wenn wir noch die Zeile III=I+1II: 5 5 6 1 dazunehmen, &ndert sich L iiber-
haupt nicht:

I (2 2 2 1 |
II: 3 3 4 0 Zur Bestimmung von L verwenden wir nur
I1I: 5 5 6 1 die 2 Pivotzeilen. Eine der 3 Zeilen I,IIIII
; ist also ,,iiberfliissig”“ und kann weggelassen
r=1-3 [0 0 (D) -2 | N & &8
IP=II-31: 0 0 1 -3
I'=Ir-I: 0O 0 0 O

—4 -1

Hier ist L = {)\1 S AL, A2 € R} (siche Seite 12) und

Die Anzahl der notigen Zeilen (oben 2) stimmt mit dem Rang des Gleichungssystems
iiberein (siche Def. und Satz 5,1)).
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Def.:

axry + -+ anT, = 0
e sei ein homogenes lineares Gleichungssystem.
Am1T1 + -+ ATy = 0

1) Der von den m Zeilenvektoren (aq1,...,a1,),. -, (Gmi,- -, amp) € R™ aufgespannte
Unterraum Z C R" heifit der Zeilenraum des Gleichungssystems.

Es ist also Z = {/\1(a117 e ain) o F Aty Gmn) AL, A € R}.

2) dim Z heit Rang des Gleichungssystems.

Bemerkung: Beachte: Bei Z schreiben wir die Vektoren als Zeilenvektoren, bei L als
Spaltenvektoren.

Satz 5
I: a1y + - F a1y, = 0
e sei ein homogenes lineares Gleichungssystem,
M: a1+ -+ Gy, =0
Z C R™ sein Zeilenraum, L C R"™ sein Losungsraum,
L={MNr+ 4+ NTk: A,...,\x € R} das Ergebnis des GauBl’schen Algorithmus.
Dann gilt:
1) L héngt nur von Z ab, d.h. 2 homogene lineare Gleichungssysteme mit demselben
Zeilenraum haben dieselbe Lésungsmenge;
2) dim L = k, d.h. L lasst sich nicht mit weniger als k Richtungsvektoren darstellen;
3) die Pivotzeilen bilden eine Basis von Z. Speziell gilt dim Z = Anzahl der verwendeten

Pivotzeilen.
4) dimL:n—dimZ‘

Beweis: 1) Wenn ein anderes Gleichungssystem
bllxl + -+ b1nl’n =0
dasselbe Z hat, so liegen (by1,...,b1,) etc. in Z und lassen
121 + -+ by, =0
sich daher als LK von (ajq,...,a1,),- .-, (@m1,-- -, @my) darstellen, d.h.
(b117 N abln) = )\1(&11, ce ,(Iln) + -+ /\m(aml, N ,amn) etc.
Dann gilt aber 1. Zeile in b-System = Ay - 14+ Xy - 114+ -+ A, - M. Daher ist jede Losung
des a-Systems auch Losung des b-Systems. Ebenso gilt das Umgekehrte.
2) Offenbar sind 77, ..., 7 ein Erzeugendensystem von L. Wenn wir noch zeigen, dass
T1,..., T linear unabhingig sind, so sind sie eine Basis, dim L = k& und wir sind fertig.
Die \; in der Losungsdarstellung treten auf, indem ein x; = A; gesetzt wird. (Vgl. etwa
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§ 2, Bsp. 2, wo x4 = A=\1, 9 = u=>X3). Wenn z. B. z; = Ay, so folgt

T= x| =M1+ ]|0]+--+X]|0] x%

—— —— ——
7?1 ’FQ 'Fk

Somit hat 77 in einer Koordinate 1, wo alle anderen 75, ..., 7. 0 haben. Ebenso fiir die

anderen ;. Wenn in *) & = 0, so ist also ; = A\ = 0 und ebenso miissen alle anderen

A; = 0 sein. Daher sind 77, ..., 7} linear unabhéngig.

3) Beim Gaufl’schen Algorithmus bildet man Linearkombinationen von Zeilen, z.B. I'=I1-
cI, und diese liegen wieder in Z, da Z ein VR ist. Weiters sind die Schritte umkehrbar,
z.B. [I=I'4c-I, und daher bleibt Z gleich von Schritt zu Schritt. Am Ende bleiben die
Pivotzeilen und 0-Zeilen iibrig. Die Pivotzeilen spannen daher Z auf. Wiren sie linear
abhéngig, so konnten wir eine davon weglassen und wiirden dim L > k erhalten im Wi-
derspruch zu 2). Also bilden sie eine Basis von Z.

4) dim L = k = n—Anzahl der verwendeten Pivotzeilen=n — dim Z. UJ

Bemerkung: Aus den Sétzen 1 und 5 folgt, dass L;,, entweder leer ist oder ein k-dim
AR, wobei
k = dim Lyom = n—[Anzahl der verwendeten Pivotzeilen]
=n—dmZ
= n—[Rang des homogenen Gleichungssystems|

(s. Bem. Seite 23)
= n—[Maximalanzahl von Lu. Zeilen im homogenen Gleichungssystem].

Das kann so veranschaulicht werden:

Wenn keine Gleichung gegeben ist, so sind alle © € R"™ zugelassen, d.h. L = R" ist
n-dimensional. Jede linear unabhéngige Zeile im Gleichungssystem verringert dann die
Dimension von L um 1, bis man schliellich £ = dim L = n — dim Z erhélt.

Bsp. 10: (vgl. Bsp. 1in § 2)
51‘1 + T9 + 3%3 =
r1 + 2z9 + 3x3 =
—-r1 + To + r3 =
51’1 —I— 41’2 —|— 7ZE3 =

W O =N

Nach Seite 10 erhalten wir die 2 Pivotzeilen
1 2 3|1
0 3 4|1
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1, Liun ist ein 1-dim. AR, d.h. eine Gerade.

1/3 ~1/3
Nach Seite 10 ist Li,, = {f: /31 +X|—-4/3]: € R}.
0 1
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§ 4 Matrizen

A) Lineare Gleichungssysteme in Matrixschreibweise

Das inhomogene lineare Gleichungssystem

axy+ -+ apxTy, = bl
Am1T1 + * F QnTp = bm

wird in der Form A - Z = b (oder kiirzer AT = b) geschrieben, wobei

ain Q2 - Qin ) by
Q21 Q22 -+ Q2 - . N .
A= "leR™" =] : | eR", b= : | eR™
T b
Am1 Am2 - Amn " m

Def.: 1) Eine (reelle) mxn-Matrix A ist eine rechteckige Anordnung von m-n (reellen)
Zahlen in m Zeilen und n Spalten.
Schreibweise: R™*"=[Menge aller reellen m x n-Matrizen| =

ayip - Qi
tay €R i=1,....om, j=1,...,n

Am1 = Qmn
2) Die Multiplikation einer m x n-Matrix A mit & € R" ergibt be R™, wobei
aynry + -+ apT, = by

Am1T1 + * F QnTp = bm
3) R™*™ ist ein VR, indem

app+ci1 o Qg+ Cin a1l - A
A+C = L NA=

Qm1 + Cm1 " Qmn + Cmn )\aml e )\amn
gesetzt wird.

Bemerkungen: 1) In der i-ten Zeile und j-ten Spalte von A steht a;;. Der erste Index
(hier 7) ist also der Zeilenindex, der zweite (hier j) ist der Spaltenindex.

2) Das Multiplizieren A - Z erfolgt so: Man nimmt die erste Zeile von A, multipliziert
ay1 mit xq1, a;o mit o, ..., ay, mit x, und addiert. Das ergibt b;. Dann ebenso mit der
2. Zeile von A etc.
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Man , multipliziert“ also nacheinander die Zeilen von A mit der Z-Spalte und driickt das
aus durch die Merkregel ’ Zeile - Spalte|.

Hier ist also A € R23, m =2 n=23, 7€ R3, be R2

B) Abbildungen

1
Im obigen Beispiel ist ¥ = | 3 | also eine Losung des Gleichungssystems
4
L (12 & T, — 3T9 + ox3 =12
Ax = <34) =b, d.h. von . + 81y — 34,

Friiher (in § 2) war b gegeben und ' gesucht und wir erhielten meistens viele Lésungen
Z. Nun betrachten wir das Glelchungssystem yumgekehrt“ und fragen uns, welches b zu
einem gegebenen &' gehort. Offenbar ist b durch 7 eindeutig bestimmt, ndmlich b=A-7
(vgl. Bsp. 1). b ist also eine Funktion (Abbildung) von Z. (La. nicht aber  von b!) Im

folgenden schreibe ich 3 statt b.

Def.: 1) Eine Funktion (Abbildung) f von der Menge V' in die Menge W ist eine
Vorschrift, die jedem Element x von V' genau ein Element y aus W zuordnet.
Schreibweise: f: V — W oder genauer f:V — W iz +—— f(z) =y

2) f heifit injektiv, wenn verschiedene Elemente von V' auf verschiedene Elemente von
W abgebildet werden, d.h. Vzy # xo € V @ f(x1) # f(22).

3) f heifit surjektiv, wenn jedes Element von W wenigstens einem Element von V
zugeordnet wird, d.h. Yy e W : 3z € V' : f(x) =

4) Die Abbildung f heiit bijektiv, wenn sie injektiv und surjektiv ist.

Bemerkungen: 1) V, W miissen nicht unbedingt Vektorrdume sein, daher sind z,y
oben ohne Pfeil.

2) Bei uns ist V. =R", W =R™, f:R" — R™ und i = f(¥) = A - Z. Das Wort
, Funktion* wird eher verwendet, wenn W = R, wir verwenden daher das Wort ,, Abbil-
dung®.

Bsp.Z:A:((l) _(1)) = R —>R:7+— A -Zund f(¥) = A-7 =
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(0=

(Das Gleichungssystem dazu wire 0r1 — o =1

T + 01'2 = yg)
Eine ,,gewohnliche” Funktion g : R — R l&sst sich durch einen Graph darstellen, z.B.

y

g(x) =y =sinzx

y=g(x) (x/g(x))

N Y

g=sin

Fiir f : R? — R? ist das nicht méglich, N/

weil wir 4 Achsen brauchten: /\

Stattdessen zeichnen wir alles im R? :

X2)2

=

N
AN ')t\ —~ ~
) = 2\~ =,
(x1 Yo=x, Sk

\
\

XZ N x
xX={ ‘1
(xz)

Vy=-X, X XY,

Die Abbildung f von Bsp. 2 ist also die Vorschrift ,, Drehen um 90° im Gegenuhrzeiger-
sinn ‘.
Bemerkung: In Abbildungen schreibt man & als Zeilenvektor, d.h. oben schreibt man

flxy,zo) = (_::1:2) obwohl eigentlich f((i;)) korrekt wire.
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C) Lineare Abbildungen

Die Abbildung aus Bsp. 2 ist linear: Addition und Skalarmultiplikation bleiben beim
Drehen erhalten, d.h. f(Z + @) = f(Z) + f(1), f(A\Z) = Af(Z). Bild:

Yy
GO+ @) = f(x +)

JG&)

u

=l
+
=<l

J@)

=)

XY

Das ist nicht bei jeder Abbildung der Fall. Z.B. fiir g : R? — R? : 7 o1+ 3 )
cos(z19)

1) = (1) 020 = (1) abero 10 = (3) #0010 19020 = (5).

T U T+u
Beachte, dass sich g(#) auch nicht in der Form A - Z mit einer 2 x 2-Matrix A schreiben

lasst.

Def.: V,W seien Vektorrdume. f : V — W heifit linear <—-
1. f additiv, d.h. VZ, @ € V : f(Z+ @) = f(Z) + f(&), und
2. f homogen, d.h. V& e V : VA € R: f(AZ) = A f(Z).

Satz 1 1) Wenn A € R™*", soist f : R" — R™ : ¥ +—— A - Z linear.
2) Umgekehrt, wenn f : R™ — R™ linear ist, so existiert genau eine Matrix A € R™*"
mit f(Z) = A- 7.

1
0
Dabei sind die Spalten von A die Bilder der Standardbasisvektorene; = | . | ,...,€, =
0 0
= im R", d.h.
! !
apy - Qin
A= :
Am1 = Qmn
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Bsp. 2 (noch einmal): Die Dre-
hung um 90° im Gegenuhrzeiger- 14  /(@)=({])=1. Spalte von 4
sinn ist linear. Nach Satz 1 ist sie =({))
durch eine Matrix gegeben.

Vi

~y O

Xof (&)= ('é) =2. Spalte von 4

. -1 . . .
Nach dem Bild und Satz 1 muss A = ( (1) 0 ) sein. Allgemeiner, wenn wir um den
Winkel ¢ drehen, so ist
AX5)>
E cosg
' Sil‘]¢ f(el):(singp
1@=(osy ,
4 IN
€
-sing 1 X, ¥,
und daher A = ( C(.)SSO Ty ) .
sinp  cosp
Beweis von Satz 1:
all “e aln xl + u1
1) f(Z+u)=A-(Z+u) = : : —
Qm1  ° Qmn Ty + Uy
an (@ +ur) + -+ + arn (T, + uy) any + - A ATy 4 anty + - 4 Ay

am1 (1 + ur) + - F G (T + Up)
= A7+ Au = f(Z) + f(u). Ebenso fiir f(A\Z).

ai A1n a11

2) Es seien Sy : definiert als Bilder der Standardbasis, d.h. : =

Am1 Qmn Am1
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Q1n 11 A1p

fé),.... | : = f(€,). Weiters sei A =

amn

Wir miissen zeigen, dass dann fiir alle 7 € R™ die Gleichung f(Z) = A - Z gilt.

Am1 *** Qmn

I
Weil = | ¢ | =x161 + - + x,€,, ergibt die Linearitit von f (¥ :
x?’l
(@) = f(xi€1 + -+ 28p) = 21 f(E1) + - + 20 f(ER) =
a1 (1n 1011 + -+ TpQin
=1 R o — = AT, O
A1 Gmn ZT1Qm1 + * + Tnlmn

Bsp. 3: Bestimme die Matrix der linearen Abbildung f : R? — R3, fiir welche

1 0
[ =1(2], f(-2,1) = 1
3 —1

Fiir A benétigen wir f(€7) = f(1,0) und f(é) = f(0,1). Weil f linear ist, gehen Sum-
men und Vielfache von Vektoren unter f wieder in Summen und Vielfache iiber. Wir
konnen daher (etwas abgedndert) den Gaufischen Algorithmus verwenden:

T T2 f v Y2 Y3

I: 11 1 2 3

II: -2 1 0 1 -1

a=1+2 0 3 2 5 5

f=ga: 0 1| 5§ 3

y=I-6: 1 0 503 3

1/3 2/3 12

Alsoist f(1,0)= | 1/3], f(0,1)=|5/3], A=%[1 5
4/3 5/3 45

Bemerkung: Wenn wir lineare Abbildungen von R! nach R! betrachten, so ist A =
(a11), d.h., wenn wir k = ay; setzen, so ist f(z) =k - x.

VORSICHT: Auch f(z) = kx+d wird als ,lineare Funktion* bezeichnet (vgl. Seite 17),
obwohl man das strenggenommen nur fiir d = 0 sagen diirfte.
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D) Zusammensetzung und Matrizenmultiplikation

Eine wichtige Operation bei Funktionen ist die Zusammensetzung. Wenn z.B. f(x) =
sinz und g(z) = e”, so sind (f o g)(z) = f(g(z)) =sin(e”) und (go f)(z) = g(f(z)) =
e™? aus f, g zusammengesetzte Funktionen. (Beim Differenzieren wird hier die Ket-
tenregel angewandt.) Beachte, dass f o g und g o f i.a. verschiedene Funktionen sind
(z.B. sin(e®) # €¥"%). Wir betrachten nun die Zusammensetzung linearer Abbildungen.
Wenn f:R" — R™ und g : R? — R", so ist fog:RP — R™: & +— f(g(Z)).
e
Wenn f, g linear sind, so ist auch f o g linear, denn (f o g)(Z + @) = f(9(Z + @)) g linear

F(9(@) + g(@) T f(g(7)) + f(g(@)) und dhnlich fiir AT,
Wegen Satz 1 gilt:

f:R" — R™ linear = Fj A€ R™" VX € R": f(Z) = A 7,
g:RP — R" linear = 3, B R"?: V¥ € RP: ¢(¥) = B - 7,
fog:RP — R™ linear = cheRmxp:erRm:f(g(f) =C- 7
Satz 2 sagt, wie man C' aus A und B bildet.

Satz 2 Mit A, B, C' wie oben gilt
Cij = ainbij + aigbo; + - - + @inbyy

fiir festet=1,...,mund j=1,...,p.

Bezeichnung: Fiir C' schreibt man A - B und nennt es das Matrizenprodukt von A
und B.

Bemerkungen: 1) Eigentlich wére es logischer C' = Ao B zu schreiben, da wir folgende
Entsprechung haben

lineare Abbildung‘ f ‘ g ‘ fog ‘

Matrix ‘A.B.A-B‘

Auch miisste man eigentlich ,,Zusammensetzung* statt ,Produkt® sagen.
2) Das Matrizenprodukt lésst sich nur bilden, wenn sich die linearen Abbildungen f, g
zusammensetzen lassen. Es gilt (siehe oben)

A . B = C
m X n nxp m X p

KQ N ] )

d.h. A - B ist nur sinnvoll, wenn A soviel Spalten hat wie B Zeilen.
7.B. ist 2A3 . 3B5 sinnvoll und ergibt eine 2 x 5-Matrix. 3B5 : 2A3 ist hier aber sinnlos.
X X X X
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Auch im Fall, dass A- B und B - A beide sinnvoll sind, werden sich i.a. verschiede-
ne Matrizen ergeben, da die Zusammensetzung von Abbildungen nicht kommutativ ist
(fog # go fia., s.0.). Man driickt das so aus: Die Matrizenmultiplikation ist
NICHT kommutativ. Speziell konnen Matrizengleichungen nur von einer Seite mit
Matrizen multipliziert werden:

A=B/-Cvonlinks = CA= CB (richtig);

A= B /-C vonrechts = AC = BC (richtig);

A=B/-C=~ AC = CB FALSCH!

Weil aber die Zusammensetzung von Abbildungen assoziativ ist, d.h. (fog)oh = fo(goh)

{denn (fog)oh(x)=(fog) (h(x)) = f(g(h(x))) und fo(goh)(z) = f(g o h(x)) =

f(g(h(x)))}, gilt: Die Matrizenmultiplikation ist assoziativ, d.h. A- (B -C) =

(A- B) - C, wenn alle Produkte sinnvoll sind.
3) Die Formel in Satz 2 ldsst sich so veranschaulichen:
j-te Spalte

j-te Spalte
l !
bi; .
. . baj . .
i-te Zeile ~» | apn a0 . . = e G ot — 1i-te Zeile
by
A . B = C

Um das Element ¢;; in der i-ten Zeile und j-ten Spalte von C' = A - B zu erhalten,
multiplizieren wir die Elemente der i-ten Zeile von A mit denen der j-ten Spalte
von B und addieren. Es gilt also wieder die Merkregel | Zeile - Spalte ‘

Speziell kann auch A - Z (siehe Seite 27) als Matrizenmultiplikation verstanden werden,
wenn wir 7 als n x 1-Matrix auffassen.

2 4
Bsp. 4: A = b2 , B=1 -5 6
-1 1 2 1 3

Hier sind A - B und B - A sinnvoll.
2x3 3x2 3x2 2x3

o
Il
Q

1 2 3 -5 25
a”'B—(—l i 2)' e —( 8)
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Eingerahmt ist das Matrixelement co; = —5 in der 2. Zeile und 1. Spalte von C, das
durch ,Multiplikation® der 2. Zeile von A mit der 1. Spalte von B entsteht.

2 4 -2 8 14

b) B-A= -5 6 <_1 ? g): —-11 —4 -3
1 3 —2 5 9

3 x2 2x3 3 x3

\% N ) )

Beweis von Satz 2: In der j-ten Spalte von C steht das Bild von €} unter f o g (siehe
Satz 1, Seite 30),

dh. |+ | =F(9(E)) = A g(&).

Ebenso folgt aus Satz 1, dass

by;
g(€;) = [j-te Spalte von B] = | :
bn;
C1j
Das ergibt: ¢;; = i-te Komponente von
Cmj
by;
= i-te Komponente von A - :
bn,j
= aib1j + Qigboj + -+ + Qinbn;. 0

E) Tensorschreibweise bei Vektoren und Matrizen

Bisher wurden Summen durch Punkte symbolisiert, z.B. a;121 4+ - - - + a1,2, = by. Die
genaue mathematische Schreibweise verwendet das Summensymbol > :

k
Def.: Wenn cy,..., ¢, € R, so schreibt man Y ¢; fiir ¢; +¢co + -+ - + ¢
i=1

Bemerkungen: Der Summationsbuchstabe (oben ) ist unwichtig (englisch: dummy),
k

k
d.h. > ¢ =" ¢;. Wenn ab ¢, statt ab ¢; summiert wird, schreibt man analog:
i=1 j=1
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k
2. Ci = Cpt Cpy1 e G

i=m

1.1 1 1 1 1
Bsp. 5: 22—14—2—1—3—6 (hier ist also ¢; =14); > == = + = 4+ — = 1-— (hier
i=1 j=21] 2 3 4 12
j=2 j=3 j=4
1 1
istalsoc; =1); Y (i+1)?*= Y (n+1)2=10
i=—3 n=-—3
Bsp. 6: Lineares Gleichungssystem:
Mit Punkten: Mit > :
I: anxry+ -+ apx, = bl Gl 1: 2 155 = b1
j=1
M: @z + -+ GpnTn = by GL m: Y apjz; =by
11 i -

diese Indizes werden durch
jgersetzt, j=1,...,n

Weitere Vereinfachungen in der Schreibweise:
1) Statt Gleichung 1,..., Gleichung m separat anzuschreiben, schreibt man die Glei-
chung nur einmal an, aber mit einem freien Index i fiir 1 bis m, d.h.

Gleichung i: Z a;jx; = b;. Gemeint ist hier, dass ¢ von 1 bis m lduft. Dann ergibt sich

[, d.h. Glelchung 1, fiir ¢ = 1 und M, d.h. Gleichung m, fiir ¢ = m.
Wenn klar ist, dass J von 1 bis n lauft, schreibt man kiirzer > a;;z; = b;.

2) Einstein’sche Summationskonvention
Sie besagt, dass iiber einen Index (z.B. j), der ,multiplikativ doppelt vorkommt*, zu
summieren ist, d.h. Z dazuzudenken ist. Dann erhdlt man a;;2; = b;. Dies nennt man

Tensorschrelbwelse (TSW).

Bsp. 6 (nochmals): Schreibweisen fiir lineare Gleichungssysteme:

Mit Punkten Matrix > TSW
a11T1 + -+ ATy = bl
AT = g Z QijT; = b; Ai5T5 = b;
j=1
A1 T1 +  + Qo Tr, = by (t=1,...,m)
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Bsp. 7: Schreibweisen fiir Matrizenprodukte:

Mit Punkten Matrix > TSW
ainbij + -+ aimbny =cij A-B=C ) anby; = cij airbr; = cij
(i=1,....,m (]iC:l,...,m

Jj= ""7p) j:17'~~7p)

Bemerkungen: 1) Generell kénnen alle Indizes umbenannt werden. Z.B. ist a;;b; = ¢;;
dasselbe wie a,sbss = c¢4. Unterscheide dabei ,freie Indizes“ (hier i,5 bzw. r,¢) und
ySummenindizes“ (hier k bzw. s). Vergleich:

freie Indizes Summenindizes

a) stehen auf beiden stehen nur auf einer
Seiten einer Gleichung Seite einer Gleichung

b) kommen ,multiplikativ kommen , multiplikativ
einfach“ vor doppelt® vor

c) jede Fixierung ergibt jede Fixierung ergibt
eine eigene Gleichung; einen Summanden;
Anzahl der Gleichungen Anzahl der Summanden
= Anzahl der Besetzungs- in jeder Gleichung =Anzahl
moglichkeiten der freien der Besetzungsmoglichkeiten
Indizes der Summenindizes

aii - Qip
2) Statt A = e schreibt man oft A = (a;;)i=1....m oder kurz A = (a;;).

J=1,..., n
Am1 *** Amn

Bsp. 8: a) a; +sina; = b; (i = 1,2,3). i ist ein freier Index, wir haben daher die 3

Gleichungen ay + sina; = by, as + sinas = by, az + sinaz = bs. Uber i wird nicht

summiert, es kommt zwar links doppelt vor, aber nicht ,,multiplikativ doppelt*.

b) bj; + cxvrw; = d;; (i = 1,2,3,j = 1,2,3). k ist ein Summenindex, ¢,j sind freie

Indizes. Das sind also 9 Gleichungen, z.B. fiir i = 1, j = 2 haben wir by +wy > c1v, =
i

dia.
¢) aikbg; = cy; ist eine fehlerhafte Gleichung. (Warum?)

F) Transponierte Matrizen

Wir betrachten noch einmal die Gleichung bj; + cipvpw; = d;; (4,5 = 1,2, 3) aus Bsp. 8b.
Was entspricht ihr in Matrixschreibweise? Rechts stehen offenbar die Elemente d;; einer
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din dip diz
Matrix D = | do; doy dsz | . Wir wollen annehmen, dass auch k£ von 1 bis 3 lauft.
d3y dzp ds3

Dann kommen links Elemente von

b1 bia b13 €11 C12 (13 U1 w1
B={ba by baz |, C=|co coa cos|,T=1[v2], und = |ws
bs1 b3y bss C31 C32 C33 U3 w3

vor. Weil links bj; steht, werden in der Matrix B Zeilen und Spalten vertauscht.

Def.: 1) Wenn A = 21 :a% € R"™*" 5o heifit

air Az am1
AT = | oo € R™™ transponierte Matrix zu A.
Ain  Q2n Amn
2) Wenn A = AT so heiit A symmetrisch, wenn A = —A” so heifit A schiefsym-
metrisch.

Bemerkung: Speziell ist ©7 der zum Spaltenvektor ¥ gehorige Zeilenvektor.

Bsp. 9: a)
1 2 3 1 -2 2
A= -2 0 -1 — AT = 2 0 6 | # Aund # —A, A ist also weder
2 6 8 3 —1 8
symmetrisch noch schiefsymmetrisch.
a o (
b) A € R¥3 symmetrisch < q;; =a;; <= A= [a b ~
B v oc
Dann hat A 6 frei wihlbare Elemente. Mathematisch: dim{A4 € R**3: A = AT} = 6.
0 o p
c) A € R¥3 schiefsymmetrisch <= a;; = —aj; <= A= | —a 0 ~

-5 = 0
Dann hat A 3 frei wihlbare Elemente. Mathematisch: dim{A4 € R**3: A = —AT} = 3.
Bsp. 8b (noch einmal):

bji -+ Cik UL wj = Clij

! r 1 !

BT C-v w’ D



(Weil j rechts ein Spaltenindex ist, entspricht w; dem Zeilenvektor w?.)

Also: BT + C -7 -w' = D
3x3 3x1 1x3
N———

3x3 3x3 3 x3

Satz 3 Wenn man A - B bilden kann, so gilt (A- B)T = BT . AT,
Beweis: in TSW: A = (a;;), B = (bij) = A- B = (aibyj), (A- B)T = (a;xbr:);

BcT = (bji ), 'A‘E’T = (a; )= B"- A" =C- D = (cadyy) = (baaj) = (A- B)". O
Cij dij

G) Matrizeninversion und
eindeutig l6sbare Gleichungssysteme

Wir untersuchen nun, wann Gleichungssysteme mit ebensoviel Gleichungen wie Unbe-
kannten, d.h. m = n, eindeutig losbar sind. In Matrixschreibweise ist AZ = ¥, wobei
A € R™" d.h. eine quadratische Matrix ist.

Def.: 1) Eine Matrix heift quadratisch, wenn sie gleichviel Zeilen wie Spalten hat,
d.h. wenn A € R™" fiir ein n € N.

2) Die Diagonale eciner quadratischen Matrix A wird gebildet von den Elementen
a11, @99, . . ., Anyp. A heifit Diagonalmatrix, wenn auflerhalb der Diagonale 0 steht.

3) Als Einheitsmatrix (geschrieben I oder genauer I,,) bezeichnet man die Diagonal-
matrix, die in der Diagonale lauter Einser hat. Es gilt also

1 0 --- 0
0 1 0

L, =1 . . | e R
oo --- 1

4) Eine quadratische Matrix A € R™ ™ heifit invertierbar (regulér), wenn es eine
Matrix B € R™*" gibt mit A- B = I, und B - A = I,. Man nennt dann B inverse
Matrix zu A und schreibt dafiir A~!. (Es gibt hochstens ein solches B, denn A - B =
I,C-A=1=— B=1-B=C-A-B=C-I=C.) Eine nicht invertierbare quadratische
Matrix heifit singulér.

Bemerkungen: 1) [/ wird in TSW mit dem , Kroneckersymbol®“ §;; bezeichnet. Es ist

- 10 --- 0 . .
os =4 L0 poaer.a— |01 o I PO [ R
also iy OZ#] g - : - : - 4
xr T
0 0 1 " "
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d.h. in TSW ¢;;z; = ;. Die lineare Abbildung f, die zu I gehort, ldsst jeden Vek-
tor unverdndert, denn f(Z) = I -Z = Z. Man nennt f auch Identitét. Ebenso gilt
A-T= A, 1A= A, bzw. in TSW aijéjk = Ak, 5ijajk = k-

2) Wenn A = (a;;) invertierbar ist und A~!' = B = (b;;), so gilt also A- B=B-A =1,
bzw. in TSW a;;bjx = 0y, und bija;, = 0. Wenn f(Z) = A-Z und g(¥) = A~ - Z, so ist
nach D (fog)(f)=A- A" %= 1% =7 und ebenso (go f)(¥) =A™ - A-F=7, dh
g ist die Umkehrfunktion zu f, geschrieben g = f~'. (Vorsicht: f=! # %) Speziell gilt
dann, dass f bijektiv ist.

1 2 3
Bsp. 10: Essei A=| -2 0 -1
2 6
1
In den Spalten von A stehen die Bilder der Standardbasis: f(€1) = | =2 |, f(é) =
2
2 3
0|, f(e3) = [ —1]. Falls A invertierbar ist und g(Z) = A™! - Z, so muss gelten
6 8
1
g(f(&)) =&, dh. g(1,-2,2) =é1 = | 0|, g(2,0,6) = &, g(3,—1,8) = &. Wir gehen
0
dann wie in Bsp. 3 vor
AT 1 X3 T3 9 Y1 Y2 Y3
I 1 =2 2 1 0 0
I1 2 0 6 0 1 0
I11 3 -1 8 0 0 1
a=1I1-2I 0o 4 2 -2 1 0
g=I11-31 0 5 2 -3 0 1
y=Bf—-a 0 1 0 -1 -1 1] —— inder
b=a—4y 0 0 2 2 5 —4 richtigen
e=12 0 0 1 |1 2 2| —— Reihenfolge
A=II-6e 2 0 O -6 —14 12 gibt das
=73 1 0 0 3 =7 6 —— (A
-3 -1 1
Somit ist A™' = | —7 —1 5/2 | . Wenn A singulir gewesen wire, hiitten wir links
6 1 -2

nicht alle Standardbasisvektoren erzeugen konnen. Kontrolle:
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-3 -1 1 1 2 3 100
At A= -7 -1 52 ][ -2 0 -1 |=(010]|="I
6 1 -2 2 6 8 001

A - A~! = I muss dann gar nicht mehr kontrolliert werden, vgl. Satz 4, 1d.
Bemerkung: Wenn A invertierbar ist, so gilt AZ =4 /- A~ von links = 7= A"y,
d.h. die eindeutige Losung des inhomogenen linearen Gleichungssystems AZ = ¥ ist
¥ = A=Y, Vor der Formulierung dieser Tatsache als Satz 4 noch eine

Def.: Fiir A € R™ " sei Z(A) der Zeilenraum von A, d.h. der von den Zeilen von A
in R™ aufgespannte Unterraum. Seine Dimension dim Z(A) = rg A heiit Rang von A
(vgl. die Def. auf Seite 24). Es gilt immer rg A < n und rg A < m.

Bemerkung: Nach § 3, Satz 5, 3), Seite 24 ist rg A die Anzahl der Pivotzeilen bei
Anwendung des Gaufi’schen Algorithmus auf das Gleichungssystem Ax = 0.

Satz 4 (iiber Matrizeninversion) A € R"*" d.h. A sei eine quadratische Matrix und

f:R" — R": ¥ —— AT sei die lineare Abbildung mit Matrix A.

1) Die folgenden 7 Aussagen sind gleichbedeutend (dquivalent):

a) Das Gleichungssystem AZ = ¢ hat fiir jedes § € R" eine eindeutige Losung ¥ € R™
(d.h. f ist bijektiv).

) rgA=mn;

) A ist invertierbar;

) ABeR™™:B-A=1I,; d)” f ist injektiv;

dBeR™™: A-B =1, e)’ [ ist surjektiv.

2) Wenn A invertierbar ist, so ist die eindeutige Losung von AZ = ¢ durch & = A~y

gegeben.

3) Wenn A, B € R™" invertierbar sind, so gilt

a) (AT)y1=A"H"undb) (A-B)"'=B""1- AL

o SIR"}

@
~—

Bemerkung: Vorsicht: Dass injektiv, surjektiv und bijektiv gleichbedeutend sind, gilt

nur fiir lineare Abbildungen von R™ nach R".

Bsp. 10 (noch einmal): Nach der Rechnung oben und Satz 4 hat das Gleichungssystem
T + 29 + 3x3 = Y1

—214 T3 = Y die eindeutige Losung & = A~'4/, d.h.
2v1 + 6xy 4+ 8rz3 = ys3

r1 = =3y — Y2 + Y

o = =Ty — Y2+ Sy

rg = 6y + Y2 — 2ys.
1 -3-2+4+3 -2

Wenn z.B. = | 2|, soist die Losung ¥ = | =7—24+15/2 | = | —=3/2

3 6+2—6 2

41



Beweis von Satz 4: 1) und 2): Wenn wir A7 = ¢ mit dem Gaufl’schen Algorithmus
16sen, so ergibt sich fiir L entweder die leere Menge oder ein k-dimensionaler AR mit
k= n —rgA (sieche § 3 F). Eindeutig 16sbar kann das Gleichungssystem also nur fiir
rg A = n sein.

Wenn andererseits rg A = n gilt, so erhalten wir nach § 3, Satz 5, 3) genau n Pivotzeilen
und, da wir mit n Gleichungen starten, keine Nullzeilen. Dann ist A¥ = g eindeutig
losbar. Also ist a)<=Db).

Auch aus c) folgt a), da AT = ¢ <= ¥ = A~'y. Umgekehrt, wenn a) gilt, so sei (7))
die Losung & von AZ = ¢. Dann ist ¢ linear, und daher (nach Satz 1) 3B : g() = B-y
und es gelten B+ A= A- B =1, d.h. es folgt c).

Schlielich betrachten wir d), d)’ und e), e)’. Offenbar folgen sie aus ¢) bzw. a). Um-
gekehrt, wenn d) gilt und L der Losungsraum von AZ = 0ist,soist 7€ L = &=
BAZ = B0 = 0. Wenn d)’ gilt, so folgt aus # € L, d.h. f(&) = AZ = 0, auch & = 0. Also
ist in beiden Féllen L = {0} und 0 = dim L = n —1g A, d.h. rg A = n, d.h. es gelten b)
und nach dem fritheren auch a), c).

Wenn e) gilt und ¢ € R™, so ist f(BYy) = ABY = ¢, d.h. ¢ ist im Bild von f und somit
gilt auch e)’. Wire dann rg A < n, so miisste zumindest eine Zeile von A (z.B. die i-te)
im Gaufy’schen Algorithmus zu einer Nullzeile werden. Wenn wir y; so besetzen, dass
dann rechts # 0 steht, so hat A7 = ¢ keine Losung und e)’ wire falsch. Also miissen b)
und nach dem fritheren auch a), ¢) gelten.

3)a) A- AL =1 L (AT AT = [T = — (AT = (A7),

b) C = AB = CB'A™' = ABB'A™' = AA™' = I und ebenso B'A7'C =

I
I = C'=B1A". O

H) Uber den Rang von Matrizen

Zum Schluss noch einige eher abstrakte Tatsachen zum Rang von Matrizen. Fiir A €
R™*™ kénnen wir auch den von den Spalten von A in R™ aufgespannten Unterraum
betrachten, den Spaltenraum S(A). Da die Spalten von A die Bilder der Standardba-
sisvektoren €; sind, stimmt er {iberein mit dem Bildraum der linearen Abbildung f zu

A, d.h. S(A) = f(R™). Denn:
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aii Q1n
S(4) = U1 : + o F Uy : tvUp,...,0, €ER

Am1 Amn
= {vif(é) + - +vaf(€n) :v1,...,v, € R}

f linear

= {f(01€1+---+vn€n):vl,...,vneR}

= {f@):TeR)= fRY).
Andererseits gilt auch S(A) = Z(AT) und die Dimension von S(A) ist daher rg AT.

Interessanterweise gilt rg A = rg AT (Satz 5), was man manchmal auch so ausdriickt:
Zeilenrang (d.h. was ich Rang genannt habe) = Spaltenrang (d.h. dim S(A)).

Satz 5 rg A =g AT

Beweis: Es sei A € R™*" und L C R” sei die Losungsmenge des homogenen Glei-
chungssystems A% = 0, d.h. L = {ZeR: f(Z) = 6} (Man nennt L manchmal den
Kern von f.) Es sei 7, ..., 7 eine Basis von L, z.B. die sich mit dem Gauf’schen Al-
gorithmus ergebende. Nach § 3, Satz 5, Seite 24, ist k = dim L = n — rg A. Weiters sei
I =1g AT und G, ..., § € R™ eine Basis von S(A) = f(R") und 7,1, .., 7w € R™ so,
dass f(ry;) = g; fir j =1,...,0. Dann sind 7, ..., 7 linear unabhéngig, denn:

q = M7+ NepiTh
O —

= FO) =M FF) 4 4 N F) F Mgt f(Frsr) + o N f (Fig)
\Y—/ \\f—/ &Y—/ ‘ﬂ,—/
0 0 g1 gi
91,.%1.u. )\k—H L )\k—H -0
— () = M7+ ATk
R T V)

Daher muss k+I < n gelten (siche § 3, Satz 4), d.h. n—rg A+rg AT <nundrg A > rg AT.
Wenn wir AT an Stelle von A setzen, folgt rg AT > rg (ATT) = rg A und der Satz ist
bewiesen. 0J

Mittels Satz 5 lasst sich ein Kriterium fiir die Losbarkeit eines linearen Glei-
chungssystems beweisen. Wenn AZ = b, d.h.

1121+ + ATy = bl

11+ -+ ATy = bm7
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~ a0 a1, b
so nennen wir die m x (n+1)-Matrix A = e die erweiterte Matrix

Am1 - Gmp bm
des Gleichungssystems. Es gilt:

Satz 6 A7 = b hat eine Losung (dh. Ly # {}) <= 1gA=1g A.

ar Q1in
Beweis: Wenn ¥ eine Losung von AZ = gist, so gilt b= R : ,

am1 Amn
d.h. b ist Linearkombination der Spalten von A und damit S(A) = S(A).

Nach Satz 5 ist dann rg A = dim S(A) = dim S(A) = rg A. Ebenso verliuft der umge-
kehrte Schluss. UJ
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8§ 5 Determinanten

A) Die Determinante im R?

Def.: 1) Die Determinante zweier Vektoren v, vy € R? ist det (), %) = [Fliche des
von 7, Uy aufgespannten Parallelogramms| mit dem Vorzeichen +, je nachdem, ob o}, U5
an diesem Parallelogramm (nach Drehung, Stauchung, Streckung; NICHT: Spiegelung)

ebenso
liegen wie die Standardbasisvektoren €7, €5 am von ihnen aufgespannten
umgekehrt

Quadrat.
2) Fiir eine 2 x 2-Matrix A mit den Spalten ¢}, ¢, setzt man det A = det (v}, ).

Bemerkungen: 1) Falls ¢, 9, linear abhéngig, d.h. parallel sind, so ist die aufgespannte
Flédche 0 und das Vorzeichen bleibt unbestimmt.

2) Ublicherweise wird R? so gezeichnet, dass man von & nach & 90° im Gegenuhrzei-
gersinn (oft positiver Drehsinn genannt) drehen muss. In einer solchen Zeichnung ist

Gegenuhrzeigersinn

) ) um < 180° nach
Uhrzeigersinn

also £+ zu nehmen, je nachdem, ob man ¢, im {

U drehen kann.
Bsp. 1:

det(z_)'l, 172) =

1 2\

3 1)

X = — punktierte Flédche

det(ﬁl’, 772,) =

= 4 schraffierte Flache = det

Grundeigenschaften der Determinante:
(I) det ist linear in ¥} :

(a) det(ﬁl + 171/, 772) = det(ffl, 172) + det(f)'l’, 172)
(b) det()\’l_}i, 172) =\ det(ﬁl, 172)

(IT) det ist alternierend: det (¥, v5) = — det(y, ;)

(III) det ist normiert: det(é}, é;) = 1.
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Bildbeweis zu (Ia):

det(ﬁl,ﬁg) = A+ B, E
det(l_fl/,’l_fg) = C + D, C
det(Ul +’171,,172) = A+ C+E ?’2 A
= A+C+B+D= RNVAE
— — — — X 1
= det(vl, 1)2) —+ det(vl’, UQ). 7N B

In diesem Bild sind det(ty, v3) und det(%)', v) positiv. Fiir andere Vorzeichen erhélt
man dhnliche Bilder (Ubung!). (Ib), (II) und (III) sind einfacher zu sehen.

Bemerkungen: 1) Aus (I) und (II) folgt, dass det auch linear in ¢ ist:
det(Tr, 0 + 0') 2 — det(h + 0, 7)) =
1, V2 + U2 2 + U2, U1

W det(dy, 71) — det (@, 7) L det (1, ) + det (@, 7).

Also: (I')  (a) det(vh,vh + ') = det(y, V2) + det (v, Vo)

und ebenso (b) det(v7, A\th) = Adet(v, 1).
Man nennt det daher multilinear.
2) Aus (II) folgt, dass det (¥, ) = — det(¥, ¥') = det(¥, ¥') = 0. Das ist auch anschaulich
klar, da das von ¢’ und wieder ¢ aufgespannte Parallelogramm ein Strich ist und Fléche
0 hat. Fiir A = (¢4, ¥,) konnen wir allgemeiner sagen

det A = 0 <= ¥}, U, parallel <= dim S(A) <2 <= rgA < 2.

Mit Hilfe dieser Eigenschaften kénnen wir die Determinante bestimmen:

a b
det (c d) = ad — be

Satz 1

Schreibweise: Statt det a b schreibt man oft a b )
c d c d
sp. 1: (nochmals) @, = (5), 0o = (}) = det(¢),7,) = det s 1) =13 1 =

1-1—2-3= —5. Die punktierte Flache im Bild hat also 5 Fldcheneinheiten.

Beweis von Satz 1: Es seien ) = (%), 0, = (Z), € = ((1)), €y = ((1))
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— det (‘i b) = det(d, B) = det(aéy + &, T)

a det(t?l, ’172) + cdet(€2, 172)

= a det(é}, béi + déz) + cdet(é’g, béi + dgg)

= abdet(ey, €1) +ad det(€), &) +cb det(es, €1) +cd det(es, €3)
—_ = g 7

J

e

=0 =1 II: —det(€1,e2)

o

=" ad— bc O

B) Die Determinante im R3

Def.: 1) Die Determinante dreier Vektoren vy, ¥y, U3 € R? ist det(v, vy, U3) = [Volu-
men des von ¥}, U, U3 aufgespannten Parallelepipeds| mit dem Vorzeichen +, je nachdem,

ebenso
ob ¥}, Uy, U3 an diesem Parallelepiped (nach Drehung, Stauchung, Streckung) q }
anders

liegen wie die Standardbasisvektoren €7, €5, €3 am von ihnen aufgespannten Wiirfel.
2) Fiir eine 3 x 3 Matrix A mit den Spalten vy, ¥, U3 setzt man det A = det (¥, Uy, ¥3).

Bemerkungen: 1) Wenn vy, U, U3 linear abhéngig sind, d.h. in einer Ebene durch 0
liegen, so hat das Parallelepiped Volumen 0, d.h. det(¥;, ¥y, v5) = 0. Das Vorzeichen
bleibt dann unbestimmt.

2) Wenn 1, U, i3 linear unabhéngig sind (und daher nach § 3, Satz 4, 3b eine Basis

3 . . o . . | positiv .
von R?), so nennt man die Basis 0y, ¥, U3 . o orientiert (bzgl. der Standard-
negativ
o L fpositiv) o
orientierung), wenn det(, Uy, U3) " ist. Ublicherweise wird R” so dargestellt,
negativ

dass €1, €5, €3 so wie Daumen, Zeigefinger, Mittelfinger der rechten Hand liegen. In ei-

ositiv
ner solchen Darstellung sind also 7, U5, U3 P i } orientiert, wenn sie wie Daumen,
negativ
) ) rechten ) ) )
Zeigefinger, Mittelfinger der link Hand liegen. [Bei den in unserer Gesellschaft
inken

iiblichen Korkenziehern entspricht o3 im 1. Fall der Richtung, in die der Korkenzieher
geht, wenn man von #; nach 0, dreht (Korkenzicherregel).] Diese physikalischen Ori-

. oL Rechtssystem
entlierungen von v, Uz, U3 nennt man .
Linkssystem

VORSICHT: Die Standardorientierung von R?® entsprechend &, &, & ist vollkommen
unabhéingig von der Wahl einer Orientierung des physikalischen Raumes, in dem wir
leben: Dass R? entsprechend einem Rechtssystem dargestellt wird, ist reine Konvention
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und beeinflusst die Rechenergebnisse nicht.

Dass der Mensch Rechts- und Linkssysteme (als Erwachsener) relativ leicht unterschei-
den kann, d.h. den Raum orientiert erlebt, liegt daran, dass sein Korper (an der Ober-
fliche) nur eine Spiegelsymmetrie besitzt. Marsmenschen, die auch bzgl. vorn/hinten
symmetrisch waren, konnten den Raum nicht orientiert erleben, d.h. zwischen linkem
und rechtem Arm nicht unterscheiden.

Beachte auch, dass die Wahl einer Orientierung im physikalischen Raum ebenso willkiir-
lich wie die Wahl eines Ursprungs bzw. von Achsen ist: Einem &uflerlich uns gleichen
Marsmenschen konnte man rein telefonisch nicht beschreiben, welche Hand rechts ist,
ohne Bezug auf Astronomie (Gestirnkonstellationen) oder Physik ((3-Zerfall, Lee-Yang
1956).
Bsp. 2:

Grundeigenschaften der Determinante:
(I) det ist linear in ¢ :
(a) det(ﬁl + 171/, ?72, ’173) = det(ﬁl, 172, 173) + det(ﬁl', 172, 173)
(b) det()\Ul, 172, 173) =A det(ﬁl, 2727 173)
(I) det ist alternierend:
det (¥, U, U3) = — det(2 Vektoren vertauscht), d.h.
det(f}’l, 172, 173) = — det(z_)’l, 173, 172) = — det(ﬁg, 172, 171> = — det(UQ, 171, 173)
(III) det ist normiert: det(é}, €, €3) = 1

Bemerkung: Wieder folgt, dass det auch linear in ¥ und linear in o3 ist, d.h. multi-
linear ist und dass det = 0, wenn 2 Vektoren gleich sind.

Satz 2 (Regel von Sarrus (gesprochen Sarrii; Pierre Frédéric Sarrus, 1798-1861))

11 Q12 Aa13
det | ag1 a2 ags = Q11022033 + G12G23G31 1+ Q13021032 —
a31 azz2 as3

— [ag1a22a13 + aseaszain + az3agara).
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Merkschema:

ailr aig ' ais .an fl12
N mit +
Ag1 A2z Q23| Q21 (22 - .
mit —
asz| Gz as3| asy dase
a/ll .« o . all “ .
Bezeichnung: Wieder schreibt man oft | --- | statt det
Bsp. 2: (nochmals)
2 1 1
1 =1 1|(=-240+42-[04+4+1]=-5
0 2 1
Schema:
2 1
NX

0- 2 .
Das gezeichnete Parallelepiped hat also 5 Volumseinheiten.
Beweis von Satz 2: vy, v, U3 seien die 3 Spalten der Matrix, d.h.

an

171 = 921 = a11€1 + Gglgz + a31€3 = ailé} (TSW') und ebenso ?72 = anlgj, ’173 = akgé'k.
asi

Dann ist

det (0, V2, U3) = det(a;16;, aj2€;, agser) = (weil det multilinear ist) =
3 3 3
= (XX ¥)anajars det(é;, &, &),
i=1j=1k=1

det(€;, €;,€;) = 0, wenn ¢ = j oder ¢ = k oder j = k. Daher bleiben von den insgesamt
3% = 27 Summanden nur 3! = 6 iibrig:

Z:1,]:2,]€:3 det(€1,€2,€3) - 1,

i=1,j=3k=2: det(é,, &) 2L —det(é,, &, ) = 1,
i=2j=1k=3: det(éé,e) "= 1,
1=2j=3k=1: det(ﬁl) = — det(er, €3, €2) (00 1,
=8 =L k=2 det(ndr,d) D - det(er,e,2) 421,
i=3,j=2k=1: det(és,ée) @ — det(éy, &, 63) = —1



Das ergibt
det(vla Vg, 7)3) = (11022033 — Q11032023 — A21A12033 + A21A32013 + (31012023 — G31022013.

O

C) Die Determinante im R"

Auch im R ldsst sich ein Volumsbegriff einfiithren, indem man fordert

Vol.({feR”:allegbl,...,angxngbn}):
=(by —ay) (b, —ay) fir a; <by,...,a, <b,

(Fiir n = 1/2/3 ergibt sich dabei Lénge/Fliche/iibliches Volumen.) Das Volumen ei-
ner , beliebigen* Menge erhélt man durch Zerlegung in (u.U. oo viele) Quader: Z.B. fiir
n = 2 und einen Kreis:

Im Grenzwert ergibt sich
die Kreisfliche.

!

Ein Problem fiir det bleibt allerdings das Vorzeichen =+, das in A,B nur anschaulich
erkliart wurde. Wir starten hier exakter und abstrakter direkt mit den Grundeigen-
schaften von det : Fiir 0y, ..., 9, € R" erfiille det(vy, ..., v,)

(I) det ist linear in ) :

—

(a) det(ﬁl + 171,, 2727 PN ,Un) = det(ﬁl, ?727 PN ,Un) + det(171/7 172, c. ,Un)
(b) det()\ﬁl, '172, R 777n> = )\det({fl, e ,Un)

(IT) det ist alternierend:
det(vy,...,v,) = —det (2 Vektoren vertauscht)

(III) det ist normiert: det(éy, ..., é,) =1
(Hierin ist €, ..., &, wieder die Standardbasis.)

Bemerkungen: 1) Wieder folgt aus I,II dass det multilinear ist, und dass det ver-
schwindet, wenn 2 Vektoren gleich sind. Wir setzen auch wieder det A = det (v, . .., ¥,),
wobei 7; die Spalten von A € R™*" sind. Speziell gilt: det I = 1 nach IIIL.

VORSICHT:

det(NT1, Ao, - . AT L A det (T, Ady, . .., \iTy) =

det in

I N2 det(Ty, Tay AT, - .., ATy) =+ -+ = A" det(T, . ..., Ty)
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Also: det(AA) = A" det A

Schon das zeigt, dass det nicht linear ist, d.h. i. Allg. det(A + B) # det A + det B.

2) Ahnlich wie beim Beweis von Satz 2 wird det(#, . . .,%,) auf det(é;,, ..., &, ) zuriick-

gefiihrt, wobei iy, . .., 7, den 4, j, k dort entsprechen. Wenn 2 Indizes gleich sind, so ergibt

sich 0. Wenn alle Indizes verschieden sind, so nennt man i = (iy,...,i,) eine Permu-

tation von (1,...,n). Z.B.ist (2 , 4 , 1 , 3 ) eine Permutation von (1,...,4).
71 79 i3 n

Fiir eine Permutation i = (i1, ... ,i,) ist det(&;,,...¢€;, ) = £1, je nachdem ob man eine

gerade
Anzahl von Vertauschungen braucht, um auf (1,...,n) zu kommen. Man
ungerade

nennt det(é;,, ..., €; ) das Signum der Permutation ¢ und schreibt sign (7). Z.B. gilt
2,4,1,3) ~ (2,3,1,4) ~ (1,3,2,4) ~ (1,2,3,4
( )~ ( )~ (1,3,2,4) ~ ( )
und daher sign (2,4,1,3) = —1.
Satz 3 Es gibt genau eine Funktion det, die I, II, III erfiillt, und zwar gilt

ayp - Qip
det . = Z sign (i) a;1aiy2 - - - Giyp

Uni =00 Gnn o (L
Bemerkung: Fiir eine Permutation ¢ hat man n Mdglichkeiten ¢; zu wahlen, danach
n — 1 Moglichkeiten iy zu wahlen (weil i5 # 7; sein muss), danach n — 2 Moglichkeiten
iz zu wéhlen, ... = es gibt n- (n—1)-(n—2)---2-1 = n! Permutationen. Die Formel
von Satz 3 ist daher zum Rechnen ungiinstig.
Fiir n = 2,3 stimmt die Formel von Satz 3 mit den Formeln von Satz 1 bzw. Satz 2
iiberein.
VORSICHT: Fiir n # 3 gilt das Merkschema von Sarrus nicht! Z.B. fiir n = 4 liefert es
statt 4! = 24 nur 8 Terme und die Hélfte davon mit falschen Vorzeichen.

0 1
3 1 2 .. . . . .
0 3 lasst sich wegen der vielen Nullen mit Satz 3 leicht berechnen.
-1 -2 4
Aufer fiir iy = 2 ist a;,1 = 0. Dann muss i = 4 sein (sonst a;,5 = 0),i3 = 1,i4 = 3 =
—d = sign (2,4, 1, 3) 91 Q49 Q13 A34 = —60.

—_— L~

-1 5 -1 -4 3
n

Beweis von Satz 3: a) Wieder sei ¢; =[1. Spalte von A] = (Z )%11511, Uy = Q;y2€5,
=1
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etc. (statt 7, 7, k wie beim Beweis von Satz 2 verwenden wir die nummerierten Summa-

(det
multilinear)

tionsindizes iy, ...,4,) = det A = det(vy,...,9,) = det(a;;16,,-- ., a;,n€,) =

A1 * Qjp2 * - oot Qjn det(eil, ey ein) = Z sign (’L) Ai11A552 * * * Ajm -
i Perm.

Falls es also eine Funktion det gibt, die I, II,III erfiillt, so ist sie eindeutig und durch
die Formel im Satz 3 gegeben.

b) Wir haben noch zu zeigen, dass die Formel im Satz 3 det(v,...,,) definiert mit
[, IL, III. Dabei tritt zunéchst die Frage auf, ob sign wohldefiniert ist, d.h. ob man nicht
manche (i1, ...,14,) sowohl mit einer geraden als auch mit einer ungeraden Anzahl von
Vertauschungen in (1,...,n) verwandeln kann.

Es sei ¢ = (i1, ...,4,) und FP(i) =[Anzahl der , falsch liegenden Paare“ in (iy,...,4,)] =
=[Anzahl der j < k, wo i; > ig]. Z.B. ist FP(2,4,1,3) = 3, da 2,1[4,1]4, 3 verkehrt
liegen.

Eine Vertauschung zweier Indizes kann durch eine ungerade Anzahl von Vertauschungen
nebeneinander liegender Indizes erzielt werden:

Zuerst @ = (i1,...,%5-1, %j, %j41, 0k, .-.,0p); Wwenn man i; (k — j)-mal nach oben
tauscht, erhdlt man (i1, ..., 41,11, -+, ik, 4, Ggt1, - - -, Ip); Wenn man ix (k—j—1)-mal
nach unten tauscht, erhélt man ¢ = (i1, ..., %1, %k, Gj11, - -, tk—1, L, Tht1, - - - 5 bp) (.l in

i sind 4; und iy vertauscht). Jedesmal dndert sich FP um +£1 = FP(i) = FP(i) +

ungerade Zahl = (—1)"P® = —(—1)FP0),

Wegen FP(1,...,n) = 0 folgt, dass (—1)"P® = +1, je nachdem man (1,...,n) mit
eraden .

einer { ° Anzahl von Vertauschungen erreicht, d.h. sign (i) = (—1)F"® ist
ungeraden

wohldefiniert und es gilt sign(z) = —sign(s).
Nun sieht man leicht, dass I-III erfiillt sind. 0

D) Berechnung der Determinante
mit dem Gaufl’schen Algorithmus

Ebenso wie in Bsp. 3 lasst sich det A besonders leicht berechnen, wenn A eine Dreiecks-
matrix ist.

obere

Def.: Eine quadratische Matrix A € R™*" heif3t {
untere

} Dreiecksmatrix, wenn

_ unterhalb
m oberhalb

} der Diagonale nur 0 steht.

Satz 4 Fiir eine Dreiecksmatrix A ist det A das Produkt der Diagonalelemente, d.h.

det A = ajra9 - - - apy. Speziell:
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Bsp. 4:

(obere Dreiecksmatrix) = det A =2-0.5-(-3) - (—2) = 6.

> sign (i) i1 - - - g, sind alle Summanden 0 bis

2 11 5 3
0 05 4 1
A= 0O 0 -3 2
0 0 0 -2
Beweis von Satz 4: In det A =
i Perm.
auf den mit 11 =1, 1o, =2,...,1, =n.

O

Mit dem Gaufi’schen Algorithmus kann eine beliebige Matrix in eine obere Dreiecksma-
trix verwandelt werden. Wir verwenden hier folgendes Schema: Die Pivotzeilen werden
durch Vertauschung nach oben gebracht und jedesmal wieder angeschrieben.

Bsp. 5:
3 -1 2 4 ] [—1 1 -1 2
2 0 2 1 — 2 0 2 1 I+21 —~
A=1_1 1 21 o VT 3 1 2 4 | mgsr ©
0 -1 3 0 0 -1 3 0 V401
-1 1 -1 2 -1 1 -1 2
0 2 0 5 — | [0 =1 3 0] =~
0 2 —1 10 ] Vi 0 2 —1 10 mon @
0 -1 3 0 0 2 0 5 IV4211
-1 1 -1 2 -1 1 -1 2
0 -1 3 0 —~ 0 -1 3 0
B
[0 0 5 10] G 0 0 5 10
0 0 6 5 ) Iv-im (0 0 0 -7]

(rg A = Anzahl der Pivotzeilen=4)

Nach dem folgenden Satz dndert jede Zeilenvertauschung VT die Determinante um den
Faktor -1, GauB-Schritte G lassen die Determinante unverdndert. Daher ist

det A=(-1)-(—=1)-(=1)-(=1)-5-(=7) = =35
?\//; N~~~ N d
Satz 5 1) ‘detAT = detA‘

2)a) Zeilenvertauschungen éndern det A um den Faktor -1.
b) GauB-Schritte lassen det A unveréndert.

2. VT det B

Bemerkung: VORSICHT: Wenn Zeilen mit einem Faktor multipliziert werden, so wird
auch det A mit diesem Faktor multipliziert. Wenn wir in Bsp. 5 am Schluss 5IV-6111
machen, so erhalten wir 5det A statt det A.
Beweis von Satz 5: 1) det AT = Y sign (5) (AT);,1--- (A7)0

——— ———

7 Perm.

aij 1 a“’jn
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Das Produkt ayj;, - --a,; &ndert sich nicht, wenn wir es umordnen. Wir ordnen es so
um, dass an 1. Stelle das Element aus der 1. Spalte (d.h. a_,) steht, an 2. Stelle das
Element aus der 2. Spalte (a._,) etc. Nach einer Anzahl ¢ von Vertauschungen erhalten
WIT @yj, *** Gpj, = Q41 ;,,, Wit einer geeigneten Permutation 1.

Dabei ist (—1)¢ = sign (). Z.B. fiir j = (2,4, 1,3) ist

(12024031043 = Q12043431024 = A31A43012024 = 131012043024,

t 9 (.

d.h. ¢ =3 und i = (3, 1,4, 2). Umgekehrt kommen wir mit denselben ¢ Vertauschungen
von @1 - - - @,y zuriick nach ayj, - - - a,;, und daher ist sign (i) = (—1)¢ = sign (j). Das
ergibt

det AT = Z Sign (j) aljl s anjn

2) a) det (2 Spalten von A vertauscht) RO et A,

Wegen det A = det AT gilt dasselbe fiir Zeilen.

(det

N N N o N multilinear)
b) det(’Ul,...,Uj_l,Uj+)\U17Uj+1,...7’0n) =
= det(vy,...,0,) + /\iiet(vl, Uy, ooy Uy, U1, Uty - ooy Un) O

e

=0

E) Die Determinante ist multiplikativ
Def.: Wenn f:R" — R" linear ist und f(Z) = A - 7, so setzt man det f = det A.

Wir wollen det f anschaulich begreifen. Die Spalten von A sind f(é}), ..., f(€,).
Wie zu Beginn von C gesagt, kann man auch im R" einen Volumsbegriff einfiihren,
sodass R™-Vol.(Quader)=Produkt der Seitenldngen.

Lénge: n=1
Es gilt dann R™-Vol.= ¢ Fléche: n=2
iibl. Volumen: n = 3.

(vel.
Dann ist | det f| = |det A| = | det(f(&1),..., f(€n))| 2 Rn-Vol. des von f(@1), ..., f(€,)
aufgespannten Parallelepipeds =
= R"-Vol. von {a:lf(él) +-tx,f(én):0<x; <1,i= 1,...,n}

J@=F@12)
= R"-Vol. von f(R"-Einheitsquader), wobei
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R"-Einheitsquader = {:E =

15

R!-Einheitsquader

Weil f linear ist, gilt dann (Skizze fiir n = 2) :

v

1 X

R2-Einheitsquader

v

X

R3-Einheitsquader

Menge R™ — Vol. R™ — Vol.
Einheitsquader
! 1 | det f|
1
beliebiger Quader
b (by —a1)---
tra)e | (by —aq) - (by — ap) - (by, — ap)
T a (b-a,)? . ‘ det f’
a‘, b x:
allgemeine Menge M
(zerlegbar in (00) viele 1% f(M) V- |det f]
kleine Quader)

Also vergroflert /verkleinert f allgemein das R"-Volumen mit dem Faktor |det f|.

>0
Wenn det f { - O} , so sagt man, dass [ die Orientierung {

tet, dass f(€1),..., f(€n)

,ebenso“

liegen, wie €7, . . .

,umgekehrt*

95

erhilt

. Dies bedeu-
umkehrt

,€n (vgl. AB fiir n = 2, 3).



Ergebnis: ’det f = £R" — Volumsveranderungsfaktor von f ‘

i i o erhéilt
wobei £ steht, wenn f die Orientierung .
umkehrt

Bsp. 6: a) f: R? — R? sei eine Drehung, d.h. A = Cosp — s S0) :
sinp cosgp

f verdandert die Flache nicht und erhélt die Orientierung = det f = 1.

Kontrolle: det A = cosp - cosp — (—sing -sinp) =1

Bild:

Xz,.)‘)z

0 gy M

X, ,y]

b) g : R? — R? sei Streckung in z; mit Faktor 2, Stauchung in z, mit Faktor

3 = g(x1,22) = (2351 ) = (2 0 > <x1> ; die Orientierung bleibt erhalten =

1'2/3 0 1/3 i)
——
B
=—> det g = + Flachenverdanderungsfaktor = 2 - % = % = det B.
Bild:
X4 y2
Fliche F Fliche 2 F
M
! W/@ gti) )
" 113 W
i X 2 v
Flache 1 Flache 2/3
vorher nachher

¢) Es sei h = f o g. Dann erhilt auch h die Orientierung und verkleinert die Fldche
mit dem Faktor %, d.h. deth = det f - det g, bzw. wenn C' = A - B, so ist detC =
detA-detB:1-§: %

e 1l

Kontrolle: ' = [ “°% simg) (20 = 2C9S¢ 13311190 :
siny  cosp 0 1/3 2sinp  zcosp

det C' =2cos¢p - cosp — (—3sing - 2sinp) = 2(cos? p +sin’ ) = 2.
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Bild:
f

o
S
p
A 1d 2[CO85¢ | =
Faktor: |det B Fakzﬁ{éJ StAl sing
A (hier 2/3) | 4 = 1. Spalte von C
1/3 7
. N fteter)=1e,)
& ' Y%
1/3
p! > /:/I > ’ % >
& ge) 2
h=fog

Flachenverdnderungsfaktor: | det A - det B|

Die Verallgemeinerung von Bsp. 6 ist Satz 6. Da Volumen und Orientierung im R™ hier
nur heuristisch eingefithrt wurden, wird Satz 6 direkt bewiesen. Die Vorstellung dazu
sollte aber wie in Bsp. 6 sein.

Satz 6 Fiir A, B € R™*" gilt

det(A-B) =det A-det B

Beweis: Es sei A fest und cﬂe/t(ﬁl, ooy Uy) = det(Ad), ..., At,). Dann erfiillt det die
Bedingungen [, Il in C (siehe Seite 48) sowie III : det(él, ..., é,) = det(Aey, ..., Ae,) =
—— ——

=A (§ 4, Satz 1)
= det A statt III. . -
Nach dem Beweis von Satz 3 ist det durch I, I, III eindeutig bestimmt. Auch

det A - det(dy, . .., @,) erfiillt I IL III = Vi, ..., 7, :
det(Av, ..., Av,) = det A - det (¥, ..., Uy).
Wenn v, . .., 4, die Spalten von B sind, so ist A- B = A- (Uy,...,0,) = (A, ..., Al,)

—_——
B

und wir erhalten den Satz. O
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F) Weitere Eigenschaften der Determinante

Satz 7 Fiir A € R™*" gilt

1) det A # 0 <= A invertierbar <= rg A =n
<= die Zeilen/Spalten von A sind linear unabhéngig <=
<= die Zeilen/Spalten von A sind eine Basis im R"

2) det A = 0 <= A singulir <= rg A < n <
<= die Zeilen/Spalten von A sind linear abhéngig.

2 —1 4
Bsp. 7: In Ubung 25 gilt det(#,, ¥, 03) =det [ 1 2 —2 | =446+4—(24—4—-1) =
3 1 1
=-5+#0 S:t>7 U1, Ua, U3 linear unabhangig,.
) 3 1 9
In Ubung 26 gilt det(w, Wy, ws) =det | 1 2 8 | =64+16—9—(36—-24+1) =
2 -1 1

=0 S§>7 Wy, Wy, W linear abhangig.
Beweis von Satz 7: a) Nach § 4 G ist A invertierbar <= rg A = n <= dim Z(A4) = n.
Die n Zeilen von A spannen Z(A) auf; wenn dim Z(A) = n, so sind sie nach § 3, Satz
4, 3a auch eine Basis von Z(A) und daher linear unabhéngig. Nach § 4, 3b sind sie
dann auch eine Basis von R", d.h. Z(A) = R™. Das bedingt wieder rg A = n. Wegen
rg A = rg AT gilt dasselbe fiir die Spalten.

Satz 6

b) Wenn A invertierbar ist => A- A™! = ] = det A-det(A™) = det] = 1 =
det A # 0.

¢) Wenn A singulér ist % die Spalten #y, ..., 7, von A sind linear abhéngig —>
— — = . — )\2—» )\n—»
— )\11)1+...—|—)\nvn:()mltZ.B. )\17&0:>U1:—)\_02_..._>\_Un:>
1 1
A A
— det A =det(Ty,...,7,) =det| =20 — -+ — 228, T, ..., Ty @
)\1 )\1
A An o .
= _—2 det(UQ,UQ, . ,17"> e — det(vn’U% . 71}”) =0.
/\1 )\1

Bemerkung: Anschaulich lisst sich Satz 7 so begreifen: det A # 0 <= [R"”—Volumen
Parallelepiped Ae, ..., A€,] # 0 <= die Spalten von A spannen R" auf <= rg A = n.

Def.: Fiir A € R™" sei Ay; € R®=D*(=1 dje durch Streichen der i-ten Zeile und j-ten
Spalte von A entstehende Matrix. det(Ayy) heit (i, j)-te Streichungsdeterminante
von A.
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Satz 8 Es sei A € R*"*™,

1) Firi=1,...,n fest gilt
det A = an(—1)" det(Ayy) + apn(—1)"2det(Ayz) + - - - + @z (—1)"" det(Ayy)

2) Fiir j =1,...,n fest gilt
det A = ay;(—1)" det(Ayy) + - -+ + anj(—1)" det(Ay)

B 1
det A

Bemerkungen: 1) Zur ersten Formel sagt man: Entwicklung nach der i-ten Zeile.
Dabei fixiert man die i-te Zeile von A, nimmt der Reihe nach ihre Elemente a;;, 7 =
1,...,n, multipliziert sie mit den entsprechenden Streichungsdeterminanten det(Ayy)
sowie mit (—1)"7 = 41 und addiert. (—1)**7 = +1 wird dabei nach dem Schachbrett-
muster bestimmt:

3) Wenn A invertierbar ist, d.h. det A # 0, so ist (A7)

(=)™ det(Ayy)

+@+
|+
S 4+
I+

denn z.B. fiir i = 2,j = 1 (eingekreist) ist (—1)77 = (=1)?T = (=1)3 = -1/

2) Zur zweiten Formel sagt man Entwicklung nach der j-ten Spalte. Alles ist analog
bei Fixierung der j-ten Spalte. 1)<=2) weil det A = det AT,

3) Die Berechnung von A~! in 3) erfolgt in 4 Schritten:

a) Berechne alle Streichungsdeterminanten det(Ayy).

b) Multipliziere mit (—1)"/ = £1 via Schachbrett.

¢) Bilde die transponierte Matrix (weil links (A71);;).

d) Dividiere durch det A.

Die nach a,b,c entstehende Matrix heifit adjungierte Matrix. Bezeichnung: A%, So-
mit (A*);; = (—=1)"7 det(A;;). A* existiert auch falls det A = 0 und erfiillt immer
A- A = A2 A = (det A) - I, (siche den Beweis).

Bsp. 8:
1 2 3

A=| -2 0 -1 (vgl. § 4 G, Seite 40)
2 6 8
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+ - +
1. Entwicklung z.B. nach der 2. Zeile | S = Schachbrett — + —
+ - +
2 3 1 3 1
det A = (=2)-(-1)- ‘6 8‘ +0-(+1)- '2 8‘ +(-1)-(-1)- ’2
~—~—~ ~ ~——
5
= 2-(16—-18)+0+1-(6—-4)=-2
2. Entwicklung z.B. nach der 3. Spalte:
-2 0 1 2 1
det A = 3-(+1)-‘ 5 6’+(—1)-(—1)-‘2 6’+8-(+1)-' 5
S 5 s
= 3-(—12)+1-2+8-4=-2/
0 -1 -2 -1 -2 0
6 8 2 8 2 6
6
2 3 1 3 1 2
2 3 1 3 1 2
0 —1 -2 -1 -2 0
6 14 —12
b) Schachbrett: 2 2 =2
-2 =5 4
6 2 -2
c¢) Transponieren: A% = 14 2 =5
-12 -2 4
d) Mit Lo ltiplizi ;
it e = 5 multiplizieren:
-3 -1 1
A= =7 =1 5/2 |/  (Vgl. Seite 40)
6 1 -2

Ubung: Was gibt Satz 8, 3) fiir eine 2 x 2-Matrix A = (a b)?

c d
1 d —b
e A-1 .
Ergebnis: A™" = Tot A (—c a)'

Beweis von Satz 8: 1) folgt aus 2) mit det A = det AT.
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2) Uy, ..., U, seien die Spalten von A —

det A = det(ﬁl, PN ,’Un) = det(ﬁl, .. .717}_1,a1j€1 + -+ anjé’n, cee

det
— ) multilinear

y ¥Yn
"
=7
= ay;det(Uy, ..., Uj_1, €1, ..., Up) 4+ -+ ap; det(Vh, ..., Uj_1, €y, ..., Uy)
Dy D,
Dy = det(v) — a11€1, Vs, ..., €1, ..., Uy), weil det(—aqi€Y, ... €1, ...

anderen Spalten —>

) = 0, ebenso bei den

0 0 0 1 0 0
D = det 21 22 a27?-,1 0 CL2,?‘+1 a?n
QAn1 An2 an,jfl 0 an,j+1 QAnn
1171 'U72 YI)};l U_J'j U_}‘n,1
Wenn w1, . .., wW,—1 € R" !, so erfiillt det Wi,y Wyot)
= det ( 9 .. 0 1 ) , 1T und statt III gilt fiir die Standardbasis
w1 Wi 0 wj
ﬁ7~--7ﬁb—1 in R"™ 11
0 0 1 0
1 0:0 :
det(f1, ..., foo1) =det | 0 1 =
0
1
_ > . ~ (1D i1 - >\ 1+
=det( €y ,€5, ...,€,€1,E41,...,€6,) = (—1)7det(éy,...,e,) = (—1)"I

[SINE

Also ist (vgl. den Beweis zu Satz 6)

Dy = det(d,... W)= (=1)" det (u,...

(imRn—1)
21 agj—1 G245+1
_(_1\1+j : :
= (—=1)"7 det
Qn1 Anj—1 Qnj4+1

9 wn—l)

Q2n,

ann

= (—1)1+j det(ij/). Ebenso D; = <—1)i+j det(Ai/i)'

Das liefert 2).
3) Es sei bj; = (—1)"* det(Ayy). Nach 2) gilt

61



(B-A)j; =bjay; + bjaasj + - - - + bjua,; = det A; auBerdem ist fiir ¢ # j
(B-A)ij = bina;+- -+ binan; 2 det A, wobei A in der i-ten Spalte U; statt v; hat (denn
A,-/j = A,‘/j). Dann ist aber

det A = det (v, ..., Ti 1,0, Vir1, - s V1, Ty - -, Tp) = 0.

1
det A

Also folgt B-A=detA-Iund B = AL O

Zum Schluss noch die Cramer’sche Regel (nach G. Cramer, 1704-1752):

Satz 9 Es sei A € R™" #,...,1, die Spalten von A, und det A # 0. (Nach Satz 7
und § 4, Satz 4 ist dann das Gleichungssystem AZ = ¥ fiir alle ¥ € R™ eindeutig losbar.)
Dann gilt:

Die Losung ¥ von AZ = i/ ist gegeben durch

—

~det(h, ..., Uiy, U, Uity - - - 5 Un)

det A ’

x; 1=1,...,n

In Worten: Um x; zu erhalten, wird die i-te Spalte von A durch die rechte Seite i/
ersetzt, die Determinante genommen, und durch det A dividiert.

Bsp. 9:
x1—|—2x2+3x3:1
—23U1 — I3 =
21’1 + 6.T2 + 81‘3 = 3
1 2 3 1
Hieristalso A= | -2 0 —1 |, y= 2], det A= —2 (s. Bsp. 8),
2 6 8 3
1 2 3
2 0 -1
|3 6 8| —6+36—-(32-6) 5
= det A N —2 7
1 1 3
-2 2 -1
]2 3 8] 16-2-18—(12-3-16) 3
T T et —2 Y
1 2 1
-2 0 2
T3 = 2det6A ’ _s- _(212 12):2 (vgl. Seite 41).
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Beweis von Satz 9: Es sei 7 die Losung von AZ = y. Dann ist also

aiy |1+ -+ A1pTn = Y1

an1 x1++annxn:yn

U1

—= 2101 + -+ + 2,0, = ¥ bzw. in TSW 2,7, = ¢

= det(V1, ..., Vi1,Y, Vix1, .-, Up) =
n
=det(0h, ..., Ti_1, 2V}, Uig1, . .., Up) TSW! (eigentlich >)
i=1
det
multilinear — — — — —
= xj\d‘et(vla"'7Uiflavjvvi+17---7vn)l

= 0, wenn ¢ # j, weil dann ¥; 2-mal vorkommt
= det(¢h,...,0,) =det A, wenn i = j

det(vl, e Ui15,Y, Vi1, - - - ,Un)
det A

=z;det A=z, =
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§ 6 Das Skalarprodukt

A) Das Standardskalarprodukt im R"

Wenn ein Objekt auf dem Weg entlang des Vektors @ mit der Kraft ¢ bewegt wird, so
wird die Arbeit
W = [Kraftkomponente in Wegrichtung] - Weglénge = k - ||u]| geleistet, wobei ||| =

[Lénge von W] und k = Projektion von ¢ auf @ = ,Koordinate von ¢ in w-Richtung®.
(VORSICHT: Der Koordinatenbegriff in § 3 ist etwas anderes)
Bilder: v
v
Ursprung
! e . N .
U'\ ]I k(>0, k%@ w k(<0, kNI-I) w
h
llwll "
[l

Wir schreiben (¥, W) fiir diese Arbeit W. Somit gilt (7, w) = k - ||0]].

Grundeigenschaften von ()
(I) (,) ist linear in ¥, d.h.
(a) (04 0",w) = (0,w) + (0", &)
(b) (A, @) = (7, @)

(IT) (,) ist symmetrisch, d.h. (v, @) = (@, v)

0 it
(III) (,) ist normiert, d.h. (€}, €;) = { . Z# ‘]} = 0;j
D=

Letztlich konnen wir I, IT,IIT im R™ nicht beweisen, es sind Axiome. Wir wollen nur
iiberlegen, dass sie in unserem Anschauungsraum plausibel sind:

I:

<l

. = (k+ &) - ||l = k[l + K'|[]| =

= (0, @) + (', )

sl
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1I:

O
44 und sind éhnlich

(d.h. haben dieselben Winkel)

k Ankathete . ‘

— = =cosa =
|| 7] Hypotenuse

Ankathete | . k

~ Hypotenuse H AA |||
— (U, W) = k||| = k|0]| = (&, 7) (Ahnlich geht der Nachweis fiir k& < 0; Ubung!)
1T bedeutet, dass die Achsen senkrecht gewéhlt werden und dass Kraft- und Langenmaf3
entsprechend den Koordinaten gewihlt sind.

Bemerkung: Aus I, II folgt, dass (¥, @) auch in o linear ist (vgl. § 5). Man nennt ()
bilinear.

Satz 1 Es gibt genau eine Funktion (,) mit I, II, III und zwar ist
(U, ) = vywy + vowy + + -+ + vywy,
Def.: (v,) heiit Standardskalarprodukt im R".

Andere Schreibweisen: v - o, (v, ), (v]w), (vU]|w).
Andere Namen: Inneres Produkt, Skalarprodukt, euklidisches Produkt.

Beweis von Satz 1: Offenbar erfiillt (¢, @) = vjwy + - - - + vw, I bis I1I. Umgekehrt,
U1
T= | =viéi4 40,80 = 08 (TSW), 1 = w;é; = (¥, 5) = { 0,6, S w;é}) 2
( J
Un

(linear

=Y o, Y wg) = v Y w; (8,8) = Y viw; = viwy + -+ + vy,
7 7 ) 7 ~—" )

07
5= T O
l:i=

v~
=w;

Bemerkungen: 1) In Matrixschreibweise ist (0, @) = vyw; + - - - + vw, =

wy
:(vl,.l..,vn)- ] = vlTxlu_f, (v, W) = 0T -@|; in TSW ist (v, 0) = vyw;.
xXn d.h. Zahl
Wn,
nx1

2) Die Begriffe von Lange und Winkel ergeben sich aus (, ), denn fiir @ = ¥ ist k = |||,
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k
d.h. (7,7) = ||7)|? und ||7]| = \/(7, ¥). Weiters ist cos(L(7,w)) = (v, )

Speziell ist L0 <= L(V, W) = g <= (U, W) = 0 (Beachte: cos § = 0)

k
a = L(U,W), cosa = —
Q ) ]

Def.: ¥, € R". In 2) seien ¥ # 0, @ # 0.
1) ||7]] = \/(¥,7) = \/v}+ -+ + 02 heifit Linge (Norm, Betrag) von .

<l

2) L(¥,w) = arccos (M> heifit Winkel zwischen /, 0.

15]] - [l
3) v, heiflen senkrecht (orthogonal) (in Zeichen v 1) <= (U, w) =0
( LU, W) =FVi=0Vw=0).
4) ¥ heifit Einheitsvektor < ||7]| = 1.

5) d(A, B) = | AB|| heift Abstand der Punkte A, B.
(v @)
ol - Tl ©
sinnvoll ist, zeigen wir in D) allgemeiner.

|| gl
Beachte, dass [|[A0]| = |A] - ||7]], denn ||AT]| = /(Av1)2 + -+ + (Av,)2 =

= /A (Wi ) = VA2 \/v%+ 02,

n
Hl)l)\‘

Bemerkungen: Dass

Wenn 7 # 0, so ist 7 = der Einheitsvektor in Richtung o, denn [|7]] = 1.

) ER' = [|7]] = VIF+4+9+16 = /30, ||| =
@) @)
[|97]] - |||
< ~15 ) ( ~15 ) < 1 3T _ oo
= aIrCCos| ——— = alCCoOS| ——————— = aIrCCos| ——— = =
V30115 V21515 V2 4
66

=vV1+1+449=15, (¥,0) =142—-6—12 = —15, L(V, W) = arccos<

IR GRE

€ [-1,1] fiir 7 # 0, @ # 0 und damit arccos (- -

)

):



Satz 2 (Pythagoras) v1w = ||v+ @||* = ||7]|* + |||

Bild:
5 R Beweis: |7+ |2 = (7 + @, T + @) =
w lin. in
"o = (U, 0+ @) + (&, T+ w) ~ ="
" = (U,0) + (¥, @) + (@, ¥) + (0, @)
—— N N N —
17112 0 0 (|12
(weil ¥_Lw) L]

B) Hyperebenen

Def.: FEine Hyperebene im R" ist die Losungsmenge einer linearen Gleichung, d.h.
von a,xq + - - - + a,x, = b, wobei nicht alle a; = 0.

3]
Bemerkungen: 1) Wenn wir @ = | : | setzen, so ist die Hyperebene durch (@, z) = b
G,
gegeben, @ # 0.
2)
Punkt: n=1
T

(n —1)-dim. AR: allgemein

Letzteres gilt nach § 3, denn wir haben eine Pivotzeile — dim Ly, = n — 1 und
H = Ly, = (n — 1)-dim. AR.

Satz 3 H : (@, %) =b, @ # 0, sei eine Hyperebene im R™. Dann gilt:
1) @ steht senkrecht auf H,

2) Ein Punkt @ mit Ortsvektor ¢ = U Q hat Abstand

w@—b

Def.: Wenn die Hyperebene in der Form = 0 geschrieben wird, so heift sie

in Hesse’scher Normalform (HNF). @ heifit Wegen 1) ein Normalvektor von H.

) ei
1

Bsp. 2: H =¢:x1+215+ 323 =10. Hierist a = [ 2], ||d|| = vV1+4+9 = V14,
3

. ZE1+2ZE2+3ZE3—1O

V14

HNF von € = 0.
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1

(1/1/1), 5= (1
1

1-10] | —4|

VAT

Es sei Q = = [Abstand von Q zu €] =

142143

V14

Beweis von Satz 3

~ 1.07

1) dLH bedeutet, dass (a,u) = 0 fiir
Vektoren @ || H; wenn 4 || H, so ist

U =Ty — 71, ¥ € H (d.h. Z; sind Orts- ///7>\?
vektoren zu Punkten in H, vgl. Seite 3, /%:i/,___,,,
unten) = (d,u) = (d, Ty — T1) = U BN X
<6,f2>—<6,fl>:b—b:0 \\\ U
b b AN
XN
H

2) Den @) am néchsten liegenden Punkt
P (den FuBBpunkt) erreichen wir, in-

dem wir von () senkrecht auf H gehen, 1 x;
d.h. nach 1) gilt P = Q—/\a A e R |
Weil P € e, erfiillt UP = UQ — A = | P ML
y — Ad die Gleichung (@, 7 — \d) = b | ‘i'
= (@,7) — A\ {@,@) = b= |d|* = "
—— ¥ L
[k 2 S~

- _ b \\

:<6,gj>—b:>>\:%:> =
F 2

— [Abstand von Q zu H] = |PQ| = -
Gl = [A]-llall = g

[lall

(P ist tatséichlich der ndchste Punkt zu @ in H, denn P, € H —

PP+ POl = JIRPIE+IPOI2 > PO
| P QI = IRLIE+IPQI = |PQIl.)
(J_}?’) Hd’ Satz 2 ZO

nach 1

Bsp. 3: Gegeben ist eine Hyperebene H : (a,

a) pry = senkrechte Projektion auf H,

b) sy = Spiegelung an H.
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|[HNF von y] =

1PQI =

Z) = 0 durch 0 (d.h. ein (n — 1)-dim.
Unterraum von R"). Gesucht sind folgende lineare Abbildungen R™ — R" :



Bild z.B. im R? :

S[](f) -
v
BN
QW‘
1
? >
% %
1
kX
H. a
Nach A) ist (Z,d) = k - ||@|| (hier ist Z statt v und @ statt @) = k = <ﬁ’_,ﬁ>,
a
L L .. Aa,® a (a7
v|d = vV=kiy=~5+" —= === .0, =
fal Tal = Jar, e
\v-/ eKtor
Zahl
> pry#) = P = i (@) = 1 E o @A
pry(@)=2—-0=_7¢ ———-(d,0)=1-F——==_d -d o=
S R R T
aT-@ ‘ ,
nxn
1 1
= (I— Tk -EL’-EL’T)f, d.h. pry hat die Matrix I — T ca-ar.
a a

VORSICHT: Unterscheide ||d@||> = @” - @ = Zahl und @ - @* = n x n-Matrix.

a-al.

Ebenso gilt sy (7) =2 — 20 = --- = sy hat die Matrix I — T
a

C) Das duflere Produkt

€1 T = M\ T+ \t0 sei eine Ebene durch 0 im R3 (d.h. € ist ein 2-dimensionaler Unterraum
von R?). Was ist eine Gleichung von € (vgl. § 1)?

X3

=l
=v

Xz

<l
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§5 Satz 7

Losung mit det : 7 € e <= ¥, w, ¥ sind linear abhéngig det(0, W, 7) = 0 <—

V1 W1 I1| (Entwickeln nach

3. Spalte) Uy 9 Schachbrett! v W v W,
< 0= |vg Wy Z9 = Ty — To +z =
V3 W3 V3 wWs V2 Ws
U3 W3 T3
VW3 — VW2
= V3W; — V1 W3 ,f ,d.h.EZ <17>< 117,1_">:0
V1Wa — V2Wq
NS
z7><u7
Also (vgl. B) is ein Normalenvektor von € und L ¥,

Def.: Fiir v,w € R? ist v'’x der eindeutig bestimmte Vektor, fiir den Vi : det (¥, 0, ) =
(U x W, &) gilt. U x o heifft dulleres Produkt (Vektorprodukt) von ¢/, .

VW3 — V3W2
Die obige Rechnung liefert v x @ = | vsw; — viws
V1W2 — VaWq

a
Merkschema dazu: ¥ x W= | b | mit
c
tr— U1 wq
V2 W \
a = \ s b = 5 R C = v w s
s Ws bg—t3

(hier sind X verkehrt wegen
des Schachbrettminus)

Bsp. 4: Bestimme eine Gleichung der Ebene
3 1 1

e:7= (2] + 2] +X|5]; € geht zwar nicht durch 0 (wie zu Beginn), aber

1 3 7
™ [
1 1 -1 5
nach dem Obigen ist 7y x /i, = | 2| x | 5] = | —4 | ein Normalvektor ¥>
3 7 3
== €: —x1 —4x9 + 313 = ] pEe=— -3—-84+3=b=b=-8=

—¢€: —x; —4x9 + 313 = —8 oder €: x1 +4x9 — 3x3 = 8 oder

Ay — _
HNFvone:x1+ T2 — 3%s 8':O.

V26
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Satz 4 (Eigenschaften von v x @) Es gilt:
(a) U x W LU, L U x @ =— xU; ¥ % bilinear
(b) @, linear abhingig (d.h. parallel) = & x @ = 0

(c) ¥, linear unabhiingig = v, W, ¥ x w positiv orientierte Basis von R3
)

(d) | x @ = ||7|| - ||| - sin £(¥, W) = [Fliche des von ¥, w aufgespannten Parallelo-

gramms]

VORSICHT: Unterscheide:

Flache W = ‘(}'et(f); w”_.
|0 x | : 7,

Beweis: a) (U x @, ¢ ) = det(0,w, ) =0 = ¥ x & L ¥; ebenso fiir w; (¥ x @, %) =

= det (v, w, T) = — det(W, ¥, ) = (—u x U, T).

(b) W =\ = V&' : (U x @, ¥) = det(V, \U, Z) = 0 = VT : axy + bxg + cx3 =0 =
a
b
c

— a,bc=0= x @ =0.

(c/d) U, linear unabhiingig = 34 mit v, W, @ Basis von R? (nimm irgendein @ aufier-

halb der von 7, & aufgespannten Ebene) = (¢ x o, @) = det(v, W, u) # 0=
(§ 5, Satz 7)

— Ox T AT = 0<||Fx T = (7 x @, 7 x @) = det(7, @, 7 x ) = 7,4, 7 x @
———

. statt &
positiv orientierte Basis.

Weiters ist 7 x @ L ¢, nach (a) = ||/ x w||*> = det(¥, W, ¥ x @) = Volumen Parallel-

w)
epiped = [Fliache Parallelogramm o, @] - |7 x | (Mﬁ) — ||U x @|| =

= [Fliche Parallelogramm o, o] = ||v|| ||@|| sin £ (¥, &)

Fliche = h - |||,
T 0J
£ h = ||7]| - sin «

Def.: Fiir a, k € R3 heifit 17 = @ x k Moment der Kraft k zum Kraftarm a.

<l
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Bemerkung: d ist dabei als Ortsvektor vorzustellen, an dessen Spitze k als freier Vektor
angreift.
VORSICHT: @, k, m bilden eine positiv orientierte Basis (fiir @ }f k). Je nachdem €7, &, €3

Rechts- : : S P o Rechts-
als { Links. } system gezeichnet werden, bilden a, k, m ein { Links. } system. Z.B.
X3
(i)
m=[0
* X
70' 2

m entspricht also physikalisch einem Vektor, der je nach gewé&hlter physikalischer Ori-
entierung seine Richtung um den Faktor +1 &ndert, ein Pseudovektor bzw. axialer
Vektor.

Am besten stellt man sich m als ein Paar von

zwel entgegengesetzten raumlichen Vektoren m im Rechtssystem
vor, die bei den zwei moglichen Orientierun-
gen auftreten. m im Linkssystem
Bsp. 5:

| ﬁs Schachtdeckel

B
E ¢ In E = [Mittelpunkt des Schachtdeckels] greift
ulE D das Gewicht G an.
X /¢ X Gesucht: ||kg|| = GroBle der Kraft in der Stange

. . a(cosar — 1)
Losung: A = (a/b/0), B = (acosa/0/asina), ks = AAB = A —b )

a sin o
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0

—

Ez(%cosa/g/%sina), kg = 0
-G
. Ccos o a(cosar — 1)
ms = [Moment von ES] —UBxkg=a 0 X A —b =
sin o asin
bsin « .
=a\ asina((}@éa —-1)— %10/@6804 , 1M = [Moment von k¢] = UE x kg =
—bcos a
1 [acosa 0 1 —bG
= — b X 0 | == | aGcosa | ; die Scharniere C, D iibertragen keine Mo-
a sin -G 0

G
mente in zo-Richtung = (mg)s + (Mg)e = 0 = —a®Asina + % cosa=0= \=

G cosa - - G cos o
= ||ks|| = [M[[AB]| =

2 2 2 . 2
, a“(cosa — 1) +b% + a“sin“ o, =
2a sin o \(—,_)/ ——

a? cos a, —2a? cos a+-a?
——

‘ =a

2a s1in

2

Gcota

V/2a2(1 — cos @) + b2.

Z.B. a=b, G=10[kp], & = 20° = ||ks|| ~ 14.54 [kp].

Schlussbemerkung: Im R” braucht man n — 1 Vektoren, um das duflere Produkt zu

bilden: det(Ul, ce ,ﬁn_l,f) = <771 X X 17”_1,.%) fir 171,5 € R™

Z.B. im R? ist det((a) _') =ary — bry = <(;b),f> = X (‘;) = (*b),
00 -1

a

0
im R* z.B.: det (gi 4 x) =2-4-(—1) -24-sign(2,3,1,4) = —8xy = 0 ),7) =
N— ——— _
00 0 ™ 8
0 0 -1 0
. 2 " 3 " 171 [ O
0 4 -1 |0
0 0 0 -8
Beachte: ¥ x o hat im R" keinen Sinn fiir n # 3.
[Fléche Parallelogramm o, @] = ||9]| - ||| - sin £(v, W) =
——
v/ 1—cos?
= \/HUH ]2 — [[9]|2 | ]|? cos? (£ (¥, ) = /[[0]|2[[w]|* — (¥, @})* kann im R" zur Flachen-

berechnung verwendet werden.
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D) Euklidische Vektorriume

Wir betrachten nun einen reellen Vektorraum V' mit einem inneren Produkt (¢, ). I, 11
in A bleiben sinnvoll, III muss ersetzt werden, da in einem beliebigen Vektorraum keine
Standardbasis gegeben ist. Es soll wieder ||U]| = 1/ (¢, ¥) sein und daher muss (v, 7) > 0.
AuBerdem soll auBer 0 kein Vektor Linge 0 haben. Das fiihrt zu

Def.: V sei ein Vektorraum mit einer Funktion (), die I, II in A) erfiillt sowie
(IV) (,) ist positiv definit, d.h. V&' # 0 : (¢, %) > 0. Dann nennt man (,) ein Skalar-
produkt auf V und V' mit (,) euklidischen Vektorraum.

Bemerkungen: 1) Wegen I ist immer (0,@) = (0-0,%) = 0- (0,%) = 0 und ebenso
(0,0) = 0.
2) V =R" mit (,) ist ein euklidischer Vektorraum.

3) In V werden wieder die Definition von |||, £, L, d, Einheitsvektor wie in Seite 66

(0, @)

gemacht. Dass die Definition fiir £ sinnvoll ist, d.h. — < 1 (sonst ist arccos

= Tl Tl
nicht sinnvoll), zeigt

Satz 5 In einem euklidischen Vektorraum gelten Vv, @ € V' :
1. |(7,@)| < ||7]| - ||@]| (Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung, CSU)

2. |0+ d|| < ||7|| + ||| (Dreiecksungleichung, AU)

(Bild zu 2.: 2 5 » d.h. im R? anschaulich klar)

Beweis: 1) a) Wenn ¢ = 0 oder @ = 0, so ist (¢, @) = 0 und die Cauchy-Schwarz’sche
Ungleichung ist daher erfiillt.

b) Es sei nun @ # 0 und @ # 0. Wir setzen & = ﬁ @l und berechnen ||Z||? :
U
0l WU w v w (TR
1201 = {2, 2) = (= — 7= 7= — ) = i ) <4> —) + 5= =)
T o | | | o I [ o g o A
2(0, w)
17 - Nl B
Die letzte Gleichung gilt, da ﬁ und Hw—H Einheitsvektoren sind.
w
2 — =
Wegen 0 < ] folgt dann 0 < 2— —c0> &) (v, ) — (5,@) < ||7]|- |||

1] - [ GRGE
Wenn wir in der letzten Ungleichung ' durch —#' ersetzen, folgt auch — (@, ) < ||¥/]| -||]||
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und damit die Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung.

2) hrd - —| — = —
|7+ ] 1917 + 2(, ) + ||

(weil allgemein < [z]) < ||5]|* + 2|(T, @) | + [|]|?
n o I B . 2
< 9P+ 2090 1]l + lwl® = (1] + la])”. O
Die Standardbasis €7, . .., €, wird verallgemeinert zum folgenden Begriff:

Def.: V sei ein euklidischer Vektorraum. Eine Basis ﬁ, ceey ﬁ von V heiit Orthonor-
malbasis von V (ONB) <= alle f; haben Lénge 1 und stehen paarweise aufeinander
senkrecht, d.h. (f;, f;) = d;;

iy .
Bsp. 6: fl (Z), ;:é(;) ist eine ONB }f /
in R?, denn ||f1||—%|(i)||: 25 =1,
ebenso Hng—lund (f f): ;
25<(4)7(3)>_ (335 2 =0. 1 .
1

Satz 6 Wenn f:, cee fn eine C ONB in V ist und ¢ € V, so hat v die Koordinaten
/\z:<177fi>>d~h-77_< fl) fl o < fn>fn—< fz>fz (TSW)
\v-’\/

Zahl Vektor
Bemerkung: Fiir die Koordinaten A; von U bzgl. der ONB fi, cee f;l gilt also
X = (0, f;) = ||Y] - HfZH cos £(7, f;) = [orthogonale Projektion von @ auf die ,\;-

>
Achse®], wobei »A-Achse® = Gerade durch fi (in Richtung f; orientiert). Fiir ||7] = 1
ist \; = cos £(v fl) und man nennt die A\; dann Richtungskosinusse.
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A, -Achse
v

Bsp. 6: (Fortsetzung)
7.B. U (2) — /\1 = <U, f1> =
( =

2
5

Beweis von Satz 6: Da ﬁ, . ,f_,; eine Basis ist, i\, ..., J A\, : U = A1ﬁ+- . -—l—/\nf_,;.
Dann gilt

(@ £ = (WAt +Anmﬂ: o
= A1 <f17fz> +A2 <f27fz> + An <fn7fz>:)\z
. . N——
f1>"'7fn ONB = 512' 621 Oni
(sind alle 0 aufler bei \;, dort 1) O

Bsp. 7: Bisher wurde nur R" als euklidischer Vektorraum betrachtet. Nun sei fiir a < b
C([a,b]) = { [ : [a,b] — R stetig}.

Dies ist ein Vektorraum, da wir Funktionen addieren und mit Zahlen (\) multiplizieren
konnen und da f, g stetig :> f + g, )\f stetig.

Wir setzen (f,g) = —ff

Begriindung: Wenn wir den Graph der Funktion f z.B. am Computer zeichnen, so wird
f durch eine Wertetabelle ersetzt:

T Ha:a—l—()-h‘ a+h \ a+ 2h \ ‘a—i—(n—l)h:b
| @ [sern|rerm] 1 )
h—
wobei h = ] (Z B. fiir a = 0, b = 1 berechnen wir bei n = 10 die Werte von f an
.
den 10 Stellen 0,¢,2,3,...,8.1)
f(a)
. fla+h) )
Statt f betrachten wir den Vektor f,) = . € R", der fiir grofles n den Verlauf
f(0)
a+(n[1)h
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von f sehr genau beschreibt.

n—1
Dann ist (fp), gp)) = > fla+ih)g(a+ih). Fir n — oo geht das — oo, wir betrachten
i=0

daher anstelle der Summe den Mittelwert £ (fi,, gpj). Fiir n — oo erhalten wir

1 (weil h=t=2) 1 n—102t
. = . . . .
i = {fiu), gia) p g i =) k- fla+ih)g(a+ih)
\V/\ZZO J
l '
1

b
Riemannsumme — [ f(z)g(z) dz
a

- [t s

2w 2m
1 1 Skizze
ZB.seia =0, b =2m, [ =sin = ||f||* = Q—/f(x)2dx = Q—/Sin2$d$ £
T s
0 0
2 2w
11/'2d+/ >ode) = L dh [If] = = in C ([0, 2n])
—= sin® z dx cos’zdr | = =, d.h. =—in ).
o1 2 2 NG ’
0 0 )
27 -
J 1da=2m
0
1l co§’2_\x sin® x
0 T . 21

gleiche Flachen

CSU (quadriert): ( /b f(2)g(@) da:)2 < /b fla)?dz - /b g(z)? de

AU: \/ J(7() + o) e < \/ [ @ de+ \/ f ol e

a a a
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§ 7 Eigenwerte, Eigenvektoren und Basiswechsel

A) Der Spannungstensor

Wir betrachten ein ruhendes, elastisches Material, das in verzerrtem Zustand ist. Zunéchst
nehmen wir an, dass die Spannungsverhéltnisse in jedem Punkt gleich sind (,, Homoge-
nitat*). Der Spannungszustand wird durch die Spannungsabbildung f beschrieben:
Es sei f(0) = 0 und

fiir einen Vektor @ # 0 sei f(a@) die Kraft, die an einem Flichenstiick
1 zu @ und mit Fliche ||@|| von dem in Richtung a gelegenen Teil
des Materials auf den in Richtung —a gelegenen Teil ausgeiibt wird.

Experimentell wird @ mit ||@|| = 1 genommen, senkrecht auf @ aufgeschnitten, der in
Richtung a@ gelegene Materialteil entfernt, und die ,Ersatzspannung® f(@) entlang der
Ebene € : (@,Z) = 0 so angebracht, dass der in Richtung —a gelegene Teil wieder im
urspriinglichen Zustand ist.

s

Teil des / i Sy
LSS a, |lal|=1
“Materials

7

Ersatzspannung f{g) =
% =Kraft pro Fldcheneinheit

Wenn V' der 3-dimensionale Vektorraum aller moglichen in einem festen Punkt U an-
greifenden Kraftvektoren ist (siehe § 1), und die Lédngen- und Krafteinheiten fixiert sind,
so ist also f : V — V. Da wir in V' Léngen- und Winkelmessungen durchfiihren, be-
trachten wir V' als euklidischen Vektorraum.
Fir d € V mit ||@|| = 1, d.h. @ = dy, zerlegen wir £ = f(@) in einen Teil ||@ und einen Teil
L a: f(@) =o0-d+0mito=(a f(a@)) und 7 L @ (Kontrolle: (@, 7) = (@, f(d) — od) =
(@, f(@)) — o (d,d) = 0; vgl. auch Seite 69).
g

Bild: =)

v
a>0:"Zug"
0< 7= Schubspannung 0 <0: "Druck"
/// a R

%(_/ o =Normalspannung €/R

1
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Def.: Fiir @ mit ||d|| = 1 heifit 0 = <c?, f(d)> Normalspannung und
7 =||f(@) — od|| = ||¥|| Schubspannung bzgl. a.

Satz 1 Die Spannungsabbildung ist linear.

Bemerkung: Lineare Abbildungen sind Spezialfille von Tensoren und man nennt f
daher auch Spannungstensor. (Tatsdchlich kommt das Wort ,, Tensor® von diesem
Spezialfall, tendere (lat.) = spannen.)

Beweis von Satz 1: a) Fiir A > 0 ist f(Ad) = A+ f(d), da an der A-fachen Fliche die
A-fache Ersatzkraft angebracht werden muss.

b) f(—d) = —f(d) nach Newton: actio = reactio.

¢) Es bleibt noch f(@+b) = f(@) + f(b) zu zeigen. Es sei @ = @+ b. Wenn wir senkrecht
auf a, I;, ¢ ein Prisma der Hohe 1 aus dem Material schneiden, entsteht das folgende Bild:

J-¢c)

fla) f(l?)

Die 2 schraffierten Dreiecke sind kongruent und gegeneinander um 90° gedreht. Am

gezeichneten Prisma greifen dann die Kréfte f(a), f(b) und f(—¢) L F(@+b) an sowie
2 Kréfte am oberen und unteren ,,Deckel (punktiert bzw. schraffiert), die sich nach b)

-

aufheben. Da das Prisma in Ruhe ist, folgt f(a@) + f(b) = f(@+b). O

Analog zu § 4, Satz 1, Seite 30, gilt (mit demselben Beweis)

Satz 2 V,W seien Vektorrdume, f :V — W, é},...,¢é, Basis von V, f{, ey fm Basis
von W. (Speziell dimV = n,dim W = m).

Dann ist f genau dann linear, wenn 3A € R™ "™ mit f(z1€) + -+ x,6,) = yifit+
ymfm, y = AZ. Die j-te Spalte von A enthélt die Koordinaten von f(€;) bzgl. fl, o ,fm.

Def.: In der Situation von Satz 2 heifit A die Matrix von f bzgl. €,..., €, und ﬁ, e ,fm.

—

Wenn V =W und f; = &,..., f,, = &, heit A Matrix von f bzgl. &1, ...,¢é,.
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Bemerkung: Durch die Basen erhilt man bijektive lineare Abbildungen (,,Isomorphis-
men*)

o
V—R":€x; =z +- -+, —T=| : | und

Tp
W—=—R™: f;yj — 1/, die also jedem Vektor seine Koordinaten zuordnen.
Damit entspricht f der linearen Abbildung

Rn—>Rmf’—>é;:L'll—) e_;xl:_'|_>_"
f f( ) Tiy; Yy

ev ew

mit Matrix A (bzgl. der Standardbasen). Die j-te Spalte von A enthilt die Koordinaten
von f(€;) bzgl. fiveeoy fon, dohi. f(e;) = ﬁaij. Manchmal nennt man a;; die Koordinaten
von f bzgl. €1,...,¢€, und ﬁ,...,fm.
Schreibweise: f : V — V sei der Spannungstensor. Wenn in V' eine ONB ¢, €3, €3
gewihlt ist, so heifit die Matrix S von f bzgl. €], €5, €3 Spannungsmatrix. Man schreibt
011 012 013
S =091 09 09| .[Oft werden auch xq,xs, 23 mit z,y, z bezeichnet und wird dann
031 032 033
Oz Taxy Tzz
geschrieben S = | 7, 0y Ty | ]
Tze Tzy Oz

Die erste Spalte | 091 | von S enthélt die Koordinaten von f(é;), d.h. f(é1) = o161 +
031
02162 + 03165 = €;0;1 und ebenso f(€;) = €0;;. Daher ist 01; = Normalspannung und

|o2162 + o31€3]| = /03, + 03, = Schubspannung bzgl. é).

X3
-~
. e={xx=0}
f(ej)
X
~ ) — 2
Ty1e,+ 035 €3 €
-~
Gr1¢
X

Es zeigt sich, dass die Spannungsmatrix S symmetrisch ist. Zur Vorbereitung dient
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Satz 3 V sei ein euklidischer Vektorraum, €}, ..., ¢é, eine ONB, f:V — V linear, A
die Matrix von f bzgl. é€1,...,é,. Dann sind dquivalent:

1) A symmetrisch, d.h. A = AT;
2) V&, @ € V : (f(0),d) = (7, f());
3) Vi L i : (f(9),w) = (5, f(i)).
Def.: Wenn 1),2),3) gelten, heifit f symmetrisch (oder selbstadjungiert).

Beweis: 1) = 2): ¥ = €jv; = f(V) = f(€;)v; = €a;v;, W = epwy,
f(W) = Gapwy, = <f 0), W) = (€, €k) Qi VW = ApjV;Wk;
——

Oik
<17, f(w» = <5j7 a’) VAW = VA Wk T A VW = <f(77)>"a7>-
5 (A=AT)

2) = 3) ist klar
3) = 1): f(&) = €iay; = (f(&)), k) = (€1, k) aij = ar;
—_—

|| (nach 3) ik
= 0;jQik = Qji, = Qg; = Qjp, = A = AT, O
Bemerkung: Fiir V. =R" €],...,¢&, = Standardbasis, ist 1) = 2) in Matrixnotation
einfacher:
N P NT = =T AT = =T - ~ ol
(f(0),w) = (AV, @) = (AD)T - & =¥ é/w =7 (Aw) = (0, f(0)).

Satz 4 Der Spannungstensor ist symmetrisch.

Beweis: Wir wihlen als Ursprung U den Mittelpunkt der hinteren senkrechten Fléache
im Bild in Seite 79. f(—¢) ist eigentlich die Resultierende einer Flidchenlast an dieser

Fliche. Bzgl. U hat sie Moment 0. Ebenso geben f (@) und f (5) bzgl. U das Moment

-

7= x f(@) -+ x f(b)

f-c)
~ Querschnitt des Prismas
fla) in halber Hohe

f(b)
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An den 2 Deckeln des Prismas greifen entgegengesetzt gleiche Kréfte an, die man sich
in den Mittelpunkten der Deckel konzentriert vorstellen kann:

Das entstehende Moment ist
unabhiingig von der Wahl von U e |lzu v xw
und L zu ¥ X 0.

Weil das Gesamtmoment aller auf das Prisma wirkenden Kréfte verschwinden muss,
folgt (& siehe oben):

0 = (U x

= _<{;’

(baz—zab, Ub.66)

a(w, f(@)) — £(@)]7]7, *>—<w<ﬁ,f(5)>—f(*)<a,w>,w>:
= 917 f(@), @) — [|0]]*(. f

Z
Es gilt ||@|| = 2||&], ||b]] = 2||7||; fir ¥ L @ ist auBerdem @ || @ und b || @ =
a = 2| - ﬁ und b = 2||7]) - iﬁ und wegen (v, w) = 0 folgt dann Z = 0, d.h.
U |||
5 2”117” 5 5 ’17 Satz33)
joe(r(3el) ) = nare (o () ) — ¢, @) = (o) 22
—> f ist symmetrisch. 0

Schlussbemerkung: 1. a. ist der Spannungszustand von Punkt zu Punkt verschieden.

1
f und S héngen also vom Punkt P ab. Dabei wird fp(@) definiert als li{% — - [Ersatzkraft
e\0 €

an einem Flichenstiick L @, durch P, und von der Grofe e||dl|].
Die Sétze 1,4 bleiben weiterhin giiltig, wobei im Beweis das Prisma mit dem Faktor e

verkleinert wird und li{% — > Kriifte bzw. Momente betrachtet wird.
€ €

Bsp. 1: Fiir den Spannungszustand im Punkt P sei bekannt

a) 0, =0, Tpy = —2, 0y, = 3;
1
b) In Richtung | 1 | herrscht reine Normalspannung o = —1, d.h. Druck der Grofe
1
1z
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Bestimme die Spannungsmatrix S

Losung: Nach a) ist 017 = 0, 013 = —2, 099 = 3, und weil S symmetrisch ist (Satz 4),
folgt
0 -2 «
S=| -2 3 p
a [
Nach b) ist f(d) = —a firda=— [ 1|, vgl. Seite 78.
V34
1 1 —24«a —1
Daheristauch S- |1 ]| =—|1]| = | 24+3+03 | =|-1| =
1 1 a+ B+ 1
0 -2 1
—a=1,0=-2=~v=0,5=| -2 3 -2
1 -2 0

B) Eigenwerte und Eigenvektoren

Wir wollen die Vektoren @ bestimmen, bzgl. derer die Schubspannung 0 ist, d.h. ,reine
Normalspannung* herrscht. Dann muss f(@) = od sein. Man nennt @ dann Eigenvektor
von f und die Normalspannung ¢ Eigenwert von f.

Def.: V sei ein Vektorraum, f : V' — V sei linear. A € R heifit Eigenwert (kurz
EW) von f <= 30 # d € V mit f(d) = Ad. Alle Vektoren @ € V' mit f(@) = A@ heiflen
dann Eigenvektoren (kurz EVen) von f zum EW A.

Bemerkungen: 1) Wenn f : R — R” mit f(Z) = AZ, so nennt man \ bzw. Z auch

EW bzw. EV von A. Damit gilt: ||| AX = AX ||| baw. (A —A)Z =0

2) Wenn 6,5 EVen zum selben ) sind, so sind auch a + b und @ EVen zu A, da
F(@+ D) = f(@) + f(b) = A\d+ \b =A@+ b) und f(cd@) = ¢f (@) = cAd = A - cd@. Die
Menge aller EVen zu einem festen A bildet also einen Unterraum W), von V, den man
Eigenraum von A\ nennt.

Speziell gilt, dass EVen niemals eindeutig sind, sondern zu jedem EW A mindestens eine
Gerade davon existiert. Man hiite sich daher zu sagen ,,% ist der EV zu A = soundso“.

Satz 5 V Vektorraum, f : V. — V linear, €1, ..., €, Basis von V, A Matrix von f bzgl.
€,..., 6, (d.h. f(ex;) = €;y; mit ¥ = AZ). Dann gilt:

1) A EW von f <= det(A — \I) = 0; )
2) wenn A ein EW von f ist, so ist @ = €;z; EV von f zu A <= (A—\I)

I
ol

Tn
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0 -2 1

Bsp. 2: Essei S=| -2 3 —2 | wiein Bsp. 1.
1 -2 0
A0 O o 1 | sarrus
1) det(S—A)=det | S— [0 X 0] | =|-2 3—-X —2| £
0 0 A 1 -2 =)
=(=NEB=AN)(=N)+4+4-3-A—4)N—4)\ =
3)\2\:>\3 g 3:,9)\
== +3N2+9\+5=P(\).
Durch Probieren stellen wir fest, dass Ay = —1 eine Nullstelle von P ist: 1 + 3 —
9+5=0.
PN : A=) =(=N+3N2+9A+5): (A+1)==-N+4\+5
== N
4N + 9N
—[4X* + 4]
SA+5
—[5A + 5]
0

XA+ =0 = A — AN -5 =0=> 03 =2+ 4+ :{ -1
N—— )

3
Somit hat S die EWe A\; = Ay = —1, A3 = 5.

Die Nummerierung der A-s ist willkiirlich.

2) Die Eigenvektoren zu einem \; sind nach 2) von Satz 5 Ly, vom Gleichungssystem
Das 16sen wir mit GauB:

1 -2 1
2) Mi=X=-1, S-—MNI=S+1I=| -2 4 =2
1 -2 1
I 1 -2 1 Ty — 20y + a3 =0, Ty =p, 3=V
1I- 9 4 _9 (NICHT X als Parameter verwenden!)
: =2u—v
I11: 1 -2 1 1=
2 -1
m+2: 0 0 0O T=pul|ll]l+v| O
ITI-1: 0O 0 0 0 1
Wir haben 1 Pivotzeile, dim L = 3 — 1 = 2, der Eigenraum von S zu A\; = Ay
2 -1
ist die Ebene € : 1 — 2294+ 23 =0bzw.e:Z=pu |1 | +v | O
0 1
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-5 =2 1

22) \s=5, S—MI=S—5[=| -2 -2 —2
1 -2 -5
I 5 -2 1
1. 2 92 9
111 1 2 5| — a1 —2(-2u)—5u=0, 21 =4

P=I4500 0 —12 —24
IP=I1421L [0 —6 —12| — —6ay — 1223 =0, @ + 205 = 0,

=211 0 0 0 T3 = by, Ty = —2U
1
T=p| —2
1
Wir haben 2 Pivotzeilen, dim L = 3 — 2 = 1, der Eigenraum von S zu A3 ist
1
die Gerade g: = pu | —2
1
Ergebnis: Bzgl. @ € € bzw. @ € g herrscht reine Normalspannung ¢ = —1 bzw. 0 = 5.

Vorsicht: Wenn A ein Eigenwert ist, so MUSS es Eigenvektoren & # 0 geben (siehe
Def.), d.h. die Anzahl der Pivotzeilen MUSS kleiner als n sein, d.h. es MUSS Nullzeilen
geben. Wenn das nicht der Fall ist, liegt ein Rechenfehler vor. In dieser Situation Z = 0
zu schlieffen anstatt die Rechnung zu kontrollieren, ist als Denkfehler anzusehen.
Beweis von Satz 5: Vermoge der Basis €1,..., ¢, identifizieren wir V' mit R und
betrachten statt f die lineare Abbildung f : R" — R™ : 7 +— AT (vgl. Satz 2).

DANEW <= 37 #£0: AT = M\ <= 37 #0: (A= X)) -7 =0<= A— A ist

A-E
nicht invertierbar (vgl. § 4, Satz 4) st det(A—X)=0
N ZEVau = AT =\_7 = (A-\)-£=0. O
Iz

Def.: Fiir A € R™" heifit P(\) = det(A — A\I) charakteristisches Polynom von A.

Bemerkung: P()\) ist vom Grad n und hat daher hochstens n reelle Nullstellen. Also
kann A bzw. f hochstens n reelle EW haben. In C hat P(\) nach dem Satz von Gauf
genau n Nullstellen, wenn man mit Vielfachheit zdhlt. Wenn wir C" statt R™ zugrunde-
legen, so gelten alle Sitze in § 1 bis § 5 ebenso. (In § 6 sind kleine Anderungen nétig.)
Dementsprechend nennt man A € C mit det(A — A/) = 0 komplexe Eigenwerte und
7€ C" mit (A — A\)Z = 0 komplexe Eigenvektoren.
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) 0 —1
Bsp. 3: Es sei A = 1 0

Bsp. 2). Offenbar ist niemals A% || Z, d.h. A kann keine reellen EWe haben. Rechnung
iiber C* :

. Dies ist die Matrix einer Drehung um 90° (vgl. § 4,

) I: —i -
2.1) A =1, A—m:(—ll —_11) o [1 o

[+HI: 0 0
(hier MUSS sich eine Nullzeile ergeben, vgl. die Bemerkung vor dem Beweis von Satz
5).

. .o 1
21 —129 =0, 290 = u, 21 = ip, z:,u(l)

2.2) Ay = —i, A—/\2I:( ! _11) 2 4z =0, z:u(_l)

1 1
Beachte, dass fiir reelle Matrizen A die nicht reellen EWe als Paare von konjugiert
komplexen Zahlen auftreten (oben i und i = —i), denn P(A\) = 0 = P(\) = 0.

Weiters sind die entsprechenden Eigenvektoren konjugiert komplex (oben p i) und

K (%) =H ( —11 >)= denn (A — M)z = 0= (A= XZ = 0. Man braucht bei so einem

Paar von EWen also nur einmal rechnen.

C) Das charakteristische Polynom

Satz 6 Fiir A € R™"™ sei P(\) = det(A — M) das charakteristische Polynom von A.
Dann gilt P(—\) =det(A+A) = A"+ c, (A" 1+ -+ A+ ¢y mit ¢g = det A, ¢, 1 =

ay + age + -+ + a,, = spA und allgemein | ¢, = Z det(Ayp, oo 44 |, wobei
1<i1 <--<ip<n

Ajirs iy aus A entsteht, indem die 4;-ten,. .. i;-ten Zeilen und Spalten gestrichen

werden.

Def.: Die Koeffizienten ¢,_1,...,¢o von P(—\) = det(A + AI) heilen Hauptinvari-
anten von A. Speziell ¢,,_1 = a1+ -+ + app = [Z der Diagonalelemente} = spA heifit
Spur von A.
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@11 a2 a3

Bsp. 4: Wenn A = | as1 as azs | € R332, so ist ¢y = spA = a1 + ag + ass,
agy az2 ass
Q22 A23 ail Qs ai; Q12 :
= det A, det(Ay) = + d t
¢ o= Z etlA) ' 32 a33 a31  ass 21 Q22 HHE OT
P(=X) =det(A+ M) =X +spA- A2+ ¢\ + det A und
P(\) =det(A — X)) = —X3 +spA - A2 — )\ + det A.
0 -2 1
Speziell fir A=S=| -2 3 —2 | (vgl. Bsp. 1,2)ist spA=3, c;=—-4—-1—-4=
1 -2 0

Sarrus

—9, det A = 4+4—3=5und somit P(\) = —\> + 3% + 9\ + 5, vgl. Bsp. 2.

Beweis von Satz 6: Einfach zu sehen ist, dass ¢g = P(—0) = det(A+07) = det A. Um
¢x zu erhalten, differenzieren wir det(A+AI) nach \. Es seien ¢, . . . , 9, die Spalten von A
und €7, ..., €, die Standardbasis = A+ \I hat die Spalten ; + \éy, ..., U, + e, =

d
— —det(A+\) =
o det( )
71 (M) Un(A)
=T det(T; + Néy, ..., U, + Aep) =

~ lim LA et (81 (4. () — det (B (N, ... 7(V) | =

B Zgrr;fde(%,@(u),...) +det(z71(/\), —772(/2 — 1;2@),?73(#), . ) +
.-+det(z71(/\),e,1,,,W>} ) %

= > det(T(N),...,&,...,U.(N)) = (Entwicklung nach i-ter Spalte) =
i=1

= > det((A+ Al); ;). Wenn man das iteriert, folgt

i=1

d k
(ﬁ) det(A+\) = Z Zdet<A+>\f )i i mk)

i1=1 ip=1

i1,...,i verschieden

— K Z det ((A + )i ...,1%@)

1<i1 << <n
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1/ d\"
und daher ¢, = o (a) det(A + A1) o
= Z det(A/il/il --~71kik>' O

1<i1 << <n

Bemerkung: Wenn P()\) die Nullstellen Ay, ..., A, € C hat (mit Vielfachheit gezahlt),
so hat P(—\) die Nullstellen —)\y,..., =X\, = P(=A) = A+ A1)---(A+ \,) und
Ausmultiplizieren liefert

P(=)) = \" + (ZA) AT (N M) AT (),
1<i1<i2<n co

d.h. O Z iy A

1<iy <-<ij<n

Speziell gilt sp A = ¢,,_1 = [Summe der Eigenwerte| und
det A= ¢y = [Produkt der Eigenwerte].

Die Eigenwerte werden hier mit ihrer ,,algebraischen Vielfachheit® genommen.

Def.: 1) Wenn ein Faktor A — )\; in der Linearfaktorzerlegung von P(\) r-mal auftritt,
d.h. P()) die Nullstelle \; mit Vielfachheit (Multiplizitat) r hat, so heifit r algebraische
Vielfachheit (a.V.) des Eigenwerts \;.

2) Die Dimension des Eigenraums zu A; heifit geometrische Vielfachheit (g.V.) von
)\i~

Bsp. 4 (nochmals): Wenn A € R3*3 so ist

P(=)\) = MB+4+spA-N4+cor+detA = A+ X)A+ X)X+ A3),

PN = =X4spA- X —cr+detA = (“XA+A)(=A+X)(=A+)3) =
= —(A=A)(A =) (A = Ag),

spA = =M+ X+ A3, c1 = AMAa+ MA3+ A3, det A =cp = A A3,

Speziell fir A = S wie in Bsp. 1,2 ist Ay = Ay = —1 (a.V. 2) und A3 =5 (a.V. 1) und
spA=—-1-145=3y/,c1=(-1)-(-1)+(-1)-5+(=1)-5=-9/, det A =¢y =
— (=1)-(~1)-5 =5/

Der Eigenraum zu A\; = Ay = —1 ist eine Ebene und hat also Dimension 2, der Eigen-
raum zu A3 = 5 ist eine Gerade, dim = 1, und daher stimmen bei dieser Matrix a.V.
und g.V. iiberein.
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Bemerkung: Die a.V. von \; stimmt mit der Dimension des ,,verallgemeinerten Eigen-
raumes“ zu \;, d.h. von {Z: (A — NI)"T = 6} iiberein. Daher gilt immer g.V. < a.V.
Fiir symmetrische Matrizen ist V EWe g.V. = a. V., vgl. Seite 93.
Bsp. 5: A € R"™" sei eine (z.B. obere) Dreiecksmatrix =

app — A ai2 ais
P()) = det(A — \) = det 0 a220 A o (85, Satz 4)

= (a11—A)(ag2—A) - - (apn,—A) = A hat als EWe die Diagonalelemente a1, ass, . . . , Gpy.

=)
1 3

Speziell sei z.B. A= [0 4| = P(\)=(1-))? = der EW 1 hat a.V. 3;
0 1

Eigentaumzu Ay = Ao = A3 =1:A—1-I=| [ 0 0 4] = 4x3 =0, 209+3x3 =
O 0 O

0 = 23=0, 20=0, 1= = T=u ) Das ist eine Gerade, d.h. A = 1 hat

g.V. 1. Hier ist also g.V. # a.V.

D) Basiswechsel

Es sei V ein Vektorraum und @ € V. Wenn €7, .. ., €, eine Basis von V ist, so lasst sich a

eindeutig als Linearkombination von €, ..., €, darstellen: @ = x1€] + - - - + x,€, = €;x;,

WObel T; die Koordinaten von a bzgl. 61, ..., €, sind. Beziiglich einer anderen Basis

f1 fn hat @ andere Koordinaten: @ = f]y]

Problem 1: Wie héngen x; und y; zusammen?

Nun sei weiters f : V' — V linear. Dann lésst sich f durch eine Matrix A bzgl. e, ..., ¢,

darstellen (vgl. Satz 2, wo wir V' = W setzen und beidesmal die Basis €}, . . ., €, nehmen).

Dabei enthélt die j-te Spalte von A die Koordinaten von f(€}) bzgl. é1,...,¢€,, d.h.
f(€;) = €;a;;. Bzgl. einer anderen Basis [ (d.h. Satz 2 mit V' = W und beidesmal
Basis fi,..., f,) erhalten wir eine Matrix B mit f(f;) = fibi;.

Problem 2: Wie hingen A und B zusammen?

Def.: €,...,¢€, und ﬁ, e ,ﬁ seien 2 Basen im Vektorraum V. Es gelte ﬁ = €;ti;, d.h.
die Spalten von T sind die Koordinaten der (neuen) Basiselemente f; bzgl. der (alten)
Basis €1, ..., €,. Dann heifit T" Transformationsmatrix von €1, ...,€, zu fi,..., f,.
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Satz 7 V sei ein Vektorraum mit den Basen €}, ...,¢€, und fi,..., f,. T sei die Trans-
formationsmatrix von €7, ..., €, zu fi,..., fn.

1) Wenn @ = é;z; = f_;-yj, so gilt | =T7'2|.

2) Wenn f : V — V linear und bzgl. é1,...,¢€, die Matrix A, bzgl. fiveoo, £ die

Matrix B hat, so ist | B = T AT |.
2 = — . i 1 = 3
Bsp. 6: V =R~ €], é; Standardbasis, f; = 5] fo= nE

Dann st fi =16 +2: &, f =36 +4-6 — T=(1 3).

2 4
" . 5
a= ( =51 +66 — x1 =05, 19=6, ¥ = (),
7 5 Y1 + 32
= = —
ot ()0 ) o)~ (17%)
I 5 = i+ 3y 1
— II: 6 = 200 + by = =2, =1, y= ( 9
II-2I: —4 = -2y
1 4 -3 5
- .o-lz _ _- _
Kontrolle von 1) im Satz: 7T~ '% = 5 ( 9 1 > (6) =

(vgl. S. 60, 2. Zeile von unten)
1 2 —1
()= (2)-w

2) Esseif:R2—>]R2::E»—>(_iz),vgl.§4,Bsp.2 — A:((l) _(1))
1

Um B zu bestimmen, miissen wir f( f:) und f( jz) durch f1, f» darstellen.

Fi =102 = (7] ) =mfiemfi = () —

I: 2 = b11 + 3b21
= 1 L = 2by 4 4by = by =—5/2, by =2+ =14,
I1-2I: 5 = —2b21
ebenso ist f(f3) = ( _g ) = fibs =
I —4 = b12 + 3b22
- II 3 - 2b12 + 4b22 — b22 = —]_1/27 b12 == —4 + % = %
II—QI: 11 = —2b22
. 1 11 25
und SomltB—E( 5 11 )
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1 _ _
Kontrolle von 2) im Satz: T AT = -3 ( 4 =3 ) ( 0 -1 ) ( 13 > _

1/ —11 25
5( 5 11)_3\/

Beweis von Satz 7

Eindeutigkeit
- . - - der Koord. - — — 1=

(Def. von T)

2) f(]z;) = fl;bkja fr = &ty = f(f;) = € tirby; und andererseits
——

B (T-B)y;
f(f5) = f€itr;) = f(€)trj = € ainly; -
——
(AT
Also ist TB = AT und / - T~ von links gibt B =T~ 1AT. O

Bemerkung: In der Physik und im Bauingenieurwesen werden Vektoren und allge-
mein Tensoren oft als auf Basen bezogene Koordinaten (z;, a;j, ...) betrachtet, die sich
bei Basiswechsel ,richtig® transformieren. Die Transformationsgesetze in Satz 7, d.h.
g=T"'% bzw. y; = (T~ ');;x; sowie B =T AT bzw. b;; = (T ');rapt;; gehoren dann
zu , kontravarianten Tensoren 1. Stufe“ sowie zu ,einfach kontravarianten, einfach ko-
varianten Tensoren 2. Stufe“. Ein r-fach kontravarianter, s-fach kovarianter Ten-
sor (r + s)-ter Stufe wire a;,..; j,..;,, mit dem Transformationsgesetz b;,..; j,..;, =
ey oty ods (T iy = (T ik tiyjy - - tiaj.- In der Physik schreibt man kontravariante
Indizes oben, d.h. @', al, a’l " statt ;, aij, ai,.i,jy i

Satz 8 f:V — V sei linear und A bzw. B seien die Matrizen von f bzgl. der Basen
€1y...,6Ey bzw. fi,...,f; von V. Dann gilt

det A =det B und VA : det(A — A\I) = det(B — \I).

Beweis: B=T'AT — det B = det(T'AT) ® * %% qet(T1) - det A - det T =
—_——
=1/detT
= det A und ebenso
det( B, —X _I_)=det(T(A—A)T) = det(A — \I). O
~— ~

T-1AT T-T

Bemerkung: Wegen Satz 8 kann man det A sowie det(A—AI) auch Determinante von
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f sowie charakteristisches Polynom von f nennen. Der anschauliche Grund, dass
det f nicht von der Basiswahl abhéngt, ist wie in § 5 E, dass | det f| = Volumsverinde-

. lasst gleich
rungsfaktor von f und sign (det f) = +1 < f Kehrt om } :
Auch der Name Hauptinvarianten fiir die Koeffizienten von P(—2) ist nun klarer, denn
mit P(A) bleiben auch P(—\) und seine Koeffizienten ¢,,_; = sp A,...,co = det A bei
Basiswechsel invariant, d.h. unverdndert. Natiirlich sind auch die Eigenwerte, d.h. die
Nullstellen von P()) invariant, aber dies gilt schon nach Definition, da sie ohne Basis

definiert sind (siehe Seite 83).

} Orientierungen {

Bsp. 6: (nochmals) det A = det ( (1) _(1) ) =1,

1 11 25 (s. 51Toben) 1 11 25 1
detB—det§<_5 _11> 7| s o) = 712112s) =1y

Hauptinvarianten: ¢; =spA=0=sp B, ¢g =det A =1=det B;
P()\) :>\2—Cl)\+00:)\2+1

Def.: V sei ein Vektorraum iiber R oder iiber C mit dim V' < oo.
f 'V — V linear heifit diagonalisierbar <= 3 Basis von V sodass die Matrix von
f bzgl. dieser Basis eine Diagonalmatrix ist.

Satz 9 f diagonalisierbar <= 4 Basis ﬁ, ceey f?; von V bestehend aus Eigenvektoren
von f.
MM 0 0 - O
. N 0 -+ 0
Wenn f; Eigenvektoren zu den Eigenwerten A; sind, so ist B = .
0 --- 0\,
die Matrix von f bzgl. f:, ey f:L
A 000 0
. o | 0 J 0 - .
Beweis: f hat die Diagonalmatrix B = | . | bzgl. fi,..., fn =
0 --- 0\,
— f(f;) = fi bi; =\, f; (nicht summieren) <= f; sind Eigenvektoren von f zu den
—~—
_ 0: i#7
)‘j D1 :]
Eigenwerten \;. 0
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0 -2 1

Bsp. 7: 1) Essei S=| —2 3 —2 | wiein Bsp. 1/2. Dann bilden die Eigenvekto-
1 =2 0
2 -1 1
ren ﬁ =111, f; = 0 |, f_;, = | —2 | eine Basis von R? und bzgl. dieser Basis
0 1 1
-1 0 0
hat f die Diagonalmatrix 0 -1 0
0 0 5

Wie wir in E) sehen werden, kénnen wir hier sogar eine ONB aus EVen bilden.

2) A= ( (1) _(1) ) wie in Bsp. 3 ist {iber R nicht diagonalisierbar, da A keine reellen
Eigenwerte hat.

Wenn wir f iiber C betrachten, d.h. f : C? — C? : Z+— A7 = ( _? ) , so sind

1

fl = <i> , f; = ( _11 > eine Basis von C? und f hat bzgl. f:, jz die Diagonalmatrix

B = (; _(; . f ist also iiber C diagonalisierbar.

Schlussbemerkung: Auch iiber C ist nicht jede lineare Abbildung diagonalisierbar
(siche etwa Bsp. 5, wo zu wenig EVen da sind). Mittels Verwendung von verallge-
meinerten EVen lédsst sich f iiber C aber immer in Jordan’sche Normalform brin-

B 0
gen, d.h. eine Basis finden bzgl. der f die Matrix B = hat, wobei
0 By,
Ao 10 0
0o -
B;=|: 0 | € C%*™ und ny + -+ + ng = n.
o1
0 --- 0 )\

J

f ist iiber C diagonalisierbar <= Vj : n; =1 <=V Eigenwerte \; € C: a.V.=g.V.

E) Symmetrische Matrizen

Hier betrachten wir einen euklidischen Vektorraum V, d.h. in V ist ein Skalarprodukt
(U, W) definiert (sieche § 6 D). V sei endlich-dimensional.

In V existieren ONBen: Wenn ﬁ, cee ﬁ; eine beliebige Basis von V ist, so kann daraus
mit dem ,,Gram-Schmidt’schen Orthonormierungsverfahren“ eine ONB e, . .., ¢, kon-
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struiert werden. (Dazu setzt man & = (f1)o = ﬁ,
1
é, = (auf € senkrechter Anteil von fg)o = (ﬁ - (f;, €1)€1)o,
é; = (auf €7, €y senkrechter Anteil von f3)g = (f3 — (f3,€1)e1 — (fs, €2)€5)o ete.)
Wenn f : V. —— V linear ist und bzgl. der ONB ¢,...,¢é, die Matrix A hat, d.h.
f(€;) = €ia;;, so ist f symmetrisch <= A symmetrisch (siehe Satz 2).

Satz 10 (iiber Eigenwerte, Eigenvektoren von symmetrischen Matrizen)
A € R™" gei symmetrisch. Dann gilt

1) A hat nur reelle Eigenwerte, d.h. alle Nullstellen von P(\) = det(A — AI) sind
reell.

2) Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten stehen aufeinander senkrecht.

3) In R"3 ONB fl, ey ﬁ von Eigenvektoren von A. (Insbesondere ist f diagonali-

sierbar.)
0 -2 1
Bsp. 8: Es sei wieder S = | —2 3 —2 | wiein Bsp. 1/2.
1 =2 0

1) P(A\) = —(A\+ 1)%(\ — 5) hat tatséchlich nur reelle Wurzeln.

2) Die Eigenvektoren zu —1 sind € : 27 — 225 + 3 = 0, die Eigenvektoren zu 5 sind

g:T=p —é . Da —; ein Normalvektor von € ist (siehe § 6 B) sind die
Eigenvektorenlzu —1 und zu15 tatsédchlich aufeinander senkrecht.
. 2 1 2 . 1 1 1
3) Wir setzen f; = (1)0:% [1) € eund f3 = —? 0:% —? €g
L 1 2 1 1 1
und nehmen f, = f1 X f3 = \/ﬁ (1) X —1 = \/—3_0 :5
Dann ist fQ 1 f;:, == fg € e = ﬁ ist Eigenvektor zu Ay = Ay = —1

(Probe: =1 —2-2+5 = 0y) und |l = [Ifill-[lfsl-sin£(f1, f5) = 1
IR S R N A R

(§ 6, Satz 4) 1 1 90°

(Probe: 14+4+25=30). Also ist f}f;, fg eine ONB aus Eigenvektoren von S. Der
-1 0 O

Spannungstensor f hat bzgl. ﬁ, f;, f;:, die Matrix 0o -1 0 ]. (ﬁ, f;, f;:, ist
0 0 5
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eine negativ orientierte Basis, da det(fl, fi X fs, f;) = — det(fl, fa, f1 X f;;,)
nach § 6, Satz 4,c. Will man eine positiv orientierte ONB, so kann man z. B
fis fs % fi, fs oder fi, fs, fi x f3 etc. nehmen.)

Beweis von Satz 10: 1) Hier schreibe ich (wie vielfach iiblich) Vektoren ohne Pfeil,
21 21
dh.z=] : | eC" Esseiz=]| : | € C".
Zn zn
A reell
A € C Eigenwert zum Elgenvektor z2€C" dh Az = 2z = Az L Az =z =
ANzZ = 2l A z=2"X =)N:""2) = )\(212’1 ot 2,20) = M|z 4+ [2?)
und andererseits wegen A = AT
ToAz =" AT z=(A)" =) 2= 0" 2= Al + o+ ).
Ixn nxn nx1

1x1, d.h. Zahl in C

Weil 2 # 0 ist, gilt |22+ 4+ [z]> #0 = A =X = X € R. Also hat A nur reelle
Eigenwerte.
2) Nun schreibe ich wieder Pfeile auf die Vektoren. Wenn Av' = A7 und AW = A\t mit
A1 # Ay, so folgt Mo - = (M) - = (AD)T - = 0T ATw = GTAW = 07\l =
A symmetr.

M1l = A\ = X)tT - di=0 = T - w=0 = ¢ L.

#0
3) Es seien A;;, Ai,, ..., A;, die verschiedenen (nach 1) alle reellen) Nullstellen von P(\)
und W;,, ..., W, ihre Eigenrdume. Z.B. in Bsp. 8 wire
?:1:1, i2:3, )\1:—1, )\3:57 leﬁz{fixl—Ql'Q—i—l'g:O}, Wgzg:

1

=<pu|l —2 | :peR ). Nach 2) stehen die W’s aufeinander senkrecht. Wenn wir in
1

jedem W;. eine ONB nehmen und diese zusammengeben, erhalten wir fl, ce fm Dies

isteineONBinW:ZWi,:{f:171+---+17r:6jGWij}CR”.

In Bsp. 8 wére fl,fQ eine ONB in W; = ¢, f_;; cine ONB in W5 = g und W = R3
und daher fl, fg, f3 eine ONB in R3 = R”. Wir miissen noch iiberlegen, dass allgemein
W = R" gilt, d.h. dass Wt = {f € R* : V7@ € W : ¥ L ¢} nur aus dem Nullvek-
tor besteht. (§ 3 Satz 5 besagt, dass dim W+ = n — dimW.) Fiir f(Z) = A - T gilt
f Wy — W, = [ W-—W = f:Wt— Wt (dennygeWtzeW =
A symmetr.

(.3 = (F.4@)=0).

<~

ew
f: WL — W ist auch symmetrisch. Wire W+ # {0}, so hitte f : W+ — W' nach
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1) (zumindest) einen reellen Eigenwert \g, d.h. 357 € W mit ¢ # 0 und A7 = Ao =

FEW, fircinj — jeW — > ={ 7, 7)=0 — §~0 4
cewlL eWw

Also muss W+ = {0} gelten. O
Zum Schluss betrachten wir noch den Basiswechsel von der urspriinglichen ONB €, . . ., é,,
bzgl. der f die symmetrische Matrix A hat, zur ONB f:, cee ﬂ, bzgl. der f die Diago-
)\1 0
nalmatrix B = hat.
0 An

Satz 11 Aquivalent sind:

1) T ist Transformationsmatrix von einer ONB zu einer ONB.

2) Die Spalten von T' sind paarweise aufeinander senkrechte Vektoren im R™ und
haben Léange 1.

3) T =TT bgw. TT - T = I.

Def.: Eine Matrix mit 1),2),3) heifit orthogonal.
(Die Bezeichnung ,,orthonormiert* wére vielleicht treffender, ist aber ungebréuchlich.)

2/V5  1/v/30  1/4/6
Bsp. 8: (nochmals) T = | 1/v/5 —2/v/30 —2/v/6 | ist die Transformationsmatrix
0 —5/v/30 1/6
von €1, €s, €3 zu f:, ﬁ, ﬁ, Die Spalten von T sind gerade die ONB f:, ﬁ, ﬁ, und daher
ist 2) in Satz 11 erfiillt. Auch 3) gilt , denn
i\ LN N

f1\2/\/5 1/v/5 0 2/V/5  1/v/30  1/6
™.-T= _ | 1/V/30 —2/V/30 —5/v/30 | - 1/v/5 —2/v30 —2/v6 | =
A 16 —2/v6 1/V6 0 —5/v/30 1/6

—

I3/
(fi. i) (L f) (fi f)
= etc. =1.

Beweis von Satz 11. 1) = 2): Die Spalten von T bilden die ONB fi,..., f, (in
Koordinaten bzgl. €1, ..., ¢&,) und sind daher 1 und haben Lénge 1.

A (N ST
) =3 T-T=|: | -(fi,....fn) = =[<=T1=T7T
i '
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3) = 2): ebenso

2) = 1): Wenn wir fiir é, . . ., €, die Standardbasis und fiir fl, o ,f; die Spalten von T’

nehmen, so sind ﬁ, ..., fn nach 2) eine ONB in R™ und T ist die Transformationsmatrix

voné'l,...,é’nzuj?l,...,ﬁ. O

Bemerkungen: 1) T orthogonal = 77! =TT !71 —= I = (T =
:(TT)T

TT orthogonal. Also stehen auch die Zeilen von T aufeinander | und haben Linge 1.

(Ubung: Kontrolliere das in Bsp. 8!)

2) Bei ONBwechsel vereinfachen sich die Transformationsgesetze in Seite 90:

g=T"'%=T"7 bzw. y; = (T");jx; = tjz; und B = TAT = TTAT bzw. b =

(TT)ir arits; = tritijan.

~——

tri

i
(Die Gleichung y; = tj;z; ist die TSW fiir § 6, Satz 6, denn y;=\; dort und | : | bzw.
tni
T
sind die Koordinaten von f; bzw. & bzgl. é€1,...,¢€, = (1, ﬁ} =t;iz;.)
Tn

3) Orthogonale Matrizen treten auch in einem anderen Zusammenhang auf: Wenn f :
V — V Liéngen erhélt (dh. Vo' € V : || f(7)|| = [|7]]), so heiBt f orthogonal. Bzgl.
einer ONB hat f dann eine orthogonale Matrix A, d.h. A=t = AT. Z.B. sind Spiegelungen
und Drehungen orthogonal.

F) Quadratische Formen, Quadriken

Bei sproden Werkstoffen ist meist die maximale Normalspannung o,,., fiir den Bruch
mafgeblich. Daher (vgl. Seite 79) stellen wir das Problem ,, Was ist der maximale bzw.
minimale Wert von o = (@, f(@)) wenn ||@| = 17¢

Wir identifizieren V' mit R?® mittels einer ONB €, €5, &;. Dann ist o eine quadratische
Form auf R3.

Def.: Eine quadratische Form auf R” ist eine Funktion der Form
N T = - o
9(¥) =" AZ = wxan; = (T, AT)
(aijzj)i
mit einer symmetrischen Matrix A.
Speziell fiir n =2 : g(xy, 12) = a2 + 20197175 + a073,

fir n =3: g(x1, 79, 73) = a112? + a2T3 + az373 + 20197175 + 24137173 + 20937273,
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Losung des Problems: Allgemeiner sei V' euklidisch, f : V' — V symmetrisch,

9(@) = (@, f(@) = bzgl. einer ONB ¢,...,&, hat f eine symmetrische Matrix A

und @ = €;x;, g(a@) = TT AZ. Mittels Satz 10 wechseln wir zu einer ONB ﬁ, e ﬁ; von

Eigenvektoren von A mit Eigenwerten )\;. Die Nummerierung sei so, dass A\; < Ay <
- < Ap. Dann ist @ = fiys, ¢(@) =77 - B - mit

)\1 0 )\1y1
0 A AnYn
g(@) =yT - B-g=MNyf + Xy + -+ X\y2 = Z Ny

Wegen \y? < \y? < A\y? *) folgt A (yi+--+32) < Z Ay = g(@) < MY+ +12).

3

7’1

.. S NP2
Fiir 1 = ||a@|]?> = H zfzyzH = > | Zyz||2 S~ y? erhalten wir \; < g(@) < A\,
i=1 T i=1 N—~— i=1

Pythagoras — 9
il || f ]

1
Gleichheit gilt dann, wenn in %) = gilt, d.h. y; = 0 oder \; = A\; bzw. \; = \,,, d.h. @ €

Eigenraum von \; bzw. @ € Eigenraum von \,,.

max. ] A3 | | grofter . L
Speziell: { in } Normalspannung = { A\ } = { Kleinstor } Eigenwert von f; diese

. - . A3 .
wird angenommen, wenn a € Eigenraum von , wobel A1 < Ay < As.

A

Bemerkung: A\, Ay, \3 heiflen daher auch Hauptnormalspannungen und R ﬁ, R f;, R ﬁ,
Spannungshauptachsen. Statt \; schreibt man oft o;.

0 -2 1
Bsp. 8: (nochmals) Fir S = | —2 3 —2 | ist oy = 0o = —1, 03 = 5 und daher
1 =2 0

min.
Bzgl. der neuen Koordinaten ¢ gilt g(@) = —y? — y3 + by3.
Bezgl. des urspriinglichen Koordinatensystems wire o = <Ei, f (o_i)> = 7757 = 322 —

{ THax. } Normalspannung = { _i) } und diese wird erreicht fiir @ € { g }

dx w9+ 2x 103 — 4023 = g(21, T2, x3) und es ist also fiir [|Z]] = 1 gmax = 5 bzZW. gmin = —1
und dies wird angenommen fiir ¥ € g bzw. ¥ € €.
1
+1

Probe: Z € g, ||Z|| =1 = ¥=—| -2 = ¢g(7) =

1
Ve 6
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2:1-1-4-(=2)-1) = — =5/

Bemerkungen: 1) Bei zidhplastischen Werkstoffen tritt oft der Bruch infolge zu hoher

Schubspannung ein (,, Anstrengungshypothese von Tresca®). Es zeigt sich, dass Tiax =

1 1 . .
—(03 — 01) und zwar tritt 7. auf bzgl. @ = —(£f1 £ f3), d.h. wenn @ L f und £45°

2 V2

zu den Spannungshauptachsen hat.

2) g(Z) = T AZ bzw. A (mit A = AT) heifien {

{Vf7é6;g(f)>o
VE#0 : g(7) <O0.

positiv

. } definit <—
negativ

Dieselbe Uberlegung wie oben zeigt, dass g bzw.

A positiv dofinit s alle EWe von A sind > 0
negativ et alle EWe von A sind <0 [~

Das Jacobi’sche Kriterium besagt, dass A = AT positiv definit <= a;; > 0,
a1 a1z ais

>0, | agy a9 aog >O,...,detA>O.
a31 a3z ass

(Daraus ergibt sich, dass A negativ definit <= —A pos. def. <= —ay; > 0,
a1 G122 ai3

>0, | as1 ax a3 | <0

aix a2
Q21 Q22

—aixz —aig aix a2

>0,..., << a1 <0,
a21 A2

—ag1 —A22

ooy (—1)"det A > 0.)
3) Wie in der Losung des Problems konnen wir jede Quadrik auf Hauptachsenform
bringen.

ag1 asz g3

Def.: 1) Wenn A € R™ "™ symmetrisch, b € R™ ¢ € R, so heift Q@ = {¥ € R" :

ZTAZ +2b7 - ¥ = ¢} Quadrik.

2) Quadriken mit der Gleichung A\jx% + -+ + \,x2 = 1 oder \jz? + - - - + \,z2 = 0 oder

Aa? + -+ \122 | =z, heifilen in Hauptachsenform.

3) Im R? heiBen die Quadriken mit den Gleichungen

a) M2 4+ Xox2 + A322 =1 : Ellipsoid: alle A > 0

1-schaliges Hyperboloid: ein A < 0, zwei A > 0
2-schaliges Hyperboloid: zwei A < 0, ein A > 0
elliptischer Zylinder: ein A = 0, zwei A > 0
hyperbolischer Zylinder: ein A =0, ein A > 0, ein A <0
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b) \a? 4+ Xgxs + A322 =0 ¢ Kegel: [zwei A > 0, ein A < 0] oder
[ein A > 0, zwei A < 0]
c) Mx? + o3 = 13 . elliptisches Paraboloid: A; - Ay > 0
hyperbolisches Paraboloid: A; - Ay <0
parabolischer Zylinder: ein A =0, ein A # 0

Bemerkung: Im R? ist jede Quadrik eine Ellipse, Hyperbel oder Parabel oder ein Aus-
artungsfall ({}, 1 Punkt, 1 oder 2 Geraden, R?); im R? ist jede Quadrik eine der Typen
aus 3) oder ein Ausartungsfall ({}, 1 Punkt, 1 Gerade, 1 oder 2 Ebenen, R?).

Bsp. 9: 1) Essei Q = {7 e R?: 7187 =1} = {F € R®: 323 —4x,19+ 271203 — w073 =
1}. Mit der ONB f1, fa, f3 von Eigenvektoren (siehe Bsp. 8) und den entsprechenden

-1 0 O
Koordinaten 1, 42, y5 gilt £7S% = 7 0 -1 0 |y=—y}—vy2+5y3 dh
0 0 5

Q: —yi — 5 +5y5 = 1ist
ein 2-schaliges Hyperboloid:
Wegen A\ = \; ist () sogar
rotationssymmetrisch um
die y3-Achse, die in Rich-
tung

- 1 1
=— 1 -2 eht.
f3 \/6 ) g
y2-Achse oS yl-Achse
. . 7
2) Nun sei noch ein linearer Term 207 - ¥ dabei, z.B. fir b= [ —14 |, d.h.
)

Q : ng —Adxx9 + 201203 — dxoxs + 14w — 2879 — 1023 =1

N

FT AZ=—y? —y3+5y3 7.7

Mit der Transformationsmatrix 7" (s. Bsp. 8) verwandeln wir
207 iny: g=T'% = =Ty = 207¢=20"7-T-¢=
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2/V5 130 1/V6\ [
= (14,-28,-10) - | 1/v/5 —2/v/30 —2/v6 | [ w2 | =4V300 + 1065 —
0 —5/v30 1/v6 ) \ws
D
' V30’ V6
= Q: —yf — 5 +5y5 +4V304 + 106 ys = 1.
Nun folgt ,,quadratisches Ergénzen*:

Q =2 —(y —2V30)2+ 5(ys + V6)? +120 — 30 = 1 = —z2 — 22 + 522 = —89,
—y%+4\/‘3;0y2—120 5y§+10;5y3+30

wobei 21 = y1, 20 = Yo — 2v/30, 23 = y3 + /6 (das ist ein gegeniiber j verschobenes
Koordinatensystem)

N

2 2
~ 2] 7 5 5
— QA2 e
89 89 8§89 =
ein 1-schaliges Hyperboloid: . 4@%?=§=s§§&
Der Mittelpunkt M ist bei 2= 0, e —
2

z3-Achse
1l

d.h.

/
Il
I
|
\

T
) /I/;
Il
|

il

/
il
Il

Al
A\

N
SN

N

i
i
i
i
L
l

\Q&

i
AN

0
=1 2v30 | = #=Ty=
—V6
1
—2

= , d.h.
~11

M= (1/-2/—11).

\
A\

z2-Achse

z1-Achse

Bemerkung: Die Bestimmung von Typ und Mittelpunkt der Quadrik ist auch moglich,
wenn man nur die Vorzeichen der Eigenwerte von A kennt. Denn falls det A = A1~ Ap- A3 #
0, so setzt man 7 = —A~'b und erhélt
(#—m)" - A-(F—m) =T AT —2(Am)T - & +mT Am,
——
26T
dh. Q: (F—m)TAZ —m) =c—mTAm (wenn Q wie in Def. 1) ist). Weil hier keine

linearen Terme mehr da sind, muss m —A~1p der Ortsvektor des Mittelpunktes sein.

7 2 5
(InBsp. 9ist b= | —14 | = 4) —10 | =2v30f, +5vV6f =
—5 10

)
1

+
10



s = =S = —2v305 f —5V6 S s = 2v30 fo — /6 [ =
—— N——

(weil Sfo=—fa)  — fo 1y (weil Sfs =5f)
2 1 1
= —4 | -1 -2 | = -2 1)
—10 1 —11
Fiir det A = 0 erhélt man einen elliptischen oder hyperbolischen Zylinder (Def. 3a),
wenn Am = —b l6sbar ist, ein Paraboloid oder einen parabolischen Zylinder (Def. 3c),
wenn Am = —b nicht 1osbar ist.
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Ubungen zur linearen Algebra im WS 2000/01

(1) Geben Sie fiir die Gerade g im R? durch A = (3/1), B = (2/4)
(a) eine Parameterdarstellung & = p'+ A7,
(b) eine Gleichung axy + fxe = 7 an!
Leiten Sie (b) aus (a) her! Inwiefern sind die Ergebnisse eindeutig?
(2) Geben Sie fiir die Ebene € im R?® durch A = (1/2/3), B = (1/0/ — 1), und
C=(-2/1/-1)
(a) eine Parameterdarstellung & = p'+ A’} + s,
(b) eine Gleichung azy + fxs + ya3 = § an!

Leiten Sie (b) aus (a) her! Inwiefern sind die Ergebnisse eindeutig?

(3) Bestimmen Sie die Gerade h im R* durch A = (1/—1/2), B=(3/1/ —2)
(a) durch eine Parameterdarstellung,
(b) als Schnittgerade zweier Ebenen, d.h. durch 2 Gleichungen!
Leiten Sie (b) aus (a) her! Inwiefern sind die Ergebnisse eindeutig?

(Z1) Bestimmen Sie den Schnittpunkt der Ebene € aus Ubung 2 mit der Geraden h aus
Ubung 3 !

Losen Sie die folgenden 4 linearen Gleichungssysteme mit dem Gauf3’schen Algorithmus:
rT1—2x9+3x3 —x4 +T5= O
T+ $2+2$3—|—3$4—2[E5:1 ! 2 3 4 b

311 —x9+5x3—314 —25= 9
(14) 221+ 42, —8x5=3 (15 e

—T1 +l’2—2$3—|—2l’4 = -5
—2x94+423+624+425=0
2T TR —31 —dxs Az +2m5=—9
5x +4x3+2x4=3
' e T ytaz=0 .
T1— o +2x3 +a4=1 fiir festes a € R (Eine Fall-

(Z3) ax—2y+42=0
2 —=3y+22z=0

16
(16) 41+ a9+ 213 =1 unterscheidung ist notig.)

T1+2To + 23 +$4:0

(22) Wir betrachten nochmals das inhomogene Gleichungssystem aus Ubung 15. Be-
stimmen Sie Ty, und iiberpriifen Sie, dass Ty, = '+ Thom, d-h. Ly = {p+ 0 :
U € Lpom} (s. S. 13 im Skriptum). Uberpriifen Sie auch die Gleichung k =
n — Anzahl der Pivotzeilen (S. 12). Warum ist Ly, ein Vektorraum, Li,, aber
nicht? Geben Sie eine Basis und die Dimension von Ly, an!
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(23)

(24)

(Z4)

(25)

(28)

(Z5)

Welche Polynome vom Grad < 3 gehen durch (—1/0) und (1/0)? Warum ist das
ein Unterraum U von P37 Geben Sie eine Basis von U an! Was ist dim U?

1 1 1
Zeigen Sie, dass f1= (2], fa= |0, f = [ 2] eine Basis im R? ist!
3 1 4

Zeigen Sie dazu, dass sich jedes geindeutig als LK b = Alﬁ +)\2f; +)\3]‘§ schreiben

ldsst, indem Sie das Gleichungssystem A; + Ay + A3 = by, 21 + 2A3 = by, 3N\ +
-3

Ao +4X3 = b3 16sen. Was sind die Koordinaten von | 2 | beziiglich dieser Basis?
-5

Bestimmen Sie die Parabel y = a+ bz + cz? durch (—1/9), (1/3), (2/6). Versuchen
Sie, sich diese Parabel als Schnittpunkt von 3 Ebenen in P, vorzustellen!

]

-1 4 ~ A1
, U3 = | =2 | . Fiir welche A = | Ay | gilt
1 A3

Sind 7, U5, U3 linear unabhéngig? Sind v, s, U3

Es seien v; = [ 1], Up =

w
~ =N

M1 4 ATy 4 A3ty = 07 (GauB
eine Basis von R3? (Satz 4, 3b)

3 1 9 B A
Es seien Wy = | 1], Wy = 2 |, w3 = |8]. Fiir welche A\ = | Ay | gilt
2 1 1 A3

M0y 4 AWy + Mgtz = 07 (GauB; setze A3 = 1) Sind @, W, W3 linear unabhéingig?
Was bedeutet das geometrisch? Sind 0, w,, w5 eine Basis von R3?

(a) Sind ¥} =1 +x, Ty =z + 2%, U3 = 1 + 2z + 22 € P, linear unabhiingig?
(b) Sind W = 1—z+2?, Wy = 3+x—2% Wy = 1 —4x+22* € P, linear unabhiingig?
Sind 0y, wh, w3 eine Basis von Py?

(a) Drehen Sie den Vektor <§) um 73° im Gegenuhrzeigersinn!

(b) f : R? — R? sei die Spiegelung an der Geraden y = —x. Warum ist diese
Abbildung linear? Was ist die Matrix von f?

2 2 -1 1
Esseien?, = |1],th=[0],o3=| 1 |,vs=| 1 | €R3 (a) Fiir welche
3 2 1 —4

X € R gilt M) + Aoty + As¥s + M@y = 07 (GauB) (b) Sind @, ¥, 5, ¥y linear
unabhéngig? (a oder Satz 4, 1b) (c) Sind ¥, U, U3 linear unabhéngig?
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(a mit \y = 0) (d) Sind ¥/}, vy, U3 eine Basis von R3? (Satz 4, 3b) (e) Was sind die
Koordinaten von ¢y beziiglich 0y, ¥, 37 (verwende a).

(32) Es seien

1 a 2z
12 1 -1 -1 0 1
A‘<3 4>’B_<—1 —1)’0_(0.5 -3 —4)’D_ Lo 2 {

(mit a,b, ¢, f,x € R). Welche der Produkte AB, BA, AD, DA, CD, DC sind sinn-

voll? Berechnen Sie diese!

(33) Esseien f bzw. g bzw. h : R? — R? die Drehungen um die Winkel o bzw. 3 bzw.
a + (8 im Gegenuhrzeigersinn.
a) Welche Matrizen A, B, C entsprechen f, g, h?
b) Uberlegen Sie, dass h = fog und daher C' = A - B (84, Satz 2).
c) Folgern Sie aus (a,b) die Summensétze fiir Sinus und Cosinus.
(34) a) Schreiben Sie AT = b, A+ BC =D, B-(Z+7§) — % =i, ABC = D in
Tensorschreibweise!

b) Alle Indizes seien 1 oder 2. Schreiben Sie ¢k, — agibiy = dije;,r als Matrixglei-
chung sowie als 4 Gleichungen (fiir k,r = 1,2) an!

A= (all alz) B— (bll b12> O — (011 012)
as; G/’ bar by )’ Co1 Caa)
Berechnen Sie AB, BA; (AB)C, A(BC); (A+ B)C, AC + BC! Wie nennt man das

Gesetz, das bei Matrizen nicht erfiillt ist, und die 2 Gesetze, die bei Matrizen
erfiillt sind?

(Z6) Es seien

-2 -1 3
(40) Es sei A = | 3 2 —4|. Bestimmen Sie A~ wie in §4, Bsp. 10, S. 40 des
1 2 1

Skriptums! Kontrollieren Sie A - A™! = I! Was ist die eindeutige Losung von
AT = (1,3,5)17?

-2 -1 3
(41) Essei A= | 3 2 —4|. Bestimmen Sie rg A sowie rg AT! (rg A bzw. rgAT
1 3 1
ergeben sich als Anzahl der Pivotzeilen beim Gauf3’schen Algorithmus angewendet
auf A7 =0 bzw. AT% =0.) Ist A invertierbar?
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(42) a) Bestimmen Sie die Fliche F des Vierecks im R? mit den Ecken A = (2/1),
B =(1/3), C = (3/2), D = (4/4). Zeichnen Sie das Viereck, und tiberlegen
— — —_— —
Sie, dass hier gilt F' = 3|det(AB, AC)| + 5 det(DB, DC). Erkléren Sie die
Vorzeichen der 2 Determinanten!
11 2

b) Berechnen Sie [0 2 2| mit der Regel von Sarrus! Machen Sie eine Skizze,
2 31

die zeigt, warum diese Determinante negativ ist!

(Z7) Es sei A wie in Ubung 41, b= (1,-1,2)" und A= (4, l;) die erweiterte Matrix.
Berechnen Sie rg A! Ist AZ = b losbar?

b

: a
(48) Es sei A= (c J

) und det A # 0.

1 _
a) Zeigen Sie, dass A7 = et A (_dc ab) . indem Sie A- A~! = [ iiberpriifen!

b) Essei A= (é Z) und ¢ = (2) . Bestimmen Sie mit a) A~' und die Losung

von Ax =g/

-6 2 -1 -3 9
0O 0 0 -2 6
(49) Bestimmen Sie | 0 0 0 0 4 | so wie in §5, Bsp. 3 des Skriptums.
05 0 =7 —4 8
0 0 3 -8 =5
2 -1 -1 1
. o : . 1 -1 2 -1
(50) Bestimmen Sie mit dem Gauf’schen Algorithmus det 1 1 -2 3
-1 1 3 -1
1 1 1
(Z8) Was ergibt sich, wenn in der Matrix A = |a; ay a3 | zuerst I'=I, II'=II,
2 2 2
ay Gy dag
[MT'=II1-a4II und dann I"=D", [T"=I"-a, ', I[IT"=I1I" gemacht wird? Warum &ndert
sich die Determinante nicht? Warum erhélt man det A = (as—ay)(az—a1) al al ?
2 a3

77777

(56) Es seien a,b > 0 und f : R? — R? sei Streckung bzw. Stauchung (fiir a,b > 1
bzw. < 1) mit dem Faktor a in x;—Richtung, mit dem Faktor b in xo—Richtung.
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a) Was ist ¥ = f(2)? Was ist die Matrix A von f7
b) Was ist der Flachenverdnderungsfaktor von f?
c) Was ist das Bild des Vollkreises 2% +x3 < 1 unter f? (Skizze fiir a = 2,b = 3)

d) Welche Formel gilt daher fiir die Fléche der Ellipse y—l + ‘Z—Z 17

2 2 2
e) Was ist das Volumen des Ellipsoides $—2 + Z_Q + z_2 < 1?7 (Hier stehen z,y, z
a c

anstelle von yy, ys, y3 entsprechend d; Einheitskugelvolumen = 47/3.)
(57) Es sei A wie in Ubung 40. Bestimmen Sie A~! mit Streichungsdeterminanten.

(58) Wir betrachten das Gleichungssystem AZ = i aus Ubung 16.

b

)
)
a) Berechnen Sie det A durch Entwicklung nach der 2. Spalte!
) Berechnen Sie x5 mit der Cramer’schen Regel!

)

(Z9) Die Ausbiegung eines axial mit Kraft F' zentrisch gedriickten Stabes, der bei x = 0
mit dem Einspannmoment \; eingespannt ist und bei x = [ frei drehbar gelagert
)\1 X F

K](l — —), wobel v = [ —.

ist, erfiillt die Differentialgleichung w” + o?w = i o

Dann gilt

A
w(z) = F{ (1 — 7) + A cosazr + Agsinaz und  w(0) = w'(0) = w(l) = 0.
Schreiben Sie die letzten 3 Gleichungen als lineares Gleichungssystem in X an und
ermitteln Sie das kleinste positive F' (= Knicklast), fiir das eine Losung A # 0
existiert, durch Berechnung einer Determinante!

(64) €, A, B, C seien wie in Ubung 2. Bestimmen Sie die Langen und Winkel im Dreieck
ABC' sowie mittels des Kreuzprodukts eine Gleichung fiir e.

1
(65) Esseia= | 2 |.a) Wasist der Abstand des Punktes Q = (1/2/3) von der Ebene
—1
(@, %) =97 b) Was ist die Matrix der Spiegelung sy an der Ebene H : (@, ¥) = 07

—

(66) Zeigen Sie durch Ausrechnen, dass @x (bx ) = b-(a, *) (@, b) gilt fiir @, b, ¢ € R3.
( A

(Merkregel: “baz minus zab”) Was ist (@ x b) x &= —&x (@ x b)? Ist x assoziativ?
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(67)

(Z10)

(Z11)

(79)

Auf zwei windschiefen (d.h. nicht parallelen und nicht schneidenden) Geraden
—_
gi T =pi+ M5, 1 = 1,2, im R? seien F; die FuBpunkte, d.h. so, dass ||F|Fy||
. i
der Minimalabstand D zwischen g; und g, ist. Skizze! Uberlegen Sie: a) FiFy L
— — P — — prp— — — — — prm—
r1,7T9; b) F1F2||’T‘1 X To; C) F1F2 = P2 + )\27‘2 — P1 — )\17“1; d) D = ||F1F2|| =

—
|<F1f22’ Tlﬁx )| = (P2 _f)h ri X 72)] e) Berechnen Sie den Abstand D zwischen
|71 X 75| 171 X 75|
1 4 1 1
g =2 4+A[5|undg:Z=|—-1]+A]|1]!
3 6 1 1

Im R? sei @ # 0 und H die Ebene (@, ) = 0. Weiters seien by = er(l;) bzw.Cy =
pr;(2) die senkrechten Projektionen von b bzw in die Ebene H und b = bH + \d,
¢ = Cy + pd. Skizze! Uberlegen Sie: a) A\d@ = = ka/|\al, » = k/|dll, (b, @) =
(b, ) { 5>
la? 7

1|20y, @x (@xéy) = —||@||2cu; d) @x (bx &) = ax(beucH—)\axcH) 11]|@]| b —
M@?e = pllal|*(b— Aa) = Alld@|]? (¢ - pa) = byl|al|* — xal|* = b- (@, &) — & (@, b).

E||@|| und somit A = und ebenso p = b) by X &y || @ ¢) @ x (by x @) =

Berechnen (und vergleichen) Sie die Winkel a) zwischen den Vektoren v = (1,1,1,1,1)

und @ = (0,0.5,1,1.5,2)7 im R5; b) zwischen den Funktionen f,g € C([0,2]), die
durch f(x) =1 und g(x) = = gegeben sind.

Hinweis: In b) ist cosa = % und « hat nichts mit dem Winkel 45° zu tun,
g
unter dem sich die Graphen von f, g schneiden.
1 2 2
Bestimmen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix A= | 0 2 1 |!
-1 2 2
Fiir einen dreiachsigen Spannungszustand gelte o, = 2.3, 0y, = —1.4, 0, = 0,

Toy = 1.5, 7, = 0.7, 7, = 0 (in [N/m?]). Ermitteln Sie niherungsweise (mit dem
Newton-Verfahren) die Grofle der maximalen Normalspannung, d.h. den grofiten
Eigenwert der Spannungsmatrix!

Es seien si(z) = sin(kx) € C([0,2x]) fiir & € N. Zeigen Sie, dass ||sx| = \% und
dass die s paarweise aufeinander senkrecht stehen, d.h. (s, s;) = 0 fiir k # [.

A sei die Matrix aus Ubung 73. a) Schreiben Sie P(\) = det(A — M) = =\ +
A2 — c; A 4 ¢o an! b) Uberpriifen Sie, dass ¢y = det A, ¢; = >0 det(Ayy) und
c; = sp A. ¢) Uberpriifen Sie, dass ¢g = MAgAs, €1 = Ao + AAs 4+ A3 und
co =M+ A2+ Ag!
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(80)

(81)

(Z12)

1 6 4
Fiir die Matrix A= [ 6 2 2 | sind schon 2 Eigenwerte A\; = —3 und \y = —6
4 2 =3
bekannt. a) Bestimmen Sie aus sp A den dritten Eigenwert! b) Berechnen Sie die
Eigenvektoren zu den 3 Eigenwerten. Was sind hier a.V. und g.V.?

€1, €, €3 sei die Standardbasis von R3?, fi, f;, j:;:, sei die Basis von R?® aus Ubung
24. A sei wie in Ubung 80. a) Was ist die Transformationsmatrix 7" von €}, €5, €3
zu f1, f2, f37 b) Bestimmen Sie T~!! ¢) Berechnen Sie mit b) die Koordinaten von
-3
2 | bzgl. fi, fo, f5! d) Welche Matrix B hat f : RS — R3 : & — AT bzgl.
-5
ﬂ, fé, f;;? Warum ist B nicht symmetrisch?

Bei einem eingespannten Kragtriger (0 <z <[, -0 <y <b, 0 < z < h, [* > 20?)
~ 2 g2 3P

unter der Endlast P (in y—Richtung) ist S = a (252 _“Zly J 0 b ) 0= s

Wie grof} ist die maximale Normalspannung, und bei welchen z, y tritt sie auf?

Es sei f(7) = A% fiir ¥ € R® und A wie in Ubung 80 zu Mathematik A.

a) Geben Sie eine ONB f1, fa, f3 aus Eigenvektoren von A an!

b) Was ist die Matrix B von f bzgl. fi, f2, f3? Kontrollieren Sie, dass B = T~ AT
gilt.

Es sei T die Transformationsmatrix der vorigen Aufgabe. Uberpriifen Sie mit jeder
der 3 Bedingungen aus Satz 11, §7 der Vorlesung, dass T orthogonal ist!

Bringen Sie die Quadrik ¢(%) = 2? + 222 — 322 + 122129 + 8123 + 42923 = 1 in
Hauptachsenform! Welchen Typ hat die Quadrik? Skizze!

z(r —1)
r+1
y und zeigen Sie, dass 73 — x119 — 71 — 22 = 0 gilt! b) Bringen Sie diese Quadrik

in Hauptachsenform!

Esseiy = wie in Ubung 69 zu Mathematik A. a) Setzen Sie 2, = z, 2y =
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Klausuren zu den Ubungen Mathematik A im WS
2000/01

1. Klausur

(1)

(3)

(6)

Losen Sie das folgende lineare Gleichungssysteme mit dem Gaufi’schen Algorith-
mus:

—br; + 313 — Txz + 224 — x5 = 2
TrT — To + 232'3 + Ty = -3
—3r;1 — I9 + 4xy + bxs = —17
— 2[L‘2 + 31’3 + 21[‘4 + 41‘5 = —13
Schreiben Sie die Losung in der Form Zy,, = p+ M71 + -+ + )\kf;g an! Machen Sie
fhom
eine Probe, indem Sie tiberpriifen, dass p' das obige inhomogene Gleichungssystem
16st, und 7, ..., 7 das zugehorige homogene Gleichungssystem losen!
2 -1 -1 1
. -1 R —1 . 2 S —1 .. v
Es seien v; = B R I ENE Fiir welche A € R*
—1 1 3 —1

gllt )\1?71 + )\2772 + )\3?73 + )\4174 = 07 Sind ’171,172,173,774 linear unabhang1g7 Sind
Uy, Us, Us, Uy eine Basis von R*?

f : R? — R? sei die Drehung um 60° im Gegenuhrzeigersinn und g : R? — R? sei
die Spiegelung an der Geraden xy = 21 (vulgo y = z). Bestimmen Sie die Matrizen
C von f o g sowie D von ¢ o f. Ermitteln Sie cos60°,sin60° durch Uberlegungen
am Einheitskreis! (v/3 ~ 1.7)

Untersuchen Sie, ob die Funktion

f:[0,00) = R : x> 22 — 2?

injektiv bzw. surjektiv ist. Falls dies nicht gilt, schrianken Sie Definitions- und
Zielbereich so ein, dass die Funktion bijektiv wird.

Berechnen Sie fiir die folgenden komplexen Zahlen z jeweils Re z, Im z, Z, |z| und

argy 2

-9 :
z=—, z=3e "1
1+
Bestimmen Sie alle reellen Zahlen, die der folgenden Ungleichung geniigen:
|4 — 27|
2v +1
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2. Klausur

2 =2 1
(1) Essei A= |1 —1 1 |.Bestimmen Sie A~! mit dem Gauf’schen Algorithmus
4 -2 -1

und iiberpriifen Sie A - A~! = I!
(2) Es sei A wie in Aufgabe 1. Bestimmen Sie A~ mit Streichungsdeterminanten!

(3) Es sei A wie in Aufgabe 1. Bestimmen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren von
Al Welche a.V. bzw. g.V. haben die verschiedenen Eigenwerte?

(4) (a) Berechnen Sie die erste Ableitung von ¢g(z) = In(z+ vz + 1), und geben Sie

den Wert ¢'(1) an.
T -sinx

b) Berech Sie lim ———.
(b) Berechnen Sie lim ————

(5) Diskutieren Sie die Funktion (Nullstellen, Extrema, Monotonie,...)
T

g(z) = oS

und fertigen Sie eine Skizze an.

(6) Berechnen Sie die folgenden Integrale:

/a:cosa:da: /Qx—2d:v / de
SR A= (z—1)(z—3)

Priifungen zur Vorlesung Mathematik A, WS 2000/01

PROBEEXEMPLAR

Zum Bestehen der Priifung miissen 8 der folgenden 15 Fragen korrekt, d.h. insbesondere
geniigend ausfiihrlich, beantwortet werden. Die Antworten in Teil (b) sind zu begriinden.
Das Versténdnis der Fragen ist Teil der Priifung.

Wenn nur eine der Teilfragen (a) bzw. (b) korrekt beantwortet ist, so wird diese Frage
negativ gewertet.

Wenn Sie im Teil (a) einer Aufgabe eine ausfiihrliche Begriindung geben, indem Sie
einen diesbeziiglichen Satz beweisen, so erhalten Sie einen Zusatzpunkt. (Dies ist bei
den Fragen 2, 3, 4, 7, 11, 13, 14 moglich.)

Verwenden Sie fiir Thre Antworten nicht dieses Formular, sondern das ausgeteilte Papier.
Sie brauchen die Fragen nicht in der gegebenen Reihenfolge zu bearbeiten. Geben Sie bei
Ihren Losungen jeweils die Nummer der Aufgabe an! Beantworten Sie bitte die Fragen
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zu Linearer Algebra (1-7) und die zu Analysis (8-15) auf verschiedenen Bléttern.
(In diesem Probeexemplar wurden die Fragen zum Stoff bis Weihnachten gestellt. In
den Priifungen wird natiirlich auch der Stoff des Janners abgefragt.)

(1) (a) Was ist ein k—dimensionaler affiner Raum (AR)?
(b) Ein wieviel dim. AR ist durch & = (2) + X () + Ao

10) gegeben?

(2) (a) Welcher Zusammenhang besteht bei linearen Gleichungssystemen zwischen
Linn, Lnom und einer partikuldren Losung p (falls diese existiert)?

(b) Bestimmen Sie @iy, Thom SoWie 2 partikuldre Losungen zum Gleichungssystem
31’1 —333'2+£L’3+33‘4 = 12, X1 — X9 + Ts = 5.

(3) (a) Z seider Zeilenraum und L der Losungsraum eines homogenen linearen Glei-
chungssystems in n Unbekannten. Welche Zusammenhénge bestehen zwischen
n, dim L, dim Z, und der Anzahl der Pivotzeilen im Gaufi’schen Algorithmus?

(b) Bei einem homogenen linearen Gleichungssystem ergaben sich die Pivotzeilen

und [0 3 4]. Was sind dim L, dim Z? Ist (3,0,2) € Z?

(4) (a) Es sei A € R™ ™. Unter welchen Bedingungen hat das Gleichungssystem
AX = y/ fiir jedes y genau eine Losung 7
1 2

3 4
ist die Losung 7

(b) Es sei A = . Ist AZ¥ = i fiir jedes ¥/ eindeutig losbar? Wenn ja, was

(5) (a) Was sind die Grundeigenschaften von det (1, ..., 4,) fir 0y,...,0, € R"?
(b) Was ist det(@ — b+ 27, & — 3@, b), wenn det(a@, b, &) = 57

)
)

(6) (a) Was ist die anschauliche Bedeutung von det f fiir f : R" — R™ linear?
)

(b) Es sei f(Z) = ; i) 7 fiir # € R?. Welche Fliche hat f({FT e R?: 1 < z; <
(7) (a) Was ist die Matrix der senkrechten Projektion pry auf H : (@, ) = 07

1
(b) Was ergibt sich fira= |2 |7
3

(8) (a) Wie erhélt man den Graph von y = 3f(z + 2) aus dem von y = f(z)?

(b) Driicken Sie cos 3z durch cosz aus.

(9) (a) Wie lautet die Definition von injektiv?
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(12)

(13)

(14)

(15)

(b) Beweisen Sie die Injektivitit von g(z) = 23.

a+1b
c+id

Geben Sie Real- und Imaginérteil der komplexen Zahl z = an.

Berechnen Sie die 4-ten Wurzeln von —4.

Was besagt die Konvergenz durch Einschliefung?
1 2
Berechnen Sie damit § = lim M.

Wie ist f’(zo) definiert?
Berechnen Sie damit (1/z)'(3).

Berechnen Sie die Ableitung von f(z) = (sinz)” bei z = 7.

Wie lauten die de I’'Hospital’schen Regeln?

Sind die Voraussetzungen im Fall lim T cosT erfiillt? Welchen Wert hat

T—00 €T

)
)
a) Wie lautet die Kettenregel?
)
)
)

dieser Limes?

(a) Wie bestimmt man Kandidaten fiir lokale Extrema und Wendepunkte einer
Funktion f : [a,b] — R?

(b) Ist x = 0 ein Wendepunkt von f(z) = z*?

LOSUNGEN

(a) Eine Menge von Vektoren der Form & = p'+ A7) + - - - + \gT, die nicht mit
weniger als £ Richtungsvektoren dargestellt werden kann.

(b) = (3) + (M — 5A2)(7); das ist ein 1-dim. AR, d.h. eine Gerade.

(a) Linn = {} oder Liyy, = {p'+ U : U € Lypom}
(b)
I: 3—-311 0 ’ 12

I [1-100 15

1310 0 11 —3[—3
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(4)

(5)

(a)

(b)
()

(b)

k’:5—2:3,l’3+l’4—3$5:—3,1'4:)\1,[L’5:)\2,$3:—3—)\1—|—3)\2,

5+ A3 — A
A
$1—ZL‘Q—I—$5:5,$2:)\3,$1:5+)\3—)\2:>fmh: —3—)\1+3)\2 =
M
A2
5t 0 —1
0 0 0
ﬁ—thom = ﬁ+)\17?1+)\27?2+>\3773 WObeiﬁ: -3 s 7?1 = —1 s 772 = 3 s
0 1 0
0 0 1
1 5
1 0
3 = | 0 | ; eine andere partikuldre Losung ist z.B. p+ 71 = | —4
0 1
0 0

dim Z = Anzahl der Pivotzeilen; dimL = n — dimZ = n — | Anzahl der
Pivotzeilen)]

dim Z = Anzahl der Pivotzeilen =2 = dim L =3-2=1; Z = {\(1,2,3)+
A2(0,3,4) : X € R?}; (3,0,2) € Z < (3,0,2) = A\1(1,2,3) + X2(0,3,4) —

3= XA, 0=2\ 43X, 2 = 3\ + 4)\;. Die ersten zwei Gleichungen geben

A = 3, 2 = —2; in der dritten Gleichung eingesetzt folgt ein Widerspruch:

2=3x3+4+4x(=2). Alsoist (3,0,2) ¢ Z.

Hier miisste eine der Bedingungen von §4, Satz 4 angegeben werden, z.B. “A
ist invertierbar” oder “A hat Rang n” etc. Auch “det A # 0”7 (§5, Satz 7)
wiére richtig.

e T — ALl 4 =2\ __ (“Zyntue
7 : / 2 (_3 1 >y (%Z/l_%ZJz)

det ist linear in ¥y, d.h. det(v; + Ao}, ¥y, ..., 0,) = det(¥, ..., 0,)+

Adet(¥], Uy, . .., U,); det ist alternierend, d.h. det(2 Vektoren o; vertauscht) =
—det(ty, ..., 7,); det ist normiert, d.h. det(é}, ..., €,) = 1 fir die Standard-
basis €1, ..., €,.

—, —, —,

det(@—b+2¢,¢—3a,b) = det(@, —3a,b)—det(b, ¢ — 3d, b) +2 det (¢, é—3a, b) =

g
0
- - - —,

det(@, ,b) — 3det(,a, b) +2 det(, ¢, b) —6 det(C, @, b) = — det(a, b, &)+
0

/

ol O

-,

16 det(@, & b) = —7det(a, b, &) = —35
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(10)

(a) det f = £R"™ —Volumsverdnderungsfaktor, wobei + je nachdem f die Orien-
tierung erhélt oder umkehrt.

(b) Flichenverinderungsfaktor = |det f| = [4—6| =2 = f{Ff € R*:1 <2 <
5, 2 < xy < T}) ist ein Parallelogramm mit Fléche 2- (5 — 1) - (7 —2) = 40

Flacheneinheiten.
(a) pry hat die Matrix A =1 — ﬁ a-at.
1 1 1 1 2 3 1 13 -2 -3
(b) A:I—m g (1’2’3)_1_ﬂ g 461 S =11 :§ i% —56

(a) Durch Verschiebung um 2 Einheiten nach links und Streckung um den Faktor
3 in y— Richtung.

(b) Aufgrund der Summensétze fiir Sinus sin(z + y) = sinz - cosy + cos z - siny
und Cosinus cos(z + y) = cosx - cosy — sinz - siny gilt
cos 3x = cos(2x + x) = cos 2z - cosx — sin 2z - sinx
=cos’z —sin?x - cosx — 2sinx - cosx - sinx
= cos®x — 3sin’x - cosx = 4 cos® x — 3cos .

Die letzte Identitiit folgt aus sin®x + cos? x = 1. (Man konnte das Beispiel
auch mit den Formeln von Moivre l6sen; sieche Ubungen.)

(a) Eine Funktion f: X — Y heifit injektiv :&
fiir alle z, x9 € X gilt: <f(3:1) = f(za) = a1 = x2>.

(b) Aus g(a) = g(b), d.h. a®> = b3 folgt: 0 = a® — * = (a — b)(a® + ab + b?).
1.Fall: a — b =0, d.h. a = b;
2.Fall: 0 = a*+ab+b* = (a+b/2)?+3b? /4. Das ist nur moglich fiir a = b = 0.
Insgesamt also a = b.

ac + bd mz_bc—ad

A+ d?’ A2 d?

(b) In Polarkoordinaten gilt —4 = 4 e™.

Somit ist v —4 = {\/ie”i/‘ﬂ V23 /2 3T/ ﬁe*”i/‘l} ={+1+i}, da

em/4 — \/Li(l +1), e3m/1 = \%(—1 +1), ete. (Skizze!)

(a) Rez =

(a) Seien (ay), (by) und (¢,) Folgen mit folgenden Eigenschaften:
(i) lim a, = hm Cn = Q

n—oo

(ii) Es gibt einen Index N, sodass fiir allen > N : a, < b, < c,.
Dann gilt auch lim b, = a.

n—oo
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(12)

(13)

(14)

(15)

1 2 2
(b) Wegen —1 < cos2x < 1 gilt: 0 < S tcosen < —. Man setzt a,, := 0 und

n n
¢p := 2/n. Dann ergibt sich wegen lim ¢, = 0 der gesuchte Grenzwert § = 0.

n—oo

(a) f'(zo) = lim M.

T—To T — o

. ~ lim 1
=3 r —3 zﬂg(\/g_\/g)(\/gjL\/g)_Ls\/gJM/g

= (y/ ist stetig) = oWk

(a) Es sei h(z) = f(g(z)). Falls f und ¢ differenzierbar sind, so ist auch h diffe-
renzierbar und es gilt A'(z) = f'(g(z)) - ¢'(x).

(b) Fiir 0 < 2 < 7 gilt die Identitit (sinz)® = e®"6m*) Somit erhilt man durch
zweimaliger Anwendung der Kettenregel (und der Produktregel)

Fla) = d cos T

_eacln(sinac) _ exln(sinx)‘<1n(sin .17)+[E :
Wegen sin § = 1 und cot § = 0 ergibt sich f'(7) = 0.

e Slnx) - (ln(sinx)_}_x cot !L‘)'(Sinx)x_

(a) Seien f, g : (a,b) — R differenzierbar und gelte fiir alle = € (a,b) : ¢'(x) # 0.
Gelte weiters (i) f(z) — 0 und g(z) — O fir x — b~ (oder f(z) — o0

!/
und g(z) — oo fiir x — b7); (ii) lim / ,(iﬁ) existiert. Dann gilt lim f@) _
) a—b— ¢'() a—b- g()
lim f/(:v)
z—b~ @ (I)

(b) Man hat f(z) = = + cosz, g(z) = = und wihlt b = oo. Beide Funktionen

x

sind differenzierbar, ¢'(x) = 1 und f(z) — oo, g(z) — oo fiir z — oco. Aller-

. . . o) . l—sinz . . . .

dings existiert lim = (@) = lim - = lim (1 — sinz) nicht. Somit ist
T—00 g T T—00 T—00

Voraussetzung (ii) nicht erfiillt und die Regel ist nicht anwendbar. Nach dem

EinschlieSungssatz gilt jedoch lim T CosT 1+ lim st _ 1.

(a) Die Kandidaten fiir lokale Extrema sind (i) die Randpunkte des Definitions-
intervalls, also a und b; (ii) alle Punkte, in denen f nicht differenzierbar ist;
(iii) die stationdren Punkte (d.h. die Punkte x mit Ableitung f’(z) = 0).
Kandidaten fiir Wendepunkte sind (i) alle Punkte, in den f nicht zweimal
differenzierbar ist; (ii) alle Punkte « mit f”(z) = 0.

(b) Nein. Der Graph der Funktion ist iiberall konvex, er liegt stets oberhalb der
Tangente (Skizze!).
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BEISPIELE VON UNZUREICHENDEN ANTWORTEN

a) Wenn L;,, fiir jedes i/ aus genau einem Element besteht.
a) Durch Verschiebung und Streckung.

(a)
(b)
(b) 1, 2, nein
(a)
(a)
(a)

a) Eine Funktion ist injektiv, wenn ihr Graph jede Parallele zur
x-Achse hochstens einmal schneidet.

(10) (b) V=4 =v4-V/=1=V2-V/i=1+1i
(12) (a) f'(xo) ist die Steigung der Tangente.

(15) (a) Kandidat fiir Extremum, falls f'(z) = 0;
Kandidat fir Wendepunkt, falls f”(x) = 0.

m O Q W »=

S|

KOMMENTAR: A, B, C, E sind zu wenig ausfiihrlich. D ist zwar wahr, aber in einer
sehr trivialen, d.h. offensichtlichen Weise, die man in der Logik “Tautologie” nennt. F
ist nur fiir reelle Funktionen zutreffend. G ist unvollstéindig, es waren alle 4-ten Wurzeln
gefragt. H ist nicht die in der Vorlesung gegebene Definition von f'(z), sondern eine
Folgerung daraus. Zudem miisste man hier genauer sagen: f’(x¢) ist die Steigung der

Tangente an den Graph von f im Punkt (xg, f(x¢)). I ist unvollstindig.

BEISPIELE VON ZUSATZPUNKTEN

(2) (a) Beweis von Liy, = {p'+ ¥ : U € Lpom} wenn p eine Losung des inhomogenen

P

leichungssystems AZ = ¢/ ist (in Matrixnotation):
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(13) (a) Beweis der Kettenregel:
h(z) — M) _ fl9(z)) — flg(wo))  g(z) — g(z0)

Man verwendet: =
T — T g(x) — g(zo) T — T

(@) lim g(w) — g(wo)

= ¢'(z), da g differenzierbar.
T—TQ r — To

(8) Sei y = g(x) und yo = g(xp). Dann ist
)~ o) ) F) ~ )
a—ao  g(x) — g(xo) y=voo Y — Yo

f differenzierbar.

Somit ist h differenzierbar, und es gilt h'(zo) = f'(g(z0)) - ¢’ (xo) nach den Rechen-
regeln fiir Grenzwerte.

= f'(yo) = f'(g(x0)), da g stetig und

1. PRUFUNG (2001 - 02 - 02)

Zum Bestehen der Priifung miissen 8 der folgenden 15 Fragen korrekt, d.h. insbesondere
geniigend ausfiihrlich, beantwortet werden. Die Antworten in Teil (b) sind zu begriinden.
Das Versténdnis der Fragen ist Teil der Priifung.

Wenn nur eine der Teilfragen (a) bzw. (b) korrekt beantwortet ist, so wird diese Frage
negativ gewertet.

Wenn Sie im Teil (a) einer Aufgabe eine ausfiihrliche Begriindung geben, indem Sie
einen diesbeziiglichen Satz beweisen, so erhalten Sie einen Zusatzpunkt. (Dies ist bei
den Fragen 2, 3, 4, 7, 9, 12-15 moglich.)

Verwenden Sie fiir [hre Antworten nicht dieses Formular, sondern das ausgeteilte Papier.
Sie brauchen die Fragen nicht in der gegebenen Reihenfolge zu bearbeiten. Geben Sie bei
Ihren Losungen jeweils die Nummer der Aufgabe an! Beantworten Sie bitte die Fragen
zu Linearer Algebra (1-7) und die zu Analysis (8-15) auf verschiedenen Bléttern.

(1) (a) Wie ist der Begriff ,Koordinaten bzgl. einer Basis“ definiert?

(b) VV;iS sind die Koordinaten von (_75) bzgl. der Basis f; = G)? fo = (31) im
R=7

(2) (a) Es sei A € R™" und L der Losungsraum von AZ = 0. Welche Zusam-
menhénge bestehen zwischen n, dim L, rgA, und der Anzahl der Pivotzeilen
im Gaufy’schen Algorithmus?

1 2 3 4
(b) Was sind rgA bzw. dim L, wenn A= | 2 8 1 5 |?
-1 2 -8 -7

(3) (a) Es seien f(Z) = AT, g(%) = BZ, f(9(%)) = CZ mit A € R™", B € R™*.
Wie sind ¢;; durch A, B bestimmt?
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(10)

(11)

(b) Schreiben Sie AZ = b und AT - B = D in Tensorschreibweise an!

(a) Was besagt die Cramer’sche Regel?

(b) Bestimmen Sie damit xo, wenn x; + 2x9 + 3x3 = 1, =227 — 23 = 2, 221 +
6x9 + 8xr3 = 3.

(a) Wie ist ¥ x @ durch die Determinante und ( , ) definiert?

1 -1
(b) Welche Fliche hat das von | 2] und | 2 | im R? aufgespannte Parallelo-
3 4

gramm?

(a) Essei A € R¥® und P(—\) = det(A+ ) = N+ c2A* + 1 A + ¢p. Wie erhélt
man cg, ¢1, o aus A?

1 -2 3
(b) Bestimmen Sie so das charakteristische Polynom P(A\)vonA= 2 1 5 |[!
0 1 -3

(a) Was gilt fiir die Eigenwerte und Eigenvektoren einer symmetrischen Matrix
A?

(b) Uberpriifen Sie die Aussagen in (a) fiir A = <§ _21)!

(a) Wie lautet die Definition von |z|?

(b) Welche = € R geniigen der Ungleichung |z — 1| < x + 37

(a) Wie lautet die geometrische Summenformel?
1 1 1 1

o 1
(b) BerechnenSlezog_1+§+§+ﬁ+8_1+...‘

a) Skizzieren Sie die Funktionen y = arcsinz und y = Inz.

b) Schreiben Sie die Zahlen €*™/* und 3e~™/3 in der Form a 4 ib mit a,b € R.

a) Was besagt der Zwischenwertsatz?

a) Wie lautet die Produktregel?

b

(a)
(b)
(a)
(b) Ist er auf sign 2x am Intervall [—1, 1] anwendbar? Warum bzw. warum nicht?
(a)
(b) Berechnen Sie damit die zweite Ableitung von sinz - cos z.

(a)

a) Was bedeutet quadratische Konvergenz beim Newtonverfahren?
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(b) Fiihren Sie zwei Schritte des Newtonverfahrens zur Lésung von 2% = 3 durch.
Verwenden Sie den Startwert xo =1 .

(14) (a) Wie lautet der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung?

26— 2z
4

(b) Berechnen Sie das Integral / dz.

.
(15) (a) Wie lautet der Satz von Taylor?

(b) Berechnen Sie die ersten 3 Terme des Taylorpolynoms von g(x) = 2z + 1
mit Entwicklungspunkt 0.

2. PRUFUNG (2001 — 03 — 30)

Zum Bestehen der Priifung miissen 8 der folgenden 15 Fragen korrekt, d.h. insbesondere
geniigend ausfiihrlich, beantwortet werden. Die Antworten in Teil (b) sind zu begriinden.
Das Versténdnis der Fragen ist Teil der Priifung.

Wenn nur eine der Teilfragen (a) bzw. (b) korrekt beantwortet ist, so wird diese Frage
negativ gewertet.

Wenn Sie im Teil (a) einer Aufgabe eine ausfiihrliche Begriindung geben, indem Sie
einen diesbeziiglichen Satz beweisen, so erhalten Sie einen Zusatzpunkt. (Dies ist bei
den Fragen 1-7, 9, 11-15 méglich.)

Verwenden Sie fiir [hre Antworten nicht dieses Formular, sondern das ausgeteilte Papier.
Sie brauchen die Fragen nicht in der gegebenen Reihenfolge zu bearbeiten. Geben Sie bei
Ihren Losungen jeweils die Nummer der Aufgabe an! Beantworten Sie bitte die Fragen
zu Linearer Algebra (1-7) und die zu Analysis (8-15) auf verschiedenen Bléttern.

(1) (a) V seiein VR, €,...,¢, sei eine Basis von V' und ﬁ, . ,]?m € V. Was sagt
der Basissatz jeweils iiber m, wenn f1,..., f,, l.u. bzw. ein Erz.system bzw.
eine Basis sind?

1 1
(b) Es seien ﬁ =121, f; =10] . Sind f;,fé l.u.? Sind fi,f; ein Erz.system
3 1

von R3? Sind f, f» eine Basis von R3?

(2) (a) Beider Losung des Gleichungssystems AZ = 0, Z € R, mit GauB ergaben sich
Jj Pivotzeilen und die Losungsmenge L = {7+ -+ XNk 0 A1, ..., A € R}
Wie hiingen j und k£ zusammen?

2 2 21
o s o
(b) Was sind 7, k, L fiir A (4 44 2> .
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(10)

(11)

(12)

(a) Wann heifit A € R™" invertierbar? Wie lésst sich das mit der Determinante

feststellen?
2 -1 4
(b) EsseiA= |1 2 —2].Istdas Gleichungssystem A% = 7 fiir jedes ¢/ € R?
3 1 1

eindeutig losbar?

a) Was gilt fir det A («) bei Zeilenvertauschungen, (/) bei Gau-Schritten?
b) Es sei A wie in (3b). Bestimmen Sie det A mit dem Gaufischen Algorithmus!

(a)

(b)

(a) Was ist die Hessesche Normalform von (@, ¥) = b7

(b) Was ist der Abstand von @@ = (1/1/1/1) von der Hyperebene —3x; + x5 +
T3 — dxy = 67

(a) Die lineare Abbildung f : V' — V habe bzgl. é,...,¢é, Matrix A, bzgl.

f1 fn Matrix B, und T sei die Transformationsmatrix von der Basis
€1,...,6, zur Basis fl, cee fn Wie hiangen A und B zusammen?

. o o - > —1
(b) Essei V=R & = (), &a=()). i=(), =), A= ((1) 0).Was
sind 7" und B?

(a) Was gilt fiir die Eigenwerte und Eigenvektoren einer symmetrischen Matrix

A?

(b) Uberpriifen Sie die Aussagen in (a) fiir A = <§ _21>!

a) Essei f: D — Y und B C Y. Definieren Sie das Urbild von B.
b) Essei f: R — R:x~— 2% —5. Geben Sie f~!({—4}) und f~!([-1,4)) an.

b) Rechnen Sie die Punkte (3,4), (—2, —2) und (—4, 3) in Polarkoordinaten um.

Wie ist der Grenzwert von Funktionen definiert?

(a)
(b)
(a) Wie lautet die Umrechnungsformel von kartesischen in Polarkoordinaten?
(b)
()
)

2-3 2 1 — 1 — 272
(b) Berechnen Sie :PL% % und Q}EEO ﬁ ‘

(a) Wie lautet das Bisektionsverfahren? Unter welchen Voraussetzungen liefert
es eine Nullstelle?

(b) Machen Sie zwei Schritte des Bisektionsverfahrens fiir die Funktion
f(x) = 2* — 2 — 3 auf dem Intervall [0, 2].

(a) Wie lautet die Quotientenregel?
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(b) Berechnen Sie damit die Ableitung von :
ogx

(13) (a) Wie lautet die Formel fiir partielle Integration?

()
(b) Berechnen Sie fob re ¥ dx. Was ergibt sich fiir b — oo?
(14) (a) Wie lautet die Formel fiir das Volumen eines Drehkorpers?
(b) Berechnen Sie das durch Rotation des Parabelstiicks y = (2—xz)?, 0 <z <1
um die x-Achse entstehende Volumen.

(15) (a) Wie lautet der Satz von Taylor?

(b) Geben Sie die Taylorreihe der Exponentialfunktion mit Entwicklungspunkt 0
an.
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