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Kapitel I

Fourier-Analysis

(benannt nach Jean Baptiste Joseph FOURIER (1768-1830))

1.1 Periodische Funktionen

Definition
Esseip > 0. f: R — R (oder C) hat Periode p (bzw. ist periodisch
mit Periode p) <= Vz € R: f(z+p) = f(z).

f(X+p) fx) |

ein "Periodenintervall"
Bemerkung:

1. Wenn f Periode p hat, so geniigt es, f auf einem Periodenintervall
[a,a + p| anzugeben.

2. f hat Periode p = f hat auch Periode np, n € N. Denn:

flx+np) =flx+n—-1p+p)=flz+(n-1)p)
=flx+(n—-2)p)=-=flx+p) = f(z)

3. f,g haben Periode p,h : R — R beliebig = f+g¢, f-g, f/g, hof
haben auch Periode p.



Beispiel:

. o
Funktion Bild eine kleinste
Periode | Periode
: /\ 5 5
sin x Ay - .
cos n ‘ 3n o o
on ‘
ol , @ 27 o
tanz TE 75/37c /STE 2w T
%) | sin(2mx) 1 /1\ . 1 1
2\/ \2
)| s (27m) /\
%) | sin| — » »
2rkx /\ [\ /\ .
. J p
*) Sln< » ) Ep\} U Up p 2
(hier k=4)




*) ebenso fiir cos(---) und e’ - -

Im folgenden sei immer p > 0 fest und k£ € N (oder manchmal, wenn aus-
driicklich gesagt, ist auch k = 0 zugelassen). Rechnerische Kontrolle zum
letzten Beispiel:

sin (M) = sin(QWlm + 27rk:) = sin(zﬂm>
p p p

2k
= f(z)= sin( T x) hat Periode p

Definition

1. F,:={f:R — R stiickweise stetig, beschrankt und mit Periode p}

2rk 2k
2. ¢o(z) =1 (konstant), cx(z) = cos( T x)’ sk(x) = Sin( T x) Dann
p D
gilt: co, cx, sk € Fy.

S S2 1

A €F,

Bemerkung: F), ist ein Vektorraum: f, g € F,, A € R = { ft+geF,

Definition
F, wird mit dem inneren Produkt

a-+p

1
o= / f(2)g(x) de

versehen. || f|| := +/(f, f) heit Norm von f.



Bemerkungen:

1. f-g € F,. Daher ist es egal, iiber welches Periodenintervall [a,a + p]

man integriert:

a+p /

btp
aff'gdl‘:{"e'// f-g

v

ab at+p t;+p

(ﬁﬂtiﬁﬁﬂm@quéﬂ“pJW}MWM@HmMg
(f-g)a+p)—(f-9)(a)= 0)

2. (,) erfiillt die Axiome eines inneren Produktes:

(a) (A\f+g,h) = X(f, h) + (g,h) (“linear in 1. Komp.”)

(b) {f,q) = (g, f) (“ symmetrisch”)
(c) {f, f) > 0 auBler fiir f = 0 fast iiberall (“positiv definit”)

3. Bei komplexwertigen Funktionen setzt man

a-+p

1 -
<ﬁm:5/ﬂ@g@mx

4. (,) entsteht aus (,) auf R™ durch Diskretisierung;:



a+2p/n
[~ fm = A ) p/m) € R™ (fpy ist “ad hoc”, d.h. keine {ibl.
fla+p)
Notat.)
! Jp Jp
= (fl), 9pm)) = 2_ f(a + —)g(a+ —)
j=1 n n
— lim —<f[n],g[n]> = — lim Z E f<a—i— ‘E)g(a—{— ]—p) =
n—o00 N, P n—oo 4 n n n
J=1 N~
h 7
a+p e
— [ f(z)g(z)dz (“Rechtsregel”)
= (/. 9)

5. Offenbar ist immer (f, f) > 0 (bei komplexwertigen Funktionen we-
gen Bemerkung 3). Weiters gilt (f, f) = 0 genau dann, wenn f “fast
iiberall” 0 ist, d.h. fiir f € F},, dafl es in einem Periodenintervall nur in
endlich vielen Punkten # 0 ist. Damit || - || eine Norm und nicht nur
eine Halbnorm ist, d.h. damit || f|| = 0 = f = 0 gilt, miiite man in F,
je 2 Funktionen identifizieren, die sich in einem Periodenintervall nur
in endlich vielen Punkten unterscheiden. (Das bedeutet letztlich, da8
man F, als Teilmenge des Distributionenraumes D'(R) auffafit.) Fiir
das folgende ist das unerheblich.

Satz
Die Funktionen ¢y, v2¢x, v2si, k € N, stehen in F, paarweise aufeinander
senkrecht und haben Lénge 1. (Sie sind “ orthonormal”).

Beweis: Es seien k£, € N oder = 0 =

p
1 2rk 2ml
(cr, ) = —/cos( T x) cos<ﬂ) dz;
pO p p

COS(OH_—gi :cosacosﬁ—sinasinﬁ} Lo

= cosacos  + sin asin 3

cos(a

) + cos(a — )] = cosavcos 8

B
2k 2mlx 1 ( n )
» CcOS ) Ci+1 T Cik—1
P

= (cr, ) = %p/(ck-i-l(x) + cpi(x)) da;
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m =0,
A
0

0: k#I,
= (ck,a) =14 3: k=1eN,
1: k=1=0

1
= ¢ Lo firk #£1, |laf = 7 fiir k € N, und [|co|| = 1.

V2

0: k#I
Nun bliebe noch zu zeigen (cg, ;) = 0 und (sg, s1) = ¢ 1
5

k=1leN
Das geht &hnlich, s. Ubung 41. O

Definition
1. Eine Funktion der Form g(z) = ag+ajci(z) +bis1(x) +- - -+ ane,(z) +
bysn() = ageo + > (akck(x) + bksk(x)) mit ag, ax, by € R heifit trigo-
k=1

nometrisches Poiynom der Ordnung n.

2. F,, :={g: g trigon. Pol. d. Ord. n} C F,.

Bemerkung: F),,, ist ein endlich dimensionaler Vektorraum und nach dem
Satz auf Seite 6 ist co, V2¢c1, V251, ,V2¢,, V28, eine ONB in F,,,.
Speziell: dim F,,, = 1+ 2n. Fiir g(z) wie oben gilt:

a bl bn
olx) = ao-co+ T VEar(n) + o V2n() 4ot V()

aq bl Qyp, bn . . . .

== |(ag,—, —, "+ ,—=, —— | sind die Koordinaten von g bzgl. der obi-
( "VIVE e ﬁ) .

Qg bk

en ONB = ap = (g, ¢p), —= = (¢, V2¢1), —

g 0 = (g,0) (g k) /2

\/§ :<g7\/§sk>

Also: g = <g7CO>7 ap = 2<gack>7 bk = 2(97 8k>

(Direkte Kontrolle:

Z.B. (g,cx) = {apco + arc1 + bysy + + -+ + ancp + bpSp, k)

= ao(co, Ck) + - - + ar{cr, cx) + bp(Sk, k) + - -+ + an{cn, ck) + bn{sn, cr)
0 0 0 0

= ay(cy, ) = %@k\/)

Weiters nach Pythagoras:



2 bQ
llgll* = >_ Koordinaten? = a3 + % + 51 +-+

oS
_|_
N [T

1 n
Also lgll* = a5 + 5 > _(ak +40)
k=1

(Direkte Kontrolle:

||g||2 = <g7g> = <gva000 + -+ bn3n>

= ao(g,co) +ai{g,c1) +bi(g,s1) + -+ bn(g,5n)
<~ <~ S~ S~
a o b b
2 2 2
R .
= gttt t 2\/)

1.2 Fourier-Reihen

1
Beispiel: p =1, f € F, mit f(z) == 2 - 1 2 *
fir0<zr<1=

Aufgabe: Lafit sich f als Linearkombination von cg, ¢, s darstellen?
Beobachtung: f ist nicht stetig = f ist kein trigon. Pol = mit n € N
kann man f nicht in der Form ag + Y (axck(z) + bysy(x)) schreiben. Viel-

k=1
leicht mit n = oo, siehe spéter.

Idee: Approximiere f durch g € F,,,
d.h. bestimme g € F,,,, mit ||f — ¢g|| = min.

Satz
Es seien p > 0, f € F,,n € N. Dann gibt es genau ein g € F,, mit

|f — gl = min. (x) Und zwar ist g = ap + Y (axcr(z) + brsg(z)) mit
k=1

ap = (f,co), ar =2(f, c), br = 2(f, sx)

(%) heifit exakt: || f — g|| = min{||f — h||: h € F,,})




Definition
1. ag, ay, by wie oben heiflen Fourierkoeffizienten von f.

2. g wie oben heifit n-te Fourierapproximation zu f. Schreibweise fiir
g:Jn

Beweis des Satzes:

(a) Es gilt: || f — g|| wird minimal fiir das g € F),,,, das erfiillt Vh € F,,, :
f—glh

Veranschaulichung im R? (“=”=entspricht)
geEe = Iy,
; feR = F,

Ebene &

f-g

(Rechnerischer Beweis: ||f — g|| = abs.min. <= Vh € F,, : VA € R :
1f=(g+A) 12 > 1 f=gl?; [ f—(g+AR)|]? = (f=(g+Ah), f~(g+Ah)) =
If = gll> = 2\(f — g, h) + A?||h||?. Diese Parabel in A hat ihr Minimum
fir \=0<= (f —g,h) =0.)

(b) Es sei also g = ag + > (arck(x) + brsk(z));
k=1

IIf = gll minimal<2 Vh € Fon:(f—9,h)=0

(co,ck,sk Basis in Fp )
<

(f—9,¢c0)=0 (f,co) = (g, co) = ag
(f=ga)=0 p =9 (frx) ={g,cx) =gar p L1<k<n
<f_g,Sk>:0 <f>3k>:<ga8k>;%bk

x siche Seite 7 U]



Zuriick zum Beispiel: f )=z, 0<z<1l=p
1

—ay = (fe) = /f / dr =

0

2 2rkx
ap = (f,ck)—go/f(:n)cos< P >d$

1

1 1

in(27k in(27k
= 2| _z cos(2rkzx) dz = QxM - Q/M dz =0

N~ ——— 2k 2k

0 u v’ 0
\—— — N )
‘ 1
27Tk<007sk>

be = 2(f,s0) = /f '(2”“)@19:

1

1
2k 21k
= 2/ x sin(2rkx) do = —21’% +2/% dzx
0 u v’ 0

1 Vo
27rk<60_ack>

B 11 i

ok 7k

n 1 1 .
Also: f, = ag+ . (agc + bgsp) == — = > ——
k=1 2 T k=1 k

10



f(x) = x, 0 < x <1 =p, und seine 10-te Fourierapproximation
1.2 T T T

y-Achse

Bild:

2 I
-0.5 (0] 0.5 1 1.5
x—Achse

Problem: Was passiert fiir n — 00?
Konvergiert ||f — f.|| gegen 07

Satz (iiber die Normkonvergenz)
Es seien f € F,, ag, ax, by ihre Fourierkoeffizienten, n € N.

/f A e e

(a)
S - flP @ s @)
2 i1

1 n
Speziell: ||f||* > a2 + 3 > (a2 +b3) “Besselsche Ungleichung”
k=1

(b) (ohne Beweis) Es gilt lim ||f — f,|| = 0 und daher
n—oo

1 o
117 = 5 Z (a2 +b3)| “Parsevalsche Gleichung”
k=1

Beweis von (a):

:Deﬁnition der |||l
: siehe Seite 8
Bl WP = (ED == fart foo £~ St fa)
= <f_fna f_fn>+2<f_fm fn>+<fmfn>
N LT Nagalls

If=fnll? =0%) 117

11



%) mnach Seite 8: dort ist ¢ = f, und man kann auch h = f, setzen, da
fn € Fpon.

[
17 L 1
Zuriick zum Beispiel: || f||* = = [ f(z)?*dz = [2*da = 3= (Parseval;
2 0
1 /1\ 1=/ 1\ 1 1 =1
1 —1
a0 =5 @ =0, by = 55) = 3 2) +2k:1< wk) 1o 27

Problem: Nach Satz auf Seite 11, (b) gilt || f— f.|| — 0 fiir n — oo. Gilt auch

fiir festes « f,,(x) — f(x)? D.h. konvergiert lim f,(z) = ap+ > (arck(z)+
n—oo el

besi(x)) und = f(z)?

Definition Die Reihe ag + > (akck(a:) + bksk(a:)) heifit Fourierreihe von
=1
f im Punkt x.

Bemerkung:

1. Die Fourierreihe ist fiir jedes feste = eine Zahlenreihe (&hnlich wie bei
der Taylorreihe).

2. Die Fourierreihe kann auch in manchen = divergieren (dhnlich wie bei
der Taylorreihe). Das passiert aber nur in pathologischen Fillen sowie
bei Distributionen (z.B. ¢).

Definition
f:R— R, 2y € R. x4 heifit Dirichlet-Punkt von f <—

(a) li/m f(z) und li\“m f(z) existieren (# o0)
EO\,_/ _0\,_/

(Schreibweise: f(xo—) f($o+))

(b) lim f(@) = f(zo) und lim f(@) = f(zot)

exist. 00
x xo xr — Xo \(Zo xr — X (7& )

'

(Schreibweise: },’(xg—) f’(330+))

12



Bemerkung:
1. Peter Gustav Lejeune-Dirichlet: 1805-1859

2. Jeder Punkt, wo f differenzierbar ist, ist ein Dirichlet-Punkt von f.
Genauer: f in zq differenzierbar
<= 1 Dirichlet-Punkt A f(zo—) = f(zo+) A f'(xo—) = f'(xo+).

/

//Tangente links
v

f'(xy)

f(x-)

f(x:T)

/0 f 0 ist kein Dirichlet-Punkt

N
AN
F(xgh) h
X+ N
0 Tangente rechts

Satz (iiber die punktweise Konvergenz, ohne Beweis)
f € F,,ap,a, by ihre Fourierkoeffizienten, zy Dirichlet-Punkt von f. Dann

1
gilt: Die Fourierreihe von f in z konvergiert gegen 5 (f(wo—)+ f(z0+)), d..

L (Fle) + Flaot)) = ag + D (axei (o) + busy(x0))

k=1

Bemerkungen:

1
1. Wenn f stetig in ¢ ist, so ist 5(]‘(:30—) + f(zo+)) = f(zo), d.h. in

allen Dirichlet-Punkten x, in denen f stetig ist (i.a. also fast immer),
gilt

flz)=ao+ Z(akck(x) + bsi(z))
k=1

2. Die Fourierreihe konvergiert auch noch unter schwécheren Bedingun-
gen, z. B. fiir

13



f

flx)=+vz, 0<x<l=p dh .
&

(Die “ Dini-Bedingung” ist in xy = 0 erfillt.)

Zuriick zum Beispiel:

/ CLO:%, CLkZO, bk:—ﬂ__]_k
(a) Z.B.: o =0: = (f(0—) + £(04)) = %(1 L) = %
S 1 (1) 1
ap + ;(akck(O) + kak;(O)) = 5 + ;(—&) sin(27k - 0) = 5 v
- - 0

fo%) ———
sin(27k /4)

= 11
k3 (o) + b)) = 5 = 130T -

k=1 k=1
1 1 1 1 1 0 : Kk gerade
_5_;(1_§+5_?+”') *){il .k ungerade
3 xd Al
Kontrolle: arctanz =2 — — + — — — + — - fiir [z| < 1
. x 5 7
Denn: arctan:c—/ dt —i/( 1)”t2"dt—§:( 1)"x
' 1+ B 2n+ 1
0 n:OO n=0
=1 1+1 1+ tan 1 :>1 L _1r
- — _ = — — = ar n e _ = - — — . —
375 7 e 172 71



Problem: Gegeben sei h auf dem Intervall ]0,q]. LaBt sich A nur durch
Cosinusse bzw. nur durch Sinusse darstellen?
Lemma: Fiir f € F), gilt:

(a) f gerade = Vk : by =0
(b) f ungerade = ag =0, Vk :ay =0

Beweis zu (a) ((b) geht analog)

p/2
9 9
he=2(r50 =2 [ f<x>sm( m) da
P P
—-p/2 ~ -

F ist ungerade, denn

Fl=z2) = f(—z) sin(w> o) - (—sin<2”k‘”)> — _F(2)

y F(x)
0 %) p/2 SF(x)dx
— [ F(z)dz = — [ F(z)dx g
—p/2 0
p/2
= [ Flz)dz=0=1b,=0 o
—p/2

0
[ F(z)dz = [Substitution z =

(Analytischer Beweis von (x) : —t] =
—p/2
0 0 p/2
[ F(=t)d(—t)= [ F(t)dt=— [ F(t)dt) O
t:p/Z\\’—/\“’—/ /2 0

—F(t) —dt
Daher verwenden wir folgende Methode:

gerade

h:]0,q] — R sei gegeben;
Al f
ungerade h

1. Schritt: Setze h{

2. Schritt: Setze { Zg

15

} periodisch fort zu { %‘7

u

u

g } auf [—q, q] fort.

}:fEFpmitp:2q



Dann gilt nach dem Lemma fiir
hg :Vk b, =0
hy:ayg=0,Vk:a, =0

Definition
cosinus

g } heif3t Fourier{
sinus

>

u

Die Fourierreihe von { }reihe von h.

Beispiel: h(z) = z fiir 0 < < 1. Entwickle h z.B. in eine Fouriercosinusrei-
hel!

Angabe: 1. Schritt: 2. Schritt:

It h 17 he 1 T f=hg

1=q -1

p =2 iLg gerade = Vk : by =0

1 1
]. erae]. 1 1
a0:<f,co>:§/hg(x)dxhgg:d 5-2~/h(x)dx:§-2~/xd:v:§,

1
1 2 k erade 1
ak:2<f,ck>:2.§/h (:v)cos( T x>d$h9g ¢ 5

-1

N
o\
=
>
o
(@}
A
3
o
=
(oW
&

1

sin(rkz) | sin(mkx) cos(mkz) | 2 b
o[ [ ] = 2 ] < e -
0
0
{ 0: k gerade
ﬂQkQ k ungeraje o)
cos(mkx
Also: hy(z) = = — = Z —
l k 1,3,5--
(alle Punkte sind Dirichlet-Punkte)
1 4 1 1 72
Speziell: z =0 0—5—5- Z ﬁ: E- 5
k=135 k=1,3,5
RN | 1
(Kontrolle: Z p =) 5" ==
k=135, k=1 k=2,4,6,

2 > ™ 1 7 7
T X@rs i e=5Y



Beachte: Fiir 0 < < 1 erhalten wir zwei Darstellungen der Funktion

Yy=x:
1 1g=sin(2rk
z=5- ;;Ll:x) (Fourierreihe aus Seite 10)
1 4 k
T=5" 3 Z w (Fouriercosinusreihe siehe oben)
k=1,3,5
Diese Reihen stimmen iiberein in 0 < x < 1, liefern aber etwas Verschiedenes
1
in—-1<x<0, x#—§

1.3 Fourier-Integrale

Wiederholung: f € F,, x Dirichlet-Punkt von f

— 5(fa=) + Fah) = a0+ 5 (merla) + (o)

wobel ¢ (x) = COS(Qkax), sp(x) = sin(%pkx),
% = <f’ CO>’ ak = 2<f’ Ck>7 bk’ = 2<f7 3k>7

(f,9) = % afpf(x)g(m) dz.

Problem Lift sich auch ein nicht periodisches f in etwas der Fourierreihe

Analoges entwickeln?
Heuristische Herleitung des Satzes auf Seite 19

[ R — R sei stiickweise stetig und es gelte [ |f(:1:)‘ dr < oo

N ({ X'

Fiir p > 0 sei fj, € F, bestimmt durch fy,(z) = f(x) fiir —g <r<y

17



A fip)
/\. /e

d d

NI@%

N\’UE
7

v

Wir entwickeln fj, in eine Fourierreihe ag + » (axcy + bysi).
k=1

Vorsicht: ag, ax, by, ¢, sp hingen von p ab! Was passiert fiir p — oco?
p/2
Z.B. ap = [y, co) = / f(x)de =0
vfp/Q
g \qf_/
T s deros
2 2k 2k
Es sei h = = und & := h - k—i:>ck( )—cos( T I) = cos(kx)
p p p
9 /2 1 p/2
und ar = 2(fp. ) = = [ f@)e(z)de = h- = [ f(z)cos(ke)dz ~
P _p2 T —p/2

1 o0
- f f(x) cos(kx) dz fur grofes p.

>1

Definition

1. Fy :={f : R — Rstiickweise stetig, beschréinkt und mit [ | f(z)|dz <
oo}

2. Fir f € F,o und k € R, kK > 0, heiflen

/f cos(kx) dx, b(k /f sin(kx)

die Fourierkoeffizienten von f.

18



3. Die Funktion (Ff)(x f e f(z) dz = 7(a(k) — ib(k)) heiBt Fou-
riertransformation von f

Bemerkung: Da —|f(z)| < f(z) cos(kz) < | f(z)| (und ebenso fiir sin), sind
die Integrale fiir a(k), b(k) konvergent.

Nun sei z ein Dirichlet-Punkt von f und |z| < g Dann gilt
1 1
@)+ ) = S(fw (fﬂ—) + fi(a+))
= Qq + Z akck —|— kak( ))

weil a = h - a(k)
und by = h - b(k) Z h - ) cos(kz) + b(k) sin(kz)]

und ag ~ 0 w=h-k
k=1,2,--

Q&

Diese Reihe ist eine Riemannsumme zu [ (a(k) cos(kz) + b(k) sin(kz)) dk.
0

2

Fiir p — oo gilt “Schrittweite” h = “T 5 0 und daher > — [. Das fiihrt
p

Zum

Satz Essei f € Fiy, a(k), b(k) die Fourierkoeffizienten von f, z Dirichlet-
Punkt von f. Dann gilt

2

! (f(z=) + f(z+)) / ) cos(kx) + b(k) sin(kz)) drk

Definition Dieses [ heifit Fourierintegral von f in x.
y

1 - 0<z<1 16—

Beispiel: f(z) = { 0 sonst

1

/f cos(r) 1/Cos<m> 4y 1sin(kz) | _ Sin(/{),
0

T K |0 TK

/f in(ra) 1 = cos(m;) ! _ 1 —cosk
K . TR
) 1 O<z<l1
1
: —_ — = = = 0 \/ — 1 -
5 (f(x )+ f(x—i—)) 2 L t (nach dem Satz)
0 sonst

19



(a(k) cos(kz) + b(k) sin(kz)) dk

0\80\8

: 1_
= (sm/{ cos(kx) + SR sin(rm)) ds.
K K
1 o0 . o0 .
Speziell: © = ) — - — /Sm“dn — / SR k=1
2 TR K 2
0 0
\ 1
\
\
\
Bild zu A AN (sinx)/x
1
- Ay
Tsink dpe | 7777777777y P 77774 S e T
K g = =
0o K n//z//,_ﬂ___——A 27 3n
- 2
-l
/
/
// eosin Kk s
0 K 2
Bemerkung: h :] 0, 0o [— R 1&8t sich analog zu Seite 16 in ein Fourier COSIIUS }integral

hy gerade

h,, ungerade } fortsetzt und f in ein Fou-

entwickeln, indem man h zu f = {

rierintegral entwickelt.

Wenn ho(x) = { g(f") i;g } - :fo(a(/@) cos(w) + b() sin()) d, s0
and { 19 Loy < [ 000 Y e { 205 Vg

von hyg.
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Kapitel 11

Partielle
Differentialgleichungen

ou 0
Definition: Eine Gleichung in den Unbekannten x4, - - - , x,, u, —u, —u, cee
2 2 2. 93 3 Oy Oy
ou 0°u O%u Ou 0’u  Ou
: ’ e ’ : ,-++ - heifit partielle Diff -
Oz, 022" 01014 02’ 0x3’ 023014 CIvh partietie Hmeren
tialgleichung in n Variablen. Eine Funktion u(xy,--- ,z,) heifit Lésung,

wenn sie die Gleichung erfiillt. Der Grad der hochsten vorkommenden Ab-
leitung von u heifit Ordnung der Differentialgleichung. Die Differentialglei-

0
chung heif3t linear, wenn sie in u, 3—u, -+« linear ist, d.h. die Form a(z) =
L1
0 0 0?
b(x)u + Cl<x>0_;1 + -+ cn(x)a—;; + dl(x)a—;% + -+ hat. Wenn a = 0, so
heifit sie homogen, sonst inhomogen. Wenn b(z), ¢i(x), -+ konstant sind,
so heift sie lin(iaé mit konsta%ten Koeffizienten.
Beispiel: z1n —a—z = (y — 1)8_2 ist eine nicht-lineare Differentialgleichung
yoxr Y

in 2 Variablen der Ordnung 1 (mit =z, y=x5, 2=u). z = ¥ ist eine Losung.
Bemerkung: Fiir lineare Differentialgleichungen gilt das Superpositions-
prinzip:

(a) Differentialgleichung homogen = die Losungen bilden einen Vektor-
raum

(b) w; Losung zu aq, ug Losung zu as, A € R = uy + Auy ist Losung zu
a1 + Aas.

21



2.1 Die schwingende Saite

2.1.1 Aufstellung der Gleichung

Eine elastische Saite, die in zwei Punkten eingespannt ist, ist aufgrund von
Anfangsauslenkungen und/oder Kriften deformiert:

[m] ylu

Bild zur Zeit t m
4/—\ | < m]
/

0 x
u(t,x)

Die Auslenkung zur Zeit ¢ iiber x sei u(t, z)[m], die Schnittkraft in der Saite

M
sei 7[N], die asse

Lingoncinheit bzgl. o sei o[kg/m]|, und es wirke in y-Richtung

eine dufere Last mit Dichte f(¢,x) [N/m].

Annahme 1: ¢ und 7 sind konstant = bei Schnitt iiber x zur Zeit ¢ gilt:

K -F X
f
Newton ergibt in y-Richtung: Vz :

ou/0x
O/f(t’o T T Gujony

+ F, = Masse x Beschleunigung

X
J*u

=0 [ 5506 de.

0
Differenzieren nach z liefert:
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0 ou/dx —0@ .
f(t’x)—'—T\a_x(\/W)/_ 8t2(t’ )

Pu/dr®  (9u/dx) - (9Pu/dr?) (_ 0%/ 0z
[1+ (Ou/ox)?]*?

V14 0u/0x) 1+ (9ufox)?]*”

.

=K —Kriirnmung)

g

2 ] 0%u
<<1l| =~ —

X

A h 2:
[ nnahme 92

Pu 0%
o2~ " or2
Differentialgleichung der schwingenden Saite oder (eindimensionale)
Wellengleichung. (Sie ist linear mit konstanten Koeffizienten, 2. Ordnung
in 2 Variablen t=z, x=x5).

Definition Die partielle Differentialgleichung = a(t, z) | heifit

Bemerkung: Oben ist ¢ = \/E[m/sec] und a = i[m/secz].
o o

Bei der Losung verwenden wir die Randbedingung V¢t : u(t,0) = u(t,1) =0
und 2 Anfangsbedingungen:

u(0,z) = ho(x)--- Anfangsauslenkung
v 0,1] :
ze [0, %(O, xz) = hy(x)--- Anfangsgeschwindigkeit

2.1.2 Lo6sung mit Separationsansatz

Wir betrachten nur den homogenen Fall, d.h. a = 0. Wir suchen zunéchst
Losungen in Produktform, d.h. u(t,z) = T'(t) - X (z).

.. 0% . 0%u 0%u 0?u
Dann gilt 5 = T-X, - T-%(“ und daher 0 = ﬁ—@@ =
3 T(t) X"(x)
. 2 . " —\7/ — 2
T(t)  X(z)—cT(t) - X"(z) = A0 c X(0)
————

hingt nicht von x ab héngt nicht von ¢ ab
= bei einer Anderung von t oder x bleiben beide Seiten unveréindert
= beide Seiten sind tiberhaupt konstant.
T X//
Die Konstante heile K, d.h. T CQT =K.

X" (x) K
(a) CZX(x) :K:X”—E-X:()
K

Ansatz: X(z) = e = X — = =0
c
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K
1. Fall: — =d* > 0= X = +d reell = X(z) = C1e® 4 Che®

Randbedicngung:
wt,)) = 0= X()=0= Crel + Ched =0 ~
= (& ) (6) =
pdl o=l o) =Y
A

detA=e—el = 2h(dl) 0= C,=Cr=0= X =0 =
u = (0 uninteressant!

K
2. Fall: > = —d* d > 0 = X\ = +id rein imagindr = X(z) =

C} cos(dz) + Cysin(dx)

Randbedingung: X(0) = 0 = C, = 0; X(I) = 0 = Cysin(dl) =
0= dl=km, k=1,2,--- (k=0 gibt wieder u = 0, uninteressant)

k‘ k’ ]CZ 2.2
= d= TW, X(z) = C'zSin(%x) und K = —c?d? = — 7;20
T E2m2c? N en
— =K =— T T =
7 B =T+ 2 0
k2m2c? kme

Ansatz: T(t) = e = N\ +

é’l CcoS (kTmt) + C’2 sin (#t)

Insgesamt erhalten wir die Losungen

00) = 103(0) = sin () oo (4550) 4 (15

(WObei A = é’l . OQ, 6k = 02 . Cg)

Nach dem Superpositionsprinzip ist auch

u(t,z) = Zsin(?z) [ak cos (#t) + B sin(kTmt)]
k=1

eine Losung der Wellengleichung.
ay, B werden aus den Anfangsbedingungen bestimmt:
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= —Fouriersinusreihe von ho(z) am Intervall [0, ]
(I = q in Seite 16)

2. Ebenso ist hy(z) = —

——— —— —_—
0 1
> kre . (km
= Z B+ —— -sin| —=x
l l
=
=— = Fouriersinusreihe von

hi(z) am Intervall [0, (]

1
jﬁk.@:2._.2./h1(l')sin(k77-‘-l'>d$
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2.1.3 Zusammenhang mit der Musik

Sin<k—ﬂl‘) { C(.)S} <?t) sind sogenannte stehende Wellen

l sin

u t=0

N\
N\ /\
Bild fiir £ = 3 und cos { S— ! <
\ /\/\ /
N/ AAN /

I=Ck

Fiir festes = hat die Saite (und die umgebende Luft) die Frequenz

ke Schwingungen[ 1 ]

b B & |
2l Zeiteinheit Lsec g

Im allgemeinen ist die Amplitude /a} + 7 maximal fiir & = 1. Dieser

1
Hauptton hat daher die Frequenz v = % = \/E -— [Hz]. v ist proportional zu

o 2l

v/Spannung und umkehrt proportional zur Saitenldnge und zu v/Dichte. (Fir
1
die 3. Geigensaite (a') ist z. B. v = 440 [Hz], [ ~ 33 [cm]. Falls 0 ~ 3 [g/m]

folgt 7 = o - 84332 ~ 42[N])
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Tabelle zum Grundton a’:

reine temperierte Saitenldnge

Note | Intervall Stimmung | Stimmung (fiir reine

(Werckmeister) | Stimmung)
a/ Prim 440 Hz 440 Hz [
h' | Sekund Ja/=495 | 2%/12a/~493.9 31
" | kL Terz Sa/=528 | 23/12a/~523.3 3
cis” | gr. Terz ga':550 24/123/2554.4 %l
d” | Quart 3a/=586.6 | 2°/12a/~587.3 3
e’ Quint 3a'=660 | 27/'%a/~659.3 2]
fis” | gr. Sext 2a/=733.3 | 29/12a/~T40 3
: - 15,/ ~ 8
gis” | gr. Septim Ba'=825 | 2'Y/12a/~830.6 £
a’ | Oktav 2a/=880 | 2a’=880 3
e | Quint d. Oktav | 3a’=1320 | 219/12a/=1318.5 3l
a | 2. Oktav 4a'=1760 | 4a’=1760 1l

2.2 Membran und Torsion

2.2.1 Die Membrangleichung

Eine diinne elastische Membran ist iiber dem Rand eines Gebietes U C R?
eingespannt und senkrecht dazu wirken Krifte mit Dichte f(t,z,y) [N/m?.

Wieder seien

7 =Normalspannung [N/m| und ¢ =

isotrop angenommen.)

_u]}

Byl
1

1
CE, Lo
Uy

Masse

) |EZ| =T

27

Flécheneinh.(in x,y)
(Es wird Schubspannung = 0, d.h. der Spannungszustand in jedem Punkt

[kg/m?] konstant.




zu[m] ! f[N/m?]

Einspannung

— Ersatzkrifte
B —
- uwuy
\/(1 +u2)(1 4 u? +u2
. d — Uy Uy
— Fyds = T—f 11+ ui

NiERTEaTAN

Bei Schnitt iiber x =konstant und y =konstant gilt (Newton in z-Richtung):

Y

ou/0
[ f(t,€n)de dn+ Randkrifte + / u/0u (t, 2, ) dn
(emeu (24)? 4 (%
§<z,n<y (r 71)€U dy
von El
ou 8y
/ / =(t, €, y) d§
(&, y)EU \/1 + )
von E2
. 0%u
= Masse x Beschleunigung = o W(t’ &, n)d¢dn.
(&meU
<z, n<y
Differenzieren nach x und y liefert:
ou/0o 8 ou/0o 0?
f(t €,y +7'8— U/ < ] U/ Y 2] = Ua_g_
X Bu
\/ 1+ \/ 1+ (52)" + (5)
2
Unter den Annahmen |— <1, ’a—u << 1, kommen wir zur
z y

Definition Die partielle Differentialgleichung
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Pu L [(Pu  D*u

heifit Differentialgleichung der schwingenden Membran oder (zweidi-
mensionale) Wellengleichung.

Bemerkung:

D*u  0*u : . :
1. Statt 902 + 902 schreibt man Au oder genauer Agu. (2 fir 2 Variable)
Z Y

2. Zur Differentialgleichung braucht man eine Randbedingung, in un-

serem Fall
Vit u(t,z,y) = v(x,y) fir (z,y) € Rand von U, und zwei Anfangsbe-
dingungen, némlich V(z,y) € U : u(0,z,y) = ho(x,y), %(O,x,y) =

hi(z,y).

0
3. Im statischen Fall ist 8—7; = 0 und f héngt nicht von t ab = Au =

1
——f(z,y). Diese Differentialgleichung heifit Poissongleichung. Falls
-

f =0, ist u einzig durch die Einspannung am Rand von U bestimmt;
Au = 0 zusammen mit der Randbedingung u(z,y) = v(x, y) fir (z,y) €
OU (=Schreibweise fiir “Rand von U”) heifit Dirichletproblem der
Laplacegleichung.

2.2.2 Ruhende Membran iiber einem Rechteck
y
b
U={(z,y):0<z<a, 0<y<b} 4 2

1 a X

Der Rand von U hat vier Teile. Dort ist u vorgegeben. Zunéchst sei v = 0
auf den Seiten 1,2,4 und u(x,b) = h(x) :
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4 /%b
y
1 3
¥ > h (x)

Separationsansatz: u(z,y) = X (2)Y (y)
X'(z) __Y'(y)
0=Au=X"-Y+X V"= =— — K
X() Y(y)

a) X' —K-X=0
Randbedingung: u(0,y) = 0 = X (0) = 0 (Rand 4)
u(a,y) =0 = X(a) =0 (Rand 2)
= (wie in Seite 24) X (z) = C Sln(dx)

2
do=kmk=1,2,-, K=—d*=— Z
a
Y k272 k22
b) -~ — _ — Y - Y =
7y @ o k k
= Y (y) = Crekmv/a 4 Cohe~hmv/e = Cy Ch(ly + 0 Sh<£y)
a a

Randbedmgung u(z,0)=0=Y(0)=0= él =0 (Rand 1)
= Y(y) = Cz Sh(k—y), ug(z,y) = oy sin(klx> sh
a a

Das Superpositionsprinzip liefert

Die Randbedingung am Rand 3 gibt
km km km .
h(z) = u(z,b) = § ozk sin| —x |sh —b = ay, - sh| —b | = Fouriersi-
a

a

1 a
nuskoeffizient von h = 2 - %0 2. /h(m) sin (k—ﬂx) dz
a a
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2.2.3 Torsion von Stiben mit rechteckigem Querschnitt

Die Torsionsfunktion ¢ eines einfach zusammenhéngenden Querschnittes U
erfillt AYy = —2 in U und ¢ = 0 auf oU (Parkus, Mechanik der festen
Korper, Seite 220). Das entspricht einer ruhenden, eben eingespannten Mem-

bran mit = = 2 (“Prandtlsches Membrangleichnis”). Die Funktion —x?

-
erfiillt A(—z?) = —2, ist aber nicht 0 am Rand. Wir setzen daher ¢ (z,y) =
—2? + 91 (z,y), wobei Ay = 0 und ¥, (z,y) = 2% am Rand von U.

Speziell sei nun U = [0, a] x [0, b] wie auf Seite 29.

A

y
3
" <
Dann ist auf oU : 417 T012
o QDN
WIZXZ
1 a X

Wenn wir ¢y = az + u setzen, so ist Au = A(¢Y; — ax) = Ay — aAzx =
0 — 0 =0 und auf oU gilt:

y
3
b u=x2-ax
=
4| Il 2
u=x2-ax
1 a X

Daher ist u = u; + uz, wobei Au; = Auz = 0,

y y
3 3
b b
P ;=0 - und - U3=x’-ax -
417 |2 417 ‘112
o o o
U= x2-ax u3=0
1 a X 1 a X
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Fiir ugz folgt aus 2.2.2:

S k k k 2 [ k
Ug =y Qg sin(—%v) sh(—ﬂy) mit ak-sh<—7rb) = —/(xQ—aa:) Sin<—Wx> dz =
= a a a a a
0

0 .k gerade
- 8a?
_ k;3c;3 k ungerade
8@2 Sh<k_ﬂ'y) k'ﬂ'
Also ist =—— ERNC R
so ist uz(x,y) 3 k:123"']g3sh(%“b) sm< a x)

Aus Symmetriegriinden ist ui(x,y) = uz(x,b — y)

2a
Somit folgt v = —a?+ar+u
8a? Ch(k—”(y — é)) km
= —2?4ar— — 4 2 sin(—x)
=, 2 a1
Aus 1 erhélt man die Schubspannungen durch
o o
2x — 'ﬁ_a 2y — 79—;
T, G By Tay G e
wobei 1 — Verdrillung _—

Langeneinheit in z-Richtung

G = Schubmodul [N/m?|.

Da harmonische Funktionen Extrema nur am Rand annehmen kénnen, und
da A1, = A7y, = 0, werden die Schubspannungen am Rand maximal. We-
gen 7., = 7,, und weil 7, =0 am Rand y =0 bzw. y = b
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sz:O

0>/(zl - «
—
R —

O<&zl

wobel

N

u )Verdnllung

f =sz
d.h. 7,y(x,0) = 7, (2,0) = 0.

/ b "

Tzx y

X

Aus der Formel fiir ¢ folgt:

8a ch(ix(y — &) km
et 2 — _ a _—
e 3 S ()
8a Ch(’“—”(y—é))]
:>TZ (O’y):Gﬂ _a+_ a - 2
y 2 ()
Das muB 0 sein fiir y =0 (Kontrolle: % =%/ 8)
k=13,

b
Daher: |7,,(0,y)| = max <= > moglichst klein <=y = o

33



Also: |Toy|max = GVa

8 1
== Z kb ]
w2, A krch ()
Fiir a < b ist dies die grofite auftretende Schubspannung und fiir einen even-

tuellen Bruch verantwortlich.

Tabelle:
4 2 1 1
1 = z - -
o
_
max 0675‘0776‘08 ‘0930‘0.985‘
‘Gﬁ‘a

Bemerkung: Da ch(z) sehr schnell — oo fiir z — oo, konvergiert die obige
Reihe sehr schnell und gilt ndherungsweise

a < bﬁTmaX%Gﬁa(l—L).
2 cosh(g—)

2.3 Die Plattengleichung

2.3.1 Bezeichnungen und Beziehungen
der Plattentheorie

a) Charakteristika der Platte

h = Plattendicke [m]
Spannung

E = Elastitizitdtsmodul= Dehmung [N/m?]
deh
i = Querdehnungszahl = —F - Querdehnung 1]
Spannung
o = Dichte [kg/m?]
: : : EhR?
K = Biegesteifigkeit der Platte = ———— [N-m]
12(1 — p?)

b) Beobachtungsgréflen (alle von von ¢, 2,y abhingig)
w = Durchbiegung [m]
p = Last [N/m?]

Scherkréfte
T =————|N
Q> By Linge [N/}
Biegemomente
Mgy, My = - [N]
Lénge
Drill t
My — ri IflOHleIl IN]
Lénge
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Bild: & m,,
my |
1 dx
/
y M xy J,qy
¢) Gleichungen

: 0*w A2

Plattengleichung Qhﬁ + KASw=p
92 92 2

(wobei A2 = (@ + 8_342) ; p=f, oh=0c in 2.1 und 2.2),

0 62w 8211} 8211)
x:_K_A y x:_K_ - | a::_]-_ K
g e i (52“‘32) may = —(L=WKF5

etc.

d) Randbedingungen (z.B. fir z = ¢)
eingespannt: w(t, c,y) = a—w(t, ¢,y)=0
x

frei drehbar gelagert: w(t, c,y) = 0 und
0w

my(t,c,y) =0 << w(t,c, y) =0

freier Rand: m, (¢, ¢,y) =0

omy
und (nach Kirchhoff) ¢, (¢, ¢, y) + May

t,c,y) =0
y ( )

Im folgenden betrachten wir die frei drehbar gelagerte Rechteckplatte
0 <z <a, 0<y<bunter der statischen Last p(z,y) :
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2.3.2 Das Spiegelungsprinzip

a) Wir setzen w zunéchst von [0, a] x [0,b] ungerade fort +) auf [—a, a] x
[—b, b] und dann periodisch fort zu w, auf R?.
+) dh w(=z,y) = w(z, —y) = —w(z,y),Ve,y.

-Z
b -
/ e
7 o — -
/
A/‘_/ —7 / - -/ -
-a / / [~——
/ { » X
/ 4L
[ /
/ //
b/
v /
e / -
/
// / //

4 2b W,
Fiir jedes feste y ist w,(—,y) periodisch mit Periode 2a und ungerade

- 2k
= iutey) = et in( 7).

2a a

1 k
wobei ag(y) =2 —-2- /ﬁ)u(az,y) sin(ﬂ) dz;

fiir festes x ist w,(x, —) periodisch mit Periode 2b und ungerade;

36



Wy (2,y +2b) = Wy (z,y) = Vk : ax(y + 2b) = au(y)
Wy (2, —y) = —wu(l’ y) = Yk : ap(—y) = —ar(y)

2
— ozk Zakl sm( lﬂ,y),
1 / I
wobei oy = 2 - T 2. /ak(y) sm( by> dy
0

b
4//w x,y &n(kﬂx) sin(lb )da:dy
0 0

L l
Also: wy,(z,y) = ZO‘M Sin(%) sin(%) *)

Das ist die Entwicklung von w in eine doppelte Fouriersinusreihe.
Beachte: = in (x) gilt nur dort, wo w stetig ist, vergleiche Seite 13.

Bisher wurden die Randbedingungen nicht verwendet.

(Beachte: Aus (x) folgt nicht, dafl z.B. w(0,y) = 0, denn
(5.13)

NN { -
0= Qg Sin sin = —|wu(0+,y) + w,(0—, :
MZEN kl ( ) ( b ) 9 (0+,y) O—y)|)

Weil nun w = 0 am Rand und 7w bzw. d;w = 0 an den Réndern
x =const. bzw. y =const., ist w, bei x = ka und y = [b 3-mal stetig
und ein 4. Mal links/rechtseitig differenzierbar;

ot 0?02 !
A2= — 42— —

out S0 Oy | oy

ot o kmx B k;4 4 o kmx .
3x4s - = S - etc.
= Pu(r,y) = KAZw,(z, X2

k:2 12 krx\ . [Im
= Knt Zakl( ) sm<7> sm<7y>.
k,lEN

k2 12\?
Also sind Koy, < —) die Fouriersinuskoeffizienten von p(z, y) =

b2

k2 12\
(siehe Seite 36 a) = Kntay (? + b_2) —

a b
4  (kmx\ . [y
= E/ /p(x,y) sin (T) sm(T) dz dy.
00

Damit sind die ay; bestimmt und daraus ergibt sich w mit (x) siehe
oben.
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2.3.3 Die 6—,,Funktion*

-z
IN
| X,
Auf einer Platte mit Grundrifl U und
Randbedingungen R sei eine Punkt-
last der GroBe 1[N] im Punkt (xo, yo)
gegeben, d.h. p = 640 R

Die resultierende Durchbiegung w héngt von der Lage des Punktes (zo, o)
ab und ich schreibe dafiir wz, )

Definition
W(zoy0) (T, y) heit Greensche Funktion (oder Einflufigrofle, Einfluf3-
feld) zu KAZ U, R.

Beachte: iy, ) ist eigentlich keine Funktion, sondern eine “Distribution”.
Im Eindimensionalen ist ¢,, der distributionelle Grenzwert von

y
1
. )2 <x<xotE 1]
0 (@) = { 0 : sonst } &
) Flache 1
fiir € N\ 0. X, Xg 6 <
&

Weiters ist 0(zg,40)(%,Y) = 0zo(2)dy, (y), was auch mit einem h\I(IOl verstanden

werden mufl , da d,,(z) keinen Sinn hat. Wenn auch d,,(z) eigentlich sinnlos
ist, so ist [ f(x)d,,(x)dx fiir stetiges f sinnvoll, ndmlich

[ (@)osy(x) do = lim [ ()85, (2) do =

38



To+e Haupts.d. [-rechn.

:hml/f(x)dx L f (o)

F(xo+€)—F(xz0)
(F Stammfunktion von f)

So kénnen wir auch d,,, 0 < zy < a, in eine Fouriersinusreihe entwickeln
(bzgl. p = 2a):

k=1

1 2
ap = 2-— 2/5m0(x) sm(@) dz = —81n(k7m0)
2a a a a
0
2 k k
= 0gy(7) = EZ sin( 7;»’170) sin (%x)
k=1

Diese Reihe divergiert im iiblichen Sinn, 148t sich aber distributionell inter-
pretieren. Damit gelangen wir zur Navierschen Darstellung der Green-
schen Funktion der frei drehbar gelagerten Rechteckplatte:

4 sin(2720) sin(Z0) S kra . (lwy
w(a:o,yo)(x,y) = e Z (E N E) sin . sin o
kleN 2 T

Beweis: Nach Seite 37 gilt fir 0 <z <a, 0 <y <b:

 (krz\ | [l k2 12\?
w(z,y) = Zozkl sm(T) sin (Ty> wobei K7 ozkl< b2> =

k,leN

a b
4  (kmx\ . [y
_%//p(x,y)sm(—a )Sl ( 7 )d dy
00

b

4 / . [ knx . (Imy 4 | (knx [ lmy
= %/510(:6) sm(T) dx~/5y0(y) sm<7> dy = %3111( - 0) sm(TO
0

0

Bemerkung:

1. Die Reihe fiir w(z,,y,)(z y ) ist im tiblichen Slnn konvergent nach dem
dod rd

Integralkriterium, da / / Ty "

T
(22 4 y2)? 2 34
z=1y=1 1

< Q.

2. Diese Reihe konvergiert “langsam”. Man kann aber ) aufsummieren
leEN
und erhélt dann eine schnell konvergente einfache Reihe:
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O<zr<a, 0<y<yy=—
2

kzxo ) sh ( km(b—yo) )

a2 & sin( —
w(ﬂﬂoyyo)(xvy) = 7T3KZ k38h<@)
k=1 a

{ [1 . @Cth(lmb>  kn(b— yO)Cth(/mr(b - y0)>]
(2)- ()

Tabelle einiger linearer, partieller Differentialoperatoren mit
konstanten Koeffizienten

O = %, O = aixl, Oy = D’ A, =8 +--+ 02, ¥ =~"0,, v Diracmatri-
zen, A € R
Operator Name, Bedeutung Typ
01 + 10, Cauchy-Riemann
A, Laplace, Membran
A, — A Helmholtz
A3 ruhende Platte elliptisch (statisch)
A3+ N2 gebettete Platte
Of +2(1 — 2229203 + 03 | orthotrope Platte
A3 —4N202 gespannte Platte
02 — A, Wellen hyperbolisch, (dynamisch,
02 — AN, — A Klein-Gordon endliche Ausbreitungs-
i¥ — A Dirac geschwindigkeit)
Oy — N2A, Wirmeleitung parabolisch (dynamisch,
Oy — IAA,, Schrodinger unendliche Ausbreitungs-
02 + N\2A2 schwingende(r) Balken, Platte | geschwindigkeit)
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