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Übersicht

Funktionalanalysis = Lineare Algebra ∩ Topologie = Theorie der topologischen Vektorräume
(über R oder C). Entsprechend der vorhandenen Struktur sind topologische Vektorräume so
geschachtelt:
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topologische
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lokalkonvexe
topologische
Vektorräume

'

&

$

%
Fréchet-
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'

&

$

%
Banach-
räume

'

&

$

%
Hilbert-
räume

Die konkreten Beispiele sind meist ∞-dimensionale Folgen- oder Funktionenräume und sind
im Allgemeinen

”
lokalkonvex“. Es gibt 3 Richtungen in der Theorie:

A) Allgemeine Sätze für lokalkonvexe topologische Vektorräume, insbesondere

a) Satz von Hahn-Banach,

b) Satz von Banach-Steinhaus,

c) Graphensatz.

B) Nähere Untersuchung von Hilberträumen, insbesondere der Spektralsatz, der die Dia-
gonalisierung von A = AT ∈ Rn×n verallgemeinert.

C) Distributionentheorie.

Diese Vorlesung basiert auf H. Triebel: Höhere Analysis, Kap. I, II, IV, VII und zielt in
Richtung B), C).

1



Kapitel 1

Banachräume und Distributionen

§ 1 Banachräume

Ich wiederhole zunächst aus Analysis 2.

Def.:
X Menge, d : X ×X −→ R mit ∀x, y, z ∈ X :

(M1) d(x, x) = 0 und x ̸= y =⇒ d(x, y) > 0

(M2) d(x, y) = d(y, x)

(M3) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) heißt Metrik und (X, d) metrischer Raum.

Def.:
X Vektorraum über K = R oder C, | · | : X −→ R mit ∀x, y ∈ X, ∀λ ∈ K :

(N1) |0| = 0 und x ̸= 0 =⇒ |x| > 0

(N2) |λx| = |λ| · |x|

(N3) |x+ y| ≤ |x|+ |y| heißt Norm und
(
X, | · |

)
normierter Raum.

Bemerkung: 1)
(
X, | · |

)
normiert =⇒ d(x, y) = |x− y| Metrik.

2) (X, d) metrischer Raum, M ⊂ X =⇒
(
M,d|M×M

)
ist auch ein metrischer Raum.

3) | · | Norm =⇒ |x| = |x − y + y| ≤ |x − y| + |y| =⇒ |x| − |y| ≤ |x − y| und ebenso
|y| − |x| ≤ |y − x| = |x− y| =⇒

∣∣|x| − |y|
∣∣

Betrag in R
≤ |x− y|.

Def.:
(X, d) metrischer Raum, a, x1, x2, · · · ∈ X.
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1) xk −→ a bzw. lim
k→∞

xk = a⇐⇒ d(xk, a) −→ 0.

2) (xk) C-Folge (=Fundamentalfolge) ⇐⇒
∀ε > 0 : ∃N ∈ N : ∀j, k ≥ N : d(xj, xk) ≤ ε.

3) (X, d) vollständig ⇐⇒ jede C-Folge konvergiert.

4) Der normierte Raum
(
X, | · |

)
heißt Banachraum ⇐⇒(

X, | · |
)
vollständig, d.h. (X, d) vollständig, wenn d(x, y) = |x− y|.

Bemerkung: xk → a in
(
X, | · |

)
=⇒ |xk| −→ |a| nach Bemerkung 3), d.h.

| · | : X −→ R ist stetig.

Def.:
2 Normen | · |, ∥ · ∥ auf X heißen äquivalent ⇐⇒
∃C1, C2 ∈ R : ∀x ∈ X : ∥x∥ ≤ C1|x| und |x| ≤ C2∥x∥.

Bemerkung: | · | und ∥ · ∥ liefern dann dieselbe Topologie und dieselben C-Folgen.

Satz 1.1

KX endlich-dimensional =⇒ alle Normen auf X sind äquivalent.

Beweis: a) Nach Wahl einer Basis ist X ∼= Kn.

Es sei x =

x1...
xn

 und |x|1 =
n∑
i=1

|xi| und ∥ · ∥ : Kn −→ R noch eine Norm. Wegen der

Transitivität der Normenäquivalenz genügt es zu zeigen, dass | · |1 und ∥ · ∥ äquivalent sind.

b) x =

x1...
xn

 =
n∑
i=1

xiei, ei Standardbasis =⇒

=⇒ ∥x∥ =
∥∥∑xiei

∥∥ ≤
∑

∥xiei∥ =
∑

|xi| ∥ei∥ ≤
≤ C1 ·

∑
|xi| = C1 · |x|1 mit C1 = max

i=1,··· ,n
∥ei∥.

c) Es sei M :=
{
x ∈ Kn; |x|1 = 1

}
=⇒ M ⊂ Kn ist abgeschlossen und beschränkt (bzgl. der

üblichen Topologie) =⇒ M ⊂ Kn ist kompakt;
f : M −→ R : x 7−→ ∥x∥ ist stetig (bzgl. der üblichen Topologie auf M ⊂ Kn), denn∣∣f(x)− f(y)

∣∣ = ∣∣∥x∥ − ∥y∥
∣∣ ≤ ∥x− y∥

b)

≤ C1|x− y|1 (d.h. f ist sogar lipschitzstetig)
=⇒

(Anal. 2, 30 )
f nimmt das Minimum an

=⇒ ∃x0 ∈M : ∥x0∥ = min
x∈M

∥x∥; x0 ∈M =⇒ ∥x0∥ > 0; setze C2 =
1

∥x0∥
=⇒

3



∀x ∈ Kn \ {0} :
x

|x|1
∈ M und ∥x∥ =

∥∥∥∥|x|1 · x

|x|1

∥∥∥∥ = |x|1 ·
∥∥∥∥ x

|x|1

∥∥∥∥ ≥ |x|1 · ∥x0∥ =
|x|1
C2

=⇒

∀x ∈ Kn : |x|1 ≤ C2∥x∥. �

Satz 1.2(
X, | · |

)
endlichdimensionaler normierter Raum =⇒

(
X, | · |

)
Banachraum.

Beweis:
(
Kn, | · |∞

)
ist vollständig (vgl. Analysis 2),

(
X, | · |

)
äquivalent dazu

nach Satz 1.1 =⇒
(
X, | · |

)
vollständig. �

Bemerkung: Für ∞-dimensionale Vektorräume gelten die Sätze 1.1 und 1.2 NICHT. Wenn

z.B. l1 =
{
x ∈ KN; |x|1 :=

∞∑
i=1

|xi| <∞
}
(vgl. auch § 2) und

l∞ =
{
x ∈ KN; |x|∞ := sup

i∈N
|xi| < ∞

}
, so ist l1 ⊂ l∞ und daher | · |∞ : l1 −→ R auch eine

Norm auf l1. Dann gilt:

a) | · |1 und | · |∞ sind nicht äquivalent auf l1;

b)
(
l1, | · |∞

)
ist nicht vollständig, s. Übung 1.

Der nächste Satz sagt, dass wir, wenn
(
X, | · |

)
nicht vollständig ist, X

”
vervollständigen“

können. Z.B. wäre
(
c0 =

{
x ∈ KN; lim

i→∞
xi = 0

}
, | · |∞

)
die Vervollständigung von

(
l1, | · |∞

)
,

s. Übung 2.

Def.:
Y topologischer Raum, X ⊂ Y. X heißt dicht in Y ⇐⇒ X = Y.

Bemerkung:
(
Y, | · |

)
normierter Raum. Dann ist X ⊂ Y dicht ⇐⇒

∀y ∈ Y : ∃(xk) ∈ XN : xk −→ y in Y, d.h. |xk − y| → 0
(
weil in metrischen Räumen

X =
{
lim
k→∞

xk; (xk) ∈ XN konvergiert in Y
})
.

Satz 1.3 und Def.:

a)
(
X, | · |

)
normierter Raum =⇒ ∃ Banachraum

(
Y, ∥ · ∥

)
mit X ≤

(d.h. UnterVR)
Y dicht und

∀x ∈ X : ∥x∥ = |x|.

b) Y ist im folgenden Sinn eindeutig: Wenn
(
Z, ||| · |||

)
Banachraum mit X ≤ Z dicht

und ∀x ∈ X : |||x||| = |x|, so ∃1f : Y −→ Z linear, bijektiv mit f
∣∣
X

= idX und

∀y ∈ Y :
∣∣∣∣∣∣f(y)∣∣∣∣∣∣ = ∥y∥, d.h. f ist ein Isomorphismus von

(
Y, ∥ · ∥

)
und

(
Z, ||| · |||

)
,

der X invariant lässt.

c)
(
Y, ∥·∥

)
wie in a) heißtVervollständigung von

(
X, |·|

)
und wird oft mit X̂ bezeichnet.
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Bemerkung: Die Vervollständigung von normierten Vektorräumen ist eine ähnliche Kon-
struktion wie der Übergang von Q zu R.

Beweis: a) V :=
{
(xk) ∈ XN; (xk) C-Folge

}
ist ein Untervektorraum von XN (denn

(xk), (x
′
k) C-Folgen =⇒ (λxk), (xk + x′k) C-Folgen).

W :=
{
(xk) ∈ XN; (xk) 0-Folge, d.h. xk → 0

}
ist ein Untervektorraum von V =⇒ Y :=

V/W ist ein Vektorraum. X −→ Y : x 7−→ (x, x, x, · · · ) ist linear und injektiv und wir
identifizieren so X ≤ Y. Weiters ist ∥ · ∥ : Y −→ R : (xk) 7−→ lim

k→∞
|xk| wohldefiniert (weil

|xk| C-Folge in R =⇒ konvergent) und eine Norm auf Y.
X ⊂ Y dicht, da (xk) ∈ Y =⇒ xn=̂(xn, xn, · · · ) −→ (xk) für n→ ∞, denn∥∥(xk)− xn

∥∥ =
∥∥(xk)− (xn, xn, · · · )

∥∥ =
∥∥(x1 − xn, x2 − xn, · · · )

∥∥ =

= lim
k→∞

|xk − xn| ≤ ε für n ≥ Nε, da (xk) C-Folge.

Y ist vollständig, denn: yn C-Folge in Y, X ⊂ Y dicht =⇒ ∃un ∈ X mit
∥yn − un∥ → 0 =⇒ |un − um| = ∥un − um∥ ≤ ∥un − yn∥+ ∥yn − ym∥+ ∥ym − um∥ → 0

für n,m→ ∞ =⇒ (un) C-Folge in X =⇒ y := (uk) ∈ Y und

∥yn − y∥ ≤ ∥yn − un∥︸ ︷︷ ︸
→0

+ ∥un − y∥︸ ︷︷ ︸
→0 (s.o.)

→ 0 für n→ ∞.

b) folgt aus Satz 1.3’ mit h = idX , f = ĥ. �

Satz 1.3’ (
”
BLT-Theorem“)(

X, | · |
)
,
(
Y, ∥ · ∥

)
normierte Räume,

(
Z, ||| · |||

)
Banachraum, C > 0, X ≤ Y dicht und

∀x ∈ X : ∥x∥ = |x| (z.B. Y = X̂), h : X −→ Z linear mit ∀x ∈ X :
∣∣∣∣∣∣h(x)∣∣∣∣∣∣ ≤ C|x| (d.h. h

ist
”
beschränkt“, vgl. § 6).

Dann gilt: ∃1ĥ : Y −→ Z linear mit ĥ
∣∣
X
= h und ∀y ∈ Y :

∣∣∣∣∣∣ĥ(y)∣∣∣∣∣∣ ≤ C∥y∥.

Beweis: y ∈ Y, y = lim
n→∞

xn mit xn ∈ X =⇒
∣∣∣∣∣∣h(xn) − h(xm)

∣∣∣∣∣∣ ≤ C|xn − xm| → 0 für

n,m→ ∞ =⇒ h(xn) C-Folge
(Z vollst.)
=⇒ h(xn) konvergiert.

Definiere ĥ(y) := lim
n→∞

h(xn).

Das ist wohldefiniert, weil y = lim
n→∞

x′n =⇒ x1, x
′
1, x2, x

′
2, · · · −→ y =⇒ h(x1), h(x

′
1), · · ·

konvergiert =⇒ limh(xn) = limh(x′n). Weiters ist ĥ
∣∣
X
= h.∣∣∣∣∣∣ĥ(y)∣∣∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∣∣ limh(xn)

∣∣∣∣∣∣ = lim
∣∣∣∣∣∣h(xn)∣∣∣∣∣∣ ≤ limC |xn|︸︷︷︸

=∥xn∥

= C∥y∥
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Es ist leicht zu sehen, dass ĥ linear ist. ĥ ist eindeutig, weil xn −→ y in Y =⇒∣∣∣∣∣∣˜̂h(y)− h(xn)
∣∣∣∣∣∣ ≤ C∥y − xn∥ → 0 für n→ ∞ =⇒ ˜̂

h = ĥ. �

Bemerkung: Ein normierter Raum
(
X, |·|

)
ist ein metrischer und damit topologischer Raum,

und daher sind die Begriffe offen, abgeschlossen,Umgebung,Rand, Inneres,Abschluss,
definiert.

M ⊂ X heißt beschränkt ⇐⇒ ∃N > 0 : ∀x ∈ M : |x| ≤ N. Ein topologischer Raum heißt
kompakt ⇐⇒ jede offene Überdeckung hat eine endliche Teilüberdeckung. (Manche Leute
verlangen noch

”
Hausdorff“ dazu, aber das ist in dieser Vorlesung sowieso immer erfüllt.) Der

Satz von Heine-Borel sagt, dass ein metrischer Raum kompakt ist ⇐⇒ jede Folge hat eine
konvergente Teilfolge.

Def.:

1) X topologischer Raum. M ⊂ X heißt relativ kompakt ⇐⇒M kompakt.

2)
(
X, | · |

)
normiert. M ⊂ X heißt präkompakt ⇐⇒M ⊂ Y = X̂ relativ kompakt.

Bemerkung: M ⊂ X präkompakt ⇐⇒ jede Folge in M hat eine in X̂ konvergente Teilfolge.

Satz 1.4
M präkompakt =⇒ M beschränkt.

Beweis: Annahme: M präkompakt und unbeschränkt =⇒
∀k : ∃xk ∈M mit |xk| ≥ k; sei (xkj)j eine in X̂ konvergente Teilfolge =⇒
xkj −→ y ∈ X̂ =⇒ |xkj |︸︷︷︸

≥kj

= ∥xkj∥ −→ ∥y∥ <∞ =⇒  �

Lemma 1.1 1(
X, | · |

)
normierter Raum, Y ≤ X abgeschlossener Untervektorraum mit Y ̸= X =⇒

sup
x∈X
|x|=1

(
inf
y∈Y

|x− y|
)
= 1 (d.h. ∀a < 1 : ∃x ∈ X mit |x| = 1 und inf

y∈Y
|x− y| ≥ a).

Bemerkung: Beachte, dass inf
y∈Y

|x− y| ≤ |x− 0| = 1 =⇒ sup(· · · ) ≤ 1.

Beweis: Es sei 0 < a < 1 und z ∈ X \ Y =⇒ d = inf
y∈Y

|z − y| > 0 (weil Y abgeschlossen);

wenn y0 ∈ Y mit |z − y0| ≤ d

a
, so setze x :=

z − y0
|z − y0|

=⇒ |x| = 1 und ∀y ∈ Y gilt

|x− y| = 1

|z − y0|
·
∣∣∣z − (y0 + y|z − y0|︸ ︷︷ ︸

∈Y

)∣∣∣ ≥ 1

|z − y0|
· d ≥ d

d
a

= a. �

1oft
”
Riesz’sches Lemma“ genannt
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Satz 1.5
Für einen normierten Raum

(
X, | · |

)
gilt: dimX < ∞ ⇐⇒ jede beschränkte Menge ist

präkompakt.

Beweis:
”
=⇒“ dimX < ∞ =⇒ oEdA X = Kn mit | · |∞ (vgl. Satz 1.1) und X = X̂ (Satz

1.2). M ⊂ X beschränkt =⇒ M abgeschlossen und beschränkt =⇒
Bolzano-Weierstraß

M kompakt =⇒ M präkompakt.

”
⇐=“ jede beschränkte Menge sei präkompakt =⇒ S =

{
x ∈ X; |x| = 1

}
ist präkompakt.

Annahme: dimX = ∞.

Es sei x1 ∈ S beliebig, Y1 := x1 ·K ̸= X =⇒ (L. 1.12) ∃x2 ∈ S mit |x1 − x2| ≥
1

2
= a,

Y2 := x1 · K + x2 · K ̸= X
L. 1.12
=⇒ ∃ x3 ∈ S mit |x1 − x3|, |x2 − x3| ≥

1

2
etc. =⇒ ∀j ̸= k :

|xj − xk| ≥
1

2
=⇒ (xj) hat keine konvergente Teilfolge in X̂ =⇒  zu S präkompakt.�

In einem ∞-dimensionalen normierten Raum ist also die Einheitskugel NICHT präkompakt
(obwohl sie beschränkt ist).

Als nächstes wollen wir präkompakte Mengen durch
”
ε-Netze“ charakterisieren.

Def.:(
X, | · |

)
normierter Raum, M,N ⊂ X.

1) Für y ∈ X, R ≥ 0 sei KR(y) =
{
x ∈ X; |x− y| ≤ R

}
.

2) Für ε > 0 heißt N ε-Netz zu M ⇐⇒M ⊂
∪
y∈N

Kε(y).

Satz 1.6
X normiert, M ⊂ X. Dann gilt: M präkompakt ⇐⇒

∀ε > 0 : ∃ endliches ε-Netz zu M (d.h. ∃N = {y1, · · · , yl} :M ⊂
l∪

i=1

Kε(yi)).

Beweis:
”
=⇒“ Annahme: M präkompakt und ∃ε0 > 0 : @ endliches ε0-Netz zu M.

Sei x1 ∈M ; M ̸⊂ Kε0(x1) =⇒ ∃x2 ∈M : |x1 − x2| > ε0;
M ̸⊂ Kε0(x1) ∪ Kε0(x2) =⇒ ∃x3 ∈ M : |x1 − x3|, |x2 − x3| > ε0 etc. =⇒ (xj) hat keine

konvergente Teilfolge in X̂ =⇒  zu M präkompakt.

”
⇐=“ M besitze ∀ε > 0 ein endliches ε-Netz;

(xj) sei eine Folge in M ; ε = 1 =⇒ ∃y(1)i ∈ X, i = 1, · · · , l1 : M ⊂
l1∪
i=1

K1(y
(1)
i ) =⇒ ∃i1 :

2Beachte: dimYi < ∞ S. 1.2
=⇒ Yi vollständig =⇒ Yi ⊂ X abgeschlossen
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∃∞e Teilmenge N1 ⊂ N : {xj; j ∈ N1} ⊂ K1(y
(1)
i1
); ε =

1

2
=⇒

∃y(2)i ∈ X, i = 1, · · · , l2 :M ⊂
l2∪
i=1

K1/2(y
(2)
i ) =⇒ ∃i2 : ∃∞e Teilmenge N2 ⊂ N1 :

{xj; j ∈ N2} ⊂ K1/2(y
(2)
i2
) etc. =⇒ (induktiv) ∃N ⊃ N1 ⊃ N2 ⊃ · · · ∞e Mengen:

∃yk(= y
(k)
ik

) ∈ X : ∀k : {xj; j ∈ Nk} ⊂ K1/k(yk).
Es sei jk := min

j∈Nk,j>jk−1

j =⇒ xj1 , xj2 , · · · ist eine Teilfolge von xj mit

{xji ; i ≥ k} ⊂ K1/k(yk) =⇒ ∀i, l ≥ k : |xji − xjl | ≤
2

k
=⇒ (xji)i ist C-Folge =⇒

(xji) konvergiert in X̂.

Also besitzt jede Folge in M eine in X̂ konvergente Teilfolge, d.h. M ist präkompakt. �

Satz 1.7
X normiert, M ⊂ X. Dann gilt:
M präkompakt ⇐⇒ ∀ε > 0 : ∃ präkompaktes ε-Netz N zu M.

Beweis:
”
=⇒“ klar, nehme N =M.

”
⇐=“ N präkompaktes

ε

2
-Netz zu M

Satz 1.6
=⇒ ∃ endliches

ε

2
-Netz. N1 zu N =⇒

N1 ist endliches ε-Netz zu M
Satz 1.6
=⇒ M ist präkompakt. �

Def.:(
X, | · |

)
normierter Raum.

(
X, | · |

)
heißt separabel ⇐⇒ ∃M ⊂ X :M dicht und abzählbar.

Satz 1.8
X endlich dimensional =⇒ X separabel.

Beweis: oEdA X = Kn. Nehme M = Qn falls K = R und (Q+ iQ)n falls K = C. �
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§ 2 Folgenräume

Lemma 2.1

1 < p <∞,
1

p
+

1

q
= 1, a, b ≥ 0 =⇒ ab ≤ ap

p
+
bq

q
mit = nur für ap = bq.

Beweis: Analysis 2, Übung 26.

Lemma 2.2 + Def.:

Es seien x, y ∈ Kn, 1 ≤ p, q ≤ ∞,
1

p
+

1

q
= 1. |x|p :=


( n∑
i=1

|xi|p
)1/p

: 1 ≤ p <∞,

max
i=1,··· ,n

|xi| : p = ∞.

Dann gilt:

∣∣ n∑
i=1

xiyi
∣∣ ≤ |x|p · |y|q (Hölder)

|x+ y|p ≤ |x|p + |y|p (Minkowski)

Beweis: Analysis 2

Def.:

Für 1 ≤ p <∞ sei lp :=
{
(x1, x2, · · · ) ∈ KN;

∞∑
i=1

|xi|p <∞
}
und

|x|p :=
( ∞∑
i=1

|xi|p
)1/p

für x ∈ lp.

l∞ :=
{
(xi) ∈ KN; |x|∞ := sup

i∈N
|xi| <∞

}
.

Satz 2.1
Für 1 ≤ p ≤ ∞ ist lp ein Banachraum. Für 1 ≤ p <∞ ist lp separabel, l∞ ist nicht separabel.

Beweis: a) Wegen Minkowski ist lp ein Vektorraum und | · |p eine Norm.
b) lp ist vollständig: Analysis 2, Übung 273

c) p < ∞ =⇒ Q(N) =
{
(xi) ∈ QN; nur endlich viele ̸= 0

}
ist in lp dicht falls K = R und

sonst (Q+ iQ)(N).
d) M1 := {0, 1}N ⊂ l∞ ist überabzählbar;

wenn M ⊂ l∞ dicht ist =⇒ ∀x ∈M1 : ∃y(x) ∈M :
∣∣x− y(x)

∣∣
∞ <

1

2
;

3xj C-Folge in lp =⇒ ∀ε > 0 : ∃N ∈ N : ∀j, k ≥ N : |xj − xk|p︸ ︷︷ ︸
≥|xj

i−xk
i |

≤ ε =⇒ ∀i ∈ N : (xj
i )j C-

Folge in K =⇒ ∀i : xj
i −→ ai ∈ K; |xj − a|p = lim

n→∞

∣∣∣∣∣∣∣
xj

1 − a1
...

xj
n − an


∣∣∣∣∣∣∣
p

= lim
n→∞

lim
k→∞

∣∣∣∣∣∣∣
xj

1 − xk
1

...
xj
n − xk

n


∣∣∣∣∣∣∣
p

≤ ε für

j ≥ N =⇒ xj − a ∈ lp =⇒ a ∈ lp und xj → a in lp

9



für x ̸= x̃ ∈M1 : ∃i : xi ̸= x̃i; wenn z.B. xi = 0, x̃i = 1 =⇒∣∣y(x)i∣∣ < 1

2
,
∣∣y(x̃)i∣∣ > 1

2
=⇒ y(x) ̸= y(x̃) =⇒ M ist überabzählbar

=⇒ @ abzählbare dichte Teilmenge in l∞ =⇒ l∞ ist nicht separabel. �

§ 3 Funktionenräume

A) Die Räume C
l
(Ω)

Def.:

1) Für ∅ ≠ Ω ⊂ Rn offen und l ∈ N0 ∪ {∞} sei C l(Ω) := {f : Ω −→ K l-mal stetig
differenzierbar}; für f ∈ C l(Ω), α ∈ Nn0 mit |α| = |α|1 = α1 + · · · + αn ≤ l sei

∂αf :=
∂|α|f

∂xα1
1 · · · ∂xαn

n

.

2) Für ∅ ̸= Ω ⊂ Rn offen und beschränkt und l ∈ N0 sei C
l
(Ω) :=

{
f ∈ C l(Ω); ∀α ∈ Nn0

mit |α| ≤ l : ∂αf lässt sich stetig auf Ω fortsetzen
}
;

∥ · ∥ : C
l
(Ω) −→ R : f 7−→

∑
|α|≤l

sup
x∈Ω

∣∣∂αf(x)∣∣.
Bsp.: 1) C

0
(Ω) ∼= C(Ω) := {f : Ω −→ K stetig} mit ∥f∥ = max

x∈Ω

∣∣f(x)∣∣ =: ∥f∥∞. Es ist

fj −→ f in C(Ω) ⇐⇒ ∥fj − f∥∞ → 0 ⇐⇒ fj −→ f gleichmäßig in Ω.

2) ∀l ∈ N0 :
1

x
∈ C l

(
(0, 1)

)
\ C l(

(0, 1)
)
.

Satz 3.1
C

l
(Ω) ist ein Banachraum.

Beweis: a) Für f ∈ C
l
(Ω) sei gα die stetige Fortsetzung von ∂αf auf Ω; Ω beschränkt =⇒ Ω

kompakt =⇒ sup
x∈Ω

∣∣∂αf(x)∣∣ = max
x∈Ω

∣∣gα(x)∣∣ <∞ =⇒ ∥ · ∥ ist wohldefiniert und offenbar eine

Norm.
b) fj sei eine C-Folge in C

l
(Ω), gα,j die stetige Fortsetzung von ∂αfj auf Ω für |α| ≤ l;

∀ε > 0 : ∃N : ∀j, k ≥ N :
∑
|α|≤l

max
x∈Ω

∣∣gα,j(x) − gα,k(x)
∣∣ ≤ ε =⇒ gα,j konvergiert gleichmäßig

auf Ω =⇒ gα,j −→ gα ∈ C(Ω). Es sei f = g0; weil die Ableitungen ∂αfj = gα,j in Ω
gleichmäßig gegen gα konvergieren, gilt dann, dass f ∈ C l(Ω) und ∂αf = gα in Ω (vgl.

z.B. Walter I, 10.13 bzw. Beweis in c) mit εtik) =⇒ f ∈ C
l
(Ω) und ∀x ∈ Ω : ∀j ≥ N :∣∣gα,j(x)− gα(x)

∣∣ = lim
k→∞

∣∣gα,j(x)− gα,k(x)
∣∣ ≤ ε =⇒ fj −→ f in C

l
(Ω)

c)
[
Direkter Beweis von ∂αf = gα für α := (1, 0, · · · , 0) (Rest folgt induktiv):
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(x1 + ϑh, x2, · · · , xn) ∈ Ω für ϑ ∈ [0, 1] =⇒
∣∣∣∣f(x1 + h, x2, · · · )− f(x)

h
− gα(x)

∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣ f(x1 + h, x2, · · · )− fj(x1 + h, x2, · · · )
h︸ ︷︷ ︸
 A

+
fj(x1 + h, x2, · · · )− fj(x)

h︸ ︷︷ ︸
MWS
=
∂fj
∂x1

(x1 + ϑh, x2, · · · )︸ ︷︷ ︸
 B

+
fj(x)− f(x)

h︸ ︷︷ ︸
 A

−

−gα(x1 + ϑh, x2, · · · )︸ ︷︷ ︸
 B

+ gα(x1 + ϑh, x2, · · · )− gα(x)︸ ︷︷ ︸
 C

∣∣∣∣ ≤
≤ 2

h
sup
y∈Ω

∣∣f(y)− fj(y)
∣∣︸ ︷︷ ︸

A

+sup
y∈Ω

∣∣gα,j(y)− gα(y)
∣∣︸ ︷︷ ︸

B

+ sup
|x−y|≤|h|

∣∣gα(y)− gα(x)
∣∣︸ ︷︷ ︸

C

.

Für ε > 0 ist C ≤ ε

2
, wenn |h| ≤ δ (da gα stetig in x ist) und für h ̸= 0 fest ist A + B ≤ ε

2

wenn j ≥ Nh =⇒ ∂f

∂x1
= gα.

]
�

Bemerkung: Der Satz von Arzelà-Ascoli besagt, dass jede
”
gleichmäßig beschränkte“ und

”
gleichgradig stetige“ Folge in C

0
(Ω) ≃ C(Ω) eine darin konvergente Teilfolge, d.h. eine

in Ω gleichmäßig konvergente Teilfolge hat. Wir formulieren das als Charakterisierung der
präkompakten Mengen in C(Ω).

Def.:
X metrischer Raum, M ⊂ {f : X −→ C}.

1) M heißt gleichmäßig beschränkt ⇐⇒

⇐⇒ ∃C > 0 : ∀f ∈M : ∀x ∈ X :
∣∣f(x)∣∣ ≤ C.

2) M heißt gleichgradig stetig ⇐⇒

∀ε > 0 : ∃δ > 0 : ∀f ∈M : ∀x, y ∈ X mit d(x, y) ≤ δ :
∣∣f(x)− f(y)

∣∣ ≤ ε

Beispiele: 1) Wenn M gleichgradig stetig (engl. “equicontinuous”) ist, so ist jedes f ∈ M
stetig und sogar gleichmäßig stetig.

2) Wenn z.B. X = [0, 1] und M ⊂ C
1(
(0, 1)

)
und {f ′; f ∈M} gleichmäßig beschränkt ist, so

ist M gleichgradig stetig, denn
∣∣f(x)− f(y)

∣∣ MWS
=
∣∣f ′(ϑ)

∣∣︸ ︷︷ ︸
≤C

·|x− y| ≤ ε wenn |x− y| ≤ δ =
ε

C
.
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Hingegen ist
{
fk : [0, 1] −→ R : x 7−→ xk; k ∈ N

}
nicht gleichgradig stetig, “weil” f ′

k(1) =
k → ∞
[Genauer: y = 1,

∣∣fk(x)− fk(y)
∣∣ ≤ ε⇐⇒ 1− xk ≤ ε⇐⇒ x ≥ k

√
1− ε⇐⇒

|x− y| ≤ 1− k
√
1− ε =: δk → 0.]

Satz 3.2 (Arzelà-Ascoli)
Für ∅ ̸= Ω ⊂ Rn offen, beschränkt gilt: M ⊂ C(Ω) präkompakt ⇐⇒ M gleichmäßig be-
schränkt ∧ M gleichgradig stetig.

Beweis:
”
=⇒“ a) M präkompakt

Satz 1.4
=⇒ M ⊂ C(Ω) beschränkt =⇒ M gleichmäßig be-

schränkt.

b)M präkompakt
Satz 1.6
=⇒ ∀ε > 0 : ∃ endliches ε-Netz {f1, · · · , fl} zuM (d.h.M ⊂

l∪
j=1

Kε(fj));

fj stetig auf Ω, Ω kompakt =⇒ fj gleichmäßig stetig
=⇒ ∃δ > 0 : ∀x, y ∈ Ω mit |x− y| ≤ δ : ∀j :

∣∣fj(x)− fj(y)
∣∣ ≤ ε

=⇒ ∀f ∈M : ∀x, y ∈ Ω mit |x− y| ≤ δ :∣∣f(x)− f(y)
∣∣ ≤ ∣∣f(x)− fj(x)

∣∣︸ ︷︷ ︸
≤ε

+
∣∣fj(x)− fj(y)

∣∣︸ ︷︷ ︸
≤ε

+
∣∣fj(y)− f(y)

∣∣︸ ︷︷ ︸
≤ε

wenn f ∈ Kε(fj) =⇒ M gleichgradig stetig.

”
⇐=“ a) G = Qn ∩ Ω ⊂ Ω dicht, G abzählbar =⇒ G = {x1, x2, · · · }.
Es sei f1, f2, · · · eine Folge in M ; wir müssen eine in C(Ω) konvergente (d.h. eine in Ω
gleichmäßig konvergente) Teilfolge finden.
fj(x1) beschränkt =⇒ ∃ ∞-e Teilmenge N1 ⊂ N : die Folge

(
fj(x1)

)
j∈N1

konvergiert in K;
fj(x2) beschränkt =⇒ ∃N1 ⊃ N2 ∞-e Menge:

(
fj(x2)

)
j∈N2

konvergiert etc.

=⇒ ∃N ⊃ N1 ⊃ N2 ⊃ · · · ∞e Mengen:
(
fj(xk)

)
j∈Nk

konvergiert.

Es sei jk := min{j; j ∈ Nk, j > jk−1} =⇒ fj1 , fj2 , · · · ist Teilfolge von fj mit ∀i : fjk(xi)
konvergiert.
Es sei f(xi) := lim

k→∞
fjk(xi).

Zeige noch: fjk konvergiert in C(Ω).

b) M gleichgradig stetig, ε > 0 =⇒
∃δ > 0 : ∀x, y ∈ Ω mit |x− y| ≤ δ : ∀g ∈M :

∣∣g(x)− g(y)
∣∣ ≤ ε

4
;

es seien y1, · · · , ym ∈ G mit ∀x ∈ Ω : ∃i : |x− yi| ≤ δ;

wenn K ∈ N : ∀k ≥ K : ∀i = 1, · · · ,m :
∣∣fjk(yi) − f(yi)

∣∣ ≤ ε

4
, so folgt für x ∈ Ω mit

|x− yi| ≤ δ : ∀k, l ≥ K :
∣∣fjk(x)− fjl(x)

∣∣ ≤
12



≤
∣∣fjk(x)− fjk(yi)

∣∣+ ∣∣fjk(yi)− f(yi)
∣∣+ ∣∣f(yi)− fjl(yi)

∣∣+ ∣∣fjl(yi)− fjl(x)
∣∣ ≤ 4 · ε

4
= ε

=⇒ fjk(x) C-Folge; f(x) := lim
k→∞

fjk(x) =⇒∣∣fjk(x)− f(x)
∣∣ = lim

l→∞

∣∣fjk(x)− fjl(x)
∣∣ ≤ ε für k ≥ K

=⇒ fjk −→ f gleichmäßig =⇒ f ∈ C(Ω) und fjk −→ f in C(Ω), d.h. ∥fjk − f∥∞ → 0 für
k → ∞. �

Exkurs: Der Satz von Peano

Wenn v̇ = F (t, v), v ∈ Rn, ein Differentialgleichungssystem ist und F stetig und bezüglich
v lipschitzstetig ist =⇒ ∃ lokal eindeutige Lösung. Wenn F bzgl. v nicht lipschitzstetig
ist, so geht die Eindeutigkeit verloren, z.B. v̇ =

√
|v|, v ∈ R1, hat zu v(0) = 0 die Lösungen

v1 ≡ 0 und v2(t) =
t2

4
sign t. Aber die Existenz bleibt nach Peano für nur stetiges F erhalten.

Beweis: F (t, v) sei im Zylinder Q =
{(

t
v

)
∈ R1+n; |t− t0| ≤ a, |v − v0|2 ≤ b

}
definiert und

stetig, F j : Q −→ Rn seien C1 und F j −→
j→∞

F gleichmäßig in Q (z.B. F j
i = F̃i ∗ w1/j, F̃i ∈

K(Rn), F̃i|Q = Fi, F =

F1
...
Fn

 , vgl. S. 20, c))

=⇒ M := max
{∣∣F j(t, v)

∣∣; (t
v

)
∈ Q, j ∈ N

}
<∞

=⇒ ∃1 Lösung vj(t) : [t0 − T, t0 + T ] = Ω −→ Rn mit vj(t0) = v0, v̇
j(t) = F j

(
t, vj(t)

)
,

T = min
{
a, b

M

}
; für i = 1, . . . , n sind die Komponenten vji , j ∈ N, gleichmäßig beschränkt

und gleichgradig stetig, da
∣∣vj(t)− v0

∣∣ ≤ b und
∣∣v̇j(t)∣∣ ≤M (vgl. auch Bsp. 2), S. 11)

=⇒ ∃ gleichmäßige konvergente Teilfolge vjk(t) −→ v(t)

=⇒ ∀t1 ∈ [t0 − T, t0 + T ] : vjk(t1) = v0 +

t1∫
t0

F jk
(
t, vjk(t)

)︸ ︷︷ ︸
→F (t,v(t)) glm.

dt −→ v0 +

t1∫
t0

F
(
t, v(t)

)
dt

↓
v(t1)

=⇒ v(t0) = v0 und v̇(t1) = F
(
t1, v(t1)

)
. �
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B) Die Räume Lp(X)

Im Folgenden ist (X,Σ, µ) ein Maßraum.

Def.:

a) Für 1 ≤ p <∞ sei Lp(X) :=
{
f̃ : X −→ K messbar mit

∫
X

|f̃ |p dµ <∞
}
und

L∞(X) :=
{
f̃ : X −→ K messbar mit ∃a > 0 :

{
x ∈ X;

∣∣f̃(x)∣∣ > a
}
Nullmenge

}
.

b) f̃ , g̃ : X −→ K messbar heißen gleich fast überall ⇐⇒
{
x ∈ X : f̃(x) ̸= g̃(x)

}
ist

eine Nullmenge. Das ist eine Äquivalenzrelation. Für die Äquivalenzklasse [f̃ ] schreibe ich f.
Vorsicht: Meist unterscheidet man nicht zwischen f und f̃ in der Notation.

c) Lp(X) :=
{
[f̃ ]; f̃ ∈ Lp(X)

}
und

∥ · ∥p : Lp(X) −→ R : f = [f̃ ] 7−→ ∥f∥p :=
(∫ ∣∣f̃(x)∣∣p dµ(x))1/p

für 1 ≤ p <∞ und

∥ · ∥∞ : L∞(X) −→ R : f = [f̃ ] 7−→ min
{x∈X;|f̃(x)|>a}

Nullmenge

a.

Lemma 3.1

Es seien 1 ≤ p, q ≤ ∞ mit
1

p
+

1

q
= 1.

a) f ∈ Lp(X), g ∈ Lq(X) =⇒ f · g ∈ L1(X) (d.h. eigentlich f = [f̃ ], g = [g̃] =⇒
f̃ · g̃ ∈ L1(X) und f · g := [f̃ · g̃] ist unabhängig von der Wahl der Repräsentanten f̃ , g̃) und

∥f · g∥1 ≤ ∥f∥p · ∥g∥q (Hölder)

b) f, g ∈ Lp(X) =⇒ f + g ∈ Lp(X) (d.h. eigentlich f = [f̃ ], g = [g̃] =⇒ f̃ + g̃ ∈ Lp(X) und
f + g := [f̃ + g̃] ist unabhängig von der Wahl der Repräsentanten f̃ , g̃) und

∥f + g∥p ≤ ∥f∥p + ∥g∥p (Minkowski)

Insbesondere sind Lp(X), Lp(X) Vektorräume und ∥ · ∥p : Lp(X) −→ R Normen.

Beweis: Die Fälle p = ∞ oder q = ∞ sind leicht. Sei also 1 < p, q <∞ und
f = [f̃ ], g = [g̃].
a) 1. Fall ∥f∥p = 0 =⇒ |f̃ |p = 0 fast überall =⇒ f̃ = 0 fast überall =⇒ f̃ · g̃ = 0 fast
überall =⇒ ∥f · g∥1 = 0.
2. Fall ∥g∥q = 0 ebenso

3. Fall 0 < ∥f∥p, ∥g∥q <∞; setze f1 =
|f̃ |
∥f∥p

, g1 =
|g̃|
∥g∥q

Lemma 2.1
=⇒
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f1 · g1 ≤
f p1
p

+
gq1
q

=
1

p∥f∥pp
|f̃ |p + 1

q∥g∥qq
|g̃|q

∣∣∣∣ ∫
=⇒ 1

∥f∥p · ∥g∥q

∫
|f̃ · g̃| dx︸ ︷︷ ︸
∥f ·g∥1

≤ 1

p
+

1

q
= 1 =⇒

√

b)
∣∣f̃(x) + g̃(x)

∣∣ ≤ 2max
{∣∣f̃(x)∣∣, ∣∣g̃(x)∣∣} =⇒

|f̃ + g̃|p ≤ 2p ·
(
|f̃ |p + |g̃|p

)
=⇒ f̃ + g̃ ∈ Lp(X);

∥f + g∥pp =
∫

|f̃ + g̃| · |f̃ + g̃|p−1 dµ ≤

≤
∫

|f̃ | · |f̃ + g̃|p−1 dµ+

∫
|g̃| · |f̃ + g̃|p−1 dµ

Hölder

≤
(
∥f∥p + ∥g∥p

)
·
(∫

|f̃ + g̃|
=p︷ ︸︸ ︷

(p−1)·q dµ

)1/q

︸ ︷︷ ︸
∥f+g∥p/qp

=⇒ ∥f + g∥

=1︷︸︸︷
p− p

q
p ≤ ∥f∥p + ∥g∥p �

Satz 3.3
Für 1 ≤ p ≤ ∞ sind Lp(X) Banachräume.

Beweis: Für p = 1 siehe Analysis 4, (M19); für 1 < p <∞ ist der Beweis analog zu dem für
p = 1, siehe Übung 9 in (M34/35).
Für p = ∞ : fn = [f̃n] sei eine C-Folge in L∞(X)

=⇒ ∀k ∈ N : ∃Nk : ∀n,m ≥ Nk : ∥fn − fm∥∞ ≤ 1

k
=⇒ A :=

{
x ∈ X;∃k : ∃n,m ≥ Nk :

∣∣f̃n(x) − f̃m(x)
∣∣ > 1

k

}
ist eine 0-Menge und f̃n(x)

konvergiert in X \ A; sei f̃(x) :=

{
lim
n→∞

f̃n(x) : x ∈ X \ A,
0 : x ∈ A

=⇒ f̃ messbar und
∣∣f̃n(x)− f̃(x)

∣∣ = lim
m→∞

∣∣f̃n(x)− f̃m(x)
∣∣ ≤ 1

k
für

x ∈ X \ A, n ≥ Nk =⇒ ∥fn − f∥∞ ≤ 1

k
für n ≥ Nk wenn

f = [f̃ ] =⇒ fn −→ f in L∞(X). �

Bemerkung: § 2 ist im obigen enthalten, wenn man X = N und µ = Zählmaß nimmt.
[Ab hier wird die lästige ˜ über f öfters weggelassen.]

Def.:
f : X −→ [0,∞] heißt Elementarfunktion ⇐⇒ (i) f messbar; (ii) f(X) ist eine endliche
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Menge, d.h. f =
∑

endlich

αiχAi
, Ai ∈ Σ,

∪̇
Ai = X, αi ∈ [0,∞].

Wenn f : X −→ C mit (i),(ii) heißt f Treppenfunktion.

Lemma 3.2
Die Äquivalenzklassen von Treppenfunktionen sind dicht in Lp(X), 1 ≤ p ≤ ∞.

Beweis: a) f ∈ Lp(X) =⇒ f1 = Re f, f2 = Im f ∈ Lp(X) und es genügt daher fi zu
approximieren.
Z.B. f1 = (f1)+ + (f1)− mit (f1)+(x) = max

{
f1(x), 0

}
, (f1)−(x) = min

{
f1(x), 0

}
=⇒

(f1)± ∈ Lp(X).
Somit oEdA f : X −→ [0,∞), d.h. f ∈ L+(X).

b) Zuerst sei 1 ≤ p < ∞; Maßtheorie =⇒ ∃0 ≤ f1 ≤ f2 ≤ · · · Elementarfunktionen mit
f = sup

k
fk = lim

k→∞
fk =⇒ f p ≥ (f − f1)

p ≥ · · · ≥ 0 =⇒

=⇒ (Lebesgue,
∫
X

fp dµ < ∞) =⇒ lim
k→∞

∫
(f − fk)

p dµ =

∫
lim
k→∞

(f − fk)
p︸ ︷︷ ︸

≡0

dµ = 0 =⇒

[fk] −→ [f ] in Lp(X).

c) Für p = ∞ und f ∈ L+(X) ∩ L∞(X), ∥f∥∞ = a,

sei fk(x) =
a

k

k−1∑
j=1

j · χ{x∈X; ja
k
≤f(x)< (j+1)a

k } =⇒ ∥f − fk∥∞ ≤ a

k
→ 0 für k → ∞. �

C) Die Räume Lp(Ω)

Hier sei ∅ ̸= Ω ⊂ Rn offen (nicht notwendig beschränkt) und µ die Einschränkung des Le-
besguemaßes λ auf Ω, d.h. Σ = B(Rn) ∩ P(Ω), µ : Σ −→ [0,∞] : A 7−→ λ(A).

Für

∫
Ω

f dµ schreibt man

∫
Ω

f(x) dx.

[Bemerkung: Letztlich ist es egal, ob man λ oder λ nimmt, denn zu f : Ω −→ C λ-messbar
∃g : Ω −→ C λ-messbar mit f = g fast überall, d.h. Lp(Ω) ist dasselbe.]

Def.:
Ω ⊂ Rn offen, f : Ω −→ C.
supp f :=

{
x ∈ Ω; f(x) ̸= 0

} in Ω
⊂ Ω heißt Träger von f (engl. “support”).4

f heißt finit ⇐⇒ supp f ist kompakt. K(Ω) :=
{
f ∈ C(Ω); f finit

}
.

4Vorsicht: supp f hängt von der Funktion f ab, nicht von der Äquivalenzklasse!
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Bemerkung: Wenn f finit ist, ist also supp f ⊂ Rn abgeschlossen und beschränkt.
Wegen supp f ⊂ Ω hat supp f dann positiven Abstand d zu ∂Ω, d.h.
d = d(supp f, ∂Ω) = inf

x∈supp f
y∈∂Ω

|x− y| > 0.

Wir setzen f in Rn \ Ω durch
0 stetig fort, d.h.
K(Ω) ∼=

{
f ∈ K(Rn); supp f ⊂ Ω

}
.

O

hier ist f=0

pO
==d

supp f

PSfrag replacements

Ω
supp f

 d
hier ist f = 0

∂Ω

Lemma 3.3
Für 1 ≤ p <∞ ist K(Ω) ⊂ Lp(Ω) dicht.

Beweis: a) Beachte, dass K(Ω) ↪→ Lp(Ω) : f 7−→ [f ] injektiv ist, denn [f ] = [g], f, g stetig
=⇒ U =

{
x ∈ Ω; f(x) ̸= g(x)

}
ist offen und eine Nullmenge =⇒ U = ∅ =⇒ f = g.

b) Es sei Ωj :=
{
x ∈ Ω; |x| < j, d(x, ∂Ω) > 1

j

}
=⇒ Ω =

∞∪
j=1

Ωj, Ωj offen und beschränkt,

∀j ∈ N : Ωj ⊂ Ωj+1.

Für f ∈ Lp(Ω) sei fj(x) := f(x) · χΩj
(x) =

{
f(x) : x ∈ Ωj,
0 : sonst

=⇒

∥f − fj∥pp =
∫
Ω

∣∣f(x)∣∣p(1− χΩj
(x)
)
dx −→

Lebesgue
0.

Also sind (Äquivalenzklassen von) finite(n) Funktionen in Lp(Ω) dicht. Nach Lemma 3.2 kann
man diese durch finite Treppenfunktionen approximieren und es genügt daher
χB, B ∈ Σ, B ⊂ Ωj für ein j, durch g ∈ K(Ω) zu approximieren.

λ regulär =⇒ ∀ε > 0 : ∃V ⊂ Ωj offen mit B ⊂ V und λ(V \B) ≤ ε =⇒ ∥χB−χV ∥p ≤ ε1/p.
Somit bleibt χV zu approximieren.

c) V = ˙
∞∪
i=1

Ai wobei Ai =
n∏
l=1

[ail, a
i
l + 2−j) mit gewissen ail ∈ Z · 2−j (siehe Maßtheorie). Es

genügt, diese χAi
stetig zu approximieren, und das ist leicht:
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Z.B. im R1

a

A

a+2-j

chiA

stetige Approximation

1

PSfrag replacements

χA

A
a

a+ 2−j

stetige Approximation
Im Allgemeinen nehme fk(x) = 1−min

{
1, kd(x,Ai)

}
. �

Satz 3.4
Für 1 ≤ p <∞ ist Lp(Ω) separabel.

Beweis: Nach dem Beweis von Lemma 3.3, c) ist (z.B. fürK = R)N =
{[ ∑

endlich

ϱiχAi

]
; ϱi ∈ Q

und Ai =
n∏
l=1

[al, al + 2−j], al ∈ Q, j ∈ N
}
⊂ Lp(Ω) dicht und N ist abzählbar. �

Def.:
Für ∅ ≠ Ω ⊂ Rn offen sei D(Ω) := C∞(Ω) ∩K(Ω) = {f : Ω −→ K C∞ mit supp f kompakt}.

Wir werden zeigen, dass nicht nur K(Ω), sondern sogar D(Ω) in Lp(Ω) dicht ist. Zunächst
konstruieren wir w ∈ D(Rn) \ {0} : Es sei

ψ(t) :=

{
e−1/t : t > 0,
0 : t ≤ 0

=⇒ ψ ∈ C∞(R)

(weil ψ ∈ C(R), ψ′(0+) = lim
h↘0

e−1/h

h
= 0 =⇒ ψ′(t) =

{
1
t2
e−1/t : t > 0

0 : t ≤ 0
und ψ ∈ C1(R)

etc., induktiv ψ(k)(t) =

{
Pol.(t) t−2ke−1/t : t > 0
0 : t ≤ 0

).

Setze w(x) := cψ
(
1− |x|2

)
mit c > 0 so, dass

∫
Rn

w(x) dx = 1 =⇒ w ∈ D(Rn).

18



-1 1

x

y

w(x)1 FE

n=1

PSfrag replacements

−1

1
1 FE
w(x)

n = 1
x
y

Für h > 0 sei wh(x) = h−nw

(
x

h

)
=⇒ suppwh =

{
x; |x| ≤ h

}
und

∫
Rn

wh(x) dx = 1.

Für Ω ⊂ Rn offen, f ∈ Lp(Ω), h > 0 sei

fh(x) := (f ∗ wh)(x) =
∫
Ω

f(z)wh(x− z) dz

=

∫
f(z)h−nw

(
x− z

h

)
dz

∥∥∥∥∥∥
Subst. y = x−z

h
,

z = x− yh,
∣∣∣det (∂z∂y)∣∣∣ = hn

=

∫
Rn

f(x− yh)w(y) dy,

wobei f in Rn \ Ω durch 0 fortgesetzt wird. Man nennt fh oft eine Regularisierung von f.

Lemma 3.4
Für f ∈ Lp(Ω), 1 ≤ p <∞, gilt
fh ∈ C∞(Rn), ∥fh∥Lp(Ω) ≤ ∥f∥Lp(Ω) und lim

h↘0
∥f − fh∥Lp(Ω) = 0.

Beweis: a)
∂fh
∂x1

(x) = lim
δ→0

fh(x1 + δ, · · · )− fh(x)

δ
=

= lim
δ→0

∫
f(z)

wh(x1 + δ − z1, x2 − z2, · · · )− wh(x− z)

δ︸ ︷︷ ︸
=

MWS

∂wh
∂x1

(x1+ϑδ−z1,x2−z2,··· )

dz;

hier wird integriert über K :=
{
z ∈ Rn; |x− z| ≤ δ + h

}
, weil für andere z ︸ ︷︷ ︸ 0 gibt;∫

K

∣∣f(z)∣∣ dz = ∫
K

∣∣f(z)| · 1 dz ≤
Hölder

∥f∥Lp(K) ∥1∥Lq(K)︸ ︷︷ ︸(∫
K

1 dz

)1/q
︸ ︷︷ ︸

<∞

=⇒ f |K ∈ L1(K);
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∂wh
∂x1

ist beschränkt (da wh ∈ D(Rn)) =⇒
Lebesgue

∂fh
∂x1

(x) =

∫
f(z) lim

δ→0

∂wh
∂x1

(x1 + ϑδ − z1, x2 − z2, · · · ) dz =
∫
f(z)

∂wh
∂x1

(x− z) dz

und ist stetig in x (wieder mit Lebesgue).

Mit Induktion folgt fh ∈ C∞(Rn) und ∂αfh(x) =
∫
Ω

f(z)(∂αwh)(x− z) dz.

b)
1

p
+

1

q
= 1 =⇒

∣∣fh(x)∣∣ ≤ ∫
Rn

∣∣f(x− yh)
∣∣ · w 1

p (y)︸ ︷︷ ︸
”
f“

w
1
q (y)︸ ︷︷ ︸
”
g“

dy

Hölder

≤
⃝∗

∫
Rn

∣∣f(x− yh)
∣∣pw(y) dy

 1
p

·
(∫

w(y) dy

) 1
q

︸ ︷︷ ︸
=1

=⇒ ∥fh∥pLp(Ω) =

∫
Ω

∣∣fh(x)∣∣p dx ≤
∫
Rn

∣∣fh(x)∣∣p dx
≤
⃝∗

∫
Rn

( ∫
Rn

∣∣f(x− yh)
∣∣pw(y) dy) dx

Fubini
=

Tonelli

∫
Rn

w(y)

( ∫
Rn

∣∣f(x− yh︸ ︷︷ ︸
u (Subst.)

)
∣∣p dx

︸ ︷︷ ︸
=∥f∥p

Lp(Ω)

)
dy = ∥f∥pLp(Ω)

c) Falls f ∈ K(Ω), so ist fh ∈ D(Ω) für kleines h
(weil supp fh ⊂

{
x ∈ Rn; ∃y mit |y| ≤ 1, x− yh ∈ supp f

}
) und

∣∣fh(x)− f(x)
∣∣ =∣∣∣∣∣

∫
f(x− yh)w(y) dy −

∫
f(x)w(y) dy

∣∣∣∣∣ ≤
∫ ∣∣f(x− yh)− f(x)

∣∣︸ ︷︷ ︸
≤ε für 0≤h≤δ

(weil f∈K(Ω) =⇒ f glm. stetig)

w(y) dy ≤ ε

=⇒ fh −→ f gleichmäßig auf Rn;

für h ∈ [0, 1] ist supp fh ⊂ L :=
{
x ∈ Rn; d(x, supp f) ≤ 1

}
=⇒

∥fh − f∥pLp(Ω) =

∫
L∩Ω

∣∣fh(x)− f(x)
∣∣p︸ ︷︷ ︸

≤εp für 0≤h≤δ

dx −→ 0 für h↘ 0.

d) Falls f ∈ Lp(Ω) =⇒
Lemma 3.3

∀ε > 0 : ∃g ∈ K(Ω) : ∥f − g∥Lp(Ω) ≤ ε =⇒
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für ε > 0 und so ein g :

∥f − fh∥Lp(Ω) ≤ ∥f − g∥+ ∥g − gh∥+ ∥gh − fh∥︸ ︷︷ ︸
=∥(g−f)h∥

b)

≤∥g−f∥

≤ 2ε+ ∥g − gh∥ ≤ 3ε für kleines h.

Also ist fh −→ f in Lp(Ω). �

Bemerkung: Nach c) gilt: f ∈ K(Ω) =⇒ fh −→ f gleichmäßig in Rn für h↘ 0.

Satz 3.5
Für 1 ≤ p <∞ ist D(Ω) ⊂ Lp(Ω) dicht.

Beweis K(Ω) ⊂ Lp(Ω) dicht nach Lemma 3.3. Für f ∈ K(Ω) und h klein ist fh ∈ D(Ω) (vgl.
oben die Überlegung zu supp fh!) und fh −→ f für h↘ 0 =⇒ D(Ω) ⊂ Lp(Ω) dicht. �
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§ 4 Distributionen

Im Folgenden sei ∅ ≠ Ω ⊂ Rn offen und K = C.

Def.:

1) φk −→ φ in D(Ω) bzw. lim
k→∞

φk = φ in D(Ω) ⇐⇒

i) φ ∈ D(Ω) und ∀k ∈ N : φk ∈ D(Ω);

ii) ∃K ⊂ Ω kompakt: ∀k ∈ N : suppφk ⊂ K;

iii) ∀α ∈ Nn0 : ∂αφk −→ ∂αφ gleichmäßig auf Ω, d.h.
∀α ∈ Nn0 : ∀ε > 0 : ∃N ∈ N : ∀k ≥ N : ∀x ∈ Ω :

∣∣∂αφk(x)− ∂αφ(x)
∣∣ ≤ ε.

2) D′(Ω) :=
{
T : D(Ω) −→ C C-linear; ∀(φk)k∈N ∈ D(Ω)N mit
φk → 0 in D(Ω) : T (φk) → 0 (in C)

}
3) Tk −→ T in D′(Ω) bzw. lim

k→∞
Tk = T in D′(Ω) ⇐⇒ ∀φ ∈ D(Ω) : Tk(φ) −→ T (φ).

Bemerkungen: 1) φ ∈ D(Ω) nennt man oft Testfunktion, T ∈ D′(Ω) heißt Distribution.
D′(Ω) ist offenbar ein C-Vektorraum.
[2) Man kann aufD(Ω),D′(Ω) Topologien einführen, sodass sich die Konvergenzbegriffe in Def.
1), 3) ergeben. Allerdings benötigt man überabzählbar viele Halbnormen, d.h. D(Ω),D′(Ω)
sind lokalkonvexe topologische Vektorräume aber keine metrischen Räume, man braucht

”
Fil-

ter“. In fast allen Anwendungen genügen die Definitionen oben.]
3) Oft schreibt man ⟨φ, T ⟩ für T (φ).

Def.:

L1
loc(Ω) :=

{
[f̃ ]; f̃ : Ω −→ C messbar (bzgl. B(Ω)) ∧ ∀K ⊂ Ω kompakt:

∫
K

∣∣f̃(x)∣∣ dx <∞
}
.

f = [f̃ ] ∈ L1
loc(Ω) heißt lokalintegrable Funktion.

Bemerkung ∀p ∈ [1,∞] : Lp(Ω) ⊂ L1
loc(Ω), denn f = [f̃ ] ∈ Lp(Ω), K ⊂ Ω kompakt =⇒∫

K

∣∣f̃(x)∣∣ dx =

∫
K

∣∣f̃(x)∣∣ · 1 dx ≤
Hölder

∫
K

∣∣f̃(x)∣∣p dx
1/p

·

∫
K

1 dx

1/q

≤ ∥f∥p · |K|1/q <∞,

wenn
1

p
+

1

q
= 1, 1 ≤ p <∞. (Für p = ∞ ist es trivial.)

Bsp.: f̃ : R −→ C : x 7−→
{

1
x

: x ̸= 0
0 : x = 0

}
=⇒

∫
[−1,1]

∣∣f̃(x)∣∣ dx = ∞ =⇒ [f̃ ] ̸∈ L1
loc(R).
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Aber [f̃ ] ∈ L1
loc

(
R \ {0}

)
weil ∀K ⊂ R \ {0} kompakt:

∫
K

1

|x|
dx <∞.

Aber [f̃ ] ̸∈ L1
(
R \ {0}

)
≃ L1(R). Allgemein gilt

D(Ω)  K(Ω)  Lp(Ω)  L1
loc(Ω)

s.u.

 D′(Ω)

Lemma 4.1 + Definition
Die Abbildung

i : L1
loc(Ω) ↪→ D′(Ω) : f = [f̃ ] 7−→

(
φ 7−→

∫
φ(x)f̃(x) dx

)
︸ ︷︷ ︸

=:Tf

ist ein Vektorraum-Monomorphismus.
T ∈ D′(Ω) heißt reguläre Distribution ⇐⇒ ∃f ∈ L1

loc(Ω) : T = Tf .

Vorsicht: Man schreibt meist wieder f statt Tf .

Beweis a) i ist wohldefiniert und linear:

α) [f̃ ] = [g̃] ⇐⇒ f̃ − g̃ = 0 fast überall =⇒
∫
φ(x)

(
f̃(x)− g̃(x)

)
dx = 0

β) φk → 0 in D(Ω) =⇒ ∃K ⊂ Ω kompakt: ∀k : suppφk ⊂ K und φk → 0 gleichmäßig

=⇒ ∃M : ∀k : ∀x :
∣∣φk(x)∣∣ ≤M =⇒ (Lebesgue) =⇒ Tf (φk) =

∫
K

φk(x)f̃(x) dx→ 0

(Die gleichmäßige Majorante M ·
∣∣f̃(x)∣∣ ist in L1(K), da f ∈ L1

loc(Ω).)

γ) Offenbar ist i linear.

b) i ist injektiv:

Es sei Tf = 0 für f ∈ L1
loc(Ω). Wir haben f = 0, d.h. f̃ = 0 fast überall zu zeigen.

Ωj seien wie in S. 17. Es genügt f̃ |Ωj
= 0 fast überall zu zeigen (denn abzählbare Vereinigun-

gen von 0-Mengen sind 0-Mengen).

Es sei g = f̃ · χΩj+1
=

{
f̃(x) : x ∈ Ωj+1

0 : sonst

}
. Ωj+1 ⊂ Ω kompakt =⇒ g ∈ L1(Ωj+1)

L. 3.4
=⇒

gh = g ∗ wh ∈ C∞(Rn).
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Es sei φ ∈ D(Ωj) und 0 < h < d(Ωj, ∂Ωj+1) =: d =⇒ Tgh(φ) =

∫
Ωj

gh(x)φ(x) dx =

∫
Ωj

( ∫
Ωj+1

f̃(z)wh(x− z) dz

)
φ(x) dx

Fubini
=

wh(−x)=wh(x)

∫
Ωj+1

f̃(z)

(∫
Ωj

φ(x)wh(z − x) dx

)
dz =∫

Ωj+1

f̃(z)φh(z) dz =y
∫
Ω

f̃(z)φh(z) dz = Tf (φh) = 0

weil suppφh ⊂ Ωj+1, vgl. S. 20.

Annahme:
∃x0 ∈ Ωj : ∃h ∈ (0, d) : gh(x0) ̸= 0, z.B. Re gh(x0) > 0 =⇒ ∃ε > 0 : ∀x mit
|x− x0| < ε : Re gh(x) > 0; für ε klein genug ist wε(x− x0) ∈ D(Ωj)

=⇒ 0 < Re

(∫
gh(x)wε(x− x0) dx

)
= Re

(
Tgh
(
wε(x− x0)

))
= 0  

Also folgt: ∀h ∈ (0, d) : gh|Ωj
= 0 =⇒ ∥g∥L1(Ωj) = ∥g − gh∥L1(Ωj) ≤ ∥g − gh∥L1(Ωj+1)

L. 3.4−→ 0

für h↘ 0 =⇒ g|Ωj
= 0 fast überall =⇒ f̃ |Ωj

= 0 fast überall. �

Bsp.: 1) Für a ∈ Ω ist δa : D(Ω) −→ C : φ 7−→ φ(a) eine Distribution (da φk → 0 in
D =⇒ φk(a) → 0). δa heißt δ-Distribution mit Träger in a. δa ist nicht regulär [aber im-
merhin noch ein Maß; wie L1

loc(Ω) kann man auch die Radonmaße K′(Ω) in D′(Ω) einbetten].
δa entspricht einer Einheitsmasse bzw. Einheitsladung in a. Es sei speziell Ω = R, a = 0 und

f̃k(x) =

{
k : 0 ≤ x ≤ 1

k

0 : sonst

}
∈ L1

loc(R)

x

y

y=tilde f

1/k

k

PSfrag replacements
1

k
y = f̃k(x)

k
x
y

Dann ist lim
k→∞

Tfk = δ0 =: δ in D′(R), denn

φ ∈ D(R) =⇒ Tfk(φ) =

∫
R

φ(x)f̃k(x) dx = k

1/k∫
0

φ(x) dx =

1/k∫
0

φ(x) dx

1/k

Hauptsatz−−−−−−−→
Diff./Int.rechn.

φ(0) = δ(φ).

24



2) Wenn fε(x) =
ε

ε2 + x2
∈ C(R), ε > 0, so ist lim

ε↘0
Tfε = πδ, denn:

φ ∈ D(R) =⇒ Tfε(φ) =

∞∫
−∞

φ(x)
ε dx

ε2 + x2
= (Subst. x = εu)

=

∞∫
−∞

φ(εu)
ε · ε du

ε2(1 + u2)
Lebesgue−−−−−−→

(Major. 1
1+u2

)
φ(0) ·

∞∫
−∞

du

1 + u2
= πφ(0) = πδ(φ)

1

2

1−1−2
y = fε(x)ε

1

ε
xy↓√
1−ε2

3) Wenn a, v ∈ Rn, so definieren wir T = −vT · ∇δa durch

T : D(Rn) −→ C : φ(x) 7−→ vT · ∇φ(a).

T entspricht einem Dipol der Stärke v in a, denn

T (φ) = vT · ∇φ(a) = lim
ε→0

φ(a+ vε)− φ(a)

ε︸ ︷︷ ︸
1
ε
(δa+vε−δa)(φ)

,

d.h. T = lim
ε→0

1

ε
(δa+vε − δa) in D′(Rn). T ist kein Maß mehr. Ganz allgemein kann jede Distri-

bution beliebig oft differenziert werden:

Def.:

1) g ∈ C∞(Ω), T ∈ D′(Ω) =⇒ g · T ∈ D′(Ω) ist definiert durch (g · T )(φ) := T (g · φ).
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2) T ∈ D′(Ω), α ∈ Nn0 =⇒ ∂αT ∈ D′(Ω) ist definiert durch (∂αT )(φ) := (−1)|α|T (∂αφ).

Bemerkungen 1) Dass g · T sowie ∂αT Distributionen sind, folgt aus φk → 0 in D(Ω) =⇒
g · φk → 0 und ∂αφk → 0 in D(Ω).
Beachte: Tk −→ T =⇒ g · Tk −→ g · T, ∂αTk −→ ∂αT in D′(Ω).

2) Die Definitionen sind so, dass sich für Funktionen das Übliche ergibt:

a) g ∈ C∞, f ∈ L1
loc =⇒ Tg·f (φ) =

∫
g(x)f(x)φ(x) dx = (g · Tf )(φ), d.h. Tg·f = g · Tf

b) f ∈ C1(Ω) =⇒ T ∂f
∂x1

(φ) =

∫
Ω

∂f

∂x1
(x)φ(x) dx = (partiell integrieren, φ = 0 außerhalb K

kompakt, ersetze f durch f · χ, χ ∈ D(Ω), χ = 1 auf K, und integriere über [−N,N ]n, N

groß) = −
∫
Ω

f(x)
∂φ

∂x1
(x) dx = −Tf

(
∂φ

∂x1

)
=

(
∂

∂x1
Tf

)
(φ), d.h. T ∂f

∂x1

=
∂

∂x1
Tf und ebenso

induktiv für f ∈ C |α|(Ω) : T∂αf = ∂αTf .

Satz 4.1

g ∈ C∞(Ω), T ∈ D′(Ω), α, β ∈ Nn0 =⇒ ∂

∂xj
(g ·T ) = ∂g

∂xj
·T + g · ∂T

∂xj
und ∂α+βT = ∂α(∂βT )

Beweis Leichte Übung.

Bsp.: 1) (∂αδa)(φ) = (−1)|α|δa(∂
αφ) = (−1)|α|(∂αφ)(a), vgl. den Dipol in S. 25.

2) Y (t) :=

{
1 : 0 < t <∞
0 : t ≤ 0

}
heißt Heavisidefunktion.

Es gilt Y ′ = δ ∈ D′(R), denn (wir identifizieren Y mit T[Y ]) : Y ′(φ)
def.
= −Y (φ′)

L. 4.1
=

−
∞∫

−∞

φ′(x)Y (x) dx = −
∞∫
0

φ′(x) dx
Haupts.
= −φ

∣∣∞
0

= φ(0) = δ0(φ) = δ(φ).

3) Es sei T ∈ D′(R1) mit T ′ = 0.
Wir zeigen, dass dann T = c =const. ∈ C(R) ⊂ L1

loc(R) ⊂ D′(R). Für φ ∈ D(R1) sei

φ1 := φ−
∞∫

−∞

φ(t) dt · w =⇒
∞∫

−∞

φ1(t) dt = 0 (weil
∫
w(t) dt = 1, s. S. 18)

=⇒ ψ(t) :=

t∫
−∞

φ1(s) ds ∈ D(R);
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0 = T ′(ψ) = −T (ψ′) = −T (φ1) = −T (φ) + T (w)︸ ︷︷ ︸
=:c

·
∞∫

−∞

φ(t) dt =⇒

∀φ ∈ D(R) : T (φ) =
∫
c · φ(t) dt =⇒ T = Tc, wobei wir c ∈ C auffassen als L1

loc-Funktion.

Kurz: T ′ = 0 =⇒ T = konstant. Allgemeiner:

Satz 4.2
Ω ⊂ R offenes Intervall, k ∈ N. Dann gilt:
T ∈ D′(Ω), T (k) = 0 =⇒ T = Polynom vom Grad ≤ k − 1.

Beweis Induktiv: T (k) = T (k−1)′ = 0
s.o.
=⇒
⃝∗

T (k−1) = c =⇒ (T (k−2) − cx)′ = 0

=⇒ T (k−2) = cx+ d etc.
[Dabei wird beim Beweis von ⃝∗ statt w wh(x− x0) mit suppwh(x− x0) ⊂ Ω genommen.] �

Bemerkung Wenn ∅ ̸= Ω1 ⊂ Ω2 ⊂ Rn offen sind, so können wir D(Ω1) ⊂ D(Ω2) auffassen,
indem wir φ ∈ D(Ω1) in Ω2 \ Ω1 durch 0 fortsetzen, vgl. S. 17.
Daher ist für T ∈ D′(Ω2) T |Ω1 := T |D(Ω1) wohldefiniert und gibt für f ∈ L1

loc das Übliche.
Der nächste Satz besagt, dass Ω 7−→ D′(Ω) eine

”
Garbe“ ist.

Satz 4.3
Ω =

∪
i∈I

Ωi sei eine offene Überdeckung. Dann gilt:

a) S, T ∈ D′(Ω) mit ∀i ∈ I : S|Ωi
= T |Ωi

=⇒ S = T ;

b) wenn Ti ∈ D′(Ωi) mit ∀i, j ∈ I : Ti|Ωi∩Ωj
= Tj|Ωi∩Ωj

(falls Ωi ∩ Ωj ̸= ∅) =⇒ ∃1T ∈ D′(Ω) : ∀i ∈ I : Ti = T |Ωi
.

Beweis χi sei eine lokalendliche C∞-Zerlegung der 1 zur Überdeckung (vgl. Differenzierbare
Manigfaltigkeiten S. 59), φ ∈ D(Ω).
a) supp (φ · χi) ⊂ suppφ ∩ suppχi ⊂ Ωi =⇒ φ · χi ∈ D(Ωi) und φ · χi ≡ 0 für fast alle i, da
suppφ kompakt =⇒ S(φ) = S(

∑
φ · χi) =

∑
endl.

S(φ · χi) =
∑
T (φ · χi) = T (φ)

b) Definiere T (φ) :=
∑

φ·χi ̸≡0

Ti(φ · χi);

φk → 0 =⇒ T (φk) → 0 =⇒ T ∈ D′(Ω);
φ ∈ D(Ωj) =⇒ T (φ) =

∑
i

Ti(φχi) =
∑
i

Ti|Ωi∩Ωj
(φ · χi)

=
∑
i

Tj(φ · χi) = Tj(
∑
φ · χi) = Tj(φ) =⇒ T |Ωj

= Tj �

Def.:
Für T ∈ D′(Ω) sei der Träger von T

suppT := Ω \
{
x0 ∈ Ω; ∃ε > 0 : T

∣∣
{x∈Ω; |x−x0|<ε}

= 0
}
.
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Bemerkung Offenbar ist Ω\ suppT offen und suppT ⊂ Ω abgeschlossen. Wegen Satz 4.3 ist
T
∣∣
Ω\suppT = 0 und Ω \ suppT ist die größte offene Menge auf der T = 0 ist.

Bsp.: 1) Für f ∈ C(Ω) ↪→ D′(Ω) ist supp f = suppTf . Für f = [f̃ ] ∈ L1
loc(Ω) ↪→ D′(Ω)

hingegen ist i. A. supp f̃ ̸= supp f̃1, wenn [f̃ ] = [f̃1]. Aber suppTf = Ω \
{
x0 ∈ Ω; ∃ε > 0 :

f̃ = 0 fast überall auf {x ∈ Ω; |x− x0| < ε}
}
ist wohldefiniert.

2) supp δa = {a} = supp ∂αδa, siehe auch Satz 4.5.

Def.:
E ′(Ω) :=

{
T ∈ D′(Ω); suppT kompakt

}
.

Bemerkung
Wie in S. 17 gilt, dass dann d(suppT, ∂Ω) > 0 und wir daher (nach Satz 4.3) T ∈ E ′(Ω)
außerhalb von Ω durch 0 fortsetzen können, d.h. E ′(Ω) ≃

{
T ∈ E ′(Rn); suppT ⊂ Ω

}
.

Satz 4.4
T : D(Ω) −→ C sei linear. Äquivalent sind

(i) T ∈ D′(Ω) (d.h. φk → 0 in D(Ω) =⇒ T (φk) → 0);

(ii) ∀K ⊂ Ω kompakt: ∃C > 0 : ∃m ∈ N0 : ∀φ ∈ D(Ω) mit suppφ ⊂ K :∣∣T (φ)| ≤ C
∑
|α|≤m

∥∂αφ∥∞

[Interpretation: Wenn D(Ω) als lokalkonvexer topologischer Vektorraum definiert wird, heißt
(i), dass T folgenstetig ist und (ii), dass T stetig ist, und Satz 4.4 sagt, dass die zwei Aussagen
äquivalent sind.]

Beweis: (ii) =⇒ (i): φk → 0 in D(Ω) =⇒ ∃K ⊂ Ω kompakt: ∀k ∈ N : suppφk ⊂ K und

∀α ∈ Nn0 : ∥∂αφk∥∞ → 0
(ii)
=⇒ T (φk) → 0 für k → ∞.

(i) =⇒ (ii): Indirekt; Annahme: ∃K ∈ Ω kompakt: ∀k ∈ N : ∃ψk ∈ D(Ω) mit suppψk ⊂ K
und

∣∣T (ψk)∣∣ > k
∑

|α|≤k
∥∂αψk∥∞ =: ak ∈ (0,∞).

Setze φk :=
1

ak
ψk =⇒

∑
|α|≤k

∥∂αφk∥∞ =
1

k
→ 0 =⇒ φk → 0 in D(Ω),

aber
∣∣T (φk)∣∣ > 1 =⇒  �

Satz 4.5
T ∈ D′(Ω), a ∈ Ω, suppT = {a} =⇒ T =

∑
|α|≤m

cα∂
αδa für geeignete cα ∈ C, m ∈ N.
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Beweis a) Es sei T ∈ D′(Ω) mit suppT = {a};
Rn = Ω ∪

(
Rn \ {a}

)
, T1 = T, T2 = 0

Satz 4.3
=⇒ oEdA T ∈ D′(Rn).

Betrachte S(φ) := T
(
φ(x− a)

)
=⇒ suppS = {0}.

Wenn S =
∑

|α|≤m
cα∂

αδ0 gezeigt ist, folgt T =
∑

|α|≤m
cα∂

αδa. Also oEdA a = 0.

b) Nach Satz 4.4 ∃C > 0 : ∃m ∈ N : ∀φ ∈ D(Rn) mit suppφ ⊂
{
x; |x| ≤ 1

}
:
∣∣T (φ)∣∣ ≤

C
∑

|α|≤m
∥∂αφ∥∞.

Es sei χ ∈ D(Rn) mit suppχ ⊂
{
x; |x| ≤ 1

}
und χ(x) = 1 für |x| ≤ 1

2
;

für φ ∈ D(Rn) und t > 0 sei φt(x) := φ(x)·χ(t·x) =⇒ 0 ̸∈ supp (φ−φt) =⇒ T (φ) = T (φt).

ψ(x) :=
∑

|α|≤m

∂αφ(0)

α!
xα = Taylorpolynom von φ vom Grad m =⇒ T (φ) = T (φt) =

T (ψt) + T (φt − ψt) =
∑

|α|≤m

∂αφ(0)

α!
T
(
xα · χ(t · x)

)
+ T (φt − ψt)

=
∑

|α|≤m
cα∂

αδ(φ) + T (φt − ψt),

wobei cα :=
(−1)|α|

α!
T
(
xαχ(tx)

)
(von t unabhängig, da 0 ̸∈ supp

(
xαχ(t1x) − xαχ(t2x)

)
für

t1, t2 > 0).
Diese Darstellung von T (φ) gilt ∀t > 0 und es genügt daher zu zeigen, dass lim

t→∞
T (φt−ψt) = 0.

c) f(x) := φ(x)− ψ(x)

Taylor
↓
=

∑
|α|=m+1

∂αφ(ϑx)

α!
xα, ϑ = ϑx ∈ (0, 1)

=⇒ ∃C1 > 0 : ∀x mit |x| ≤ 1 :
∣∣f(x)∣∣ ≤ C1|x|m+1; ebenso für ∂γf, |γ| ≤ m, d.h.

∃C1 > 0 : ∀γ ∈ Nm0 mit |γ| ≤ m : ∀x mit |x| ≤ 1 : |∂γf(x)
∣∣ = ∣∣∂γφ(x) − ∂γψ(x)

∣∣ ≤
↑

Taylor

C1|x|m+1−|γ|. Für t ≥ 1 ist supp (φt − ψt) ⊂
{
x; |x| ≤ 1

}
=⇒

∣∣T (φt − ψt)
∣∣ = ∣∣∣T(f · χ(tx)

)∣∣∣ ≤ C
∑

|α|≤m

∥∥∂α(f · χ(tx)
)∥∥

∞

⃝∗
≤ C

∑
|α|≤m

∑
β≤α

(
α
β

)
max
|x|≤ 1

t

∣∣∂βf(x)∣∣ · ∥∥∥∂α−β(χ(tx))∥∥∥
∞

≤ C · C1

∑
|α|≤m

∑
β≤α

(
α
β

)
t|β|−m−1 · t|α−β| · ∥∂α−βχ∥∞

≤ C2 · t−1 → 0 für t→ ∞.[⃝∗
Beachte, dass ∂α(f · g) =

∑
β≤α

(
α
β

)
∂βf · ∂α−βg (Leibniz)

]
. �
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§ 5 Sobolevräume

Wieder sei ∅ ̸= Ω ⊂ Rn offen, K = C, und Lp(Ω) ⊂ L1
loc(Ω) ⊂ D′(Ω) entsprechend Definition

und Lemma 4.1.

Def.:
1 ≤ p <∞, k ∈ N0.
Die Vektorräume W p,k(Ω) :=

{
f ∈ D′(Ω); ∀α ∈ Nn0 mit |α| ≤ k : ∂αf ∈ Lp(Ω)

}
heißen

Sobolevräume. Sie werden mit der Norm

∥f∥W p,k :=

∑
|α|≤k

∥∂αf∥pLp(Ω)

1/p

versehen.

Satz 5.1
W p,k(Ω) ist ein Banachraum.

Beweis: a) Wenn wir
{
α ∈ Nn0 ; |α| ≤ k

}
= {α1, · · · , αm} (mit m =

(
n+k
k

)
) irgendwie

anordnen, so ist ∥f∥W p,k = |xf |p, xf ∈ Rm definiert durch xfj := ∥∂αjf∥Lp(Ω) für j = 1, · · · ,m.
Minkowski =⇒ ∀j : xf+gj ≤ xfj +x

g
j =⇒ ∥f +g∥W p,k = |xf+g|p ≤ |xf +xg|p ≤ |xf |p+ |xg|p =

∥f∥W p,k + ∥g∥W p,k =⇒ ∥ · ∥W p,k ist eine Norm.

b) fj C-Folge in W p,k =⇒ ∀|α| ≤ k : ∂αfj C-Folge in Lp(Ω) =⇒ ∂αfj −→ gα in Lp(Ω);
g := g0;

φ ∈ D(Ω) =⇒ (∂αfj)(φ) = (−1)|α|fj(∂
αφ) = (−1)|α|

∫
fj · ∂αφ dx −→

Hölder
(−1)|α|

∫
g · ∂αφ dx

(weil
∥∥(fj − g) · ∂αφ

∥∥
1
≤ ∥fj − g∥p · ∥∂αφ∥q −→ 0, j → ∞) andererseits ist

(∂αfj)(φ) =

∫
∂αfj · φ dx −→

Hölder

∫
gαφ dx = gα(φ) =⇒ ∀φ ∈ D(Ω) : (∂αg)(φ) = gα(φ) =⇒

∂αg = gα ∈ Lp(Ω) =⇒ g ∈ W p,k(Ω) und fj −→ g in W p,k(Ω). �

Satz 5.2
D(Rn) ⊂ W p,k(Rn) dicht (1 ≤ p <∞, k ∈ N0)

Beweis a) Wenn η ∈ D(Rn) mit η(x) = 1 für |x| ≤ 1 und f ∈ W p,k(Rn) =⇒
fj := f(x) · η

(
x
j

)
−→ f in W p,k für j → ∞ und supp fj ist kompakt.

b) Wenn f ∈ W p,k mit supp f kompakt, so ist für h ↘ 0 (nach Lemma 3.4) fh ∈ D(Rn) und
fh −→ f in Lp(Rn) und ∂α(fh) = (∂αf)h −→ ∂αf in Lp(Rn) für |α| ≤ k =⇒ fh −→ f in
W p,k(Rn). �
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§ 6 Beschränkte Operatoren in Banachräumen

Nun sei wieder K = R oder K = C.

Satz 6.1
X, Y normierte Räume, A : X −→ Y linear. Dann sind äquivalent:

i) A stetig (d.h. ∀U ⊂ Y offen: A−1(U) ⊂ X offen)

ii) A folgenstetig (d.h. ∀xn −→ x in X : Axn −→ Ax in Y )

iii) A
”
beschränkt“, d.h. ∃C > 0 : ∀x ∈ X : |Ax| ≤ C|x|.

Beweis: i) ⇐⇒ ii) ist aus der Topologie bekannt. (Beachte, dass X, Y metrische Räume sind.)
Zu i) ⇐⇒ iii) vgl. Analysis 2, 28.

[ i) =⇒ iii): 0 ∈ A−1
({
y; |y| < 1

})
=⇒

∃δ > 0 :
{
x ∈ X; |x| < δ} ⊂ A−1

(
{y ∈ Y ; |y| < 1}

)
,

d.h. ∃δ > 0 : ∀x mit |x| < δ : |Ax| < 1 =⇒ ∀x ̸= 0 :

|Ax| =
∣∣∣∣A(2|x|

δ
· δx
2|x|

)∣∣∣∣ = 2|x|
δ

∣∣∣∣A( δx

2|x|︸︷︷︸
| · |<δ

)∣∣∣∣ < 2|x|
δ

· 1 =
2

δ
|x| =⇒

∀x : |Ax| ≤ 2

δ
|x| = C|x|, C :=

2

δ
.

iii) =⇒ i): |Ax1 − Ax2| ≤ C|x1 − x2| =⇒ A lipschitzstetig =⇒ A stetig.]

Bsp.: 1) Wenn dimX <∞, so ist jede lineare Abbildung automatisch stetig. Aber z.B. für
X = C

(
[0, 1]

)
mit |f | = ∥f∥1 ist A : X −→ C : f 7−→ f(1) unstetig, da für fn(x) = xn gilt

fn → 0 in X aber Afn ̸→ 0.

2) Wegen Satz 6.1 sind 2 Normen | · | und ∥ · ∥ aufX äquivalent⇐⇒ id :
(
X, | · |

)
−→

(
X, ∥ · ∥

)
ist ein Homöomorphismus.

Def.:
X, Y normierte Räume.

1) L(X, Y ) := {A : X −→ Y linear und stetig}, L(X) := L(X,X)

2) A ∈ L(X,Y ) heißt kompakt ⇐⇒ ∀M ⊂ X beschränkt: A(M) ⊂ Y präkompakt.

Satz 6.2
Es gilt: A kompakt ⇐⇒ ∀(xn) beschränkte Folge in X : ∃ Teilfolge xnj

: Axnj
C-Folge.
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Beweis
”
=⇒“ B = {Axn; n ∈ N} präkompakt =⇒ B ⊂ Ŷ kompakt =⇒ ∃ Teilfolge

Axnj
−→ y ∈ Ŷ =⇒ Axnj

C-Folge in Y.

”
⇐=“ Sei M ⊂ X beschränkt.

Annahme:A(M) nicht präkompakt
Satz 1.6
=⇒ ∃ε > 0 : ̸ ∃ endliches ε-Netz zuA(M) =⇒ ∃xn ∈M

mit ∀n ̸= m : |Axn − Axm| > ε =⇒ ̸ ∃ Teilfolge xnj
: Axnj

C-Folge  �

Def.:
Für A ∈ L(X, Y ) sei ∥A∥ := sup

x∈X

|x|≤1

|Ax|.

∥ · ∥ heißt Operatornorm. (Sie hängt natürlich von den Normen auf X und Y ab.)

Bemerkungen 1) ∥A∥ ist die kleinste Zahl C, für die gilt: ∀x ∈ X : |Ax| ≤ C|x|.
2) ∥ · ∥ ist eine Norm auf L(X,Y ), denn

∥A+B∥ = sup
|x|≤1

|Ax+Bx| ≤ sup
|x|≤1

(
|Ax|+ |Bx|

)
≤ sup

|x|≤1

|Ax|+ sup
|x|≤1

|Bx| = ∥A∥+ ∥B∥.

Aus Satz 1.3’, Seite 5, erhalten wir:

Satz 6.3
A ∈ L(X, Y ), Y vollständig. Dann gilt:
∃1Â ∈ L(X̂, Y ) : Â|X = A und es ist ∥Â∥ = ∥A∥. �

Satz 6.4
X normiert, Y Banachraum.

1) L(X, Y ) ist mit ∥ · ∥ ein Banachraum.

2)
{
A ∈ L(X, Y ); A kompakt

}
ist ein abgeschlossener Untervektorraum von L(X,Y ).

Beweis 1) Aj sei eine C-Folge in L(X, Y ); x ∈ X =⇒ |Ajx − Akx| ≤ ∥Aj − Ak∥ · |x| →
0 =⇒ Ajx C-Folge in Y, Y vollständig =⇒ Ajx −→ y =: Ax.
Offenbar ist A : X −→ Y linear.
Weiters ist |Ajx− Ax| = lim

k→∞
|Ajx− Akx|︸ ︷︷ ︸
≤∥Aj−Ak∥·|x|

≤ ε|x|, wenn j ≥ Nε =⇒ Aj − A ∈ L(X, Y ) und

∥Aj − A∥ ≤ ε für j ≥ Nε =⇒ A ∈ L(X,Y ) und Aj −→ A in L(X,Y ).

2) a) A1, A2 kompakt, λ1, λ2 ∈ K, xn beschränkte Folge in X
Satz 6.2
=⇒

∃ Teilfolge xnj
: A1xnj

C-Folge und ∃ Teilfolge xnjk
: A2xnjk

C-Folge =⇒
(λ1A1 + λ2A2)xnjk

C-Folge
Satz 6.2
=⇒ λ1A1 + λ2A2 kompakt.

Also bilden die kompakten Operatoren einen Untervektorraum.
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b) Aj kompakt, Aj −→ A in L(X, Y ), M ⊂ X beschränkt, ∀x ∈ M : |x| ≤ C, ε > 0 =⇒
∃j : ∥Aj−A∥ ≤ ε

C
=⇒ ∀x ∈M : |Ax−Ajx| ≤

ε

C
·|x| ≤ ε =⇒ Aj(M) ist ein präkompaktes

ε-Netz zu A(M)
Satz 1.7
=⇒ A(M) ist präkompakt =⇒ A kompakt. �

Bemerkung L(X) := L(X,X) ist sogar eine Algebra und es gilt
∥A · B∥ = sup

|x|≤1

|ABx| ≤ ∥A∥ · ∥B∥ ⃝∗ d.h., falls X ein Banachraum ist, so ist L(X) eine

”
Banachalgebra“ (= Banachraum und Algebra mit ⃝∗ ). [Wie im Rn×n ist A ·B := A ◦B.]

Def.:
X normierter Raum.
X ′ := L(X,K) = {f : X −→ K linear und stetig} heißt Dualraum von X.

Bemerkungen 1) X ′ ist ein Banachraum (Satz 6.4).
2) Wenn A ∈ X ′ und X ≤ Y mit |x|X = |x|Y , ∀x ∈ X, so lässt sich A (nach Satz 1.3’)
eindeutig stetig fortsetzen auf Y, falls X ⊂ Y dicht ist. Der nächste Satz besagt, dass sich A
in jedem Fall stetig und linear auf Y fortsetzen lässt (natürlich im Allgemeinen nicht eindeu-
tig).

Satz 6.5 (Hahn-Banach)(
X, | · |X

)
,
(
Y, | · |Y

)
normierte Räume, X ≤ Y, ∀x ∈ X : |x|X = |x|Y (d.h. X ist ein

Untervektorraum von Y mit induzierter Norm), A ∈ X ′. Dann gilt:

∃Ã ∈ Y ′ mit Ã|X = A und ∥Ã∥ = ∥A∥.

Der Beweis wird ausgelassen.

Def.:
X Banachraum, A ∈ L(X), I = idX : X −→ X : x 7−→ x.

1) ϱ(A) :=
{
λ ∈ K; A − λI : X −→ X bijektiv und (A − λI)−1 ist stetig

}
heißt Resol-

ventenmenge von A.

2) σ(A) := K \ ϱ(A) heißt Spektrum von A.

Bsp.:Wenn λ ein Eigenwert von A ist, d.h. ker (A−λI) ̸= 0, so ist λ ∈ σ(A). Für dimX <∞
ist A−λI bijektiv ⇐⇒ A−λI injektiv und daher σ(A) genau die Menge der Eigenwerte von
A. Für dimX = ∞ ist σ(A) im Allgemeinen größer.

Satz 6.6
X Banachraum, A ∈ L(X). Dann gilt

1)
{
λ ∈ K; |λ| > ∥A∥

}
⊂ ϱ(A);
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2) λ ∈ K mit |λ| > ∥A∥ =⇒ Rλ := −
∞∑
j=0

λ−j−1Aj konvergiert in L(X) und

Rλ = (A− λI)−1.

Bemerkungen A0 := I, −
∑
λ−j−1Aj heißt

”
Neumannsche Reihe“ und Rλ wird oft

”
Resol-

ventenoperator“ genannt.

Beweis Offenbar folgt 1) aus 2).

Es sei λ ∈ K mit |λ| > ∥A∥ und c :=
∥A∥
|λ|

; wenn Bn :=
n∑
j=0

λ−j−1Aj und m ≤ n =⇒

∥Bn − Bm∥ =
∥∥ n∑
j=m+1

λ−j−1Aj
∥∥ ≤

n∑
j=m+1

|λ|−j−1∥A∥j ≤ 1

|λ|
∞∑

j=m+1

cj =
cm+1

|λ|
· 1

1− c
< ε für

m,n ≥ N, da 0 ≤ c < 1 =⇒ Bn ist C-Folge in L(X), L(X) vollständig (Satz 6.4) =⇒ die
Neumannsche Reihe konvergiert. Weiters ist

A ·Rλ = −A
∞∑
j=0

λ−j−1Aj = −
∞∑
j=0

λ−j−1Aj+1 = −
∞∑
j=1

λ−jAj = −
∞∑
j=0

λ−jAj+ I = λRλ+ I =⇒

(A− λI)Rλ = I und ebenso Rλ(A− λI) = I =⇒ Rλ = (A− λI)−1. �
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§ 7 Beschränkte Operatoren in Folgen- und Funktio-

nenräumen

A) Operatoren in endlich-dimensionalen Räumen

Für X = Kn, Y = Km ist jede lineare Abbildung A : X −→ Y auch stetig, d.h.

L(Kn,Km)
∼−→ Km×n : A 7−→ (aij) i=1,··· ,m

j=1,··· ,n

wobei Aej =
m∑
i=1

aijfi und e1, · · · , en bzw. f1, · · · , fm Standardbasis in X bzw. Y.

Wenn wir auf Kn bzw. Km jeweils die p-Norm nehmen, so erhalten wir die entsprechende
Operatornorm ∥A∥p = max

|x|p≤1
|Ax|p.

Bsp.: 1) Wir wollen z.B. ∥A∥1 bestimmen.

x ∈ Kn mit |x|1 =
n∑
j=1

|xj| ≤ 1 =⇒

|Ax|1 =
m∑
i=1

∣∣ n∑
j=1

aijxj
∣∣ ≤ n∑

j=1

( m∑
i=1

|aij|
)
|xj| ≤ max

j=1,··· ,n

m∑
i=1

|aij| ·
n∑
j=1

|xj| ≤ max
j=1,··· ,n

m∑
i=1

|aij|

=⇒ ∥A∥1 ≤ max
j=1,··· ,n

m∑
i=1

|aij| =
m∑
i=1

|aij0 |.

Wenn xj =

{
1 : j = j0
0 : sonst

}
, so ist |Ax|1 =

m∑
i=1

|aij0 | und daher folgt

∥A∥1 = max
j=1,··· ,n

m∑
i=1

|aij| = ”
maximale Spaltenbetragssumme“, z.B.

∥∥∥∥(1 2
3 4

)∥∥∥∥
1

= 2 + 4 = 6.

2) i fest =⇒
∣∣(Ax)i∣∣ = ∣∣ n∑

j=1

aijxj
∣∣ ≤ (Hölder) ≤

√
n∑
j=1

|aij|2 · |x|2

=⇒ |Ax|22 =
m∑
i=1

∣∣(Ax)i∣∣2 ≤ m∑
i=1

( n∑
j=1

|aij|2
)
· |x|22

=⇒ ∥A∥2 = max
|x|2≤1

|Ax|2 ≤
√

m∑
i=1

n∑
j=1

|aij|2 =: ∥A∥HS

Die letzte Norm
(
= | · |2 auf Km×n) heißt

”
Hilbert-Schmidt“-Norm.

Im Allgemeinen ∥A∥2 < ∥A∥HS.
∥ · ∥HS sowie die

”
Operatornorm“ ∥ · ∥2 werden uns im Hilbertraum wiederbegegnen, ∥ · ∥1

wie in Bsp. 1 spielt dort keine Rolle.
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B) Der Dualraum von lp

Satz 7.1

1 ≤ p <∞,
1

p
+
1

q
= 1 (d.h. q = ∞ für p = 1). Dann ist F : lq −→ (lp)′ : y 7−→

(
x 7−→

∞∑
i=1

xiyi
)

ein Isomorphismus von Banachräumen.

Beweis a) y ∈ lq, x ∈ lp =⇒
∣∣F (y)(x)∣∣ = ∣∣ ∞∑

i=1

xiyi
∣∣ ≤

Hölder
|x|p · |y|q =⇒ F (y) ∈ (lp)′ und∥∥F (y)∥∥ ≤ |y|q. Also ist F wohldefiniert, linear und stetig.

b) Es sei ej = (0, · · · , 0, 1
|
j

, 0, · · · ) ∈ lp.

F (y) = 0 =⇒ ∀j : 0 = F (y)(ej) = yj =⇒ y = 0. Also ist F injektiv.

Zur Surjektivität: Sei f ∈ (lp)′ und yj := f(ej).

1. Fall p > 1, d.h. q <∞ :

Für N ∈ N fest sei xj :=

{
|yj|q/yj : yj ̸= 0, j ≤ N

0 : sonst

=⇒
∣∣f(x)∣∣ = ∣∣f( N∑

j=1

xjej)
∣∣ = ∣∣ N∑

j=1

xjyj
∣∣ = N∑

j=1

|yj|q;

andererseits ist
∣∣f(x)∣∣ ≤ ∥f∥ · |x|p = ∥f∥ ·

( N∑
j=1

|yj|
q︷ ︸︸ ︷

(q−1)·p
)1/p

=⇒

( N∑
j=1

∣∣yj∣∣q)
=1/q︷︸︸︷
1−1/p

≤ ∥f∥, ∀N =⇒ y ∈ lq;

für x ∈ K(N) ist f(x) = F (y)(x); weil K(N) =
{
(x1, x2, · · · ); xj = 0 für fast alle j

}
≤ lp dicht

ist, folgt f = F (y) (vgl. Satz 6.3) und |y|q ≤ ∥f∥ =
∥∥F (y)∥∥. Also ist F bijektiv und ein

Isomorphismus von Banachräumen.

2. Fall p = 1, q = ∞ :
∀j ∈ N : |yj| =

∣∣f(ej)∣∣ ≤ ∥f∥ · |ej|1 = ∥f∥ =⇒
=⇒ y ∈ l∞ und f(x) = F (y)(x) für x ∈ K(N) ≤ l1 dicht
=⇒ f = F (y) und |y|∞ ≤

∥∥F (y)∥∥. �

Bemerkung Es gilt l1 =
(
c0, | · |∞

)′
, aber l1  (l∞)′. Der Beweis oben versagt im Fall p = ∞,

da K(N) in c0 aber nicht in l∞ dicht ist.
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C) Der Dualraum von Lp(X)

(X,Σ, µ) sei ein Maßraum.

Satz 7.2 (F. Riesz)

1 < p <∞,
1

p
+

1

q
= 1. Dann ist

F : Lq(X) −→
(
Lp(X)

)′
: f 7−→

(
g 7−→

∫
f · g dµ

)
ein Isomorphismus von Banachräumen.

Bemerkungen 1) Genaugenommen: F : [f̃ ] 7−→
(
[g̃] 7→

∫
f̃ g̃ dµ

)
2) Satz 7.2 ⊃ Satz 7.1 für p > 1, wenn X = N, Σ = P(N), µ = Zählmaß.

[Beweisskizze a) Wie im Beweis von Satz 7.1 zeigt die Höldersche Ungleichung, dass F
wohldefiniert, linear und stetig ist und

∥∥F (f)∥∥ ≤ ∥f∥q.

b) Für 0 ̸= f = [f̃ ] ∈ Lq(X) sei

h̃(x) :=

{ ∣∣f̃(x)∣∣q/f̃(x) : f̃(x) ̸= 0
0 : sonst

}

=⇒
∫
X

|h̃|p dµ =

∫
X

|f̃ |(q−1)·p dµ =

∫
X

|f̃ |q dµ = ∥f∥qq

=⇒ h = [h̃] ∈ Lp(X), ∥h∥p = ∥f∥q/pq und

F (f)(h) =

∫
f̃ · h̃ dµ =

∫
|f̃ |q dµ = ∥f∥qq = ∥f∥

q
(

1
p
+ 1

q

)
q = ∥f∥1+q/pq = ∥h∥p · ∥f∥q

=⇒
∥∥F (f)∥∥ = sup

g ̸=0

∣∣F (f)(g)∣∣
∥g∥p

≥ ∥f∥q.

Also ist
∥∥F (f)∥∥ = ∥f∥q und F : Lq −→ (Lp)′ ein Isomorphismus auf einen Unterraum von

(Lp)′.

c) Die Surjektivität von F ist schwieriger zu zeigen. Sie entspricht (15.11), p. 230, in Hewitt-
Stromberg, Real & Abstract Analysis.]

Bemerkung L1(X)′ ≃ L∞(X) gilt für
”
zerlegbare Maßräume”, vgl. Hewitt-Stromberg,

(20.20), p. 353.
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D) i : C
1
(Ω) ↪→ C(Ω)

Def.:
∅ ̸= Ω ⊂ Rn, m ∈ N. Ω gehört zur Klasse Cm (bzw. kurz

”
Ω ∈ Cm“): ⇐⇒ i) Ω offen und

beschränkt, ii) ∀x0 ∈ ∂Ω : ∃φ : W −→ V mit V,W ⊂ Rn offen, x0 ∈ W, φ Cm, φ bijektiv,
φ−1 Cm (d.h. ∀x ∈ W : detφ′(x) ̸= 0) und φ(W ∩ Ω) = {x ∈ V ; x1 < 0}
[ =⇒ φ(W ∩ ∂Ω) = {x ∈ V ; x1 = 0}]

Bemerkung Die letzte Bedingung in [· · · ] besagt, dass ∂Ω eine (n − 1)-dimensionale Cm-
Untermannigfaltigkeit von Rn ist. ii) sagt, dass Ω

”
auf einer Seite“ von ∂Ω liegt, und das ist

etwas mehr. Z.B. für Ω =
{
x ∈ R2, |x| < 1, |x| ̸= 1

2

}
ist ∂Ω eine C∞-Untermannigfaltigkeit,

aber ii) für |x0| = 1
2
nicht erfüllt.

Satz 7.3
Ω ∈ C1 =⇒ i : C

1
(Ω) ↪→ C(Ω) : f 7−→ f ist kompakt (wenn C

1
(Ω), C(Ω) = C

0
(Ω)

entsprechend S. 10 normiert sind).

Beweis a) Es genügt zu zeigen, dass M :=
{
f ∈ C

1
(Ω); ∥f∥

C
1 ≤ C

}
in C(Ω) für C > 0

präkompakt ist. ∥f∥
C

1 = ∥f∥∞ +
n∑
i=1

∥∥∥∥ ∂f∂xi
∥∥∥∥
∞
, vgl. S. 10 =⇒ M ist in C(Ω) beschränkt.

Wegen Satz 3.2 müssen wir dann nur mehr zeigen, dass M gleichgradig stetig ist.

b) ∀x0 ∈ ∂Ω : ∃ Karte φ : W −→ V wie oben. Durch Einschränkung der Karten φ : W −→ V
können wir oEdA annehmen, dass V =

{
z ∈ Rn; |z| < 1

}
, dass φ lipschitzstetig ist und

(φ−1)′ beschränkt ist.
∀y ∈ Ω : ∃δ > 0 : Kδ(y) ⊂ Ω; Ω beschränkt =⇒ Ω kompakt =⇒ ∃ endlich viele Wi und

endlich viele yi mit Ω ⊂
m∪
j=1

Kδj(yj)
0

︸ ︷︷ ︸
U

∪
N∪
i=1

Wi =⇒ U ⊂ Ω und Ω ⊂ U ∪
N∪
i=1

Wi.

[Kδ(y) =
{
x ∈ Rn : |x− y| ≤ δ

}
, vgl. S. 7]

W2

W1

O

U

PSfrag replacements

Ω
W1

W2

U

c) U ∪
N∪
i=1

(Wi ∩ Ω) = Ω ist eine offene Überdeckung von Ω kompakt =⇒ ∃ Lebesguezahl
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δ > 0 =⇒ ∀x, y ∈ Ω mit |x−y| < δ : [x, y ∈ U ]∨ [∃i : x, y ∈ Wi]. Es sei weiters δ < d(U, ∂Ω).
Wenn dann f ∈M und x, y ∈ Ω mit |x− y| < δ =⇒

1. Fall x, y ∈ U =⇒
∣∣f(x)− f(y)

∣∣ = ∣∣∣∣
1∫

0

d

dt
f
(
x+ t(y − x)︸ ︷︷ ︸

∈Ω

)
dt

∣∣∣∣ ≤
≤

1∫
0

|y − x| ·
∣∣∣∇f(x+ t(y − x)

)∣∣∣ dt ≤ δ · C oder

2. Fall ∃i : x, y ∈ Wi =⇒
∣∣f(x)− f(y)

∣∣ = ∣∣∣f ◦ φ−1
i

(
φi(x)

)
− f ◦ φ−1

i

(
φi(y)

)∣∣∣
=

∣∣∣∣
1∫

0

d

dt

[
f ◦ φ−1

i

(
φi(x) + t

(
φi(y)− φi(x)

)︸ ︷︷ ︸
∈{z∈Rn;z1<0,|z|<1}

)]
dt

∣∣∣∣ ≤
≤
∣∣φi(y)− φi(x)

∣∣︸ ︷︷ ︸
≤C1δ

· sup
|z|<1
z1<0

∣∣∇(f ◦ φ−1
i )(z)

∣∣
︸ ︷︷ ︸

≤C2

≤ C3δ

Also ist M gleichgradig stetig. �

E) Integraloperatoren

Def.:
∅ ̸= Ω ⊂ Rn offen, K = [K̃] ∈ L1

loc(Ω× Ω).
Dann heißt

K : K(Ω) −→ L1
loc(Ω) : f 7−→

[
x 7−→

∫
Ω

K̃(x, y)f(y) dy

]
Integraloperator mit Kern K(x, y).

[Vorsicht: Der Buchstabe K bezeichnet (je nach Kontext) sowohl den Kern als auch den
Operator!]

Bemerkung A ⊂ Ω kompakt, f ∈ K(Ω) =⇒ K̃(x, y)f(y)χA(x) ∈ L1(Ω×Ω) =⇒ (Fubini)

x 7−→ χA(x)

∫
Ω

K̃(x, y)f(y) dy ∈ L1(Ω) =⇒ Kf ∈ L1
loc(Ω).

Wenn über Ω und K(x, y) ∈ L1
loc(Ω × Ω) mehr vorausgesetzt wird, lässt sich auch über den

Operator K mehr sagen:

39



Satz 7.4
Wenn ∅ ≠ Ω ⊂ Rn offen, beschränkt und K(x, y) ∈ C(Ω× Ω), so ist K ∈ L

(
C(Ω)

)
kompakt.

Beweis a) Ω× Ω kompakt, K(x, y) stetig =⇒ K(x, y) gleichmäßig stetig.
Wenn f ∈ C(Ω), x1, x2 ∈ Ω

=⇒
∣∣Kf(x1)−Kf(x2)

∣∣ ≤ ∫
Ω

∣∣K(x1, y)−K(x2, y)
∣∣︸ ︷︷ ︸

≤ε für |x1−x2|≤δ

·
∣∣f(y)∣∣ dy ≤ ∥f∥∞ · ε · |Ω|

=⇒ Kf ∈ C(Ω) =⇒ K : C(Ω) −→ C(Ω) ist wohldefiniert und linear.

Weiters ist ∥Kf∥∞ = max
x∈Ω

∣∣∣∣ ∫
Ω

K(x, y)f(y) dy

∣∣∣∣ ≤ ∥f∥∞ · ∥K∥∞ · |Ω| =⇒ K ∈ L
(
C(Ω)

)
.

b) M =
{
f ∈ C(Ω); ∥f∥∞ ≤ C

}
, C > 0 fest

a)
=⇒ ∀f ∈ M :

∣∣Kf(x1) −Kf(x2)
∣∣ ≤ C|Ω|ε

für |x1 − x2| ≤ δ =⇒ K(M) gleichgradig stetig (und beschränkt, weil K beschränkt)
Arz. Ascoli
=⇒ K(M) präkompakt. �

Satz 7.5
Wenn ∅ ̸= Ω ⊂ Rn offen ist und K(x, y) ∈ L2(Ω× Ω), so ist K ∈ L

(
L2(Ω)

)
kompakt.

Beweis a) K = [K̃] ∈ L2(Ω× Ω), f = [f̃ ] ∈ L2(Ω), A ⊂ Ω kompakt
=⇒ K̃(x, y)f̃(y)χA(x) ∈ L1(Ω× Ω), denn∫
Ω

∫
Ω

χA(x)
∣∣K̃(x, y)

∣∣ · ∣∣f̃(y)∣∣ dydx ≤
Hölder

∫
A

∥∥K(x,−)
∥∥
2
· ∥f∥2 dx =

= ∥f∥2 ·
∫
Ω

∥∥K(x,−)
∥∥
2
· χA(x) dx ≤

Hölder
∥f∥2 ·

[∫
Ω

∥∥K(x,−)
∥∥2
2
dx ·

∫
A

12 dx

]1/2
=

Fubini
∥f∥2 · ∥K∥2 ·

√
|A| <∞ =⇒ (Fubini)

K̃f =

(
x 7−→

∫
Ω

K̃(x, y)f̃(y) dy

)
messbar (und ∈ L1

loc(Ω)).

b) Kf ∈ L2(Ω) denn ∥Kf∥22 =
∫
Ω

∣∣K̃f(x)∣∣2 dx ≤

≤
∫
Ω

(∫
Ω

∣∣K̃(x, y)
∣∣ · ∣∣f̃(y)∣∣ dy)2

dx ≤
Hölder

∫ ∥∥K(x,−)
∥∥2
2
· ∥f∥22 dx

=
Fubini

∥K∥2L2(Ω×Ω) · ∥f∥22. Also ist K ∈ L
(
L2(Ω)

)
und ∥K∥︸︷︷︸

Operatornorm

≤ ∥K∥L2(Ω×Ω).

c) Nach Satz 3.6 ist D(Ω× Ω) ⊂ L2(Ω× Ω) dicht.
Kj ∈ D(Ω× Ω) mit Kj −→ K in L2(Ω× Ω) =⇒

b)
Kj −→ K in L

(
L2(Ω)

)
. Nach Satz 6.4, 2)

genügt es zu zeigen, dass die Kj kompakt sind.

40



Also oEdA K(x, y) ∈ D(Ω× Ω).

d) Es sei K ∈ D(Ω× Ω), suppK ⊂ Ω1 × Ω1, Ω ⊃ Ω1 offen, beschränkt,
xi ∈ Rn, f ∈M :=

{
f ∈ L2(Ω); ∥f∥2 ≤ C

}
(C > 0 fest)

=⇒
∣∣Kf(x1)∣∣ ≤ ∫

Ω1

∣∣K(x1, y)
∣∣ · ∣∣f̃(y)∣∣ dy
≤ ∥K∥∞ ·

∫
Ω1

1 ·
∣∣f̃(y)∣∣ dy

≤
Hölder

∥K∥∞ · ∥f∥2 ·
√

|Ω1| ≤ ∥K∥∞ · C
√

|Ω1|

und
∣∣Kf(x1)−Kf(x2)

∣∣ ≤ ∫
Ω1

∣∣K(x1, y)−K(x2, y)
∣∣︸ ︷︷ ︸

≤ε für |x1−x2|≤δ

·
∣∣f(y)∣∣ dy

≤ ε

∫
Ω1

1 ·
∣∣f(y)∣∣ dy ≤

Hölder
ε · C

√
|Ω1|

=⇒ K(M) ⊂ C(Ω1) ist beschränkt und gleichgradig stetig =⇒ K(M) ⊂ C(Ω1) präkom-
pakt; C(Ω1) ↪→ L2(Ω) stetig (da ∥f∥2 ≤ ∥f∥∞ ·

√
|Ω1|) =⇒ K(M) ⊂ L2(Ω) präkompakt.

Also ist K ein kompakter Operator. �

F) Volterrasche Integralgleichungen 2. Art

i) Nun sei speziell K = C, Ω = (a, b) mit −∞ < a < b < ∞ und K ∈ L1
loc

(
(a, b)2

)
. Für

λ ∈ C fest heißt die IntegralgleichungKf−λf = g Fredholmsche Integralgleichung{
1. Art : λ = 0
2. Art : λ ̸= 0

}
. Ausgeschrieben heißt das also

b∫
a

K(x, y)f(y) dy−λf(x) = g(x),

wobei g gegeben ist und f gesucht.
WennK(x, y) ∈ L2

(
(a, b)2

)
, so ist nach Satz 7.5K ∈ L

(
L2(a, b)

)
und ∥K∥ ≤ ∥K∥L2((a,b)2).

Nach Satz 6.6 ist dann (K − λI)f = g eindeutig lösbar für |λ| > ∥K∥, also jedenfalls
für |λ| > ∥K∥L2((a,b)). Z.B. hat

π∫
0

sin(x+ y)f(y) dy − λf(x) = g(x)
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für alle g ∈ L2
(
(0, π)

)
eine eindeutige Lösung

f = Rλg ∈ L2
(
(0, π)

)
, falls |λ| >

[ π∫
0

π∫
0

sin2(x+ y) dx

︸ ︷︷ ︸
π/2

dy

]1/2
=

π√
2
.

Für |λ| ≤ π√
2
wissen wir zunächst nichts, erst eine nähere Untersuchung ergibt, dass

σ(K) =
{
0,±π

2

}
, d.h. für λ ∈ C \

{
0, π

2
,−π

2

}
ist (K − λI)f = g eindeutig lösbar (s.

Übung 32).

ii) Wenn K(x, y) = 0 für y > x, so nennt man (K − λI)f = g Volterrasche Integral-

gleichung. Ausgeschrieben heißt das also

x∫
a

K(x, y)f(y) dy − λf(x) = g(x).

a x

y
K=0

a

b

b

PSfrag replacements

K = 0
a
b
x
y

Wenn außerdem K ∈ L∞((a, b)2), so ist σ(K) = {0} :

Satz 7.6

Wenn K(x, y) ∈ L∞((a, b)2) und K(x, y) = 0 für y > x, so gilt für den

∫
-Operator K ∈

L
(
L2
(
(a, b)

))
, dass σ(K) = {0}.

In Worten Jede Volterrasche Integralgleichung 2. Art mit beschränktem Kern ist in L2
(
(a, b)

)
eindeutig lösbar.

Beweis a) K1, K2 ∈ L∞((a, b)2) Fubini
=⇒(

K1(K2f)
)
(x) =

b∫
a

K1(x, y)

( b∫
a

K2(y, z)f(z) dz

)
dy

=

b∫
a

f(z)

( b∫
a

K1(x, y)K2(y, z) dy

)
dz,
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denn ∥Ki∥∞ ≤ c, f ∈ L2
(
(a, b)

)
⊂ L1

(
(a, b)

)
=⇒ ∀x : f(z) ·K1(x, y) ·K2(y, z) ∈ L1

(
(a, b)2

)
[wobei wir uns hier die ˜ und [· · · ] ersparen ].

Somit hat K1 ◦K2 den Kern K̂(x, z) =

b∫
a

K1(x, y)K2(y, z) dy.

Speziell, wenn K1 = K2 = K, so hat K2 := K ◦K den Kern K(2)(x, z) =

b∫
a

K(x, y)K(y, z) dy

und Kn hat den Kern K(n)(x, z) =

b∫
a

K(x, y)K(n−1)(y, z) dy.

b) Nun sei K(x, y) = 0 für y > x und c = ∥K∥∞ <∞. Dann gilt ∀n ∈ N :

K(n)(x, z) = 0 für z > x und
∣∣K(n)(x, z)

∣∣ ≤ cn

(n− 1)!
(x− z)n−1 für z ≤ x.

Induktionsbeweis dafür: n = 1
√

Schluss von n auf n+ 1 :

z > x =⇒ K(n+1)(x, z) =

b∫
a

K(x, y)K(n)(y, z) dy = 0, da
[
y > x =⇒ K(x, y) = 0

]
bzw.[

y ≤ x =⇒ z > y =⇒ K(n)(y, z) = 0
]
;

z ≤ x =⇒
∣∣K(n+1)(x, z)

∣∣ ≤ x∫
z

∣∣K(x, y)
∣∣ · ∣∣K(n)(y, z)

∣∣ dy ≤
x∫
z

c · cn

(n− 1)!
· (y − z)n−1 dy =

cn+1

(n− 1)!

(y − z)n

n

∣∣∣∣x
y=z

=
cn+1

n!
(x− z)n.

c)
∣∣Knf(x)

∣∣ ≤ x∫
a

∣∣K(n)(x, y)
∣∣ · ∣∣f(y)∣∣ dy ≤ cn

(n− 1)!

x∫
a

(x− y)n−1 ·
∣∣f(y)∣∣ dy

Hölder

≤ cn

(n− 1)!

√
x∫
a

(x− y)2n−2 dy · ∥f∥2 =
cn

(n− 1)!

(x− a)n−1/2

√
2n− 1

∥f∥2

=⇒ ∥Knf∥2 ≤
cn

(n− 1)!
· ∥f∥2√

2n− 1
·
[ b∫
a

(x− a)2n−1 dx

]1/2
︸ ︷︷ ︸

(b−a)n
/√

2n

=⇒ ∥Kn∥︸ ︷︷ ︸
Operatornorm

≤
(
c(b− a)

)n
n!

.

Daher konvergiert die Neumannsche Reihe Rλ = −
∞∑
j=0

Kj

λj+1
für alle λ ∈ C \ {0}
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=⇒ σ(K) ⊂ {0}, vgl. den Beweis von Satz 6.6.

Wäre auch 0 ∈ ϱ(K), so wäre K−1 ∈ L
(
L2
(
(a, b)

))
=⇒ ∀M ⊂ L2

(
(a, b)

)
beschränkt:

M = K
(
K−1(M)︸ ︷︷ ︸
beschränkt

)
präkompakt

Satz 1.5
=⇒ dimL2

(
(a, b)

)
< ∞ =⇒  (denn z.B. xn, n ∈ N,

sind linear unabhängig in L2
(
(a, b)

)
). �
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Kapitel 2

Hilberträume und Distributionen

§ 8 Hilberträume

Def.:

KH sei ein Vektorraum. (· , ·) : H ×H −→ K heißt Skalarprodukt ⇐⇒

a) (· , ·) ist linear in der vorderen Komponente, d.h.

∀λi ∈ K : ∀xi ∈ H : (λ1x1 + λ2x2, x3) = λ1(x1, x3) + λ2(x2, x3);

b) (· , ·) ist symmetrisch (K = R) bzw. hermitesch (K = C), d.h.
∀xi ∈ H : (x1, x2) = (x2, x1);

c) (· , ·) ist positiv definit, d.h. ∀x ∈ H \ {0} : (x, x) > 0.

Bemerkungen 1) Für K = R ist (· , ·) bilinear, für K = C hingegen in der 2. Komponen-
te antilinear: (x3, λ1x1 + λ2x2) = (λ1x1 + λ2x2, x3) = λ1(x1, x3) + λ2(x2, x3) = λ1(x3, x1) +
λ2(x3, x2). Man nennt (· , ·) dann auch

”
sesquilinear“. In der Physik wird oft die Linearität

in der 2. Komponente vorausgesetzt, d.h. (x, y)Phys. = (x, y)Mathe. = (y, x)Mathe..
2)
(
H, (· , ·)

)
nennt man auch

”
Prähilbertraum“.

3) Wir setzen |x| :=
√
(x, x) ∈ [0,∞).

Lemma 8.1 (Cauchy-Schwarz)(
H, (· , ·)

)
Prähilbertraum.

Dann gilt ∀x1, x2 ∈ H :
∣∣(x1, x2)∣∣ ≤ |x1| · |x2| und = gilt genau dann, wenn x1, x2 linear

abhängig sind.

[ Beweis 1. Fall: (x1, x2) = 0
√

2. Fall: (x1, x2) ̸= 0, λ =
|x1|2

(x2, x1)
=⇒ 0 ≤ |x1 − λx2|2 = (x1 − λx2, x1 − λx2) =
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|x1|2 − λ(x2, x1)− λ(x1, x2) + |λ|2|x2|2 = |x1|2 − |x1|2 − |x1|2 +
|x1|4|x2|2∣∣(x1, x2)∣∣2 =⇒∣∣(x1, x2)∣∣2 ≤ |x1|2 · |x2|2 und = nur wenn x1 − λx2 = 0 =⇒ x1, x2 linear abhängig. �]

Aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt, dass | · | eine Norm ist.

Def.:(
H, (· , ·)

)
heißt (reeller bzw. komplexer) Hilbertraum ⇐⇒ ( , ) Skalarprodukt ∧

(
H, | · |

)
vollständig.

Bemerkung Ein Hilbertraum ist also ein Banachraum, dessen Norm die Form |x| =
√
(x, x)

mit einem Skalarprodukt (· , ·) hat. Letzteres lässt sich durch die Norm darstellen:

(x, y) =

{
1
2

[
|x+ y|2 − |x|2 − |y|2

]
: K = R

1
2

[
|x+ y|2 + i|x+ iy|2 −

(
|x|2 + |y|2

)
(1 + i)

]
: K = C

”
Polarisierungsformel“.

Bsp.: 1) H = Kn mit (x, y) =
n∑
j=1

xjyj

2) H = l2 mit (x, y) =
∞∑
j=1

xjyj

3) (X,Σ, µ) Maßraum, H = L2(X), (f, g) =

∫
X

f(x)g(x) dµ(x)

Die ersten zwei Beispiele sind Spezialfälle des dritten mit µ = Zählmaß. Satz 8.1, S. 49, wird
zeigen, dass wir mit dem Zählmaß schon alle Hilberträume (bis auf Isomorphie) erfassen.
Wenn S eine Menge ist und P(S) = Potenzmenge von S, so ist

µ = Zählmaß : P(S) −→ R+ = [0,∞] : A 7−→ #A.

Für f : S −→ R+, d.h. f ∈ L+(S), ist

∫
S

f dµ =
∑
e∈S

f(e) ∈ R+ und daher

f ∈ L1(S) = L1(S) ⇐⇒ f : S −→ K mit
∑
e∈S

∣∣f(e)∣∣ <∞.

Def.:
∅ ̸= S Menge. l2(S) := L2(S) bzgl. Zählmaß, d.h. l2(S) =

{
f : S −→ K :

∑
e∈S

∣∣f(e)∣∣2 < ∞
}

mit (f, g) =
∑
e∈S

f(e)g(e).
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Bsp.: l2
(
{1, · · · , n}

)
≃ Kn : f 7−→

f(1)...
f(n)

 , l2(N) ≃ l2 : f 7−→
(
f(1), f(2), · · ·

)
Lemma 8.2
(· , ·) : H ×H −→ K ist stetig, d.h. xn −→ x, yn −→ y =⇒ (xn, yn) −→ (x, y).

Beweis Polarisierung und Stetigkeit der Norm �

Def.:
H Hilbertraum. Dann heißt

S ⊂ H Orthonormalsystem ⇐⇒ ∀e, ẽ ∈ S : (e, ẽ) =

{
0 : e ̸= ẽ
1 : e = ẽ.

Für x ∈ H heißen λe = (x, e) ∈ K, e ∈ S, Fourierkoeffizienten von x (bzgl. S).

Lemma 8.3
H Hilbertraum, S ⊂ H Orthonormalsystem, x ∈ H. Dann gilt:

a)
∑
e∈S

∣∣(x, e)∣∣2 ≤ |x|2 (
”
Besselsche Ungleichung“)

Speziell: Sx =
{
e ∈ S; (x, e) ̸= 0

}
ist abzählbar.

b)
∑
e∈Sx

(x, e) · e konvergiert in jeder Summationsreihenfolge zum selben Vektor y ∈ H.

c)
∑
e∈Sx

(x, e) · e = x⇐⇒
∑
e∈S

∣∣(x, e)∣∣2 = |x|2.

(Die letzte Gleichung heißt
”
Parsevalsche Gleichung“, die linke Reihe heißt

”
Fourierreihe“ von

x (bzgl. S).)

Beweis a) S1 ⊂ S endlich =⇒ 0 ≤
∣∣x− ∑

e∈S1

(x, e) · e
∣∣2 =

= |x|2 − 2Re
(
x,
∑
e∈S1

(x, e) · e
)

︸ ︷︷ ︸∑
e∈S1

|(x,e)|2

+
∑
e∈S1

∑
ẽ∈S1

(x, e)(x, ẽ) (e, ẽ)︸ ︷︷ ︸
0 oder 1︸ ︷︷ ︸∑

e∈S1

|(x,e)|2

= |x|2 −
∑
e∈S1

∣∣(x, e)∣∣2 =⇒
∑
e∈S

∣∣(x, e)∣∣2 ≤ |x|2

Speziell: ∀k ∈ N :
{
e ∈ S;

∣∣(x, e)∣∣ ≥ 1
k

}
=: S

(k)
x endlich

(
da #S

(k)
x · 1

k2
≤ |x|2

)
=⇒ Sx =

∪
k∈N

S
(k)
x abzählbar

b) Wenn Sx endlich ist, sind wir fertig;
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ansonsten sei Sx = {e1, e2, · · · };
∞∑
i=1

∣∣(x, ei)∣∣2 a)

≤ |x|2 <∞

=⇒ ∀ε > 0 : ∃N ∈ N : ∀m,n ≥ N :
∣∣∣ n∑
i=m

(x, ei)ei

∣∣∣2 = n∑
i=m

∣∣(x, ei)∣∣2 ≤ ε

=⇒
n∑
i=1

(x, ei)ei C-Folge,
∞∑
i=1

(x, ei)ei = y ∈ H;

wenn auch Sx = {ẽ1, ẽ2, · · · } und
∞∑
i=1

(x, ẽi)ẽi = z ∈ H, und ∀n ≥ N :∣∣∣ n∑
i=1

(x, ei)ei − y
∣∣∣ ≤ ε

3
,
∣∣∣ n∑
i=1

(x, ẽi)ẽi − z
∣∣∣ ≤ ε

3
und {e1, · · · , eN} ⊂ {ẽ1, · · · , ẽn} für ein n ≥ N

=⇒
∣∣∣ n∑
i=1

(x, ẽi)ẽi −
N∑
i=1

(x, ei)ei

∣∣∣2 ≤ ∞∑
i=N+1

∣∣(x, ei)∣∣2 ≤ ε2

9
=⇒ |y − z| ≤ ε.

c) Sx endlich =⇒
a)

∣∣∣x− ∑
e∈Sx

(x, e)e
∣∣∣2 = |x|2 −

∑
e∈Sx

∣∣(x, e)∣∣2;
Sx = {e1, e2, · · · } =⇒

∣∣x− ∑
e∈Sx

(x, e)e
∣∣2 = lim

n→∞

∣∣x− n∑
i=1

(x, ei)ei
∣∣2 =

a)
lim
n→∞

(
|x|2−

n∑
i=1

∣∣(x, ei)∣∣2) =

|x|2 −
∑
e∈S

∣∣(x, e)∣∣2. �

Def.:
Ein Orthonormalsystem S in H heißt Orthonormalbasis ⇐⇒ ∀x ∈ H : |x|2 =

∑
e∈S

∣∣(x, e)∣∣2
(Parsevalsche Gleichung)

Bsp.: Für H = l2(S) identifizieren wir e ∈ S mit χ{e} : S −→ K : ẽ 7−→
{

1 : ẽ = e
0 : ẽ ̸= e

}
=⇒

S ⊂ H ist eine ONB, denn ∀x ∈ H : x(e) = (x,
”
e“∈H︷︸︸︷
χ{e} ) =⇒ |x|2 =

∑
e∈S

∣∣x(e)∣∣2 = ∑
e∈S

∣∣(x, e)∣∣2.
Wiederholung zur linearen Algebra

Wenn k ein Körper ist und kV ein Vektorraum, so heißt B ⊂ V Basis: ⇐⇒ ∀v ∈ V : ∃1

Darstellung v =
∑
e∈B

λe · e mit λe ∈ k und λe = 0 für alle bis auf endlich viele e ∈ S ⇐⇒ B

linear unabhängig und Erzeugendensystem.

Beachte:
∑
e∈B

λe · e ist immer eine endliche Reihe.

Mit dem Zornschen Lemma zeigt man den Struktursatz für Vektorräume: In V ∃ Basis

B und V
VR-Iso.≃ k(B) :=

{
f : B −→ k; f(e) = 0 für alle bis auf endlich viele e

}
v =

∑
λee 7−→ (e 7−→ λe)
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Weiters ist dimV = CardB (=Kardinalität von B) eindeutig durch V bestimmt. Die Isomor-
phieklassen von Vektorräumen sind also durch die Dimension gegeben.

Vergleich mit unserer Situation Vorsicht: Außer für dimH < ∞ ist eine Orthonormal-
basis S ⊂ H KEINE Basis im Vektorraum-Sinn. Zwar ist S linear unabhängig aber kein
Erzeugendensystem, da wir unendliche Reihen haben. Dennoch gilt ein Analogon zum obigen
Struktursatz auch für Hilberträume, siehe Satz 8.1.

Def.:
Für M ⊂ H sei M⊥ :=

{
x ∈ H;∀y ∈M : (x, y) = 0

}
Bemerkung M⊥ ≤ H abgeschlossener Unterraum.

Lemma 8.4
S sei ein Orthonormalsystem. Dann gilt:

S Orthonormalbasis ⇐⇒ S⊥ = {0}.

Beweis
”
=⇒“ x ∈ S⊥ =⇒ |x|2

S ONB
↓
=

∑
e∈S

∣∣(x, e)∣∣2 = 0 =⇒ x = 0

”
⇐=“ Es sei x ∈ H und y =

∑
e∈Sx

(x, e)e =⇒ ∀ẽ ∈ S : (y, ẽ) =
∑
e∈Sx

(x, e) · (e, ẽ) = (x, ẽ)

=⇒ x− y ∈ S⊥ = {0} =⇒ x = y
L. 8.3
=⇒

∑∣∣(x, e)∣∣2 = |x|2 �

Satz 8.1 (Struktursatz für Hilberträume)
In einem Hilbertraum H ∃ ONB S und dann ist H ≃

Hilb.iso.
l2(S) : x 7−→

(
e 7−→ (x, e)

)
.Weiters

ist Card S eindeutig durch H bestimmt, und H durch Card S bis auf Isomorphie gegeben.
Schließlich: H separabel ⇐⇒ CardS ≤ ℵ0, d.h. S endlich oder abzählbar unendlich.

Beweis a) Wenn {Si; i ∈ I} eine Menge von ONSystemen ist, sodass ∀i, j ∈ I : Si ⊂ Sj∨Sj ⊂
Si (d.h. {Si; i ∈ I} ist eine

”
Kette“ bzw.

”
total geordnet“), so ist

∪
i∈I
Si auch ein ONSystem

=⇒ (Zornsches Lemma) =⇒ ∃ maximales Element S in {S ⊂ H; S ONSystem}. S ist eine
ONB nach Lemma 8.4, denn v ∈ H mit ∀e ∈ S : (v, e) = 0, v ̸= 0 =⇒ S ∪ { v

|v|} ONSystem
=⇒  
b) F : H −→ l2(S) : x 7−→

(
e 7−→ (x, e)

)
ist wohldefiniert, da

∑
e∈S

∣∣(x, e)∣∣2 = |x|2 <∞, injektiv

und linear. Weiters ist (x, y) =
(∑
e∈S

(x, e)e,
∑
e∈S

(y, e)e
) L. 8.2

=
∑
e∈S

(x, e) · (y, e) =
(
F (x), F (y)

)
.

Also istH isomorph zum Unterraum F (H) ≤ l2(S) und nach Übung 1 ist F (H) abgeschlossen.
Andererseits ist K(S) ⊂ F (H), K(S) ⊂ l2(S) dicht (L. 8.3) =⇒ F (H) = l2(S) =⇒ F ist ein
Hilbertraumisomorphismus.
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c) 1. Fall: dimH <∞ =⇒ CardS = dimH, da S eine Vektorraum-Basis ist.
2. Fall: dimH = ∞ : S, T seien Orthonormalbasen =⇒ ∀e ∈ S : e =

∑
ẽ∈Te

(e, ẽ)ẽ, wobei

Te =
{
ẽ ∈ T ; (e, ẽ) ̸= 0

}
abzählbar ist. Dann ist T =

∪
e∈S

Te, denn Annahme: ẽ ∈ T \
∪
e∈S

Te =⇒

∀e ∈ S : (e, ẽ) = 0
L. 8.4
=⇒ ẽ = 0  

Daher ist CardT ≤
≥ℵ0︷ ︸︸ ︷

CardS ·
=ℵ0︷ ︸︸ ︷

CardN = CardS. Ebenso CardT ≥ CardS.

d) Wenn CardS1 = CardS2, d.h. ∃g : S1 −→ S2 bijektiv =⇒ l2(S2)
∼−→ l2(S1) : f 7−→ f ◦ g

e) H separabel, M ⊂ H dicht und abzählbar, S Orthonormalbasis =⇒ ∀e ∈ S : ∃xe ∈ M :
|e− xe| ≤ 0.7; e ̸= ẽ ∈ S =⇒ |e− ẽ| =

√
2 =⇒ xe ̸= xẽ =⇒ S −→ M : e 7−→ xe injektiv

=⇒ S abzählbar.
Umgekehrt, wenn S abzählbar ist, so ist H ≃ Kn oder l2 und daher separabel (Satz 1.8, 2.1).

�

Bemerkung CardS, S ONB von H, nennt man manchmal
”
Hilbertraumdimension“ von H.

Speziell ist also ein ∞-dimensionaler separabler Hilbertraum immer isomorph zu l2 = l2(N).
(Das ist der wichtigste Fall in der Praxis.) In einem separablen Hilbertraum lässt sich eine
ONB konstruktiv mit dem Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahren gewinnen.

Exkurs: Fourierreihen im engeren Sinn

Es sei K = C und H = L2
(
(0, 2π)

)
. Dann ist S =

{
ek = 1√

2π
eikt; k ∈ Z

}
ein Orthonormal-

system in H, denn (ej, ek) =
1

2π

2π∫
0

ei(j−k)t dt = δjk .

Wir zeigen, dass S eine Orthonormalbasis ist, in 4 Schritten:

a) Wenn f ∈ C∞
per(R) :=

{
f : R −→ C C∞; ∀t ∈ R : f(t + 2π) = f(t)

}
und k ̸= 0, so ist

λk := (f, ek) =
1√
2π

2π∫
0

f(t)︸︷︷︸
u

e−ikt︸︷︷︸
v′

dt =
1√
2π

f(t)
e−ikt

−ik

∣∣∣∣2π
t=0︸ ︷︷ ︸

0

− 1√
2π

2π∫
0

f ′(t)
e−ikt

−ik
dt

=⇒ |λk| ≤
√
2π ∥f ′∥∞ · 1

|k|
=

c

|k|
und ebenso

∀n ∈ N : ∃C > 0 : ∀k ∈ Z \ {0} : |λk| ≤
C

|k|n
. Speziell konvergiert die Fourierreihe
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∑
k∈Z

λkek =
1√
2π

∑
k∈Z

λke
ikt absolut gleichmäßig für t ∈ R.

b) f ∈ C∞
per(R) ↪→ H, f(π) = 0 =⇒ g(t) :=

f(t)

1 + eit
∈ C∞

per; λk := (f, ek),

µk := (g, ek) =⇒ λk =
1√
2π

2π∫
0

f(t)e−ikt dt =
1√
2π

2π∫
0

g(t)(1 + eit)e−ikt dt =

= µk + µk−1 =⇒
∑

|k|≤N
λke

ikπ = eiNπ(λN − λN−1 +− · · ·+ λ−N)

= eiNπ(µN + µN−1 − µN−1 − µN−2 +− · · ·+ µ−N + µ−N−1)
= eiNπ(µN + µ−N−1) −→

a)
0 =⇒

∑
k∈Z

λke
ikπ = 0 = f(π)

c) f ∈ C∞
per habe Fourierkoeffizienten λk = (f, ek) =⇒

∑
k∈Z

λkek konvergiert gleichmäßig

gegen f, denn g(t) = f(t + t0 − π)− f(t0) ∈ C∞
per, g(π) = 0, g hat Fourierkoeffizienten

µk =
1√
2π

2π∫
0

[
f(t+ t0 − π︸ ︷︷ ︸

u

)− f(t0)
]
e−ikt dt

=
1√
2π

2π∫
0

f(u)e−ik(u−t0+π) du

︸ ︷︷ ︸
λk·eik(t0−π)

−
√
2πf(t0)δk0 =⇒

b)

0 =
1√
2π

∑
k∈Z

µke
ikπ =

∑
k∈Z

λkek(t0)− f(t0).

d) f ∈ C∞
per =⇒

∥∥∥f −
∑

|k|≤N
(f, ek)ek

∥∥∥
∞

→ 0 =⇒
∑
k∈Z

(f, ek)ek = f in H;

g ∈ S⊥ ⇐⇒ ∀k : (g, ek) = 0
L. 8.2
=⇒ ∀f ∈ C∞

per : (g, f) = 0; C∞
per ⊂ H dicht (Satz 3.5)

=⇒ ∀f ∈ H : (g, f) = 0 =⇒ |g|2 = 0 =⇒ g = 0 =⇒ S Orthonormalbasis. �

Bemerkung Nach Lemma 8.3 konvergiert also für alle f ∈ L2
(
(0, 2π)

)
= H die Fourierreihe∑

k∈Z
(f, ek)ek (in jeder Summationsreihenfolge) in L2

(
(0, 2π)

)
gegen f.

Vorsicht: Das heißt NICHT, dass diese Reihe punktweise konvergiert.
Die Überlegung in b), c) zeigt aber, dass für [f̃ ] ∈ L1

loc,per(R) gilt f̃(t0) =

lim
N→∞

∑
|k|≤N

(f, ek) · ek(t0) = lim
N→∞

∑
|k|≤N

λk ·
eikt0√
2π

, wenn
f̃(t)− f̃(t0)

t− t0
∈ L1

(
(t0 − π, t0 + π)

)
bzw.

speziell wenn f̃(t) = f̃(t0) +O
(
|t− t0|α

)
, t→ t0, α > 0 (die

”
Dini-Bedingung“). Wenn f̃

”
in

t0 links- und rechtsseitig differenzierbar“ ist, d.h. ∃a± ∈ C : lim
ε↘0

1

ε

(
f̃(t0 ± ε)− a±

)
existieren
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(
”
Dirichlet-Bedingung“), ergibt sich ebenso, dass

lim
N→∞

∑
|k|≤N

(f, ek)ek(t0) =
1

2

[
lim
ε↘0

f̃(t0 + ε) + lim
ε↘0

f̃(t0 − ε)
]
.

Def.:

RV Vektorraum; M ⊂ V heißt konvex ⇐⇒ ∀x, y ∈M : ∀t ∈ [0, 1] : tx+ (1− t)y ∈M.

Lemma 8.5

KH Hilbertraum, ∅ ̸=M ⊂ H abgeschlossen und konvex =⇒ ∃1x ∈M : |x| = min
y∈M

|y|.

Beweis 1. Fall: 0 ∈M =⇒ x = 0 und wir sind fertig.
2. Fall: 0 ̸∈M =⇒ d := inf

y∈M
|y| > 0 (da M abgeschlossen)

a) Existenz Es seien xn ∈M mit d = lim
n→∞

|xn|;

0 ≤ |xn − xm|2 = |xn|2 + |xm|2 − 2Re (xn, xm) = 2
(
|xn|2 + |xm|2

)
− |xn + xm|2;

∀ε > 0 : ∃N : ∀n,m ≥ N : 2
(
|xn|2 + |xm|2

)
≤ 4d2 + ε;

xn + xm
2

∈M =⇒ |xn + xm|2 ≥ 4d2

=⇒ 0 ≤ |xn − xm|2 ≤ ε, ∀n,m ≥ N =⇒ (xn) C-Folge =⇒ xn −→ x ∈M und |x| = d

b) Eindeutigkeit Es seien x, x′ ∈M mit |x| = |x′| = d
=⇒ x1 = x, x2 = x′, x3 = x, x4 = x′, · · · ist eine Folge in M mit d = lim

n→∞
|xn| =⇒

a)
(xn)

C-Folge =⇒ x = x′ �

Bemerkung Wenn X ein Banachraum ist mit dimX < ∞, so ist M ∩
{
x ∈ X; |x| ≤ N

}
kompakt und ̸= ∅ für N groß (wenn ∅ ̸= M ⊂ X abgeschlossen); | · | stetig =⇒ ∃x ∈
M : |x| = min

y∈M
|y|. Aber die Eindeutigkeit gilt im Allgemeinen nicht und für dimX = ∞ geht

sogar die Existenz verloren (Übung 41).

Def.:
H1, H2 Hilberträume über K. Dann wird der K-Vektorraum H1 ⊕H2 = H1 ×H2 wieder ein

Hilbertraum mit
(
(h1;h2), (h̃1; h̃2)

)
:= (h1, h̃1) + (h2, h̃2). (Speziell

∣∣(h1;h2)∣∣2 = |h1|2 + |h2|2;
ebenso für endlich viele Hi.)

Satz 8.2
H Hilbertraum, H1 ≤ H abgeschlossener Unterraum =⇒
F : H1 ⊕H⊥

1 ≃ H : (x; y) 7−→ x+ y ist ein Hilbertraumisomorphismus.
(Speziell: ∀z ∈ H : ∃1x ∈ H1 : ∃1y ∈ H⊥

1 : z = x + y und |z|2 = |x + y|2 = |x|2 + |y|2
(Pythagoras))
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Beweis a) Offenbar ist F linear und
∣∣F (x; y)∣∣2 = |x + y|2 = |x|2 + |y|2 + 2Re (x, y)︸ ︷︷ ︸

0

=∣∣(x; y)∣∣2 =⇒ (Polarisierung) F Hilbertraumhomomorphismus und injektiv.

b) F ist surjektiv: z ∈ H, M := H1 + z ist konvex und abgeschlossen =⇒
L. 8.5

∃y ∈ M :

|y| = min
u∈M

|u|; es gilt y ∈ H⊥
1 , denn wäre x ∈ H1 mit (x, y) ̸= 0 =⇒

∣∣∣∣ y − (y, x)

|x|2
x︸ ︷︷ ︸

∈M

∣∣∣∣2 =

|y|2 +
∣∣(y, x)∣∣2
|x|4

|x|2 − 2

|x|2
Re
(
y, (y, x)x

)︸ ︷︷ ︸∣∣(y,x)∣∣2
= |y|2 −

∣∣(y, x)∣∣2
|x|2

< |y|2  
Schließlich ist y ∈M =⇒ ∃x ∈ H1 : y = −x+ z =⇒ z = x+ y, x ∈ H1, y ∈ H⊥

1 . �

Bemerkung Speziell gilt H1 = (H⊥
1 )

⊥.

§ 9 Beschränkte Operatoren in Hilberträumen

Im Folgenden sei KH ein Hilbertraum.
In § 7 sahen wir, dass l2 ≃ (l2)′ und allgemein L2(X) ≃ L2(X)′. Koordinateninvariant lässt
sich allgemein ein Antiisomorphismus H ≃ H ′ definieren.

Satz 9.1 (F. Riesz)
F : H −→ H ′ : x 7−→

(
y 7−→ (y, x)

)
ist bijektiv, antilinear (d.h. F (x1 + λx2) = F (x1) +

λF (x2)
)
und isometrisch (d.h.

∥∥F (x)∥∥ = |x|).
[Für K = R ist natürlich antilinear dasselbe wie linear.]

Beweis a)
∣∣F (x)(y)∣∣ =

∣∣(y, x)∣∣ ≤ |y| · |x| =⇒ F ist wohldefiniert und
∥∥F (x)∥∥ ≤ |x|;

andererseits ist für x ̸= 0
∥∥F (x)∥∥ = sup

|y|≤1

∣∣(y, x)∣∣ ≥ ∣∣∣∣∣
(
x

|x|
, x

)∣∣∣∣∣ = |x| =⇒ F isometrisch und

injektiv.

b) F ist surjektiv: Es sei 0 ̸= f ∈ H ′ =⇒ ker f � H abgeschlossener Unterraum =⇒
Satz 8.2

∃x ∈

(ker f)⊥ \ {0} =⇒
Satz 8.2

f(x) ̸= 0 und ∀y ∈ H : f

(
y − f(y)

f(x)
x

)
= 0

=⇒ y − f(y)

f(x)
x ∈ ker f =⇒ (wegen x ∈ (ker f)⊥)
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=⇒ 0 =

(
y − f(y)

f(x)
x, x

)
= (y, x)− f(y)

f(x)
|x|2

=⇒ f(y) =
f(x)

|x|2
(y, x) =

(
y,
f(x)

|x|2
x

)
=⇒ f = F

(
f(x)

|x|2
x

)
. �

Bemerkung Wenn L : H × H −→ K sesquilinear ist, so ist L stetig ⇐⇒ L
”
beschränkt“,

d.h.
~ ∃C > 0 : ∀x, y ∈ H :

∣∣L(x, y)∣∣ ≤ C|x| · |y|

(Das zeigt man wie Satz 6.1.)
Wie in S. 32 setzen wir dann ∥L∥ := sup

|x|,|y|≤1

∣∣L(x, y)∣∣ = inf{C wie in ~}.

Weiters sei Sq(H) :=
{
L : H ×H −→ K sesquilinear und stetig}

Satz 9.2
F1 : L(H) −→ Sq(H) : A 7−→

(
(x; y) 7−→ (Ax, y)

)
bzw.

F2 : L(H) −→ Sq (H) : A 7−→
(
(x; y) 7−→ (x,Ay)

)
sind bijektiv, linear bzw. antilinear und

isometrisch.

Beweis a)
∣∣(Ax, y)∣∣ ≤ ∥A∥ · |x| · |y| =⇒ F1 ist wohldefiniert und

∥∥F1(A)
∥∥ ≤ ∥A∥;

andererseits ist für A ̸= 0
∥∥F1(A)

∥∥ ≥ sup
|x|≤1

F1(A)

(
x;

Ax

∥A∥

)
= sup

|x|≤1

|Ax|2

∥A∥
= ∥A∥ =⇒

F1 isometrisch und injektiv.

b) F1 ist surjektiv: Es sei L ∈ Sq (H) und x ∈ H =⇒
(
u 7−→ L(x, u)

)
∈ H ′

Satz 9.1
=⇒ ∃1y =: Ax : ∀u ∈ H : L(x, u) = (u, y) = (Ax, u).
Offenbar ist A : H −→ H linear und
∀u, x :

∣∣(Ax, u)∣∣ = ∣∣L(x, u)∣∣ ≤ ∥L∥ · |x| · |u| =⇒ (wenn u = Ax) =⇒
|Ax|2 ≤ ∥L∥ · |Ax| · |x| =⇒ |Ax| ≤ ∥L∥ · |x| =⇒ A ∈ L(H) und L = F1(A).

c) G : Sq(H) −→ Sq(H) : L 7−→
(
(x; y) 7−→ L(y, x)

)
ist bijektiv (da G2 = id), antilinear,

isometrisch =⇒ auch F2 = G ◦ F1 ist bijektiv, antilinear, isometrisch. �

Def.:
Für A ∈ L(H) heißt A∗ := F−1

2

(
F1(A)

)
zu A adjungierter Operator. Es gilt also

F1(A) = F2(A
∗), d.h. ∀x, y ∈ H : (Ax, y) = (x,A∗y).

Satz 9.3
∗ : L(H) −→ L(H) ist bijektiv, antilinear und isometrisch. Außerdem gilt ∀A,B ∈ L(H) :
(AB)∗ = B∗A∗, A∗∗ = A, und (A−1)∗ = (A∗)−1 falls A−1 ∈ L(H).
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Beweis ∗ = F−1
2 ◦ F1 ist bijektiv, antilinear, isometrisch;

x, y ∈ H =⇒ (ABx, y) = (Bx,A∗y) = (x,B∗A∗y) =⇒ (AB)∗ = B∗A∗;
(A∗x, y) = (y, A∗x) = (Ay, x) = (x,Ay) =⇒ A∗∗ = A;
A−1A = AA−1 = I =⇒ A∗(A−1)∗ = (A−1)∗A∗ = I∗ = I =⇒ (A−1)∗ = (A∗)−1. �

Betrachtung spezieller Operatoren

1) Projektionsoperatoren

H1 ≤ H abgeschlossener Unterraum
Satz 8.2
=⇒ H ≃ H1 ⊕H⊥

1 ;

es sei P : H
∼−→ H1 ⊕H⊥

1

pr1−→ H1 ↪→ H, d.h. P (x1 + x2) = x1, wenn x1 ∈ H1, x2 ∈ H⊥
1 .

Dann ist P ∈ L(H), P 2 = P (P
”
idempotent“) und

(Px, y) = (x1, y1
∈H1

+ y2
∈H⊥

1

) = (x1, y1) = (x, y1) = (x, Py), d.h. P = P ∗ (P
”
selbstadjungiert“)

Def.:
P heißt Projektor zu H1.

Satz 9.4
P ∈ L(H) ist Projektor ⇐⇒ P = P ∗ und P = P 2.

Beweis
”
=⇒“ siehe oben.

”
⇐=“ Es sei H1 = {x ∈ H;Px = x

}
= ker (P − I) ≤ H abgeschlossen und

P1 = Projektor zu H1;
x ∈ H =⇒ x = Px+ (x− Px);
Px ∈ H1, da PPx = Px;

x− Px ∈ H⊥
1 , da y ∈ H1 =⇒ (x− Px, y) = (x, y)− (x,

=y︷︸︸︷
=Py︷︸︸︷
P ∗y ) = 0

=⇒ P1x = Px =⇒ P = P1.
�

Bemerkung Wenn H1 ≤ H abgeschlossen, x ∈ H, x = x1 + x2 mit x1 ∈ H1, x2 ∈ H⊥
1 und

u ∈ H1, so ist (nach Satz 8.2) |x − u| =
√
|x1 − u|2 + |x2|2 ≥ |x2|, d.h. d(x,H1) = |x2| und

u = x1 = Px ist der einzige Vektor in H1 mit |x− u| = d(x,H1).
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2) Unitäre Operatoren

Def.:

1) X, Y normierte Räume,
A : X −→ Y linear. A heißt isometrisch ⇐⇒ ∀x ∈ X : |Ax| = |x|.

2) H1, H2 Hilberträume,
A ∈ L(H1, H2). A heißt unitär ⇐⇒ A bijektiv und isometrisch.

Bemerkung Wenn A isometrisch ist, so ist es stetig und injektiv, muss aber nicht surjektiv
sein. A ist isometrisch⇐⇒ A ist eine lineare Isometrie der metrischen Räume (X, d),

(
A(X) =

im(A), d
)
(mit d(x, y) = |x− y|).

Satz 9.5
A unitär ⇐⇒ A Hilbertraumisomorphismus, d.h.
A : H1 −→ H2 Vektorraumisomorphismus und ∀x1, x2 ∈ H1 : (Ax1, Ax2) = (x1, x2).

Beweis Polarisierungsformel �

3) Kompakte Operatoren

Def.:
A ∈ L(H) hat endlichen Rang ⇐⇒ dimA(H) <∞.
Fr(H) :=

{
A ∈ L(H) mit endlichem Rang

}
, Com(H) :=

{
A ∈ L(H) kompakt

}
.

Lemma 9.1

Es sei A ∈ Fr(H). Dann ∃ej, ẽj ∈ H mit ∀x ∈ H : Ax =
n∑
j=1

(x, ẽj)ej und n = dimA(H),

e1, · · · , en Orthonormalsystem. Weiters ist auch A∗ ∈ Fr(H) und dimA∗(H) = dimA(H).

Beweis a) e1, · · · , en sei eine Orthonormalbasis in A(H) =⇒ ∀x ∈ H : Ax =
n∑
j=1

(Ax, ej)ej

(nach Lemma 8.3); wenn ẽj := A∗ej =⇒ (Ax, ej) = (x,A∗ej) = (x, ẽj)

=⇒ ∀x ∈ H : Ax =
n∑
j=1

(x, ẽj) · ej

b) (Ax, y) =
n∑
j=1

(x, ẽj)(ej, y) =
(
x,

n∑
j=1

(y, ej)ẽj
)
= (x,A∗y) =⇒ A∗y =

n∑
j=1

(y, ej)ẽj

=⇒ A∗ ∈ Fr(H) und dimA∗(H) = dim K⟨ẽ1, · · · , ẽn⟩ ≤ n; A = A∗∗ =⇒ dimA∗(H) = n �

Satz 9.6

a) Fr(H) = Com(H)

b) A ∈ Com(H) =⇒ A∗ ∈ Com(H).
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Beweis a) Da endlich-dimensionale beschränkte Mengen präkompakt sind, ist Fr(H) ⊂
Com(H). Weil Com(H) ⊂ L(H) abgeschlossen ist (Satz 6.4), ist auch Fr(H) ⊂ Com(H).

”
⊃“: Es sei A ∈ Com(H) =⇒ M :=

{
Ax; |x| ≤ 1

}
ist präkompakt

=⇒ ∀n ∈ N : ∃ endliches 1
n
-Netz {y1, · · · , yl} zu M. Es sei H1 :=

l∑
i=1

Kyi und P der

Projektor auf H1 und An := P · A =⇒ An(H) ⊂ H1 =⇒ An ∈ Fr(H); weiters ist

∥A − An∥ = sup
|x|≤1

∣∣(A − An)(x)
∣∣ = sup

y∈M
|y − Py|; y ∈ M =⇒ ∃j : |y − yj| ≤

1

n
=⇒

(Bemerkung in S. 55) =⇒ |y − Py| ≤ 1

n
. Also ist ∥A−An∥ ≤ 1

n
und folglich An −→ A und

A ∈ Fr(H).

b) A ∈ Com (H), An ∈ Fr(H) mit An −→ A =⇒ A∗
n −→ A∗ und A∗

n ∈ Fr(H) (Lemma 9.1)
=⇒ A∗ ∈ Com(H). �

§ 10 Fouriertransformation in S, S ′, W 2,k

Wie immer bei konkreten Funktionen- und Distributionenräumen ist hier K = C.

Def.:

1) S = S(Rn) =
{
φ ∈ C∞(Rn); ∀α, β ∈ Nn0 : xα∂βφ ∈ L∞(Rn)}.

2) φk −→ φ in S ⇐⇒ ∀α, β ∈ Nn0 : xα∂β(φk − φ) → 0 in L∞.

Bemerkung S heißt auch Raum der schnell fallenden C∞-Funktionen.

Bsp.: D ⊂ S ⊂ C∞ =: E ; e−|x|2 ∈ S \ D (mit |x| = |x|2),
1

1 + |x|2
∈ C∞ \ S; φ ∈ S =⇒ ∀α ∈ Nn0 : ∂αφ, xα · φ ∈ S.

Def.:

Für φ ∈ S heißt (Fφ)(x) :=
∫
Rn

e−ix·ξφ(ξ) dξ Fouriertransformierte von φ

(wobei x · ξ := xT · ξ = x1ξ1 + · · ·+ xnξn).
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Lemma 10.1
Für φ ∈ S ist auch Fφ ∈ S und es gilt ∂α(Fφ) = (−i)|α|F(xαφ) und
xα(Fφ) = (−i)|α|F(∂αφ) (wobei |α| = |α|1 = α1 + · · ·+ αn).

Beweis a) Für φ ∈ S ist C :=
∥∥∥(1 + |x|

)n+1
φ
∥∥∥
∞
<∞; fx(ξ) := e−ix·ξφ(ξ),

g(ξ) :=
C(

1 + |ξ|
)n+1 =⇒ ∀x ∈ Rn : ∀ξ ∈ Rn :

∣∣fx(ξ)∣∣ ≤ g(ξ) und g ∈ L1(Rn), denn

∫
g(ξ) dξ = C

∫
Rn

dξ(
1 + |ξ|

)n+1 = C |Sn−1|︸ ︷︷ ︸
2πn/2

Γ
(
n
2

)
·

∞∫
0

rn−1

(1 + r)n+1︸ ︷︷ ︸
≤(1+r)−2

dr

︸ ︷︷ ︸
≤1

≤ C · 2π
n/2

Γ
(
n
2

) =⇒ (Lebesgue)

∀x : fx ∈ L1, Fφ(x) =
∫
fx(ξ) dξ ist stetig und ∀x :

∣∣Fφ(x)∣∣ ≤ ∫ g(ξ) dξ, d.h.∥∥Fφ∥∞ ≤ 2πn/2

Γ
(
n
2

) ·
∥∥∥(1 + |x|

)n+1 · φ
∥∥∥
∞
. ~

Ebenso ist
∥∥∥(1 + |x|

)n+2
φ
∥∥∥
∞
<∞ =⇒

Fφ(x1 + h, x2, · · · )−Fφ(x)
h

=

∫
e−i[(x1+h)ξ1+··· ] − e−ix·ξ

h︸ ︷︷ ︸
MWS: ∂

∂x1
(e−ixξ)(x1+ϑh,x2,··· )

· φ(ξ) dξ

=

∫
(−iξ1) · e−i[(x1+ϑh)ξ1+··· ]φ(ξ) dξ

Lebesgue−→
h→0

∫
(−iξ1)e

−ixξφ(ξ) dξ = −iF(x1 · φ) =⇒ Fφ

partiell differenzierbar, (Fφ)′ ist stetig =⇒ Fφ ∈ C1(Rn).
Analog durch Induktion Fφ ∈ C∞(Rn), ∂αFφ = (−i)|α|F(xαφ).

b) [Bisher haben wir nur verwendet, dass φ selbst (nicht ∂βφ) schnell fallend ist (d.h. ∀α :
xαφ ∈ L∞ bzw. ∀m :

(
1 + |x|

)m
φ ∈ L∞), und erhalten, dass Fφ ∈ C∞. Ganz allgemein

entspricht dem Abfallen von φ in ∞ die Regularität (=Differenzierbarkeit) von Fφ und
umgekehrt.]

φ ∈ S =⇒ ∂φ

∂x1
∈ S =⇒ (Lebesgue & Fubini)
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F
(
∂φ

∂x1

)
= lim

N→∞

∫
ξ′∈Rn−1

e−ix′ξ′
( N∫
ξ1=−N

∂φ

∂x1
(ξ)e−ix1ξ1 dξ1

)
dξ

= lim
N→∞

∫
ξ′∈Rn−1

e−ix′ξ′ ·
(
φ(ξ)e−ix1ξ1

∣∣∣∣N
ξ1=−N︸ ︷︷ ︸

|·|≤ 2C
1+N

(1+|ξ′|)−n

+ix1

N∫
−N

φ(ξ)e−ix1ξ1 dξ1

)
dξ

Lebesgue
= ix1(Fφ)(x) =⇒ (induktiv)

∀α ∈ Nn0 : xαFφ = (−i)|α|F(∂αφ).

c) xα∂β(Fφ) = (−i)|α+β|F
(
∂α(xβφ)

) a)
=⇒∥∥xα∂β(Fφ)∥∥∞ ~

≤ 2πn/2

Γ
(
n
2

)∥∥∥(1 + |x|
)n+1

∂α(xβφ)︸ ︷︷ ︸
∈S

∥∥∥
∞
<∞ =⇒ Fφ ∈ S. �

Lemma 10.2
φj −→ φ in S =⇒ Fφj −→ Fφ in S.

Beweis φj −→ φ in S =⇒ xβφj −→ xβφ in S =⇒(
1 + |x|

)n+1
∂α
(
xβ(φj − φ)

)
→ 0 in L∞ ~

=⇒ xα∂βF(φj − φ) → 0 in L∞

=⇒ Fφj −→ Fφ in S. �

Lemma 10.3
F(e−|x|2) = πn/2 · e−|x|2/4.

Beweis a) Im R1 : F(e−x
2
) =

∞∫
−∞

e−ξ
2−ixξ dξ =

=

∞∫
−∞

e−(

z︷ ︸︸ ︷
ξ+ix/2 )2−x2/4 dξ =

= e−x
2/4

∫
Im z=x

2

e−z
2

dz =

-N N Re z

Im z

ix/2

z

W N

PSfrag replacements

−N
N

Re z
Im z
ΓN
ix
2

⃝z

= e−x
2/4 lim

N→∞

∫
ΓN

e−z
2

dz = (Cauchyscher Integralsatz)
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= e−x
2/4 lim

N→∞

N∫
−N

e−z
2

dz = e−x
2/4

∞∫
−∞

e−z
2

dz = e−x
2/4

(∫
R2

e−|ξ|2 dξ

)1/2

=

= e−x
2/4 ·

(
2π

∞∫
0

r e−r
2

dr

)1/2

= e−x
2/4

(
−π e−r2

∣∣∣∞
r=0

)1/2

=
√
π e−x

2/4.

b) Im Rn : F(e−|x|2) =

∫
Rn

e−|ξ|2−ixξ dξ =
Fubini

n∏
j=1

∞∫
−∞

e−ξ
2
j−ixjξj dξj = πn/2e−|x|2/4. �

Lemma 10.4
φ ∈ S, ε > 0 =⇒ F

(
φ(εx)

)
= ε−n(Fφ)

(
x
ε

)
.

Beweis F
(
φ(εx)

)
=

∫
φ( εξ︸︷︷︸

η

)e−ixξ dξ =

∫
Rn

φ(η)e−ixη/εε−n dη = ε−n(Fφ)
(
x
ε

)
. �

Satz 10.1
F : S −→ S ist ein Vektorraumisomorphismus und

(F−1ψ)(x) = (2π)−n(Fψ)(−x) = (2π)−n
∫
ψ(ξ)eixξ dξ.

Beweis a) Wir zeigen zuerst F(Fφ)(x) = (2π)nφ(−x), d.h.

J =

∫
e−ixξ

(∫
e−iξηφ(η) dη

)
dξ = (2π)nφ(−x).

Vorsicht: Auf das Doppelintegral J lässt sich der Satz von Fubini NICHT anwenden. Aber
nach Lebesgue ist

J = lim
ε↘0

∫
e−ε

2|ξ|2e−ixξ

( Fφ∈S⊂L1(Rn)︷ ︸︸ ︷∫
e−iξηφ(η) dη

)
dξ

Fubini
= lim

ε↘0

∫
φ(η)

(∫
e−ε

2|ξ|2−ixξ−iξη dξ︸ ︷︷ ︸
)
dη

F(e−ε
2|x|2)(x+ η)︸ ︷︷ ︸

Lemma 10.4: ε−nF(e−|x|2)
(
x+η
ε

)︸ ︷︷ ︸
Lemma 10.3: ε−nπn/2e−|x+η|2

/
(4ε2)

= πn/2 lim
ε↘0

∫
Rn

φ(η)e−|x+η|2/(4ε2)ε−n dη = (Substitution u = x+η
2ε
, ε−n dη = 2n du

)
= 2nπn/2 lim

ε↘0

∫
φ(2εu− x)e−|u|2 du

Lebesgue
= 2nπn/2φ(−x)

∫
Rn

e−|u|2 du

︸ ︷︷ ︸
πn/2

= (2π)nφ(−x).
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b) Wenn also ψ = Fφ, so folgt Fψ(x) = (2π)nφ(−x), d.h. φ(x) = (2π)−n(Fψ)(−x).
Wenn ∨ : S −→ S : φ 7−→

(
φ̌ : x 7−→ φ(−x)

)
, so ist also F ◦ F = (2π)n∨

=⇒ F Vektorraumisomorphismus und F−1 = (2π)−n(∨ ◦ F) = (2π)−n(F ◦ ∨). �

Def.:

1) S ′ = S ′(Rn) :=
{
T : S(Rn) −→ C C-linear; ∀(φk) ∈ SN mit φk → 0 in S :

T (φk) −→ 0 (in C)
}
.

2) Tk −→ T in S ′ ⇐⇒ ∀φ ∈ S : Tk(φ) −→ T (φ).

Bemerkungen Die Inklusionen D(Rn) ⊂ S ⊂ E = C∞(Rn) liefern D′(Rn) ⊃ S ′(Rn) ⊃
E ′(Rn). Wenn z.B. T ∈ S ′ so ist T

∣∣
D ∈ D′, da φk → 0 in D =⇒ φk → 0 in S.

Distributionen in S ′ heißen auch temperierte Distributionen.

Satz 10.2
T : S −→ C sei linear. Äquivalent sind:

(i) T ∈ S ′ (d.h. φk → 0 in S =⇒ T (φk) → 0)

(ii) ∃C > 0 : ∃m ∈ N0 : ∀φ ∈ S :
∣∣T (φ)∣∣ ≤ Cmax

x∈Rn

(
1 + |x|

)m ∑
|α|≤m

∣∣∂αφ(x)∣∣
Beweis Analog dem von Satz 4.4, (siehe S. 28). �

Bsp.: 1) 1 ≤ p ≤ ∞ =⇒ Lp(Rn) ⊂ S ′(Rn), denn wenn
1

p
+

1

q
= 1 und f ∈ Lp(Rn) =⇒∣∣f(φ)∣∣ = ∣∣∣∣ ∫ f(x)φ(x) dx

∣∣∣∣ ≤
Hölder

∥f∥p ∥φ∥q

1. Fall q = ∞ =⇒ ∥φ∥q = max
x∈Rn

∣∣φ(x)∣∣ =⇒ (ii) ist erfüllt mit m = 0, C = ∥f∥1

2. Fall q <∞ =⇒ ∥φ∥q =
[ ∫ (

1 + |x|
)−n−1

((
1 + |x|

)n+1
q
∣∣φ(x)∣∣)q dx]1/q

≤ max
x∈Rn

(
1 + |x|

)n+1
q
∣∣φ(x)∣∣ · (∫ (1 + |x|

)−n−1
dx︸ ︷︷ ︸

<∞, s. S. 58

)1/q

=⇒ (ii) ist erfüllt für m ≥ n+ 1

q
.

2) C ⊂ S ′, denn C ⊂ L∞.
T ∈ S ′, α ∈ Nn0 =⇒ xαT ∈ S ′, denn φk → 0 in S
=⇒ xαφk → 0 in S =⇒ (xαT )(φk) = T (xαφk) → 0.
Speziell: P Polynom =⇒ P ∈ S ′.
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Ebenso gilt T ∈ S ′ =⇒ ∂αT ∈ S ′.

3) ex ∈ D′(R1) \ S ′(R1) : Übung.

Def.:
F : S ′ −→ S ′ : T 7−→

(
FT : φ 7−→ T (Fφ)

)
heißt Fouriertransformation.

Satz 10.3
F : S ′ −→ S ′ ist wohldefiniert, ein Vektorraumisomorphismus und folgenstetig (d.h. Tk −→
T =⇒ FTk −→ FT ). Weiters ist F ◦ F = (2π)n∨, d.h. F−1 = (2π)−n ∨ ◦F = (2π)−nF ◦ ∨
wobei ∨ : S ′ −→ S ′ : T 7−→

(
Ť : φ 7−→ T (φ̌)

)
.

Beweis φ 7−→ T (Fφ) ist linear und φk → 0 in S =⇒
Lemma 10.2

Fφk → 0 in S =⇒ T (Fφk) → 0,

d.h. FT ∈ S ′. Klarerweise ist F : S ′ −→ S ′ linear.(
F ◦ F(T )

)
(φ) = (FT )(Fφ) = T (F ◦ Fφ) = T

(
(2π)nφ̌

)
= (2π)nŤ (φ) =⇒

F ◦F = (2π)n∨ =⇒ F Vektorraumisomorphismus und F−1 = (2π)−n ∨ ◦F = (2π)−nF ◦∨.
Tk −→ T =⇒ ∀φ ∈ S : Tk(Fφ) −→ T (Fφ) =⇒ FTk −→ FT. �

Bsp.: 1) Für f ∈ L1(Rn) ist (Fklassischf)(x) =

∫
f(ξ)e−ixξ dξ; nach Lebesgue ist Fklass.f stetig

und ∥Fklass.f∥∞ ≤ ∥f∥1.

Andererseits ist L1(Rn) ⊂ S ′ und φ ∈ S =⇒ (Ff)(φ) = f(Fφ) =
∫
f(x)

(∫
φ(ξ)e−ixξ dξ

)
dx

Fubini
=

∫
φ(ξ)

(∫
f(x)e−ixξ dx︸ ︷︷ ︸
(Fklass.f)(ξ)

)
dξ = (Fklass.f)(φ), d.h. Ff = Fklass.f.

Speziell: FS. 57 = FS. 62

∣∣
S .

2) Es sei R > 0 und δRS2 ∈ D′(R3) definiert durch

δRS2(ψ) =

∫
|x|=R

ψ(x) ds(x) =

2π∫
φ=0

π∫
ϑ=0

ψ(R sinϑ cosφ, R sinϑ, sinφ, R cosϑ)R2 sinϑ dϑdφ.

Dann ist supp δRS2 = RS2 =
{
x ∈ R3; |x| = R

}
=⇒ δRS2 ∈ E ′(R3) ⊂ S ′. Für ψ ∈ S(R3) ist

(FδRS2)(ψ) = δRS2(Fψ) =
∫

|x|=R

(∫
R3

ψ(ξ)e−ixξ dξ

)
ds(x)

Fubini
=

∫
ψ(ξ)

( ∫
|x|=R

e−ix·ξ ds(x)

︸ ︷︷ ︸
J(ξ)

)
dξ;

J(ξ) ist rotationssymmetrisch [weil J(Aξ) =
∫
e−ix·Aξ ds(x) =

∫
e−i

u︷︸︸︷
AT x · ξ ds(x) =

∫
e−iu·ξ ds(u)

für A ∈ O3(R)]
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=⇒ J(ξ) = J
(
0, 0, |ξ|

)
=

2π∫
φ=0

π∫
ϑ=0

e−iR cosϑ·|ξ|R2 sinϑ dϑdφ =

2πR2 · e
−iR cosϑ·|ξ|

iR|ξ|

∣∣∣∣π
ϑ=0

= 2πR · e
iR|ξ| − e−iR|ξ|

i|ξ|
=

4πR

|ξ|
sin
(
R|ξ|

)
=⇒

FδRS2 =
4πR

|x|
sin
(
R|x|

)
∈ L∞(R3) ∩ C∞(R3).

[µ = δRS2 ist ein endliches Radonmaß, d.h. µ ∈ M1(R3), und allgemein gilt wie in Bsp. 1 für
µ ∈ M1(Rn), dass Fµ ∈ BC(Rn) und ∥Fµ∥∞ ≤ µ(Rn). Andererseits ist µ = δRS2 ∈ E ′(R3)
und allgemein ist FT ∈ C∞(Rn) für T ∈ E ′(Rn).]

Satz 10.4
Wenn suppT ⊂ {0}, d.h. T =

∑
|α|≤m

cα∂
αδ (vgl. Satz 4.5), so ist FT =

∑
|α|≤m

cαi
|α|xα ein

Polynom.

Beweis FT =
∑
cαF(∂αδ) =

Satz 10.5

∑
cαi

|α|xαFδ und

(Fδ)(φ) = δ(Fφ) = δ

(∫
φ(ξ)e−ixξ dξ

)
=

∫
φ(ξ) · 1 dξ = 1(φ), d.h. Fδ = 1 ∈ L∞(Rn). �

Satz 10.5
T ∈ S ′ =⇒ ∂αFT = (−i)|α|F(xαT ), xαFT = (−i)|α|F(∂αT ).

Beweis (∂αFT )(φ) = (−1)|α|FT (∂αφ) = (−1)|α|T (F∂αφ) =
L. 10.1

(−1)|α|i|α|T (xαFφ) =
= (−i)|α|(xα · T )(Fφ) = (−i)|α|F(xαT )(φ) =⇒ ∂αFT = (−i)|α|F(xαT );
analog die 2. Gleichung �

Bemerkung Die Gleichungen in Lemma 10.1 und Satz 10.5 müssen auch deshalb überein-
stimmen, weil S ⊂ S ′ dicht ist (ohne Beweis).

Satz 10.6
(2π)−n/2F : L2(Rn) −→ L2(Rn) ist wohldefiniert und unitär.

Beweis a) ψ ∈ S =⇒ Fψ(x) =
∫
ψ(ξ) · e−ixξ dξ =

∫
ψ(ξ)eixξ dξ

Satz 10.1
= (2π)nF−1(ψ)(x);

φ, ψ ∈ S ⊂ L2(Rn) =⇒ (Fφ,Fψ) =
∫

Fφ(x)Fψ(x) dx = (2π)n
∫

Fφ(x)F−1(ψ)(x) dx =

= (2π)n(F−1ψ︸ ︷︷ ︸
∈S⊂S′

)(Fφ) Def. s.S. 62
= (2π)n

(
F(F−1ψ)︸ ︷︷ ︸

ψ

)
(φ) = (2π)n

∫
φ(x)ψ(x) dx = (2π)n(φ, ψ).

b) Nach Satz 3.6 ist D(Rn) ⊂ L2(Rn) dicht =⇒
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=⇒ ∀f ∈ L2(Rn) : ∃φj ∈ D mit φj −→ f in L2(Rn) =⇒∥∥F(φj − φk)
∥∥2
2
=
a)
(2π)n∥φj − φk∥22 ≤ ε für j, k ≥ N =⇒

Fφj C-Folge in L2(Rn) =⇒ ∃g ∈ L2(Rn) : Fφj −→ g in L2(Rn) =⇒ Fφj −→ g in S ′;
andererseits ist Fφj −→ Ff in S ′ (Satz 10.3), d.h. Ff = g ∈ L2(Rn).
Also ist F : L2(Rn) −→ L2(Rn) wohldefiniert, linear und injektiv. Wegen F ◦F = (2π)n∨ ist
es auch surjektiv. Schließlich gilt ∥Ff∥22 = lim

j→∞
∥Fφj∥22 = (2π)n lim

j→∞
∥φj∥22 = (2π)n∥f∥22, d.h.

(2π)−n/2F ist unitär. �

Bemerkung ∥f∥2 =
∥∥(2π)−n/2Ff∥∥

2
für f ∈ L2(Rn) heißt auch

”
Plancherelsche Formel“.

Def.:
Für q : Rn −→ (0,∞) messbar sei L2

q :=
{
[f̃ ]; f̃ : Rn −→ C messbar, q · f̃ ∈ L2(Rn)

}
mit

(f, g)L2
q
:= (qf, qg)L2(Rn) =

∫
q(x)2f(x)g(x) dx

[wobei eigentlich f = [f̃ ], qf := [qf̃ ],
∫
q(x)2f(x)g(x) dx :=

∫
q(x)2f̃(x)g̃(x) dx etc.]

Lemma 10.5
L2
q ist ein separabler Hilbertraum.

Beweis L2
q −→ L2(Rn) : f 7−→ qf ist bijektiv und isometrisch; L2(Rn) ist separabler Hilbert-

raum nach Satz 3.4. �

Bemerkung Wenn wir W 2,k(Ω) mit dem Skalarprodukt (f, g)W 2,k :=
∑
|α|≤k

∫
Ω

∂αf · ∂αg dx

versehen, so ist es nach Satz 5.1 vollständig, d.h. ein Hilbertraum.

Satz 10.7
k ∈ N0, q(x) := (2π)−n/2

( ∑
α∈Nn0
|α|≤k

x2α
)1/2

, q1(x) :=
(
1 + |x|

)k
. Dann gilt

a) F : W 2,k(Rn) −→ L2
q ist unitär;

b) L2
q = L2

q1
und die entsprechenden Normen sind äquivalent.

Beweis a) f ∈ W 2,k(Rn) ⇐⇒ ∀|α| ≤ k : ∂αf ∈ L2 ⇐⇒
S. 10.5/6

∀|α| ≤ k : xαFf ∈ L2

⇐⇒ Ff ∈ L2
q und ∥Ff∥2L2

q
= (2π)−n

∑
|α|≤k

∫
Rn

x2α
∣∣Ff(x)∣∣2 dx =

=
∑
|α|≤k

∥∥(2π)−n/2F(∂αf)
∥∥2
2
=
∑
|α|≤k

∫
Rn

|∂αf |2 dx = ∥f∥2W 2,k
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b) ∃C1, C2 > 0 : ∀x ∈ Rn : C1q(x) ≤ q1(x) ≤ C2q(x) �

Bemerkung Für beliebiges r ∈ R definiert man W 2,r(Rn) := F−1(L2
(1+|x|)r). Man erhält so

eine kontinuierliche Skala von separablen Hilberträumen. Z.B. ist δ ∈
∩

r<−n
2

W 2,r \W 2,−n
2 . Für

T ∈ E ′ misst r(T ) := sup
{
r ∈ R; T ∈ W 2,r(Rn)

}
die Regularität von T.

Satz 10.8
Es seien k, l ∈ N und l < k. Dann gilt: ∃c > 0 : ∀f ∈ W 2,k(Rn) :
a) ∥f∥W 2,l ≤ c∥f∥l/k

W 2,k · ∥f∥1−l/k2 und

b) ∀ε > 0 : ∥f∥W 2,l ≤ ε∥f∥W 2,k + c ε−
l

k−l∥f∥2.

Beweis a) Es sei p =
k

l
,
1

p
+

1

p′
= 1, d.h. p′ =

k

k − l

Satz 10.7
=⇒ ∥f∥2

W 2,l ≤ c1∥Ff∥2L2
(1+|x|)l

=

= c1

∫
|Ff |2︸ ︷︷ ︸

|Ff |2/p·|Ff |2/p′

(
1 + |x|

)2l
dx ≤

Hölder
c1

(∫
|Ff |2

(
1 + |x|

) 2k︷︸︸︷
2l·p

dx

)1/p

·
(∫

|Ff |2 dx
)1/p′

≤ c2∥f∥2l/kW 2,k · ∥f∥2(k−l)/k2

b) ∥f∥W 2,l ≤
a)

(
ε · k

l
∥f∥W 2,k

)l/k︸ ︷︷ ︸
a

·
(
c3 ε

− l
k−l∥f∥2

) k−l
k︸ ︷︷ ︸

b

L. 2.1

≤
s.S. 9

ap

p
+
bp

′

p′
= ε∥f∥W 2,k + c4 ε

− l
k−l∥f∥2 �

Bemerkung Satz 10.8 ist ein
”
Interpolationssatz“: Die Norm von W 2,l(Rn) wird durch die

Normen des kleineren bzw. größeren RaumesW 2,k(Rn) bzw. L2(Rn) interpoliert. Ebenso zeigt
man

Satz 10.9

0 ≤ m < l < k =⇒ ∃ c > 0 : ∀f ∈ W 2,k : ∥f∥W 2,l ≤ c∥f∥
l−m
k−m

W 2,k · ∥f∥
k−l
k−m

W 2,m .

Def.:
Für k ∈ N0 sei C

k
(Rn) :=

{
f ∈ Ck(Rn); ∀α ∈ Nn0 mit |α| ≤ k : lim

|x|→∞
∂αf(x) = 0

}
und

C0(Rn) := C
0
(Rn).

[ lim
|x|→∞

g(x) = 0 heißt ∀ε ≥ 0 : ∃N ∈ N : ∀x mit |x| ≥ N :
∣∣g(x)∣∣ ≤ ε]

Lemma 10.6
C
k
(Rn) ist mit ∥f∥

C
k :=

∑
|α|≤k

sup
x∈Rn

∣∣∂αf(x)∣∣ ein Banachraum.
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Beweis Analog zu Satz 3.1

[Bemerkung D(Rn) ist in C k
(Rn) dicht, denn f ∈ C

k
(Rn) kann durch g ∈ C

k
(Rn)∩K(Rn)

approximiert werden, und g durch gh, vgl. S. 20.]

Satz 10.10 (Sobolevscher Einbettungssatz)

Es seien k ∈ N0 und l ∈ N mit l >
n

2
. Dann ist

W 2,k+l(Rn) ⊂ C
k
(Rn) und W 2,k+l(Rn) ↪→ C

k
(Rn) ist stetig, d.h. ∃ c > 0 : ∀f ∈ W 2,k+l(Rn) :

∥f∥
C

k =
∑
|α|≤k

sup
x∈Rn

∣∣∂αf(x)∣∣ ≤ c∥f∥W 2,k+l = c

[ ∑
|α|≤k+l

∫
Rn

|∂αf |2 dx
]1/2

.

In Worten Wenn f und ∂αf für |α| ≤ k + l (Ableitungen im distributionellen Sinn!) in

L2(Rn) sind, so ist f ∈ C
k
(Rn).

Beweis a) φ ∈ D(Rn), γ ∈ Nn0 mit |γ| ≤ k =⇒
∣∣∂γφ(x)∣∣ =

=
Satz 10.1

∣∣∣∣(2π)−n ∫
Rn

eixξ
(
F(∂γφ)

)
(ξ)︸ ︷︷ ︸

iγξγFφ(ξ)

dξ

∣∣∣∣ ≤ (2π)−n
∫

|ξ||γ|

(1 + |ξ|)k+l
·
∣∣Fφ(ξ)∣∣ · (1 + |ξ|

)k+l
dξ

Hölder

≤ (2π)−n
(∫
Rn

|ξ|2|γ| dξ
(1 + |ξ|)2k+2l

)1/2

︸ ︷︷ ︸
c1<∞

·
(∫ (

1 + |ξ|
)2k+2l∣∣Fφ(ξ)∣∣2 dξ)1/2

︸ ︷︷ ︸
∥Fφ∥

L2
(1+|x|)k+l

Satz 10.7
=⇒ ∥∂γφ∥∞ ≤ c2∥φ∥W 2,k+l =⇒ ∥φ∥

C
k ≤ c∥φ∥W 2,k+l .

b) f ∈ W 2,k+l(Rn) =⇒
Satz 5.2

∃φj ∈ D mit φj −→ f in W 2,k+l.

Speziell: φj −→ f in L2(Rn) und daher auch in D′(Rn).
Nach a) ist φj eine C-Folge in C

k
(Rn) =⇒

L. 10.6
∃f1 ∈ C

k
(Rn) : φj −→ f1 in C

k
(Rn).

Speziell φj −→ f1 in L
∞(Rn) und daher auch in D′(Rn). Also ist f = f1 und somit f ∈ C

k
(Rn)

und ∥f∥
C

k = lim
j→∞

∥φj∥C k ≤
a)
c lim
j→∞

∥φj∥W 2,k+l = c∥f∥W 2,k+l . �
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§ 11 Die Theorie von Riesz und Schauder

Hier ist wieder K = R oder K = C und KH ein Hilbertraum. Wir untersuchen nun Com(H)
genauer, vgl. auch S. 56.

Vorsicht: heißt je nach Kontext komplex konjugieren (bei λ ∈ C), bzw. Abschluss (bei
M ⊂ H).

Def.:
A ∈ L(H).

1) kerA := A−1(0) = {x ∈ H; Ax = 0}

2) imA := A(H) = {Ax; x ∈ H}

3) λ ∈ K Eigenwert von A ⇐⇒ ker (A − λI) ̸= {0}; dim ker (A − λI) ∈ N ∪ {∞} heißt
Vielfachheit von λ; σp(A) := {λ ∈ K; λ Eigenwert von A} ⊂ σ(A) heißt Punktspek-
trum von A.

Bemerkung kerA ≤ H abgeschlossen, imA ≤ H i.A. nicht abgeschlossen.

Lemma 11.1

1) Für A ∈ L(H) ist im(A)
⊥
= kerA∗.

2) Für A ∈ L(H), λ ∈ K ist
im (A− λI)⊕ ker(A∗ − λI) ≃ H : (x; y) 7−→ x+ y und

im(A∗ − λI)⊕ ker(A− λI) ≃ H : (x; y) 7−→ x+ y.

Beweis 1) y ∈ imA
⊥ ⇐⇒ ∀x ∈ imA : (x, y) = 0 ⇐⇒ ∀x ∈ imA : (x, y) = 0 ⇐⇒ ∀z ∈ H :

(Az, y)︸ ︷︷ ︸
=(z,A∗y)

= 0 ⇐⇒ A∗y = 0 ⇐⇒ y ∈ kerA∗.

2) folgt aus Satz 8.2, wenn H1 = im(A− λI) bzw. H1 = im(A∗ − λI).
(Beachte A∗∗ = A, (λI)∗ = λI!) �

Satz 11.1
Für A ∈ Com(H) und λ ∈ K∗ = K \ {0} ist im(A − λI) ≤ H abgeschlossen und somit
im(A− λI)⊕ ker(A∗ − λI) ≃ H, im(A∗ − λI)⊕ ker(A− λI) ≃ H.

Beweis a) Wir zeigen zuerst

∃c > 0 : ∀x ∈ im(A∗ − λI) :
∣∣(A− λI)x

∣∣ ≥ c|x| ~
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Annahme: ~ ist falsch, d.h.

∀j ∈ N : ∃xj ∈ im(A∗ − λI) : |xj| = 1 ∧
∣∣(A− λI)xj

∣∣ ≤ 1

j
;

A kompakt =⇒ ∃ Teilfolge xjk : Axjk −→ y; andererseits ist
∣∣(A − λI)xjk

∣∣ −→ 0, d.h.
(A− λI)xjk︸ ︷︷ ︸
−→y−λ lim

k→∞
xjk

−→ 0 =⇒ λxjk −→ y =⇒ λAxjk −→ Ay; weil auch Axjk −→ y folgt

λy = Ay, d.h. y ∈ ker(A− λI).

Wegen xjk ∈ im(A∗ − λI) ist aber auch y = λ lim
k→∞

xjk ∈ im(A∗ − λI), d.h. y ∈ ker(A− λI) ∩

im(A∗ − λI) =
L. 11.1

{0} im Widerspruch zu |y| = lim
k→∞

|λxjk |︸ ︷︷ ︸
=|λ|

= |λ| ̸= 0.

b) Es sei y ∈ im(A− λI) =⇒ ∃yj ∈ im(A − λI) mit yj → y =⇒ ∃xj ∈ H ≃
L. 11.1

im(A∗ − λI)⊕ ker(A− λI) mit yj = (A− λI)xj =⇒ oEdA xj ∈ im(A∗ − λI)

=⇒ |xj − xk| ≤
a)

1

c

∣∣(A− λI)xj − (A− λI)xk
∣∣ = 1

c
|yj − yk| ≤ ε für j, k ≥ N =⇒ xj ist eine

C-Folge, xj → x und y = lim
j→∞

yj = lim
j→∞

(A− λI)xj = (A− λI)x, d.h. y ∈ im(A− λI). �

Bemerkung Für A kompakt, λ ∈ K∗, y ∈ H gilt also: ∃x ∈ H : (A − λI)x = y ⇐⇒ y ∈
im(A−λI) ⇐⇒ y ⊥ ker(A∗−λI). In Worten: Die Gleichung (A−λI)x = y ist lösbar ⇐⇒ y ⊥
Eigenraum von A∗ zum Eigenwert λ.

Satz 11.2
Es sei dimH = ∞ und A ∈ Com(H). Dann gilt:

1) σ(A) = σp(A) ∪ {0};

2) σ(A) ist abzählbar und hat höchstens den Häufungspunkt 0;

3) ∀λ ∈ σ(A) \ {0} : dim ker(A− λI) <∞;

4) σ(A∗) =
{
λ; λ ∈ σ(A)

}
.

[Bemerkung σ(A) ist also endlich, oder σ(A) = {0, λ1, λ2, · · · } ⊂ K mit λi → 0. 0 kann,
muss aber nicht Eigenwert sein.]

Beweis 1) a) 0 ∈ σ(A), denn sonst wäre A−1 ∈ L(H) =⇒ für S =
{
x ∈ H; |x| = 1

}
ist

A−1S beschränkt (da ∃C > 0 : ∀x ∈ H : |A−1x| ≤ C|x|) =⇒ S = A(A−1S) präkompakt
=⇒  zu dimH = ∞, s. Satz 1.5.
b) Es sei λ ∈ K \

(
σp(A) ∪ {0}

)
. Wir haben λ ∈ ϱ(A) zu zeigen.

b1) Wir zeigen zuerst, dass λ ̸∈ σp(A
∗).
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Annahme: ∃x1 ∈ H \{0} : (A∗−λI)x1 = 0; λ ̸∈ σp(A), λ ̸= 0 =⇒
Satz 11.1

H = im(A∗−λI) =⇒
∃x2 : (A∗ − λI)x2 = x1 und induktiv ∃xj ∈ H : (A∗ − λI)xj = xj−1 für j ≥ 2;
(A∗ − λI)j−1xj = x1 ̸= 0, (A∗ − λI)jxj = 0 =⇒ ker(A∗ − λI)j−1 � ker (A∗ − λI)j =⇒

Satz 8.2

∀j ∈ N : ∃yj ∈ ker(A∗ − λI)j : |yj| = 1 und yj ⊥ ker(A∗ − λI)j−1.
Für j > k gilt dann

|A∗yk − A∗yj| =
∣∣ (A∗ − λI)yk + λyk − (A∗ − λI)yj︸ ︷︷ ︸

∈ker(A∗−λI)j−1

−λyj
∣∣ Pythagoras≥ |λyj| = |λ| > 0

=⇒ A∗yj hat keine konvergente Teilfolge,  zu A∗ kompakt.

b2) λ ̸∈ σp(A) =⇒ A− λI ist injektiv; λ ̸∈ σp(A
∗) =⇒ ker(A∗ − λI) = 0 =⇒

Satz 11.1

H = im(A− λI) =⇒ A− λI ist surjektiv. Also ist (A− λI)−1 : H −→ H wohldefiniert und
linear.
Außerdem ist nach ~ in S. 67

∃c > 0 : ∀x ∈ im(A∗ − λI) =
↑

weil ker(A−λI)=0

H :
∣∣(A− λI)x

∣∣ ≥ c|x|,

d.h.
∣∣(A− λI)−1y

∣∣ ≤ 1

c
|y|, d.h. (A− λI)−1 ∈ L(H), d.h. λ ∈ ϱ(A).

2) Annahme: ∃λj ∈ σp(A) paarweise verschieden mit λj −→ λ ̸= 0.
Es seien xj ∈ ker(A− λjI) \ {0}.
a) xj sind linear unabhängig.
[Denn wäre z.B. x1, · · · , xn−1 linear unabhängig, x1, · · · , xn linear abhängig =⇒

xn =
n−1∑
i=1

cixi (I) =⇒ λnxn = Axn =
n−1∑
i=1

ci Axi︸︷︷︸
λixi

(II)

Iλn − II : 0 =
n−1∑
i=1

ci(λn − λi︸ ︷︷ ︸
̸=0

)xi =⇒ ∀i : ci = 0 =⇒ xn = 0  ]
b) Mit dem Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahren konstruieren wir aus xj ein Ortho-
normalsystem y1, y2, · · · , indem wir setzen

y1 =
x1
|x1|

, y2 =
x2 − (x2, y1)y1

|./.|
, · · · , yk =

(
xk −

k−1∑
i=1

(xi, yi)yi
)/

|./.|.

Wenn yj =
j∑
l=1

ajlxl und j > k, so ist

|Ayj − Ayk| =
∣∣ j∑
l=1

ajl Axl︸︷︷︸
λlxl

−
k∑
l=1

aklAxl
∣∣ = ∣∣ajjλjxj + j−1∑

l=1

blxl
∣∣ = ∣∣λjyj + j−1∑

l=1

clxl
∣∣
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=
∣∣λjyj + j−1∑

l=1

dlyl
∣∣ Pythagoras

≥ |λj| |yj| = |λj| > c1 > 0 für j ≥ J (da lim
j→∞

λj = λ ̸= 0)

im Widerspruch dazu, dass {Ayj; j ∈ N} präkompakt ist. Also kann außerhalb von 0 kein
Häufungspunkt von σp(A) sein.
3) Wäre dimker(A − λI) = ∞ für λ ∈ σ(A) \ {0}, so könnten wir linear unabhängige
xj ∈ ker(A−λI) nehmen und gelängen wie in 2) b) zu einem Widerspruch. [Alternativ könn-
te man auch verwenden, dass in H1 := ker (A−λI) die Einheitskugel S =

{
x ∈ H1 : |x| = 1

}
präkompakt ist, da S = λ−1AS. Nach Satz 1.5 ist dann dimH1 <∞.]
4) λ ∈ ϱ(A) = K \ σ(A) ⇐⇒ (A− λI)−1 ∈ L(H) ⇐⇒

Satz 9.3
(A∗ − λI)−1 ∈ L(H) ⇐⇒ λ ∈ ϱ(A∗).

[Alternativ folgt 4) auch aus b1) in S. 68.] �

Satz 11.3
Für A ∈ Com (H) und λ ∈ σ(A) \ {0} ist dim ker(A− λI) = dimker(A∗ − λI).

Beweis Nach Satz 11.2 sind die 2 Dimensionen endlich. Wegen A∗∗ = A genügt es, die
Annahme dimker(A∗ − λI) > dimker(A− λI) zum Widerspruch zu führen. Nach Satz 11.2
∃ε > 0 : ∀µ ∈ K mit 0 < |µ− λ| < ε : µ ∈ ϱ(A). Für so ein µ betrachten wir

B : ker(A∗ − λI)
(A−µI)−1

−→ H
Satz 11.1≃ im(A∗ − λI)⊕ ker(A− λI)

pr2−→ ker(A− λI).

Wegen der Annahme ∃y ∈ ker (A∗ − λI) : |y| = 1, By = 0 =⇒ z := (A − µI)−1y ∈
im(A∗ − λI) =⇒ 1 = (y, y) =

(
y, (A− µI)z

)
=
(
y, (A− λI)z + (λ− µ)z

)
=(

(A∗ − λI)y︸ ︷︷ ︸
0

, z
)
+ (λ− µ)(y, z) ≤

Cauchy
Schwarz

|λ− µ| · |z|.

Andererseits gilt nach ~ in S. 67 ∃c > 0 : ∀x ∈ im(A∗ − λI) :
∣∣(A − λI)x

∣∣ ≥ c|x| und daher
für |µ− λ| < min

{
ε, c

2

}
:∣∣(A− µI)x

∣∣ = ∣∣(A− λI)x− (µ− λ)x
∣∣ ≥ ∣∣(A− λI)x

∣∣− |µ− λ| |x| ≥ c

2
|x|.

Das liefert für x = z ∈ im(A∗ − λI) einen Widerspruch:

1 ≤ |λ− µ| · |z| ≤ |λ− µ| · 2
c

∣∣ (A− µI)z︸ ︷︷ ︸
y

∣∣ = |λ− µ| · 2
c
< 1

�

Anwendung auf Integralgleichungen

Wir betrachten ∅ ̸= Ω ⊂ Rn offen und K(x, y) ∈ L2(Ω×Ω). Nach Satz 7.5 ist K ∈ L
(
L2(Ω)

)
kompakt. Weiters hat der Operator K∗ den Kern K̃(x, y) = K(y, x), denn für f, g ∈ L2(Ω)
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ist (Kf, g) =
Fubini

∫
Ω×Ω

K(x, y)f(y)g(x) dxdy =

∫
Ω×Ω

f(x)K(y, x) · g(y) dxdy = (f,K∗g).

Für λ ∈ K∗ und f, g ∈ L2(Ω) = H betrachten wir die Integralgleichungen

(K − λI)f = 0, d.h.

∫
Ω

K(x, y)f(y) dy = λf(x) : homogen

bzw.

(K − λI)f = g, d.h.

∫
Ω

K(x, y)f(y) dy − λf(x) = g(x) : inhomogen.

Die Sätze 11.1/2/3 liefern die
”
Fredholmsche Alternative“:

Entweder hat die homogene Integralgleichung keine nichttriviale Lösung, und dann hat
die inhomogene Integralgleichung ∀g eine eindeutige Lösung f, die stetig (bzgl. ∥ · ∥2)
von g abhängt. [Satz 11.2: ker(K − λI) = {0} =⇒ λ ̸∈ σp(K) =⇒ λ ̸∈ σ(K) =⇒
(K − λI)−1 ∈ L(H)]

Oder die homogene Integralgleichung hat den Lösungsraum ker(K − λI) mit 1 ≤ n =
dimker(K − λI) < ∞, und dann ist die inhomogene Integralgleichung genau dann
lösbar, wenn g ⊥ ker (K∗ − λI), und das sind genau n Bedingungen an g. [Satz 11.1/3:
g ∈ im(K − λI) ⇐⇒ g ∈ ker(K∗ − λI)⊥; dim ker(K∗ − λI) = n]

Bemerkungen 1) Für lineare Gleichungssysteme Ax = y mit A ∈ Kn×n, x, y ∈ Kn, gilt
genau dieselbe Alternative (als trivialer Spezialfall der Sätze 11.1/2/3).
2) Die Sätze 11.2/3 gehen eigentlich auf Frigyes (= Friedrich) Riesz zurück (Acta Math.
41(1918), 71–98), wo sie (allgemeiner) im Banachraum bewiesen werden, vgl. Werner, Funk-
tionalanalysis, VI. 2, p. 210. Ivar Fredholm formulierte seine

”
Alternative“ in der Arbeit “Sur

une classe d’équations fonctionelles”, Acta Math. 27(1903), 365–390.
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Kapitel 3

Selbstadjungierte Operatoren im
Hilbertraum

Im folgenden sei CH ein komplexer Hilbertraum.

§ 17 Unbeschränkte Operatoren

Bisher wurden nur beschränkte Operatoren A ∈ L(H) betrachtet, vgl. § 6, § 9. In H = L2(R1)
lässt sich aber z. B. A(f) = f ′

a) nur auf W 2,1(R) � H definieren, und
b) ist A nicht beschränkt, d.h. @C > 0 : ∀f ∈ W 2,1 : ∥Af∥2 ≤ C∥f∥.
Aber A ist

”
abgeschlossen“.

Def.:

1) A : D −→ H heißt linearer Operator in H :⇐⇒

(i) D ≤ H dichter Untervektorraum,

(ii) A ist linear.

Für D schreiben wir D(A); wie früher seien ker(A) = A−1(0) ≤ D und
im(A) = A(D) ≤ H. Lu(H) := {A linearer Operator}.
Vorsicht: Lu(H) ist kein Vektorraum.

2) A ∈ Lu(H) heißt abgeschlossen: ⇐⇒ der Graph von A ist abgeschlossen in H × H,
d.h. ∀(xn) ∈ D(A) mit xn −→ x, Axn −→ y in H : x ∈ D(A) und Ax = y.
La(H) :=

{
A ∈ Lu(H); A abgeschlossen

}
.

Bsp. 1) L(H) ⊂ La(H).

74



2) A : W 2,1(R1) −→ L2(R1) : f 7−→ f ′ ist abgeschlossen, denn wenn fn ∈ W 2,1 und
fn −→ f, f ′

n −→ g in L2 =⇒ g = lim
n→∞

(inL2)f ′
n = lim

n→∞
(inD′)f ′

n =
(
lim
n→∞

(inD′)fn
)′
= f ′

=⇒ f ′ = g ∈ L2 =⇒ f ∈ W 2,1, Af = g
[p = −i~A (bzw. in Rn pj = −i~ ∂

∂xj
) ist der Impulsoperator der Quantenmechanik.]

Bemerkung Für abgeschlossene Operatoren sind die Probleme
a) [d.h. A ist nur auf D(A) � H definiert] und b) [d.h. A ist nicht beschränkt]

äquivalent:
”
b)
/

=⇒ a)
/
“: A beschränkt

Satz 6.3
=⇒ ∃Â ∈ L(H) : Â

∣∣
D(A)

= A; x = lim
n→∞

xn,

xn ∈ D(A) =⇒ Âx = lim
n→∞

Axn
A abg.
=⇒ x ∈ D(A) =⇒ D(A) = H.

”
a)
/

=⇒ b)
/
“: D(A) = H und A ∈ La(H) =⇒ A beschränkt nach dem

”
Graphensatz“.

Satz 17.1 (Graphensatz bzw. Satz vom abgeschlossenen Graphen)

KX, KY seien Banachräume und A : X −→ Y linear mit abgeschlossenem Graphen (d.h.
∀(xn) ∈ XN mit xn −→ x und Axn −→ y ist Ax = y).
Dann ist A ∈ L(X,Y ), d.h. A beschränkt (⇐⇒ A stetig, Satz 6.1, S. 31).

Beweis Wie früher sei für ε > 0 Kε(x) =
{
y ∈ X; |x− y| ≤ ε

}
.

Dann ist Kε(x)
0 =

{
y ∈ X; |x− y| < ε

}
und Kε(x)0 = Kε(x) (Übung!).

a) Mn :=
{
x ∈ X; |Ax| ≤ n

}
=⇒ M1 ⊂M2 ⊂ · · · und

∪
n∈N

Mn = X. Wir zeigen zuerst:

∃x ∈ X : ∃ε > 0 : ∃n ∈ N : Kε(x) ∩Mn ⊂ Kε(x) dicht.

Annahme: Das ist falsch.
Es sei x1 = 0, ε1 = 1, n1 = 1 =⇒ K1(0) ∩M1  K1(0) =⇒ ∅ ̸= K1(0)

0 \K1(0) ∩M1 =: U1

offen =⇒ ∃x2 ∈ X : ∃0 < ε2 ≤ 1
2
: Kε2(x2) ⊂ U1;

Kε2(x2) ∩M2  Kε2(x2) =⇒ ∅ ̸= Kε2(x2)
0 \Kε2(x2) ∩M2 =: U2 offen

=⇒ ∃x3 ∈ X : ∃0 < ε3 ≤ 1
3
: Kε3(x3) ⊂ U2 etc.

=⇒ Kε1(x1) ⊃ Kε2(x2) ⊃ · · · =⇒ ∀k ≥ j : xk ∈ Kεj(xj), d.h. |xj − xk| ≤ εj ≤ 1
j
=⇒

xj C-Folge =⇒ xj −→ x ∈ X und |xj − x| ≤ εj, d.h. x ∈ Kεj(xj) ⊂ Uj−1 = Kεj−1
(xj−1)

0 \
Kεj−1

(xj−1) ∩Mj−1 =⇒ ∀j ≥ 2 : x ̸∈Mj−1 =⇒ x ̸∈
∪
n∈N

Mn = X  
[In a) wird eigentlich der

”
Satz von Baire“ bewiesen.]

b) Es sei also x0 ∈ X, ε > 0, n ∈ N mit Kε(x0) ∩Mn ⊂ Kε(x0) dicht. Dann ist auch
N1 :=

(
Kε(x0) ∩Mn)− x0 =

{
x ∈ X; |x| ≤ ε, x+ x0 ∈Mn

}
in Kε(0) dicht und

∀x ∈ N1 : |Ax| =
∣∣A(x+ x0)− Ax0

∣∣ ≤ ∣∣A(x+ x0)
∣∣︸ ︷︷ ︸

≤n

+|Ax0| ≤ C1.
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Für x ∈ N2 := N1 \Kε/2(0) gilt |x| ≥ ε
2
und daher |Ax| ≤ C1 ≤ C1 ·

2

ε︸ ︷︷ ︸
C2

·|x| = C2|x| und N2 ist

in Kε(0) \Kε/2(0) dicht.
Dann ist N3 := K ·N2 in X dicht und ∀x ∈ N3 : |Ax| ≤ C2|x|.

c) Zeige noch: ∀x ∈ X : |Ax| ≤ 2C2|x| [ =⇒ A beschränkt].

x ∈ X \ {0} sei fixiert. Da N3 in X dicht ist, ∃y1 ∈ N3 mit |x− y1| ≤
|x|
2

und |y1| ≤ |x|.

[Nehme z.B. y1 ∈ N3 mit
∣∣3
4
x− y1

∣∣ ≤ |x|
4

=⇒ |x− y1| ≤
|x|
2

und |y1| ≤ |x|]

Ebenso ∃y2 ∈ N3 mit
∣∣(x− y1)− y2

∣∣ ≤ |x|
4

und |y2| ≤ |x− y1| ≤
|x|
2

etc. · · ·

∃yn ∈ N3 mit
∣∣x− n∑

j=1

yj
∣∣ ≤ 2−n|x| und |yn| ≤

∣∣x− n−1∑
j=1

yj
∣∣ ≤ 21−n|x|.

Wenn x0 = 0, xn :=
n∑
j=1

yj, so gilt also |x−xn| −→ 0, d.h. xn −→ x und Axn ist eine C-Folge,

denn für n ≥ m ist |Axn − Axm| =
∣∣A n∑

j=m+1

yj
∣∣ ≤ ∞∑

j=m+1

|A
∈N3︷︸︸︷
yj |

b)

≤ C2

∞∑
j=m+1

|yj|

~ ≤ C2

∞∑
j=m+1

21−j|x| = C2 · 21−m|x| → 0 für m→ ∞ =⇒ ∃y ∈ Y : Axn −→ y

(A abg.)
=⇒ Ax = y = lim

n→∞
Axn und |Ax| = lim

n→∞
|Axn| = lim

n→∞
|Axn − Ax0|

~
≤ 2C2|x| �

Def.:
Für A ∈ Lu(H) und x, y ∈ D(A) sei [x, y]A := (x, y) + (Ax,Ay) und |x|A :=

√
[x, x]A .

Satz 17.2
Für A ∈ Lu gilt:

A abgeschlossen ⇐⇒
(
D(A), [ , ]A

)
ist ein Hilbertraum.

Beweis
”
=⇒“ Offenbar ist [ , ]A ein Skalarprodukt. Zum Nachweis der Vollständigkeit sei

(xn) ∈ D(A)N eine C-Folge bzgl. | · |A =⇒ (xn), (Axn) sind C-Folgen in H

=⇒ xn −→ x, Axn −→ y
(A abg.)
=⇒

Axn −→ Ax =⇒ |xn − x|2A = |xn − x|2 + |Axn − Ax|2 −→ 0 =⇒ xn −→ x bzgl. | , |A.

”
⇐=“ Seien xn ∈ D(A) mit xn −→ x und Axn −→ y in H =⇒ xn C-Folge bzgl. | · |A, d.h.
|xn − u|2 + |Axn − Au|2 −→ 0 =⇒ u = x, Au = y, d.h. x ∈ D(A), Ax = y, d.h. A ist
abgeschlossen. �

Def.:
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1) A,B ∈ Lu(H). B heißt Erweiterung von A (geschrieben A ⊂ B) ⇐⇒ D(A) ⊂ D(B)
und A = B

∣∣
D(A)

.

2) A ∈ Lu(H) heißt abschließbar ⇐⇒ ∃B ∈ La(H) : A ⊂ B
Lab(H) :=

{
A ∈ Lu(H); A abschließbar

}
.

Satz 17.3 + Def.
Es sei A ∈ Lab(H). Dann gilt:

∃1A ∈ La(H) : ∀B ∈ La(H)mit A ⊂ B : A ⊂ A ⊂ B.

A heißt Abschluss von A. Weiters ist D(A) ⊂
(
D(A), | · |A

)
dicht, d.h.

(
D(A), | · |A

)
ist die

Vervollständigung von
(
D(A), | · |A

)
.

Beweis Es sei B ∈ La(H), A ⊂ B, und D(A) := D(A) in
(
D(B), | · |B

)
und A := B

∣∣
D(A)

.

(Dann ist jedenfalls D(A) ⊂
(
D(A), | · |A

)
dicht.)

Offenbar ist A ⊂ A; weiters ist D(A) ein abgeschlossener Unterraum von
(
D(B), | · |B

)
und

daher
(
D(A), | · |A

)
vollständig (Übung 1). Also ist A ∈ La(H) nach Satz 17.2.

Wenn A ⊂ C ∈ La(H), x ∈ D(A) =⇒ ∃xn ∈ D(A) mit xn −→ x, Axn︸︷︷︸
=Cxn

−→ Ax =⇒

(C abgeschlossen) =⇒ x ∈ D(C) und Ax = Cx, d.h. A ⊂ C. �

Bsp.: A1 : D(R1) −→ L2(R1) : f 7−→ f ′ =⇒ |f |2A1
= ∥f∥22 + ∥f ′∥22 = ∥f∥2W 2,1 ;

D(R) ⊂ W 2,1(R) dicht (Satz 5.2) =⇒ A1 = A : W 2,1(R) −→ L2(R) : f 7−→ f ′.

Lemma 17.1 + Def.
Für A ∈ Lu(H) sei D(A∗) :=

{
y ∈ H; ∃y1 ∈ H : ∀x ∈ D(A) : (Ax, y) = (x, y1)

}
und

A∗ : D(A∗) −→ H : y 7−→ y1. Dann ist A∗ wohldefiniert (d.h. y1 durch y eindeutig bestimmt)
und heißt wieder adjungierter Operator.

Beweis Wenn ∀x ∈ D(A) : (x, y1) = (x, ỹ1), so ist y1 − ỹ1 ∈ D(A)⊥ = {0}, da D(A) ⊂ H
dicht. �

Vorsicht: 1) Beachte, dass für A ∈ Kn×n der adjungierte Operator A∗ = AT = (aji)i,j=1,··· ,n
NICHTS mit der adjungierten Matrix Aad =

(
(−1)i+j det (A/j /i)

)
i,j

zu tun hat.

2) Im Allgemeinen ist D(A∗) ⊂ H nicht dicht, d.h. A∗ ̸∈ Lu(H).
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Satz 17.4
Für A ∈ Lu(H) gilt:

a) D(A∗) ≤ H Untervektorraum, A∗ linear;

b) A ⊂ B =⇒ A∗ ⊃ B∗;

c) A ∈ Lab(H) =⇒ A∗ = (A)∗.

Beweis Übungen 53 und 54.

Def.:

1) A ∈ Lu(H) heißt symmetrisch ⇐⇒ ∀x, y ∈ D(A) : (Ax, y) = (x,Ay);
Ls(H) :=

{
A ∈ Lu(H); A symmetrisch

}
.

2) A ∈ Lu(H) heißt selbstadjungiert (sa.)⇐⇒ A∗ = A; Lsa(H) :=
{
A ∈ Lu(H); A sa.

}
.

Satz 17.5

1) Für A ∈ Lu(H) gilt:
A symmetrisch ⇐⇒ A ⊂ A∗ ⇐⇒ ∀x ∈ D(A) : (Ax, x) ∈ R

2) Lsa(H) ⊂ Ls(H) ⊂ Lab(H).

3) A ∈ Ls(H) =⇒ A ∈ Ls(H);
A ∈ Lsa(H) =⇒ A = A, d.h. Lsa(H) ⊂ La(H);
A ∈ Lsa(H), A ⊂ B, B ∈ Ls(H) =⇒ A = B, d.h. ein sa. Operator lässt sich nicht
symmetrisch erweitern.

Bild

L(H)

La

Lsa

Ls

Lab

Lu
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Beweis 1) A symmetrisch ⇐⇒ ∀x, y ∈ D(A) : (Ax, y) = (x,Ay) ⇐⇒ A ⊂ A∗;
A ∈ Ls(H) =⇒ ∀x ∈ D(A) : (Ax, x) = (x,Ax) = (Ax, x), d.h. (Ax, x) ∈ R.
Umgekehrt, wenn ∀x ∈ D(A) : (Ax, x) ∈ R =⇒ ∀x, y ∈ D(A) : R ∋

(
A(x + y), x + y

)
=

(Ax, x) + (Ay, y)︸ ︷︷ ︸
∈R

+(Ax, y) + (Ay, x) =⇒ Im(Ax, y) = −Im(Ay, x) = Im(x,Ay) und

Re(Ax, y) = −Im(Ax, iy) = −Im(x,Aiy) = Re(x,Ay).
2) Lsa(H) ⊂ Ls(H) nach 1); A ∈ Ls(H) =⇒

1)
A ⊂ A∗; A∗ ist abgeschlossen, denn

yn ∈ D(A∗), yn −→ y, A∗yn −→ w in H =⇒ ∀x ∈ D(A) : (Ax, yn)︸ ︷︷ ︸
→(Ax,y)

= (x,A∗yn)︸ ︷︷ ︸
→(x,w)

=⇒ (Ax, y) = (x,w) =⇒ y ∈ D(A∗), A∗y = w. Also ist A ⊂ A ⊂ A∗.
3) a) A ∈ Ls(H), x, y ∈ D(A), xn, yn ∈ D(A) mit xn −→ x, yn −→ y in

(
D(A), | · |A

)
=⇒

(Ax, y) = lim
n→∞

(Axn, yn) = lim
n→∞

(xn, Ayn) = (x,Ay), d.h. A ∈ Ls(H).

b) A ∈ Lsa(H) =⇒
2)

A ⊂ A ⊂ A∗ = A =⇒ A ∈ La(H)

c) A ∈ Lsa, A ⊂ B, B ∈ Ls =⇒ A∗ = A ⊃ B∗ ⊃ B =⇒ A = B �

Bsp.: B1 = i
d

dx
: D(R1) −→ L2(R1) ist symmetrisch, denn (if ′, g) =

∫
if ′(x)g(x) dx =

partiell

−i

∫
f(x)g′(x) dx = (f, ig′). Daher ist B = B1 = i

d

dx
: W 2,1 −→ L2 (vgl. Bsp. in S. 77) auch

symmetrisch nach Satz 17.5, 3). B ist sogar sa., denn wenn
g ∈ D(B∗) =⇒ ∃g1 ∈ L2 : ∀f ∈ D(B) = W 2,1 : (Bf, g) = (f, g1), d.h.∫

if ′g dx =

∫
fg1 dx =⇒ ∀φ ∈ D :

iTg(φ
′)︸ ︷︷ ︸

−i(Tg)′(φ)

= Tg1(φ)

 =⇒ −ig ′ = g1 in D′(R1)

=⇒ g′ = −ig1 ∈ L2(R1) =⇒ g ∈ W 2,1 = D(B) =⇒ D(B∗) = D(B) =⇒ B∗ = B.

Wir wollen nun Bedingungen angeben, unter denen symmetrische Operatoren sa. sind. Zuerst

Lemma 17.2
Für A ∈ Ls(H), λ ∈ C, gilt:

1) (A− λI)∗ = A∗ − λI;

2) im(A− λI)⊕ ker(A∗ − λI) ≃ H : (x; y) 7−→ x+ y (vgl. S. 67)

3) ∀x ∈ D(A) :
∣∣(A− λI)x

∣∣ ≥ |Imλ| · |x| (vgl. S. 67)
[wobei A− λI : D(A) −→ H : x 7−→ Ax− λx etc.]
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Beweis 1) x ∈ D(A), y ∈ D(A∗) =⇒ (Ax, y) = (x,A∗y)
=⇒

(
(A− λI)x, y

)
=
(
x, (A∗ − λI)y

)
=⇒ (A− λI)∗ ⊃ A∗ − λI.

Ebenso gilt umgekehrt für y ∈ D
(
(A − λI)∗

)
, dass

(
(A − λI)x, y

)
=
(
x, (A − λI)∗y

)
, d.h.

(Ax, y) =
(
x, (A− λI)∗y + λy

)
=⇒ A∗ ⊃ (A− λI)∗ + λI =⇒ A∗ − λI ⊃ (A− λI)∗.

2) y ∈ ker(A∗ − λI)
1)⇐⇒ y ∈ ker

(
(A − λI)∗

)
⇐⇒ ∀x ∈ D(A) :

(
(A − λI)x, y

)
= 0 ⇐⇒ y ∈

im(A− λI)⊥ = im(A− λI))
⊥
. Verwende dann Satz 8.2.

3) x ∈ D(A) =⇒ |Ax− λx|2 = |Ax|2−(Ax, λx)− (λx,Ax)︸ ︷︷ ︸
−2 Re(Ax, λx)︸ ︷︷ ︸

(Reλ) · (Ax, x)︸ ︷︷ ︸
∈ R

+ |λ|2︸︷︷︸
(Reλ)2+(Imλ)2

|x|2

Weiters ist 2|Reλ| ·
∣∣(Ax, x)∣∣ ≤ 2|Reλ| · |x| · |Ax| ≤ (Reλ)2|x|2 + |Ax|2 (weil 2ab ≤ a2 + b2)

=⇒ |Ax− λx|2 ≥ |Ax|2 −
[
(Reλ)2|x|2 + |Ax|2

]
+ |λ|2 |x|2 = (Imλ)2|x|2. �

Satz 17.6
Es sei A ∈ Ls(H).

1) (Hellinger–Töplitz) D(A) = H =⇒ A ∈ L(H) ∩ Lsa(H).

2) ∃λ ∈ C : A− λI, A− λI surjektiv =⇒ A ∈ Lsa(H).

Beweis 1) A ∈ Ls(H) ⊂ Lab(H) =⇒ A ⊂ A, A ⊂ A∗;
D(A) = H =⇒ A = A = A∗ =⇒

Satz 17.1
A ∈ Lsa(H) und A ∈ L(H)

2) A− λI : D(A) −→ H ist surjektiv und wegen ker(A− λI) ⊂ ker(A∗ − λI)
=

L. 17.2,2)
im(A− λI)⊥ = H⊥ = {0} auch injektiv.

Wenn x ∈ D(A∗), y := (A∗ − λI)x, z := (A− λI)−1y =⇒ y = (A− λI)z
=

(A⊂A∗)
(A∗ − λI)z =⇒ x− z ∈ ker(A∗ − λI) = {0} =⇒ x = z ∈ D(A), d.h.

D(A∗) ⊂ D(A) =⇒ A∗ = A �

Satz 17.7
Für A ∈ Ls(H) gilt

A ∈ Lsa(H) ⇐⇒ ∀λ ∈ C \ R : A− λI : D(A) −→ H

ist bijektiv und (A− λI)−1 ∈ L(H) (d.h. stetig).

Beweis
”
⇐=“ gilt nach Satz 17.6, 2).

”
=⇒“ Es sei λ ∈ C \R. Aus Lemma 17.2, 3),2) folgt ker(A− λI) = 0, H = im(A− λI) und
(A− λI)−1 : im(A− λI) −→ H ist stetig. x ∈ H, xn ∈ im(A− λI) mit xn −→ x =⇒
yn = (A− λI)−1xn C-Folge =⇒ yn −→ y,
Ayn = xn + λyn −→ x+ λy =⇒

A abg.
y ∈ D(A) und Ay = x+ λy =⇒ x ∈ im(A− λI). �
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Satz 17.8 (F. Rellich 1939,
”
Kriterium von Kato“)

Es sei A ∈ Lsa(H), B ∈ Ls(H), D(A) ⊂ D(B) und

∃0 ≤ δ < 1 : ∃c ≥ 0 : ∀x ∈ D(A) : |Bx| ≤ δ|Ax|+ c|x|.

Dann ist auch A+B ∈ Lsa(H). [Hierbei ist A+B : D(A) −→ H : x 7−→ Ax+Bx.]

Beweis a) Nach Satz 17.7 ist (A− itI)−1 ∈ L(H) für t ∈ R∗ =⇒
A+B−itI =

(
I+B(A−itI)−1

)
·(A−itI) =⇒ im(A+B−itI) = im

(
I+B(A−itI)−1

)
=: Xt.

Nach Satz 17.6 ist zu zeigen: ∃t ∈ R∗ : Xt = X−t = H. Nach Satz 6.6 genügt es zu zeigen,
dass

∃t ∈ R∗ : B(A± itI)−1 ∈ L(H),
∥∥B(A± itI)−1

∥∥ < 1

(denn dann ist −1 ∈ ϱ
(
B · (A± itI)−1

)
=⇒ X±t = H).

b) Idee: |t| → ∞ =⇒ “B · (A− itI)−1 ≈ 0”.

Exakt: x ∈ H =⇒
L. 17.2, 3)

∣∣(A− itI)−1x
∣∣ ≤ 1

|t|
|x| und

∣∣B (A− itI)−1x︸ ︷︷ ︸
y

∣∣ ≤ δ|Ay|+ c|y|︸︷︷︸
≤ c

|t| |x|

;

∣∣(A− itI)y
∣∣2 =

↑
vgl. S. 80 oben

|Ay|2 + |t|2|y|2 ≥ |Ay|2

=⇒ |Ay| ≤
∣∣(A− itI)y

∣∣ = |x|

=⇒
∣∣B(A− itI)−1x

∣∣ ≤ (δ + c

|t|

)
|x| = C|x| mit 0 ≤ C < 1 für |t| groß genug =⇒

=⇒ B(A− itI)−1 ∈ L(H) und
∥∥B(A− itI)−1

∥∥ ≤ C < 1 für großes |t|. �

Bsp.: 1) A :
{
f ∈ L2(Rn); xjf ∈ L2(Rn)

}
−→ L2(Rn) : f 7−→ xjf =⇒ A ∈ Ls

(
L2(Rn)

)
;

A ist sa. nach Satz 17.6, 2), denn λ ∈ C \R =⇒ A− λI ist surjektiv, da für f ∈ L2(Rn) gilt

g =
f

xj − λ
∈ D(A) und (A−λI)g = f. [Das sind die Ortsoperatoren der Quantenmechanik.]

2) B : D(A) −→ L2(Rn) : f 7−→
√

|xj| · f =⇒ B ∈ Ls
(
L2(Rn)

)
, ∀f ∈ D(A) : ∥Bf∥2 =

=

∫
|xj| ·

∣∣f(x)∣∣2 dx ≤
Hölder

[∫
|xj|2

∣∣f(x)∣∣2 dx · ∫ ∣∣f(x)∣∣2 dx]1/2 = ∥Af∥ · ∥f∥

=⇒ ∥Bf∥ ≤
√
∥Af∥ · ∥f∥ ≤ 1

2

(
∥Af∥+ ∥f∥

)
=⇒
Kato

A+B sa.

(was natürlich auch Satz 17.6 zeigt).
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Satz 17.9
A ∈ L(H) ∩ Ls(H) =⇒ ∥A∥ = sup

|x|≤1

∣∣(Ax, x)∣∣.
Beweis M := sup

|x|≤1

∣∣(Ax, x)∣∣︸ ︷︷ ︸ ≤ ∥A∥;

≤ |Ax|︸︷︷︸ ·|x|
≤ ∥A∥ · |x|

andererseits ist für x, y ∈ H

Re(Ax, y) =
1

2

[
(Ax, y) + (Ax, y)︸ ︷︷ ︸ ]

(y, Ax) =
A sym.

(Ay, x)

=
1

4

[
(A(x+ y), x+ y)−

(
A(x− y), x− y

)]
=⇒ ∀x, y ∈ H mit |x|, |y| ≤ 1 :∣∣Re(Ax, y)∣∣ ≤ 1

4

[∣∣(A(x+ y), x+ y
)∣∣+ ∣∣(A(x− y), x− y

)∣∣]
≤
~

1

4
M
[
|x+ y|2 + |x− y|2

]
=
M

2

(
|x|2 + |y|2

)
≤M

=⇒ ∥A∥2 = sup
|x|≤1

(Ax,Ax) = sup
|x|≤1
Ax ̸=0

(
Ax,

Ax

|Ax|︸︷︷︸
y

)
︸ ︷︷ ︸

≤M

· |Ax|︸︷︷︸
≤∥A∥

≤M · ∥A∥ =⇒ ∥A∥ ≤M.

(~ weil ∀u ∈ H :
∣∣(Au, u)∣∣ =

falls u ̸=0

∣∣∣∣(A u

|u|
,
u

|u|

)∣∣∣∣ · |u|2 ≤M · |u|2) �
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§ 18 Das Spektrum von selbstadjungierten Operatoren

Def.:
Für A ∈ Lu(H) heißt (wie in S. 33, 67) ϱ(A) :=

{
λ ∈ C; A− λI : D(A) −→ H bijektiv,

(A− λI)−1 ∈ L(H)
}
Resolventenmenge, σ(A) := C \ ϱ(A) Spektrum und

σp(A) =
{
λ ∈ C; ∃x ∈ D(A) \ {0} : Ax = λx

}
Punktspektrum.

Bemerkung Die folgenden 2 Beispiele zeigen, dass das Spektrum für nicht sa. Operatoren
nicht sehr aussagekräftig ist.

Bsp.: 1)H = L2
(
(0, 1)

)
, A : W 2,1

(
(0, 1)

)
−→ H : f 7−→ if ′. Dann ist A NICHT symmetrisch,

denn für f, g ∈ C
1(
(0, 1)

)
⊂ W 2,1

(
(0, 1)

)
gilt

(Af, g) =

1∫
0

if ′(t) · g(t) dt = i
(
f(1)g(1)− f(0)g(0)

)︸ ︷︷ ︸
i.A. ̸=0 (z.B. für f(t)=g(t)=t)

+

1∫
0

f(t) i g′(t) dt

︸ ︷︷ ︸
(f,Ag)

.

Weiters ist σ(A) = σp(A) = C, da Ae−iλt = λe−iλt.

2) Es ist W 2,1
(
(0, 1)

)
⊂ C

0(
(0, 1)

)
, da f ∈ W 2,1

(
(0, 1)

)
=⇒ f ′ ∈ L2

(
(0, 1)

)
⊂ L1

(
(0, 1)

)
(vgl. Üb. 14) =⇒ f(x) =

x∫
0

f ′(t) dt+ const ∈ C
(
[0, 1]

) ∼= C
0(
(0, 1)

)
.

Wenn wir B :
{
f ∈ W 2,1

(
(0, 1)

)
; f(0) = 0

}
−→ H : f 7−→ if ′ setzen, so ist B ⊂ A und

σ(B) = {}, denn Rλ : H −→ D(B) : f 7−→ −i

x∫
0

e−iλ(x−t)f(t) dt erfüllt (B − λI)Rλ =

Rλ(B − λI) = I für λ ∈ C (s. Übung 59).

Bemerkung Für λ ∈ σ(A) \ σp(A) gibt es zwar kein x ̸= 0 mit (A − λI)x = 0, aber eine

”
Weylsche Folge“.

Def.:
Es sei A ∈ Lu(H), λ ∈ C. (xn) ∈ D(A)N heißt Weylsche Folge zu λ⇐⇒

(i) {xn; n ∈ N} beschränkt,

(ii) {xn; n ∈ N} nicht präkompakt,

(iii) (A− λI)xn → 0.

Lemma 18.1
Es sei A ∈ Lsa(H). Dann gilt
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1) C \ R ⊂ ϱ(A) und
∥∥(A− λI)−1

∥∥ ≤ 1

|Imλ|
für λ ∈ C \ R

2) a) λ ∈ σp(A) ⇐⇒ im (A− λI) ̸= H

b) λ ∈ σ(A) \ σp(A) ⇐⇒ im(A− λI) � im(A− λI) = H

c) λ ∈ ϱ(A) ⇐⇒ im(A− λI) = H

3) λ ∈ σ(A) \ σp(A) =⇒ ∃ Weylsche Folge zu λ

4) λ1 ̸= λ2 ∈ σp(A), Axi = λixi =⇒ (x1, x2) = 0

Beweis 1) folgt aus Satz 17.7 und L. 17.2, 3).
2) a) im(A− λI) ̸= H ⇐⇒

L. 17.2, 2)
ker( A∗︸︷︷︸

=A

−λI) ̸= {0} ⇐⇒ λ ∈ σp(A) ⇐⇒
1)

λ ∈ σp(A).

b) A ∈ Lsa(H) =⇒ A abg. =⇒ A − λI abg., d.h. der Graph von A − λI ist in H × H
abgeschlossen =⇒ der Graph von (A−λI)−1 : im(A−λI) −→ H ist in H×H abgeschlossen,
falls λ ̸∈ σp(A). Nach dem Graphensatz ist dann (A − λI)−1 ∈ L(H) falls λ ̸∈ σp(A) und

im(A− λI) = H. Somit: λ ∈ σ(A) \ σp(A) =⇒ im(A− λI) � im(A− λI) = H.

”
⇐=“ folgt aus a). c) folgt aus a) und b).

3) λ ∈ σ(A) \ σp(A)
2)
=⇒ (A − λI)−1 ∈ La(H), D

(
(A − λI)−1

)
= im(A − λI) ̸= H =⇒

(vgl. S. 75) =⇒ (A− λI)−1 unbeschränkt =⇒
=⇒ ∀n ∈ N : ∃yn ∈ im(A− λI) :

∣∣(A− λI)−1yn
∣∣ > n|yn|.

Setze xn =
(A− λI)−1yn∣∣(A− λI)−1yn

∣∣ =⇒
∣∣(A− λI)xn

∣∣ = |yn|∣∣(A− λI)−1yn
∣∣ < 1

n
→ 0 und |xn| = 1 und

{xn;n ∈ N} ist nicht präkompakt, denn sonst ∃ Teilfolge xnj
−→ x =⇒

|x| = lim
j→∞

|xnj
| = 1, (A − λI)xnj

→ 0 =⇒ Axnj
−→ λx =⇒

A abg.
x ∈ D(A) \ {0}, Ax = λx  

zu λ ̸∈ σp(A).
Also ist (xn) eine Weylsche Folge zu λ.
4) λ1(x1, x2) = (Ax1, x2) = (x1, Ax2) = λ2(x1, x2) = λ2(x1, x2) (da σ(A) ⊂ R) =⇒
(x1, x2) = 0 wenn λ1 ̸= λ2. �

Wir wollen σ(A) nun neu einteilen:

Satz 18.1 + Def.
Es sei A ∈ Lsa(H). Dann gilt:

1) σess(A) := {λ ∈ C; ∃ Weylsche Folge zu λ} ⊂ σ(A).
σess(A) heißt essentielles Spektrum von A.

2) σd(A) := σ(A) \ σess(A) ⊂
{
λ ∈ σp(A); λ Eigenwert endlicher Vielfachheit, d.h.

dim ker(A− λI) <∞
}
.

σd(A) heißt diskretes Spektrum von A.
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Bemerkung In S. 101 werden wir sehen, dass σd(A) =
{
λ ∈ σp(A);

dim ker(A− λI) <∞∧ ∃δ > 0 : (λ− δ, λ+ δ) ∩ σ(A) = {λ}
}
. Davon kommt der Name.

Symbolbild:

s(A)

s_ess s_d r(A)

s_p

R

PSfrag replacements

σess
σd

ϱ(A)
σ(A)

σp

Beweis 1) Es sei λ ∈ σess(A) und xn eine Weylsche Folge.
Annahme: λ ̸∈ σ(A) =⇒ (A− λI)−1 ∈ L(H) =⇒
|xn| =

∣∣(A−λI)−1(A−λI)xn
∣∣ ≤ C

∣∣(A−λI)xn
∣∣→ 0 =⇒  zu {xn;n ∈ N} nicht präkompakt.

2) a) Nach Lemma 18.1, 3) ist σd(A) ⊂ σp(A)
b) Für λ ∈ C ist Vλ := ker(A−λI) ≤ H abg. (vgl. Lemma 17.2, 2)). Wenn dimVλ = ∞ =⇒
∃ ON-System {xn;n ∈ N} in Vλ =⇒ (xn) ist Weylsche Folge zu λ =⇒ λ ̸∈ σd(A). �

Lemma 18.2
Es sei A ∈ Lsa(H) und λ ∈ σp(A) mit dim ker(A− λI) <∞.

Weiters sei H1 := im(A− λI) ≤ H, D(Ã) := D(A) ∩H1, und Ã := A|D(Ã).

Dann ist Ã ∈ Lsa(H1) und σess(Ã) = σess(A).

Beweis a) ∀x ∈ D(Ã) : Ãx = (A− λI)x+ λx ∈ H1 =⇒ Ã : D(Ã) −→ H1.

b) A = A∗, λ ∈ σp(A) ⊂ R
L. 17.2, 2)
=⇒ H ≃ H1 ⊕ ker(A− λI) : x 7−→ (pr1x; pr2x);

ker(A− λI) ⊂ D(A) =⇒ ∀x ∈ D(A) : pr1x = x− pr2x ∈ D(Ã).
Daher ist D(Ã) ⊂ H1 dicht, denn x ∈ H1, xn ∈ D(A) mit xn −→ x =⇒
pr1xn ∈ D(Ã), pr1xn −→ pr1x = x.
c) ∀x, y ∈ D(Ã) : (Ãx, y) = (x, Ãy) =⇒ Ã ∈ Ls(H1).
d) t ∈ R \ {0} =⇒

Satz 17.7
im(A− itI) = H =⇒ im

(
pr1 ◦ (A− itI)

)
= H1;

x ∈ D(A) =⇒ pr1x ∈ D(Ã), Ax = Ãpr1x︸ ︷︷ ︸
∈H1

+ Apr2x︸ ︷︷ ︸
λpr2x∈H⊥

1

=⇒ pr1 ◦ A(x) = Ã ◦ pr1(x) =⇒
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H1 = im(pr1 ◦ (A− itI)
)
= im

(
(Ã− itI) ◦ pr1

)
= im(Ã− itI) =⇒

Satz 17.6
Ã ∈ Lsa(H1)

e) µ ∈ σess(Ã) =⇒ ∃ Weylsche Folge (xn) ∈ D(Ã)N zu µ und Ã =⇒ (xn) Weylsche Folge
zu µ und A =⇒ µ ∈ σess(A)
f) µ ∈ σess(A) =⇒ ∃ Weylsche Folge (xn) ∈ D(A)N zu µ und A =⇒ (pr1xn) ∈ D(Ã)N ist
beschränkt, (A− µI) xn︸︷︷︸

pr1xn+pr2xn

= (Ã− µI)(pr1xn)︸ ︷︷ ︸
∈H1

+(A− µI)(pr2xn)︸ ︷︷ ︸
(λ−µ)pr2xn∈H⊥

1

→ 0 =⇒

(Ã− µI)pr1xn → 0
Annahme: {pr1xn;n ∈ N} ist präkompakt =⇒
∀ε > 0 : ∃ endliches ε

2
-Netz {y1, · · · , yn} ⊂ H1;

{pr2xn;n ∈ N} ist beschränkt, dim ker(A− λI) <∞ =⇒
∃ endliches ε

2
-Netz {z1, · · · , zM} ⊂ ker(A − λI) =⇒ {yi + zj; 1 ≤ i ≤ N, 1 ≤ j ≤ M}

endliches ε-Netz zu {xn;n ∈ N} =⇒  zu (xn) Weylsche Folge.
Also ist pr1xn eine Weylsche Folge zu λ, Ã =⇒ λ ∈ σess(Ã). �

Satz 18.2
Sei A ∈ L(H) ∩ Ls(H)

(
= L(H) ∩ Lsa(H)

)
. Dann gilt

1) σ(A) ⊂
[
−∥A∥, ∥A∥

]
;

2) σ(A) ̸⊂
(
−∥A∥, ∥A∥

)
, d.h. ∥A∥ ∈ σ(A) ∨ −∥A∥ ∈ σ(A).

Beweis 1) folgt aus Lemma 18.1, 1) und Satz 6.6.
2) Nach Satz 17.9 ist ∥A∥ = sup

|x|=1

∣∣(Ax, x)∣∣ =⇒ ∃xn ∈ H mit |xn| = 1 und∣∣ (Axn, xn)︸ ︷︷ ︸
∈R

∣∣ −→ ∥A∥;

bei Übergang zu einer Teilfolge gilt sogar (Axn, xn) −→ ε∥A∥ für ein ε ∈ {1,−1}.

0 ≤
∣∣Axn−ε∥A∥xn∣∣2 = |Axn|2︸ ︷︷ ︸

≤∥A∥2

−2ε∥A∥(Axn, xn)+∥A∥2 |xn|2︸︷︷︸
1

≤ 2∥A∥2−2ε∥A∥ (Axn, xn)︸ ︷︷ ︸
→ε∥A∥

→ 0

=⇒
(
A− ε∥A∥I

)
xn → 0

1. Fall {xn;n ∈ N} nicht präkompakt =⇒ (xn) Weylsche Folge zu ε∥A∥

=⇒ ε∥A∥ ∈ σess(A) ⊂ σ(A)

2. Fall {xn;n ∈ N} präkompakt =⇒ ∃ Teilfolge xnj
−→ x ∈ H

=⇒ |x| = 1,
(
A− ε∥A∥I

)
x = 0 =⇒ ε∥A∥ ∈ σp(A) ⊂ σ(A)

�

Bemerkung KSatz 7.6 ∈ L(H) \ Ls(H) und ±∥K∥ ̸∈ σ(K) = {0}
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Satz 18.3 / 18.4
Sei dimH = ∞ und A ∈ L(H) ∩ Ls(H). Dann gilt:

1) A kompakt ⇐⇒ σess(A) = {0};

2) Wenn A kompakt ist, so ist

a) σ(A) abzählbar und hat höchstens den Häufungspunkt 0 und ∀λ ∈ σ(A) \ {0} :
dim ker(A− λI) <∞;

b) ∃ ONB S ⊂ H bestehend aus Eigenvektoren von A; wenn für e ∈ S Ae = λee,
λe ∈ σp(A), so ist Ax = A

(∑
e∈S

(x, e)e
)
=
∑
e∈S

(x, e) · λe · e.

Beweis 2) a) folgt aus Satz 11.2, S. 68.
2) b) Nach Lemma 18.1, 4) sind die Eigenräume zu verschiedenen Eigenwerten orthogonal.
Für λ ∈ σp(A) sei Sλ eine ONB in ker(A−λI) und S :=

∪
λ∈σp(A)

Sλ =⇒ S ist ein ON-System.

Es bleibt noch zu zeigen, dass S eine ONB ist, d.h. dass H1 := S⊥ = {0} (vgl. Lemma 8.4).
∀x ∈ H1 : ∀e ∈ Sλ : (Ax, e) = (x,Ae) = (x, λe) = 0 =⇒ ∀x ∈ H1 : Ax ∈ H1 =⇒
Ã = A|H1 ∈ L(H1) und Ã ∈ Lsa(H1) ∩ Com(H1).
1. Fall ∥Ã∥ > 0 =⇒

Satz 18.2
λ = ∥Ã∥ ∈ σ(Ã) oder λ = −∥Ã∥ ∈ σ(Ã) =⇒

Satz 11.2, 1)
λ ∈ σp(Ã) =⇒

H1 ∩ ker(A− λI) ̸= {0} =⇒  zu H1 ⊥ ker(A− λI)
2. Fall Ã = 0 =⇒ H1 ⊂ kerA; H1 ⊥ kerA =⇒ H1 = {0}.
[Der Rest in 2) b) ist klar, da x =

∑
e∈S

(x, e)e in H konvergiert (vgl. Lemma 8.3) =⇒

Ax =
∑
e∈S

(x, e) Ae︸︷︷︸
λee

.]

1) a) Es sei A kompakt. Wir zeigen σess(A) ⊂ {0}.
Annahme 0 ̸= λ ∈ σess(A)

(xn) sei eine Weylsche Folge zu λ =⇒
A∈Com(H)

{Axn;n ∈ N} präkompakt, d.h. ∀ Teilfolge Axnj
: ∃

konvergente Teilteilfolge Axnjk
; Axn−λxn → 0 =⇒ λxnjk

konvergent =⇒
λ ̸=0

xnjk
konvergent.

Daher hat jede Teilfolge xnj
eine konvergente Teilteilfolge xnjk

=⇒  zu {xn;n ∈ N} nicht
präkompakt.
1) b) Es sei A kompakt. Wir zeigen 0 ∈ σess(A).

dimH = ∞ =⇒ CardS ≥ ℵ0; für λ ∈ σ(A) \ {0} ist dim ker(A− λI) <∞.
Daher haben wir 2 Fälle:
1. Fall #σ(A) <∞ =⇒ dimkerA = ∞ =⇒

Satz 18.1, 2)
0 ∈ σess(A) oder

2. Fall #σ(A) = ∞ =⇒ ∃λn ∈ σ(A), n ∈ N, paarweise verschieden =⇒
2)

λn → 0;

wenn en ∈ S mit Aen = λnen =⇒ en ON-System und
Aen = λnen → 0 =⇒ (en) ist Weylsche Folge zu 0 =⇒ 0 ∈ σess(A).
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1) c) Es sei nun σess(A) = {0}. Wir zeigen, dass A ∈ Com(H), d.h. A(M) präkompakt,

wenn M :=
{
x ∈ H; |x| ≤ 1

}
, d.h. ∀ε > 0 : ∃ endliches ε-Netz zu A(M).

α) σ(A) hat höchstens den Häufungspunkt 0, denn wenn 0 ̸= λn ∈ σ(A) paarweise verschie-
den mit λn −→ λ ̸= 0 =⇒ λn ∈ σp(A) =⇒ ∃xn ∈ H : Axn = λnxn, |xn| = 1 =⇒

L. 18.1, 4)
xn

ON-System, (A − λI)xn = (λn − λ)xn → 0 =⇒ xn ist Weylsche Folge zu λ −→  zu
λ ̸∈ σess(A).
β) Sei ε > 0 und H1 :=

∑
λ∈σ(A)

|λ|>ε/2

ker(A − λI). Dann ist dimH1 < ∞ (nach Satz 18.1, 2)

und Ã = A|H2 : H2 := H⊥
1 −→ H2 und Ã ∈ L(H2) ∩ Ls(H2) =⇒ entweder Ã = 0 oder

±∥Ã∥ ∈ σp(Ã) ⊂ σp(A) (nach Satz 18.2 und wie in S. 87) =⇒
H2 ∩ ker

(
A−

(
±∥Ã∥

)
I
)
̸= {0} =⇒ ∥Ã∥ ≤ ε

2
.

γ) Sei {y1, · · · , yN} ein endliches ε
2
-Netz zu A(H1∩M); H ≃ H1⊕H2 : x 7−→ (pr1x; pr2x) =⇒

∀x ∈M : Ax = A(pr1x) + A(pr2x),

∃j :
∣∣A(pr1x)− yj

∣∣ ≤ ε

2
,

∣∣A(pr2x)︸ ︷︷ ︸
=Ã(pr2x)

∣∣ ≤ ε

2
|pr2x|︸ ︷︷ ︸
≤|x|

≤ ε

2

=⇒ |Ax− yj| ≤ ε =⇒ {y1, · · · , yN} ist ε-Netz zu A(M). �

Bsp. ∅ ̸= Ω ⊂ Rn offen, K(x, y) ∈ L2(Ω× Ω) mit ∀x, y ∈ Ω : K(x, y) = K(y, x) =⇒
K ∈ Com

(
L2(Ω)

)
und K = K∗ (vgl. Satz 7.5, S. 40) =⇒ Satz 18.3/4 ist anwendbar.

Wenn {fj; j ∈ N} eine ONB aus
”
Eigenfunktionen“, d.h. mit Kfj = λjfj ist, so ist also

Kf =
∞∑
j=1

∫
Ω

f(x)fj(x) dx · λjfj, und für λ ∈ C \ σ(K), d.h. λ ∈ C∗ \ {λj; j ∈ N} ist

f = (K − λI)−1g =
∞∑
j=1

∫
Ω

g(x)fj(x) dx ·
1

λj − λ
· fj

die Lösung der Fredholmschen Integralgleichung

∫
Ω

K(x, y)f(y) dy − λf(x) = g(x).
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§ 19 Spektralscharen und Spektraloperatoren

Motivation
Wenn A : Cn −→ Cn selbstadjungiert ist (d.h. A = A∗ bzw. ∀z, w ∈ Cn : (Az,w) = (z, Aw),
d.h.

∑
i,j

aijzjwi =
∑
i,j

zjajiwi bzw. ∀i, j : aij = aji bzw. A = AT (die Matrix A wird

dann oft als
”
hermitesch“ bezeichnet)), so gilt (siehe lineare Algebra): ∃ ONB e1, · · · , en

aus EVen von A, d.h. Aei = λiei, und die Eigenwerte λi sind reell. Wenn µ1 < · · · < µr

die verschiedenen unter den Eigenwerten λi sind, x ∈ Cn =⇒ Ax = A
( n∑
i=1

(x, ei)ei
)
=

n∑
i=1

(x, ei)λiei =
r∑
j=1

µjPj(x), wobei Pj(x) =
∑

λi=µj

(x, ei)ei der Projektor auf den Eigenraum

ker(A − µjI) zum Eigenwert µj ist. Dann ist Am =
r∑
j=1

µmj Pj und φ(A) :=
r∑
j=1

φ(µj)Pj kann

für stetiges φ : R −→ C definiert werden.
Für dimH = ∞ hat A im Allgemeinen zu wenig Eigenwerte, aber die Darstellung A =

r∑
j=1

µjPj gilt allgemeiner als
”
Riemann-Stieltjes-Integral“ A =

∞∫
−∞

λ dEλ für A ∈ Lsa(H)

(
”
Spektralsatz“, s. § 20).

Def.:
Die Abbildung E : R −→ L(H) heißt Spektralschar ⇐⇒ ∀λ ∈ R : Eλ ist Projektor und

a) ∀λ, µ ∈ R : EλEµ = EµEλ = Emin{λ,µ}

b) ∀x ∈ H : lim
λ→−∞

Eλx = 0, lim
λ→∞

Eλx = x

c) ∀λ ∈ R : ∀x ∈ H : lim
µ↗λ

Eµx = Eλx

Bezeichnung Für eine Spektralschar E sei Hλ := im(Eλ) = ker(Eλ − I) ≤ H abg. (vgl.
S. 55).

Lemma 19.1
Hλ ≤ H seien abgeschlossen für λ ∈ R und Eλ := Projektor zu Hλ.
Dann gilt: E Spektralschar ⇐⇒

a) ∀λ ≤ µ : Hλ ⊂ Hµ

b)
∩
λ∈R

Hλ = {0},
∪
λ∈R

Hλ = H

c) ∀λ ∈ R :
∪
µ<λ

Hµ = Hλ

89



In diesem Fall gilt für λ ≤ µ : Eµ − Eλ = Projektor zu Hµ ∩ (Hλ)⊥.

Beweis
”
=⇒ “ a) λ ≤ µ =⇒ Hλ = imEλ = im(EµEλ) ⊂ imEµ = Hµ.

b) x ∈ H =⇒ x = lim
λ→∞

Eλx ∈
∪
λ∈R

Hλ; x ∈
∩
λ∈R

Hλ =⇒ x = lim
λ→−∞

x = lim
λ→−∞

Eλx = 0

c) x ∈ Hλ =⇒ x = Eλx = lim
µ↗λ

Eµx︸︷︷︸
∈Hµ

∈
∪
µ<λ

Hµ.

”
⇐=“ a) λ ≤ µ, H ⊃ Hµ ⊃ Hλ, x ∈ H =⇒ x = x1 + x2 mit x1 ∈ Hµ, x2 ∈ (Hµ)⊥,
Eµx = x1 = u+ v, u ∈ Hλ, v ∈ Hµ ∩ (Hλ)⊥, Eλx = u (da v + x2 ∈ (Hλ)⊥) =⇒ EλEµx =
u = EµEλx und (Eµ − Eλ)x = v, d.h. Eµ − Eλ = Projektor zu Hµ ∩ (Hλ)⊥.

b) α) x ∈ H =
∪
λ∈R

Hλ =⇒ ∃xj ∈ Hλj : x = lim
j→∞

xj;

λ ≥ λj =⇒ |x− Eλx| = d(x,Hλ) ≤ |x− xj︸︷︷︸
∈Hλ

| → 0 =⇒ x = lim
λ→∞

Eλx.

β) x ∈ H = {0}⊥ = (
∩
λ∈R

Hλ)⊥ =
↑

(s. Beweis v. L. 19.2)

∪
λ∈R

Hλ⊥ =⇒

=⇒ x = lim
j→∞

xj, xj ∈ Hλj⊥; λ ≤ λj =⇒ Eλjx = Eλx︸︷︷︸
∈Hλ

+(Eλj − Eλ)x︸ ︷︷ ︸
∈Hλ⊥

=⇒ |Eλx| ≤ |Eλjx| und |Eλjx| = d(x,Hλj⊥) ≤ |x− xj| → 0 =⇒ lim
λ→−∞

Eλx = 0.

c) Hλ =
∪
µ<λ

Hµ, x ∈ H =⇒ ∃xj ∈ Hµj mit µj < λ : Eλx = lim
j→∞

xj;

µj ≤ µ < λ =⇒ Eλx− Eµjx = Eλx− Eµx︸ ︷︷ ︸
∈Hµ⊥

+Eµx− Eµjx︸ ︷︷ ︸
∈Hµ

=⇒ |Eλx− Eµx| ≤ |Eλx− Eµjx| = d(Eλx,H
µj) ≤ |Eλx− xj| → 0 =⇒ lim

µ↗λ
Eµx = Eλx. �

Bemerkung Vorsicht: lim
λ→−∞

Eλ = 0, lim
λ→∞

Eλ = I, lim
µ↗λ

Eµ = Eλ gilt im AllgemeinenNICHT

in L(H), weil ∥P∥ = 1 für P Projektor, P ̸= 0.

Lemma 19.2
Wenn E eine Spektralschar ist und λ ∈ R, so existiert Eλ+0x := lim

µ↘λ
Eµx für jedes x ∈ H und

Eλ+0 ist der Projektor zu
∩
µ>λ

Hµ =: Hλ+0.

Beweis a) H1 :=
∩
µ>λ

Hµ ≤ H abgeschlossen; x ∈ H1 =⇒ lim
µ↘λ

Eµx︸︷︷︸
=x

= x
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b) Offenbar ist H⊥
1 ⊃ Hµ⊥ =⇒ H⊥

1 ⊃
∪
µ>λ

Hµ⊥, wäre H⊥
1 %

∪
µ>λ

Hµ⊥ 1

=⇒ H1 = H⊥⊥
1 $

∪
µ>λ

Hµ⊥⊥
= (

∪
µ>λ

Hµ⊥)⊥ =
∩
µ>λ

Hµ⊥⊥︸ ︷︷ ︸
=Hµ

= H1  
Also ist H⊥

1 =
∪
µ>λ

Hµ⊥.

c) Wenn x ∈ H⊥
1 , x = lim

j→∞
xj, xj ∈ Hµj⊥, λ < µj und λ < µ ≤ µj =⇒

=⇒ |Eµx| ≤
∣∣Eµ(x− xj)

∣∣+ |Eµxj︸ ︷︷ ︸ | ≤ |x− xj| → 0, d.h. lim
µ↘λ

Eµx = 0.

0 da xj∈Hµj⊥⊂Hµ⊥

d) Somit ist lim
µ↘λ

Eµx = x1 für x = x1 + x2, x1 ∈ H1, x2 ∈ H⊥
1 . �

Def.:
h : R −→ R heißt monoton wachsend ⇐⇒ ∀λ ≤ µ : h(λ) ≤ h(µ).

Lemma 19.3 + Def.
Wenn a < b ∈ R, φ : [a, b] −→ C stetig und h : R −→ R monoton wachsend ist, so existiert∫

{a,b}

φ(λ) dh(λ) := lim
d(Z)→0

k−1∑
i=0

φ(ai)(h
1(ai+1)− h1(ai)),

wobei Z : a = a0 < a1 < · · · < ak = b eine Zerlegung von [a, b] ist,
d(Z) = max

{
ai+1−ai; i = 0, · · · , k−1

}
, {a, b} ∈

{
[a, b], [a, b), (a, b], (a, b)

}
und h1(λ) = h(λ)

für λ ∈ (a, b), h1(a) =

 lim
λ↗a

h(λ) : {= [

lim
λ↘a

h(λ) : {= (
und h1(b) =

 lim
λ↗b

h(λ) :} =)

lim
λ↘b

h(λ) :} =].∫
{a,b}

φ(λ) dh(λ) heißt Riemann-Stieltjes-Integral (RS
∫
).

Beweis (vgl. Analysis 1 für das Riemann-Integral)
Wenn Z1 : a = a′0 < a′1 < · · · < a′l = b und Z1 feiner als Z ist, d.h. z.B.

a a′1 a′2 a′3 a′4 a′5 a′6 b = a′7 = a3

a1 a2

=⇒ h1(aj+1)− h1(aj) =
···∑
i=···

h1(a′i+1)− h1(a′i) =⇒

1ist ein abgeschlossener Untervektorraum von H, da Hµ1⊥ ⊂ Hµ2⊥ für µ1 ≥ µ2
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∣∣∣ l−1∑
i=0

φ(a′i)
(
h1(a′i+1)− h1(a′i)

)
−

k−1∑
j=0

φ(aj)
(
h1(aj+1)− h1(aj)

)∣∣∣ =
=
∣∣∣ l−1∑
i=0

(
φ(a′i)− φ(aji)

)︸ ︷︷ ︸ ·(h1(a′i+1)− h1(a′i)
)∣∣∣ ≤ ε ·

(
h1(b)− h1(a)

)
→ 0

| · |≤ε für d(Z)≤δ, da φ glm. stetig �
[Bemerkung Die Bezeichnung kommt davon, dass

∫
(a,b)

φ dh für h ∈ C1(R) das übliche

Integral von φ dh ∈ Ω1
(
(a, b)

)
ist. Beachte auch, dass D

(
(a, b)

)
−→ C : φ 7−→

∫
(a,b)

φ dh

gerade (Th)
′ ∈ D′((a, b)) ist.]

Bsp. Wenn h(t) = Y (t) =

{
1 : 0 < t <∞
0 : t ≤ 0,

so ist

∫
[−1,1]

φ(λ) dY (λ) = lim
d(Z)→0

k−1∑
i=0

φ(ai) ·
(
Y (ai+1)− Y (ai)︸ ︷︷ ︸

=1 nur für ai≤0, ai+1>0

)
= φ(0);

∫
{0,1]

φ(λ) dY (λ) = (ebenso) =

{
φ(0) : {= [
0 : {= ( .

Beachte, dass der Wert von Y (0) in der Definition keine Rolle spielt, nur lim
t↗0

Y (t), lim
t↘0

Y (t).

Lemma 19.4

Wenn zusätzlich a < c < b, so ist

∫
{a,b}

=

∫
{a,c}

+

∫
{c,b}

falls c in genau einem Teilintervall

{a, c}, {c, b} enthalten ist.

Beweis Wenn oEdA c = ai, so ist

a

a
i−

1

c
=
a
i

a
i+

1

b

∫
{a,b}

= lim
d(Z)→0

· · ·︸︷︷︸
↓

+φ(ai−1)
(
h(ai)− h(ai−1)

)
+ φ(ai)

(
h(ai+1)− h(ai)

)︸ ︷︷ ︸
↓

+ · · ·︸︷︷︸
↓∫

{a,c)

φ(c) ·
(
lim
λ↘c

h(λ)− lim
λ↗c

h(λ)
) ∫

(c,b}

�
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Def.:
Für φ : R −→ C stetig und h monoton wachsend sei

∞∫
−∞

∣∣φ(λ)∣∣ dh(λ) := lim
N→∞

∫
(−N,N)

∣∣φ(λ)∣∣ dh(λ) ∈ [0,∞].

φ heißt absolut RS-integrierbar bzgl. h⇐⇒
∞∫

−∞

∣∣φ(λ)∣∣ dh(λ) <∞.

Lemma 19.5

1) Wenn φ absolut RS-integrierbar bzgl. h ist, so existiert

∞∫
−∞

φ(λ) dh(λ) := lim
b→∞

a→−∞

∫
{a,b}

φ(λ) dh(λ)

und es gilt ∣∣∣∣
∞∫

−∞

φ(λ) dh(λ)

∣∣∣∣ ≤
∞∫

−∞

∣∣φ(λ)∣∣ dh(λ).
2) φi absolut RS-integrierbar, ϱi ∈ C, i = 1, 2 =⇒ ϱ1φ1 + ϱ2φ2 absolut RS-integrierbar

und
∞∫

−∞

(ϱ1φ1 + ϱ2φ2) dh =
2∑
i=1

ϱi

∞∫
−∞

φi dh

Beweis 1) Die Definition zeigt, dass∣∣∣∣ ∫
{a,b}

φ(λ) dh(λ)

∣∣∣∣ ≤ ∫
{a,b}

∣∣φ(λ)∣∣ dh(λ) =⇒

∀ε > 0 : ∃N > 0 : ∀N ≤ α < β :

∣∣∣∣ ∫
{α,β}

φ(λ) dh(λ)

∣∣∣∣ ≤ ε,

∣∣∣∣ ∫
{−β,−α}

φ(λ) dh(λ)

∣∣∣∣ ≤ ε.

2)

∫
{α,β}

ist linear und daher auch

∞∫
−∞

. �
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Lemma 19.6 / 19.7 + Def.
Wenn E eine Spektralschar ist und φ : [a, b] −→ C stetig, so existiert ∀x ∈ H∫

{a,b}

φ(λ) dEλx := lim
d(Z)→0

k−1∑
i=0

φ(ai)(E
1
ai+1

x− E1
ai
x) ∈ H

(wobei Z, ai, {a, b}, d(Z) wie oben, E1
λ = Eλ für λ ∈ (a, b) und

E1
a =

{
Ea : {= [
Ea+0 : {= (

, E1
b =

{
Eb : } =)
Eb+0 : } =]

) und heißt wieder RS-Integral

(von φ bzgl. E). Es gilt:

1)

∫
{a,b}

φ(λ) dEλx ∈ im(E1
b − E1

a);

2)

∣∣∣∣ ∫
{a,b}

φ(λ) dEλx

∣∣∣∣2 = ∫
{a,b}

∣∣φ(λ)∣∣2 d|Eλx|2;
3)

∫
{a,b}

φ(λ) dEλ(ϱ1x1 + ϱ2x2) =
2∑
i=1

ϱi

∫
{a,b}

φ(λ) dEλxi, ϱi ∈ C.

Beweis 1) Die Existenz von lim
d(z)→0

· · · wird wie in Lemma 19.3 bewiesen:∣∣∣ l−1∑
i=0

φ(a′i)(E
1
a′i+1

− E1
a′i
)x−

k−1∑
j=0

φ(aj)(E
1
aj+1

− E1
aj
)x
∣∣∣2

=
l−1∑
i=0

∣∣φ(a′i)− φ(aji)
∣∣2︸ ︷︷ ︸

≤ε für d(Z)≤δ

·
∣∣(E1

a′i+1
− E1

a′i
)x
∣∣2 ≤ ε ·

l−1∑
i=0

∣∣(E1
a′i+1

− E1
a′i
)x
∣∣2 =

= ε
∣∣∣ l−1∑
i=0

(E1
a′i+1

− E1
a′i
)x
∣∣2 = ε

∣∣(E1
b − E1

a)x
∣∣2, weil (Ea′i+1

− Ea′i)x ∈ Ha′i+1 und (Ea′j+1
− Ea′j)x ∈

Ha′j⊥ ⊂ Ha′i+1⊥ für i < j (d.h. a′i+1 ≤ a′j) und daher (E1
a′i+1

−E1
a′i
)x, i = 0, · · · , l−1, paarweise

orthogonal sind. Weiters liegen alle
l−1∑
i=0

in im(E1
b ) ∩ (imE1

a)
⊥ = im(E1

b − E1
a).

2)
∣∣∣ k−1∑
i=0

φ(ai)(E
1
ai+1

x− E1
ai
x)
∣∣∣2 = k−1∑

i=0

k−1∑
j=0

φ(ai)φ(aj) (E
1
ai+1

x− E1
ai
x, E1

aj+1
x− E1

aj
x)︸ ︷︷ ︸

=
1)

{ ∣∣(E1
ai+1

− E1
ai
)x
∣∣2 : i = j

0 sonst
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=
k−1∑
i=0

∣∣φ(ai)∣∣2 · ∣∣(E1
ai+1

− E1
ai
)x
∣∣2 −→ ∫

{a,b}

∣∣φ(λ)∣∣2 d|Eλx|2;
beachte, dass R −→ R : λ 7−→ |Eλx|2 monoton wachsend ist, da für λ ≤ µ gilt

|Eµx|2 =
∣∣Eλx︸︷︷︸
∈Hλ

+(Eµ − Eλ)x︸ ︷︷ ︸
∈Hλ⊥

∣∣2 = |Eλx|2 +
∣∣(Eµ − Eλ)x

∣∣2.
3) folgt aus der Linearität der

k−1∑
i=0

· · · . �

Bsp. (Multiplikationsoperatoren)

H = L2(R) und Eλ : H −→ H : f = [f̃ ] 7−→ f · Y (λ− x) =

[
x 7−→

{
f̃(x) : x < λ

0 : x ≥ λ

}]
.

Dann istHλ =
{
f ∈ H; suppTf ⊂ (−∞, λ]

}
und E ist eine Spektralschar. Hier ist Eλ+0 = Eλ.

Für f ∈ H und φ : [a, b] −→ C stetig ist

g :=
k−1∑
i=0

φ(ai)(Eai+1
f − Eaif︸ ︷︷ ︸

f ·χ[ai,ai+1]

) −→ φ · f · χ[a,b] in H,

denn ∫
R

|g − φ · f · χ[a,b]|2 dx =
k−1∑
i=0

ai+1∫
ai

∣∣φ(ai)− φ(x)
∣∣2︸ ︷︷ ︸

≤ε

·
∣∣f(x)∣∣2 dx→ 0 für d(Z) → 0.

Somit

∫
{a,b}

φ(λ) dEλf = φ · f · χ[a,b].

Lemma 19.8 + Def.
E sei eine Spektralschar und φ : R −→ C stetig, x ∈ H. Dann gilt

1)

∞∫
−∞

φ(λ) dEλx := lim
b→∞

a→−∞

∫
{a,b}

φ(λ) dEλx existiert in H ⇐⇒
∞∫

−∞

∣∣φ(λ)∣∣2 d|Eλx|2 <∞.

2) D(B) :=

{
x ∈ H;

∞∫
−∞

∣∣φ(λ)∣∣2 d|Eλx|2 <∞
}

≤ H dicht.

3) ∀x ∈ D(B) :

∣∣∣∣
∞∫

−∞

φ(λ) dEλx

∣∣∣∣2 =
∞∫

−∞

∣∣φ(λ)∣∣2 d|Eλx|2.
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B : D(B) −→ H : x 7−→
∞∫

−∞

φ(λ) dEλx heißt Spektraloperator zu E,φ.

Beweis 1) lim
b→∞

a→−∞

∫
{a,b}

φ(λ) dEλx existiert ⇐⇒ ∀ε > 0 : ∃N > 0 :

∀N ≤ α < β : ε ≥
∣∣∣∣ ∫
±{α,β}

φ(λ) dEλx

∣∣∣∣2 L. 19.6/7

↓
=

∫
±{α,β}

∣∣φ(λ)∣∣2 d|Eλx|2 ⇐⇒

∞∫
−∞

∣∣φ(λ)∣∣2 d|Eλx|2 <∞, d.h.
∣∣φ(λ)∣∣2 absolut RS-integrierbar bzgl. h(λ) = |Eλx|2.

2) D(B) ist ein Vektorraum, da x, y ∈ D(B) =⇒ (L. 19.6/7, 3)

∞∫
−∞

φ(λ) dEλ(x+y) existiert.

Wenn α < β und x ∈ im(Eβ − Eα) = Hβ ∩Hα⊥, so ist für
λ ≥ β : Eλx = EλEβx = Eβx = x und für
λ ≤ α : Eλx = EλEαx = Eαx = 0 =⇒
∀a < α, b > β :

∫
(a,b)

φ(λ) dEλx =

∫
[α,β)

φ(λ) dEλx =⇒ x ∈ D(B).

Wegen x
S. 89
↓
= lim

n→∞
(En − E−n)x folgt D(B) = H.

3) folgt aus Lemma 19.6/7, 2). �

Schreibweise Man schreibt

∞∫
−∞

φ(λ) dEλ für den Spektraloperator zu E,φ. [Mit etwas Maß-

theorie lässt sich
∫∞
−∞ φ(λ) dEλ sogar für beliebige φ : R→ C Borel-messbar definieren.]

Def.:
h : R −→ C heißt lokal von beschränkter Variation⇐⇒ h ist endliche Linearkombination
von monoton wachsenden Funktionen.

Bsp. E Spektralschar, x, y ∈ H =⇒ λ 7−→ (Eλx, y) ist lokal von beschränkter Variation
(Polarisierungsformel).

Bemerkung h lokal von beschränkter Variation =⇒
∫

{a,b}

φ(λ) dh(λ) bzw.

∞∫
−∞

φ(λ) dh(λ)
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sind wie in S. 91 bzw. S. 93 definiert. Wie in Lemma 19.6/7 erhalten wir dann( ∫
{a,b}

φ(λ) dEλx,

∫
{a,b}

ψ(λ) dEλy

)
=

∫
{a,b}

φ(λ)ψ(λ) d (Eλx,Eλy)︸ ︷︷ ︸
=(Eλx,y)

.

Satz 19.1

Es sei B =

∞∫
−∞

φ(λ) dEλ. Dann gilt:

1) ∀x ∈ D(B) : ∀y ∈ H : (Bx, y) =

∞∫
−∞

φ(λ) d(Eλx, y) ;

2) ∀x ∈ D(B) : ∀µ ∈ R : Eµx ∈ D(B) ∧BEµx = EµBx ;

3) D(B∗) = D(B) und B∗ =

∞∫
−∞

φ(λ) dEλ.

Speziell: φ reellwertig =⇒ B ∈ Lsa(H).

4) B ∈ La(H).

Beweis 1) Bx = lim
n→∞

∫
[−n,n)

φ(λ) dEλx = lim
n→∞

lim
d(Z)→0

∑
i

φ(ai)(Eai+1
− Eai)x

=⇒ (Bx, y) = lim
n→∞

lim
d(Z)→0

∑
i

φ(ai)
(
(Eai+1

x, y)− (Eaix, y)
)
=

∞∫
−∞

φ(λ) d(Eλx, y).

2) Folgt ebenso aus EµEai = EaiEµ.

3) a) Wenn C =

∞∫
−∞

φ(λ) dEλ, so ist D(C) =

{
x ∈ H;

∞∫
−∞

∣∣φ(λ)|2 d|Eλx|2 <∞
}

= D(B).

Für x, y ∈ D(B) gilt

(x,Cy) = (Cy, x) =
1)

∞∫
−∞

φ(λ) d(Eλy, x) =

∞∫
−∞

φ(λ) d(Eλx, y) = (Bx, y),

d.h. C ⊂ B∗.

b) Wenn y ∈ D(B∗), n ∈ N, yn = (En − E−n)y und xn =

∫
[−n,n)

φ(λ) dEλy =⇒
L. 19.6/7, 1)

xn, Bxn, yn ∈ im(En−E−n) ⊂
↓

vgl. S. 96

D(B) =⇒ (Bxn, y) =
(
(En−E−n)Bxn, y

)
= (Bxn, yn) =

a)
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(xn, Cyn) und Cyn =

∞∫
−∞

φ(λ) d Eλyn︸ ︷︷ ︸
konst. f. λ≥n
und f. λ≤−n

=

∫
[−n,n)

φ(λ) dEλy = xn =⇒

(Bxn, y) = |xn|2 =
∫

[−n,n)

∣∣φ(λ)∣∣2 d|Eλy|2; andererseits ist
∣∣(Bxn, y)∣∣2︸ ︷︷ ︸

|xn|4

=
∣∣(xn, B∗y)

∣∣2 ≤ |xn|2|B∗y|2 =⇒ |xn|2 ≤ |B∗y|2 =⇒

∞∫
−∞

∣∣φ(λ)∣∣2 d|Eλy|2 ≤ |B∗y|2 <∞ =⇒ y ∈ D(C) =⇒ B∗ = C.

4) Es sei xn ∈ D(B), xn −→ x und Bxn −→ y und u ∈ D(B) =⇒
(Bxn, u)

↓
(y,u)

= (xn, B
∗u) −→ (x,B∗u) =⇒ ∀u ∈ D(B) = D(B∗) : (B∗u, x) = (u, y)

=⇒ x ∈ D(B∗∗) und y = B∗∗x.

Nach 3) ist aber B∗∗ =

∞∫
−∞

φ(λ) dEλ = B, d.h. x ∈ D(B), y = Bx, d.h. B abgeschlossen

(vgl. auch S. 79!) �

Bezeichnungen Für eine Spektralschar E sei H0 :=
∪
n∈N

Hn ∩H−n⊥ =
∪
n∈N

im(En − E−n).

Weiters sei A :=

∞∫
−∞

λ dEλ ∈ Lsa(H) und für φ : R −→ C stetig setzen wir φ(A) :=

∞∫
−∞

φ(λ) dEλ. (Dass φ(A) tatsächlich nur von A abhängt, wird aus dem
”
Spektralsatz“ folgen,

der besagt, dass sich jedes A ∈ Lsa(H) durch eine eindeutig bestimmte Spektralschar in der

Form
∞∫

−∞
λdEλ = A schreiben lässt.) Für A1, A2 ∈ Lu(H) sei D(A1A2) :=

{
x ∈ D(A2);A2x ∈

D(A1)
}
und A1A2 : D(A1A2) −→ H : x 7−→ A1(A2x).

Bsp. 1) Für A = A∗ : Cn −→ Cn mit Eigenwerten µ1 < · · · < µr wie in S. 89 setzen wir
Eλx :=

∑
µj<λ

Pjx =
∑
λi<λ

(x, ei)ei =⇒ Eλ ist eine Spektralschar, Eµj+0 − Eµj = Pj (s. Üb. 61)

und A =

∞∫
−∞

λdEλ =

∫
[µ1,µr]

λ dEλ, denn lim
d(Z)→0

∑
i

ai(E
1
ai+1

−E1
ai
)x =

r∑
j=1

µjPjx = Ax, s. Üb. 65.
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2) Für E wie im Bsp. in S. 95 ist A :
{
f ∈ L2(R); x · f ∈ L2(R)

}
−→ L2(R) : f 7−→ x · f und

φ(A) :
{
f ∈ L2(R1);φ · f ∈ L2(R)

}
−→ L2(R) : f 7−→ φ · f. Beachte, dass D

(
φ(A) · ψ(A)

)
=

{f ∈ L2; ψ · f, φ · ψ · f ∈ L2} &
i.A.

D
(
(φ · ψ)(A)

)
= {f ∈ L2; φ · ψ · f ∈ L2}.

Satz 19.2

E Spektralschar, φ, ψ : R −→ C stetig, A =

∞∫
−∞

λ dEλ =⇒

a) H0 ≤
(
D
(
φ(A)

)
, ∥ · ∥φ(A)

)
dicht

b) D
(
φ(A) · ψ(A)

)
= D

(
ψ(A)

)
∩D

(
(φ · ψ)(A)

)
c) (φ · ψ)(A) = φ(A) · ψ(A) = ψ(A) · φ(A)

(Abschluss wie in S. 77)

Beweis a) H0 ⊂ D
(
φ(A)

)
, vgl. S. 96, und x ∈ D

(
φ(A)

)
, xn = (En−E−n)x =⇒

S. 89
x = lim

n→∞
xn

und φ(A)x = lim
n→∞

(En − E−n)φ(A)x =
Satz 19.1, 2)

lim
n→∞

φ(A)xn, d.h. xn −→ x bzgl. ∥ · ∥φ(A).

b) x ∈ D
(
φ(A)ψ(A)

)
⇐⇒ x ∈ D

(
ψ(A)

)
∧ ψ(A)x ∈ D

(
φ(A)

)
⇐⇒

∞∫
−∞

∣∣ψ(λ)∣∣2 d|Eλx|2 < ∞

und

∞∫
−∞

∣∣φ(λ)∣∣2 d ∣∣Eλψ(A)x∣∣2︸ ︷︷ ︸
h(λ)

<∞;

h(λ) =
↓

Satz 19.1, 2)

∣∣ψ(A)Eλx|2 = ∫
(−∞,λ)

∣∣ψ(µ)∣∣2 d|Eµx|2 =⇒
∞∫

−∞

∣∣φ(λ)∣∣2 dh(λ) =
= lim

n→∞

∫
[−n,n)

∣∣φ(λ)∣∣2 dh(λ) = lim
n→∞

lim
d(Z)→0

∑
i

∣∣φ(ai)∣∣2( h(ai+1)− h(ai)︸ ︷︷ ︸∫
[ai,ai+1)

|ψ(µ)|2 d|Eµx|2

)
=

= lim
n→∞

( ∫
[−n,n)

∣∣φ(µ)∣∣2∣∣ψ(µ)∣∣2 d|Eµx|2+ lim
d(Z)→0

∑
i

∫
[ai,ai+1)

(∣∣φ(ai)∣∣2 − ∣∣φ(µ)∣∣2)∣∣ψ(µ)∣∣2 d|Eµx|2
︸ ︷︷ ︸

=0

)
=

=

∞∫
−∞

∣∣(φ · ψ)(µ)
∣∣2 d|Eµx|2

c) Für x ∈ D
(
φ(A)ψ(A)

)
, y ∈ D

(
φ(A)

)
ist
(
φ(A)ψ(A)x, y

)
=

Satz 19.1, 3)

(
ψ(A)x, φ(A)y

)
= lim

n→∞

(
ψ(A)(En − E−n)x, φ(A)(En − E−n)y

)
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= lim
n→∞

( ∫
[−n,n)

ψ(λ) dEλx,

∫
[−n,n)

φ(λ) dEλy

)
=

vgl. Bem. S. 96

=

∞∫
−∞

ψ(λ)φ(λ) d(Eλx, y) =
Satz 19.1, 1)

(
(φ · ψ)(A)x, y

)
.

Da D
(
φ(A)

)
≤ H dicht, folgt φ(A)ψ(A) ⊂ (φ · ψ)(A); wegen a) und Satz 17.3 ist

φ(A)ψ(A) = (φ · ψ)(A). �

Satz 19.3

E sei eine Spektralschar und A =

∞∫
−∞

λ dEλ. Dann ist A ∈ Lsa(H) und An =

∞∫
−∞

λn dEλ.

Beweis a) A ∈ Lsa(H) folgt aus Satz 19.1, 3).
b) Es sei φ(λ) = λ2; D(A · A) =

Satz 19.2, b)
D(A) ∩D

(
φ(A)

)
={

x ∈ H;

∞∫
−∞

λ2 d|Eλx|2 <∞∧
∞∫

−∞

λ4 d|Eλx|2 <∞
}

=

=

{
x ∈ H;

∞∫
−∞

λ4 d|Eλx|2 < ∞
}

= D
(
φ(A)

)
und nach Satz 19.2, c) ist dann A · A = φ(A),

d.h. A2 =

∞∫
−∞

λ2 dEλ. Mit Induktion folgt An =

∞∫
−∞

λn dEλ. �

Bemerkungen 1) Im obigen Beweis wurde verwendet, dass RS-Integrale
”
monoton“ sind:

∀λ : φ(λ) ≤ ψ(λ) =⇒
∫

{a,b}

φ(λ) dh(λ) = lim
d(Z)→0

k−1∑
i=0

φ(ai)︸ ︷︷ ︸
≤ψ(ai)

(
h1(ai+1)− h1(ai)

)︸ ︷︷ ︸
≥0

≤
∫

{a,b}

ψ(λ) dh(λ)

für h monoton wachsend.
2) Im nächsten Beweis verwenden wir, dass∫
{a,b}

1 · dh(λ) = lim
d(Z)→0

k−1∑
i=0

h1(ai+1)− h1(ai)︸ ︷︷ ︸
h1(b)−h1(a)

= h1(b)− h1(a)

=⇒
∞∫

−∞

1 dh(λ) = lim
λ→∞

h(λ) − lim
λ→−∞

h(λ) =⇒
∞∫

−∞

dEλ = I =⇒ für A =

∞∫
−∞

λ dEλ und

µ ∈ C gilt A− µI =

∞∫
−∞

(λ− µ) dEλ.
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Satz 19.4

E Spektralschar, A =

∞∫
−∞

λ dEλ, µ ∈ R. Dann gilt:

a) µ ∈ ϱ(A) ⇐⇒ ∃ε > 0 : Eµ−ε = Eµ+ε (bzw. ∀λ ∈ [µ− ε, µ+ ε] : Eλ = Eµ und Hλ = Hµ).
Speziell: ϱ(A) ⊂ C offen.

b) µ ∈ σ(A) ⇐⇒ ∀ε > 0 : Eµ−ε ̸= Eµ+ε (d.h. H
µ−ε $ Hµ+ε).

c) ker(A− µI) = Hµ+0 ∩ (Hµ)⊥ = im (Eµ+0 − Eµ).
Speziell: µ ∈ σp(A) ⇐⇒ Eµ ̸= Eµ+0 (d.h. Hµ $ Hµ+0)

d) µ ∈ σess(A) ⇐⇒ ∀ε > 0 : dim
(
Hµ+ε ∩ (Hµ−ε)⊥

)
= ∞

e) µ ∈ σd(A) ⇐⇒ µ ∈ σp(A) und ∃ε > 0 : dim
(
Hµ+ε ∩ (Hµ−ε)⊥

)
<∞ ⇐⇒

dimker(A− µI) <∞ und ∃δ > 0 : σ(A) ∩ (µ− δ, µ+ δ) = {µ}.

Beweis a)
”
=⇒“ Es sei µ ∈ ϱ(A).

Annahme: ∀j ∈ N : Eµ− 1
j
̸= Eµ+ 1

j
=⇒

∀j ∈ N : ∃xj ∈ im(Eµ+ 1
j
− Eµ− 1

j
) =
L. 19.1

Hµ+ 1
j ∩ (Hµ− 1

j )⊥ mit |xj| = 1

=⇒
∣∣ (A− µI)xj︸ ︷︷ ︸

yj

∣∣2 = ∞∫
−∞

|λ− µ|2 d |Eλxj|2︸ ︷︷ ︸
konstant f. λ≥µ+1

j

und f. λ≤µ− 1
j

=

∫
[µ−1/j,µ+1/j]

|λ− µ|2 d|Eλxj|2 ≤
1

j2

∞∫
−∞

d |Eλxj|2 =
1

j2

Wegen µ ∈ ϱ(A) ist aber 1 = |xj| =
∣∣(A− µI)−1yj

∣∣ ≤ C|yj|, d.h. ∀j : 1 ≤ C

j
 

”
⇐=“ Es sei ε > 0 mit Eµ−ε = Eµ+ε und φ ∈ D

(
(µ− ε, µ+ ε)

)
mit φ(λ) = 1 für |λ− µ| ≤ ε

2
;

setze χ := 1− φ und B :=

∞∫
−∞

χ(λ)

λ− µ
dEλ
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1

l

mu-e mu+ee

h

PSfrag replacements

µ− ε
µ+ ε

µ
χ

λ

=⇒ ∀x ∈ H :

∞∫
−∞

|χ(λ)|2

(λ− µ)2︸ ︷︷ ︸
≤C

d|Eλx|2 ≤ C|x|2 < ∞ =⇒ D(B) = H und |Bx|2 ≤ C|x|2, d.h.

B ∈ L(H); D
(
(A− µI) ·B

)
=

Satz 19.2
D(B) ∩D

( ∞∫
−∞

χ(λ) dEλ

)
= H =⇒

(A− µI) ·B =

∞∫
−∞

χ(λ) dEλ =

∞∫
−∞

1 dEλ = I, da

∞∫
−∞

φ(λ) dEλ = 0 wegen Eµ−λ = Eµ+λ.

Ebenso ist D
(
B · (A− µI)

)
= D(A) ∩D

( ∞∫
−∞

χ(λ) dEλ

)
= D(A) und B · (A− µI) = I

∣∣
D(A)

,

d.h. B = (A− µI)−1 ∈ L(H), d.h. µ ∈ ϱ(A).

b) folgt aus a).

c)
”
⊃“ x ∈ Hµ+0 ∩ (Hµ)⊥ =⇒ ∀j ∈ N : x ∈ Hµ+ 1

j ∩ (Hµ− 1
j )⊥

=⇒
a)

∀j ∈ N :
∣∣(A− µI)x

∣∣2 ≤ |x|2

j2
=⇒ (A− µI)x = 0

”
⊂“ (A− µI)x = 0 =⇒ 0 =

∣∣(A− µI)x
∣∣2 = ∞∫

−∞

|λ− µ|2 d|Eλx|2

=⇒ ∀ Intervalle [a, b] ⊂ R \ {µ} : 0 =

∫
[a,b)

|λ− µ|2︸ ︷︷ ︸
≥ε>0 auf [a,b]

d|Eλx|2 ≥ ε
(
|Ebx|2 − |Eax|2

)
≥ 0
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|Eax| = |Ebx| =⇒
0 = lim

b→∞
a↘µ

|Ebx| − |Eax| = |x| − |Eµ+0 x| und

0 = lim
b↗µ

a→−∞

|Ebx| − |Eax| = |Eµx| =⇒ x ∈ Hµ+0 ∩ (Hµ)⊥.

d)
”
=⇒“ Es sei µ ∈ σess(A).

1. Fall dimker(A−µI) = ∞ =⇒ ∀ε > 0 : dim
(
Hµ+ε∩ (Hµ−ε)⊥

)
≥ dim (Hµ+0 ∩Hµ⊥)︸ ︷︷ ︸

c)
=ker(A−µI)

= ∞

2. Fall dimker(A− µI) <∞
Annahme: dim

(
Hµ+ε ∩ (Hµ−ε)⊥

)
<∞ für ein ε > 0.

Wegen Hλ1 ≤ Hλ2 für λ1 ≤ λ2 folgt:

∃ε1 > 0 : Hµ+ε1 = Hµ+0, Hµ−ε1 = Hµ.

Wenn x ∈ im (A− µI) =⇒
L. 17.2

x ∈ ker(A − µI)⊥ =
c)

im(Eµ+0 − Eµ)
⊥ =

L. 17.2
ker(Eµ+0 − Eµ) =

ker(Eµ+ε1 − Eµ−ε1) =⇒ (falls zusätzlich x ∈ D(A))∣∣(A− µI)x
∣∣2 = ∞∫

−∞

(λ− µ)2 d|Eλx|2 =
∫

(−∞,µ−ε1]∪[µ+ε1,∞)

(λ− µ)2 d|Eλx|2 ≥

≥ ε21

∞∫
−∞

d|Eλx|2 = ε21|x|2 ~

Nach Lemma 18.2 ist auch µ ∈ σess(Ã), wobei Ã := A
∣∣
D(A)∩im(A−µI) =⇒ ∃ Weylsche Folge

xj ∈ D(Ã) zu µ =⇒ (A−µI)xj → 0
~

=⇒ xj → 0 =⇒  zu {xj; j ∈ N} nicht präkompakt.

”
⇐=“ Es sei ∀ε > 0 : dim

(
Hµ+ε ∩ (Hµ−ε)⊥

)
= ∞

=⇒ ∃x1 ∈ Hµ+1 ∩ (Hµ−1)⊥ mit |x1| = 1
=⇒ ∃x2 ∈ Hµ+1/2 ∩ (Hµ−1/2)⊥ mit x2 ⊥ x1, |x2| = 1 etc.
=⇒ ∃xj ∈ Hµ+1/j ∩ (Hµ−1/j)⊥ mit xj ⊥ x1, · · · , xj−1, |xj| = 1

=⇒ x1, x2, · · · ONSystem und
∣∣(A − µI)xj

∣∣2 ≤ 1

j2
(vgl. a)) =⇒ xj ist Weylsche Folge zu

µ =⇒ µ ∈ σess(A).

e) folgt aus d). Beachte, dass aus dim(Hµ+ε ∩Hµ−ε⊥) < ∞ (wegen Hλ1 ≤ Hλ2 für λ1 ≤ λ2)
folgt, dass ∃δ > 0 : Hµ+δ = Hµ+0, Hµ−δ = Hµ. �

Bsp. Für E wie in S. 95, d.h. Af = x · f ist ∀µ ∈ R, ∀ε > 0 : Hµ+ε ∩ (Hµ−ε)⊥ =
=
{
f ∈ L2(R); suppTf ⊂ [µ− ε, µ+ ε]

}
unendlichdimensional, d.h. σess(A) = R.

Wenn allgemeiner g̃ : Ω −→ R messbar, ∅ ̸= Ω ⊂ Rn offen, g = [g̃] ∈ L2
loc(Ω), H = L2(Ω),
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und A :
{
f = [f̃ ] ∈ H; g̃ · f̃ ∈ L2(Ω)

}
−→ H : f 7−→ g · f := [g̃ · f̃ ], so ist eine Spektralschar

durch Eλf = f · Y
(
λ− g̃(x)

)
gegeben,

A =

∞∫
−∞

λ dEλ, σ(A) =

{
µ ∈ R; ∀ε > 0 :

∫
{x∈Ω;µ−ε≤g̃(x)<µ+ε}

dx > 0

}
, σd(A) = {},

σp(A) =

{
µ ∈ R;

∫
{x∈Ω; g̃(x)=µ}

dx > 0

}
.

§ 20 Die Spektraldarstellung eines selbstadjungierten

Operators

Wir zeigen hier, dass jedes A ∈ Lsa(H) die Form A =

∞∫
−∞

λ dEλ hat für eine eindeutig

bestimmte Spektralschar E.

Def.:

1) Für symmetrische A,B ∈ L(H) sei A ≤ B :⇐⇒ ∀x ∈ H : (Ax, x) ≤ (Bx, x).

2) L+(H) :=
{
A ∈ L(H) ∩ Ls(H);A ≥ 0

}
Bemerkungen 1) Beachte, dass (Ax, x) ∈ R für A ∈ Ls(H), vgl. Satz 17.5, 1).
2) Für einen Projektor P gilt (Px, Px) = (P 2x, x) = (Px, x) =⇒
0 ≤ (Px, x) = |Px|2 ≤ |x|2 = (x, x), d.h. 0 ≤ P ≤ I bzw. P, I − P ∈ L+(H).
3) ≤ ist eine Ordnung auf L(H) ∩ Ls(H), denn
(i) A ≤ A (ii) A ≤ B ∧B ≤ A =⇒ ∀x :

(
(A−B)x, x

)
= 0 =⇒

Satz 17.9
A = B

(iii) A ≤ B ≤ C =⇒ A ≤ C. Weiters gilt A ≤ B =⇒ A+ C ≤ B + C.

Vorsicht: Das ist keine strikte Ordnung, d.h. i. A. gilt weder A ≤ B noch B ≤ A.

Lemma 20.0
A ∈ L+(H). Dann gilt: ∀x, y ∈ H :

1)
∣∣(Ax, y)∣∣2 ≤ (Ax, x) · (Ay, y)

2) |Ax|2 ≤ ∥A∥ · (Ax, x); speziell: (Axn, xn) → 0 =⇒ Axn → 0

Beweis 1) H × H −→ C : (x; y) 7−→ (Ax, y) erfüllt alle Bedingungen an ein Skalarprodukt
bis auf die positive Definitheit =⇒ Cauchy-Schwarz (vgl. L. 8.1) liefert die Behauptung.
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2) |Ax|4 = (Ax, Ax︸︷︷︸
y

)2 ≤
1)
(Ax, x) · (Ay, y) = (Ax, x) · (A2x,Ax) ≤

cs
(Ax, x) · |A2x|︸ ︷︷ ︸

≤∥A∥·|Ax|

·|Ax|

=⇒ |Ax|2 ≤ ∥A∥ · (Ax, x) �

Lemma 20.1
A,B ∈ L+(H), AB = BA =⇒ AB ∈ L+(H).

Beweis a) (AB)∗ = B∗A∗ = BA = AB =⇒ AB ∈ L(H) ∩ Ls(H).
b) Annahme: α := inf

|x|=1
(ABx, x) < 0; es seien xn ∈ H mit |xn| = 1 und(

(AB − αI)︸ ︷︷ ︸
≥0

xn, xn
)
→ 0 =⇒

L. 20.0
(AB − αI)xn → 0 =⇒ ABxn ̸= 0 für n ≥ N.

Für N ≤ n fest sei H1 := R·xn+R·Bxn+R·ABxn, ein ≤ 3 dimensionaler reeller Hilbertraum
(da (Bxn, xn) ∈ R etc.,)∣∣|ABxn| − |αxn|︸ ︷︷ ︸

=|α|

∣∣ ≤ ∣∣(AB − αI)xn
∣∣ → 0 =⇒ |ABxn| → |α| =⇒ cos]{xn, ABxn} =

(ABxn, xn)

|xn| · |ABxn|
→ α

|α|
= −1, d.h. ]{xn, ABxn}︸ ︷︷ ︸→ π

≤ ]{xn, Bxn}︸ ︷︷ ︸
≤π

2

+]{Bxn, ABxn}︸ ︷︷ ︸
≤π

2

(da (Bxn, xn), (ABxn, Bxn) ≥ 0)

=⇒ ]{xn, Bxn} → π

2
=⇒ (Bxn, xn) = cos]{xn, Bxn}︸ ︷︷ ︸

→0

· |xn|︸︷︷︸
1

· |Bxn|︸ ︷︷ ︸
≤∥B∥

→ 0

=⇒
L. 20.0

Bxn → 0 =⇒ ABxn → 0 =⇒  zu |ABxn| → |α| ̸= 0 �

Lemma 20.2
Es seien An ∈ L(H) ∩ Ls(H) für n ∈ N und es gelte A1 ≤ A2 ≤ · · · und sup

n∈N
∥An∥ <∞.

Dann ∃A ∈ L(H) ∩ Ls(H) : ∀x ∈ H : Ax = lim
n→∞

Anx.

(Vorsicht: I.A. ist nicht A = lim
n→∞

An in L(H), vgl. S. 90)

Beweis Für x ∈ H und m ≤ n ist (Amx, x) ≤ (Anx, x) und daher ist (Anx, x) eine monoton
steigende Folge in R, die beschränkt ist, da (Anx, x) ≤ |x|2 sup

k∈N
∥Ak∥. Also konvergiert (Anx, x)

für n→ ∞.
Dann ist Anx eine C-Folge in H, denn∣∣ (An − Am)︸ ︷︷ ︸

≥0

x
∣∣2 ≤

↓
L. 20.0, 2)

∥An − Am∥︸ ︷︷ ︸
≤2 sup

k∈N
∥Ak∥

·
(
(An − Am)x, x

)
≤ ε für N ≤ m ≤ n

=⇒ ∀x ∈ H : Ax := lim
n→∞

Anx existiert. Klarerweise ist A linear und symmetrisch. Nach

dem Satz von Hellinger–Töplitz (S. 80) ist A ∈ L(H). �

105



Bsp. Für eine Spektralschar E und µn ↗ λ bzw. µn ↘ λ ist ±Eµ1 ≤ ±Eµ2 ≤ · · · und
ALemma 20.2 = Eλ bzw. Eλ+0.

Lemma 20.3
A ∈ L(H) ∩ Ls(H) =⇒ ∃1B ∈ L+(H) :
(i) B2 = A2 ii) ∀C ∈ L(H) mit AC = CA : BC = CB.

Beweis a) Existenz oEdA ∥A∥ ≤ 1 (sonst betrachte A1 =
1

∥A∥ · A zuerst).

Dann ist 0 ≤ |Ax|2 = (A2x, x) ≤ |x|2, d.h. 0 ≤ A2 ≤ I.
Für 0 ≤ y ≤ 1 gilt xn ↗ √

y , wenn x0 = 0 und rekursiv xn+1 := xn +
1
2
(y − x2n). Mit y=̂A2

definieren wir analog B0 := 0, Bn+1 := Bn+
1
2
(A2−B2

n) =⇒ I−Bn+1 = I−Bn+
1
2
B2
n− 1

2
A2 =

1
2
(I −Bn)

2︸ ︷︷ ︸
≥0

+1
2
(I − A2)︸ ︷︷ ︸

≥0

≥ 0, d.h. ∀n : Bn ≤ I, und induktiv zeigt man, dass die Bn alle

vertauschbar sind. Induktiv folgt auch ∀n ∈ N0 : Bn ≤ Bn+1, denn B0 = 0 ≤ B1 =
1
2
A2 und

Bn+1 −Bn = Bn +
1
2
(A2 −B2

n)−
(
Bn−1 +

1
2
(A2 −B2

n−1)
)
=

= (Bn −Bn−1)︸ ︷︷ ︸
≥0

(
I − 1

2
(Bn +Bn−1)︸ ︷︷ ︸
≥0(Bn≤I)

)
≥ 0 nach Lemma 20.1. Nach Lemma 20.2

∃B mit ∀x ∈ H : Bx = lim
n→∞

Bnx. Wegen (Bx, x) = lim
n→∞

(Bnx, x)︸ ︷︷ ︸
≥0

≥ 0 gilt B ∈ L+(H).

Wenn C ∈ L(H) mit AC = CA =⇒ ∀n : BnC = CBn (induktiv) =⇒
=⇒ ∀x ∈ H : BCx = lim

n→∞
BnCx = lim

n→∞
CBnx = C lim

n→∞
Bnx = CBx =⇒ BC = CB.

Um i) zu zeigen, nehme x ∈ H

=⇒ Bn+1x = Bnx +
1

2
(A2 −B2

n)x

↓ ↓
Bx Bx

 =⇒ B2
nx −→ A2x

=⇒ ∀x, y ∈ H : (B2
nx, y) = (Bnx,Bny) −→ (Bx,By) = (B2x, y)
↓

(A2x, y)
=⇒ ∀x ∈ H : A2x = B2x =⇒ B2 = A2.

b) Eindeutigkeit Wenn B′ ∈ L+(H) auch i), ii) erfüllt
=⇒ BB′ = B′B =⇒ 0 = B2 −B′2 = (B +B′)(B −B′);
x ∈ H, y = (B −B′)x =⇒ 0 ≤ (By, y) ≤

(
(B +B′)y︸ ︷︷ ︸
(B2−B′2)x=0

, y
)
= 0

=⇒ (By, y) = 0 =⇒
L. 20.0

By = 0 =⇒ B′y = 0 =⇒

=⇒ (B −B′)y = 0 =⇒
∣∣(B −B′)x

∣∣2 = ((B −B′)y, x
)
= 0

=⇒ Bx = B′x, d.h. B = B′. �
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Def.:
Für A ∈ L(H) ∩ Ls(H) sei |A| := B aus L. 20.3.

Lemma 20.4
A ∈ L(H) ∩ Ls(H), P := Projektor auf ker

(
|A| − A

)
. Dann gilt:

a) ∀C ∈ L(H) mit AC = CA : PC = CP ;

b) AP = |A|P ≥ 0;

c) A(I − P ) = −|A|(I − P ) ≤ 0.

Beweis a) Es sei H1 := ker
(
|A| − A

)
und C ∈ L(H) mit AC = CA;

x ∈ H1 ⇐⇒
(
|A| − A

)
x = 0 =⇒

(
|A| − A

)
Cx = C

(
|A| − A

)
x = 0 =⇒ Cx ∈ H1;

x ∈ H⊥
1 ⇐⇒ ∀y ∈ H1 : (x, y) = 0 =⇒ ∀y ∈ H1 : (Cx, y) = (x,C∗y) = 0, da auch

AC∗ = A∗C∗ = (CA)∗ = (AC)∗ = C∗A =⇒ C∗y ∈ H1.
Wenn daher x ∈ H, x = y + z, y ∈ H1, z ∈ H⊥

1 (vgl. Satz 8.2)
=⇒ PCx = P Cy︸︷︷︸

∈H1

+P Cz︸︷︷︸
∈H⊥

1

= Cy = CPx.

b) ∀x ∈ H :
(
A− |A|

)
Px = 0 =⇒ AP = |A|P ≥ 0 (L. 20.1).

c) ∀x ∈ H :
(
|A| − A

)(
|A|+ A

)
x = 0 (weil A2 = |A|2)

=⇒
(
|A|+ A

)
x ∈ H1 =⇒ P

(
|A|+ A

)
x =

(
|A|+ A

)
x

=⇒ A(I − P ) = −|A|(I − P ) ≤ 0 (L. 20.1) �

Satz 20.1

A ∈ L(H) ∩ Ls(H) =⇒ ∃ Spektralschar E mit A =

∞∫
−∞

λ dEλ.

Dabei gilt Eλ =

{
I : λ > ∥A∥
0 : λ ≤ −∥A∥

}
.

Beweis Es sei Pλ der Projektor auf ker
(
|A− λI| − (A− λI)

)
und Eλ := I − Pλ, d.h.

Hλ = ker
(
|A − λI| − (A − λI)

)⊥
. Nach Lemma 20.4 sind die Eλ mit A und daher (nach

L. 20.4) auch untereinander kommutierbar.
a) λ < µ =⇒

L. 20.4 b),c)
(A− λI)Eλ ≤ 0, (A− µI)Pµ ≥ 0

=⇒
L. 20.1

(A− λI)EλPµ ≤ 0, (A− µI)EλPµ ≥ 0

=⇒ (λ− µ)︸ ︷︷ ︸
<0

EλPµ = (A− µI)EλPµ − (A− λI)EλPµ ≥ 0

=⇒ EλPµ ≤ 0; Eλ, Pµ ≥ 0 =⇒ EλPµ ≥ 0 =⇒ EλPµ = 0
=⇒ Eλ(I − Eµ) = 0 =⇒ Eλ = EλEµ = EµEλ
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b) λ ≤ −∥A∥ =⇒
Satz 17.9

∀x ∈ H : (Ax, x) ≥ λ|x|2 =⇒ A− λI ≥ 0

=⇒ |A− λI| = A− λI =⇒ Pλ = I =⇒ Eλ = 0.
Wenn andererseits λ > ∥A∥ =⇒ A− λI ≤ 0 =⇒ |A− λI| = −(A− λI) und
ker
(
|A− λI| − (A− λI)

)
= ker(A− λI) = {0} (weil λ ∈ ϱ(A)) =⇒ Eλ = I.

c) Nach Lemma 20.2 (bzw. nach S. 90, c)) existiert der Projektor Eµ−0 mit Eµ−0x = lim
λ↗µ

Eλx

und ist Eµ−0 ≤ Eµ [Eλ ≤ Eµ für λ ≤ µ, s. S. 95, 3. Zeile]. Für λ < µ ist

(A− µI)(Eµ − Eλ) = (A− µI)Eµ︸ ︷︷ ︸
≤0

(Eµ − Eλ)︸ ︷︷ ︸
≥0

≤ 0 (L. 20.1)

und ebenso

(A− λI)(Eµ − Eλ) = (A− λI)Pλ︸ ︷︷ ︸
≥0

(Eµ − Eλ)︸ ︷︷ ︸
≥0

≥ 0 (L. 20.1)

Mit λ↗ µ folgt (A− µI)(Eµ − Eµ−0) = 0.
Wegen |A− µI|Eµ−0 = |A− µI|EµEµ−0 = (L. 20.4, c))
= −(A− µI)EµEµ−0 = −(A− µI)Eµ−0 ist auch |A− µI|(Eµ − Eµ−0) = 0
=⇒ im(Eµ − Eµ−0) ⊂ ker

(
|A− µI| − (A− µI)

)
= Hµ⊥;

andererseits ist im(Eµ − Eµ−0) ⊂ imEµ = Hµ, d.h. Eµ = Eµ−0.

d) Es sei B =

∞∫
−∞

λ dEλ; nach c) ist für λ < µ

(A− µI)(Eµ − Eλ) ≤ 0, (A− λI)(Eµ − Eλ) ≥ 0

=⇒ λ(Eµ − Eλ) ≤ A(Eµ − Eλ) ≤ µ(Eµ − Eλ)

=⇒ ∀x ∈ H :
k−1∑
i=0

ai
(
(Eai+1

− Eai)x, x
)
≤

k−1∑
i=0

(
A(Eai+1

− Eai)x, x
)

︸ ︷︷ ︸
=(Ax,x)

≤

≤
k−1∑
i=0

ai+1

(
(Eai+1

−Eai)x, x
)
, wenn a0 = −∥A∥ < a1 < · · · < ak = ∥A∥+1 eine Zerlegung ist.

Wegen lim
d(Z)→0

k∑
i=0

(ai+1 − ai)︸ ︷︷ ︸
≤d(Z)

·
(
(Eai+1

− Eai)x, x
)

︸ ︷︷ ︸
≤d(Z)|x|2

= 0 folgt ∀x ∈ H :
(
(A−B)x, x

)
= 0

=⇒
Satz 17.9

A = B. �
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Exkurs Oft wird der Spektralsatz auch in der
”
Funktionalkalkülform“ angegeben.

Satz 20.1’
Es sei A ∈ L(H) ∩ Ls(H) mit Spektralschar E wie in Satz 20.1 und K :=

[
−∥A∥, ∥A∥

]
.

1) a)
(
C(K), ∥ · ∥∞

) F−→
(
L(H), ∥ · ∥

)
: φ 7−→ φ(A) =

∫
K

φ(λ) dEλ ist ein stetiger

C-Algebrahomomorphismus (d.h. F linear, F (φ ·ψ) = F (φ) ·F (ψ),
∥∥F (φ)∥∥ ≤ C · ∥φ∥∞

(wobei sogar C = 1)) und F (1) = I, F (id) = A.
b) F ist durch diese Eigenschaften eindeutig bestimmt.
c) C ∈ L(H) mit AC = CA =⇒ ∀λ ∈ R : EλC = CEλ und
∀φ ∈ C(K) : φ(A)C = Cφ(A).

2) E ist die einzige Spektralschar mit A =

∞∫
−∞

λ dEλ.

Beweis 1) a) Nach Satz 20.1 ist Eλ =

{
I : λ > ∥A∥
0 : λ ≤ −∥A∥

}
=⇒

∫
K

φ(λ) dEλ =

∞∫
−∞

φ(λ) dEλ,

wenn φ irgendwie stetig auf R fortgesetzt wird. Dann ist∫
K

λ dEλ =

∞∫
−∞

λ dEλ = A und

∫
K

1 dEλ = I (vgl. S. 100) und∫
K

(φ+̇ψ) dEλ =

∫
K

φ dEλ +̇

∫
K

ψ dEλ, vgl. L. 19.5, 2) und Satz 19.2. Schließlich gilt∣∣∣∣ ∫
K

φ(λ) dEλx

∣∣∣∣2 = ∫
K

∣∣φ(λ)∣∣2 d|Eλx∣∣2 ≤ ∥φ∥2∞
∫
K

d|Eλx|2 = ∥φ∥2∞ · |x|2, d.h.∥∥∥∥ ∫
K

φ(λ) dEλ

∥∥∥∥ ≤ ∥φ∥∞.

c) AC = CA =⇒
L. 20.4

∀λ : EλC = CEλ =⇒ ∀φ : φ(A)C = Cφ(A)

b) Für Polynome φ(t) = cnt
n + cn−1t

n−1 + · · · + c1t + c0 ist F (φ) = cnA
n + · · · + c1A + c0I

eindeutig. Weil die Polynome in C(K) dicht sind (s.u.) und F stetig ist, ist F dann eindeutig.

2) a) Wenn λ fest und φ(µ) = |µ − λ|, so ist φ(A)2 = φ2(A) = (A − λI)2, φ(A) ∈ L+(H),
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und φ(A)C = Cφ(A) für AC = CA =⇒
L. 20.3

φ(A) = |A− λI| im Sinn der Definition in S. 107.

b) Ẽ sei eine 2. Spektralschar mit A =

∞∫
−∞

λ dẼλ.

Satz 19.4 =⇒ Ẽλ = 0 bzw. I für λ ≤ −∥A∥ bzw. λ > ∥A∥ =⇒

F̃ (φ) :=

∫
K

φ(λ) dẼλ
1) b)
= F (φ). Speziell |A− λI| =

∞∫
−∞

|µ− λ| dẼµ.

Wir zeigen, dass dann im Ẽλ = ker
(
|A− λI| − (A− λI)

)⊥
und daher Ẽλ = Eλ (vgl. S. 107).

y ∈ ker
(
|A− λI| − (A− λI)

)
⇐⇒

∣∣∣(|A− λI| − (A− λI)
)
y
∣∣∣2 = 0 ⇐⇒

a)
∞∫

−∞

∣∣|µ− λ| − (µ− λ)
∣∣2︸ ︷︷ ︸{

0 : µ≥λ

4(λ−µ)2 : µ≤λ

d|Ẽµy|2 = 0 ⇐⇒
∫

(−∞,λ]

(λ − µ)2 d|Ẽµy|2 = 0 ⇐⇒ |Ẽµy|2 konstant für

µ < λ⇐⇒ Ẽµy = 0 für µ < λ (da Ẽµ = 0 für µ ≤ −∥A∥) ⇐⇒ Ẽµy = 0 für µ ≤ λ
(hier kommt die linksseitige Stetigkeit der Ẽλ ins Spiel) ⇐⇒ y ∈ kerẼλ = (im Ẽλ)

⊥ �

Satz von Weierstraß Für a < b ∈ R sind die Polynome in
(
C
(
[a, b]

)
, ∥ · ∥∞

)
dicht.

Beweis Nach Verschiebung und Streckung ist oEdA a = 2, b = 4. Für φ ∈ C
(
[2, 4]

)
sei

φ1(t) =


0 : 0 ≤ t ≤ 1

(t− 1)φ(2) : 1 ≤ t ≤ 2
φ(t) : 2 ≤ t ≤ 4

(5− t)φ(4) : 4 ≤ t ≤ 5
0 : 5 ≤ t ≤ 2π

h

t
1 2 3 4 5 2 pi

PSfrag replacements

1
2
3
4
5

2π
t

φ1

Nach der Bemerkung in S. 21 ist
∥∥(φ1)h−φ1

∥∥
C([0,2π])

≤ ε

3
für 0 < h < δ und ψ := (φ1)h ∈

D
(
(0, 2π)

)
für 0 < h < 1. ψ werde periodisch fortgesetzt. Die Fourierreihe von ψ konvergiert

gleichmäßig (vgl. S. 51), d.h. ∃N ∈ N :
∥∥∥ψ −

∑
|k|≤N

λk
eikt√
2π

∥∥∥
∞

≤ ε

3
. Schließlich ist eikt =
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∞∑
j=0

(ikt)j

j!
und die

∑
konvergiert gleichmäßig für 0 ≤ t ≤ 2π und festes k (Weierstraßsches

Majorantenkriterium)

=⇒ ∃M ∈ N : ∀t ∈ [0, 2π] :

∣∣∣∣∣ ∑
|k|≤N

λk
eikt√
2π

−
∑
|k|≤N

λk√
2π

M∑
j=0

(ikt)j

j!︸ ︷︷ ︸
=:P (t)

∣∣∣∣∣ ≤ ε

3

=⇒ ∥φ− P∥∞ ≤ ε in C
(
[2, 4]

)
. �

Zu guter Letzt betrachten wir A ∈ Lsa(H).

Def.:
Wenn Hj, j ∈ N, Hilberträume sind, so wird H :=

⊕
j∈N

Hj :=
{
x = (xj) ∈

∏
j∈N

Hj;

∞∑
j=1

|xj|2 < ∞
}
ein Hilbertraum mit (x, y) =

∞∑
j=1

(xj, yj). Wir betten Hj vermöge Hj ↪→ H :

u 7−→ (0, · · · , 0, u, 0, · · · ) in H ein.

Bsp. ℓ2 =
⊕
j∈N
K und ebenso wie dort zeigt man, dass H ein Vektorraum und vollständig ist

und dass H0 =
{
x ∈ H; #{j; xj ̸= 0} <∞

}
⊂ H dicht ist.

Lemma 20.5
Es sei H =

⊕
j∈N

Hj und Aj ∈ L(Hj) ∩ Ls(Hj) und

A :
{
x ∈ H;

∞∑
j=1

|Ajxj|2 < ∞
}

−→ H : x 7−→ (Ajxj). Dann ist A ∈ Lsa(H) und ist der

einzige sa. Operator in H mit ∀j ∈ N : Hj ⊂ D(A), A
∣∣
Hj

= Aj.

Beweis a) D(A) ≤ H, denn x, y ∈ D(A) =⇒ Ax,Ay ∈ H =⇒(
Aj(xj + yj)

)
= Ax+ Ay ∈ H =⇒ x+ y ∈ D(A).

b) x, y ∈ D(A) =⇒ (Ax, y) =
∑
j

(Ajxj, yj) =
∑
j

(xj, Ajyj) = (x,Ay) =⇒ A ∈ Ls(H).

c) t ∈ R∗, y ∈ H, xj :=
(
(Aj + itI)−1yj

)
=⇒

∑
j

|xj|2 =
∞∑
j=1

∥∥(Aj + itI)−1
∥∥2 · |yj|2 ≤

L. 18.1, 1)

1

t2
·

∞∑
j=1

|yj|2 < ∞ =⇒ x ∈ H und Ajxj = yj − itxj =⇒

(Ajxj) ∈ H =⇒ x ∈ D(A) und (A+ itI)x = y =⇒ A+ itI surj. =⇒
S. 17.6,2)

A ∈ Lsa(H).
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d) Wenn auch B ∈ Lsa(H) mit B
∣∣
Hj

= Aj =⇒ B = A auf

H0 :=
{
x ∈ H; #{j;xj ̸= 0} <∞

}
; x ∈ D(A), x(n) := (x1, · · · , xn, 0, · · · )

=⇒ x(n) −→ x und Bx(n) = Ax(n) −→ Ax in H
=⇒
B abg.

x ∈ D(B), Bx = Ax =⇒ A ⊂ B =⇒ (Satz 17.5, 3)) =⇒ A = B. �

Satz 20.2

A ∈ Lsa(H) =⇒ ∃ Spektralschar E mit A =

∞∫
−∞

λ dEλ.

Beweis a) Nach Lemma 18.1 ist ±i ∈ ϱ(A).

Es seien B =
1

2i

(
(A− iI)−1− (A+iI)−1

)
, C =

1

2

(
(A− iI)−1+(A+iI)−1

)
=⇒ B,C ∈ L(H)

und ∥B∥, ∥C∥ ≤ 1 (vgl. L. 18.1, 1)).

b) A ∈ Ls(H) =⇒ ∀x, y ∈ D(A) :
(
(A− iI)x︸ ︷︷ ︸

u

, y
)
=
(
x, (A+ iI)y︸ ︷︷ ︸

v

)
A± iI : D(A) −→ H bijektiv (vgl. a)) =⇒ ∀u, v ∈ H :

(
u, (A+ iI)−1v

)
=
(
(A− iI)−1u, v

)
=⇒ (A− iI)−1∗ = (A+ iI)−1 =⇒ B∗ = B, C∗ = C; B,C ∈ L(H) ∩ Ls(H)

c) V := (A + iI)−1
(
D(A)

)
=
{
x ∈ D(A); Ax + ix ∈ D(A)

}
=
{
x ∈ D(A); Ax ∈ D(A)

}
=

(A− iI)−1
(
D(A)

)
und (A+ iI)(A− iI) = (A− iI)(A+ iI) : V −→ H bijektiv

=⇒ D := (A+ iI)−1(A− iI)−1 = (A− iI)−1(A+ iI)−1 =⇒ BC = CB.

Weiters ist B =
1

2i

(
(A+ iI)D − (A− iI)D

)
= D und

C =
1

2

(
(A+ iI)D + (A− iI)D

)
= AD = AB und

B2 + C2 = −1

4

(
(A− iI)−1 − (A+ iI)−1

)2
+

1

4

(
(A− iI)−1 + (A+ iI)−1

)2
= D = B.

d) ∀x ∈ H : (Bx, x) = (B2x, x) + (C2x, x) = |Bx|2 + |Cx|2 ≥ 0, d.h. B ∈ L+(H) ⊂
L(H) ∩ Ls(H).
Wenn Fλ die Spektralschar von B ist (Satz 20.1), so ist für λ ≤ 0 B − λI ≥ 0

=⇒ |B − λI| = B − λI =⇒ Hλ = ker
(
|B − λI| − (B − λI)

)⊥
= {0} =⇒

Fλ = [Projektor auf Hλ] = 0. Somit gilt B =

∫
[0,1]

λ dFλ.

Es ist sogar F0+0 = 0, denn sonst ∃0 ̸= x ∈ ker(B) (vgl. Satz 19.4 c))
=⇒ Cx = ABx = 0 =⇒ y := (A− iI)−1x = (C + iB)x = 0 =⇒ x = (A− iI)y = 0 
Somit ist B =

∫
(0,1]

λ dFλ.
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e) Es sei H1 := im(I − F 1
2
), Hj := im

(
F 1

j
− F 1

j+1

)
= H

1
j ∩
(
H

1
j+1
)⊥

für j ≥ 2 =⇒ Hj ⊥ Hk

für j ̸= k und Φ :
⊕
j∈N

Hj
∼−→ H : x 7−→

∞∑
j=1

xj, denn Φ wohldefiniert, linear, isometrisch und

bijektiv mit Φ−1(x) =
(
(I − F 1

2
)x, (F 1

2
− F 1

3
)x, · · ·

)
. Wegen BFλ = FλB ist B(Hj) ⊂ Hj und

Bj := B
∣∣
Hj

∈ L(Hj) ∩ Ls(Hj) und Bj =

∫
[

1
j+1

, 1
j

] λ dFλ
∣∣
Hj
, da

Fλ
∣∣
Hj

=

{
F1/j

∣∣
Hj

= IHj
: λ ≥ 1

j

0 : λ ≤ 1
j+1

Satz 19.4
=⇒ 0 ∈ ϱ(Bj) =⇒ Bj surjektiv

=⇒ Hj ⊂ imB ⊂ D(A).
Weiters ist CB = BC =⇒ (Satz 20.1’, 1c)) CFλ = FλC =⇒ C(Hj) ⊂ Hj =⇒ A(Hj) =
A
(
B(Hj)

)
= C(Hj) ⊂ Hj; es sei Aj := A

∣∣
Hj

=⇒ D(Aj) = Hj, Aj ∈ Ls(Hj) =⇒

(Hellinger-Töplitz) Aj ∈ L(Hj)∩Ls(Hj) =⇒
Satz 20.1

Aj =

∫
[aj ,bj ]

λ dE
(j)
λ für eine Spektralschar E

(j)
λ

auf Hj.

f) Entsprechend Lemma 20.5 sei Eλ ∈ Lsa(H) mit Eλ
∣∣
Hj

= E
(j)
λ

=⇒ |Eλx|2 =
∞∑
j=1

|E(j)
λ xj|2︸ ︷︷ ︸
≤|xj |2

≤ |x|2

=⇒ Eλ ∈ L(H) ∩ Ls(H) und für x ∈ H, Φ−1(x) = (xj) ist EλEµx = Eλ(
∑
j

E
(j)
µ xj) =∑

j

E
(j)
λ E

(j)
µ xj =

∑
j

E
(j)
λ xj = Eλx wenn λ ≤ µ, d.h. EλEµ = Emin{λ,µ}; ebenso ist

lim
λ→−∞

|Eλx|2 = lim
λ→−∞

∞∑
j=1

|E(j)
λ xj|2︸ ︷︷ ︸ = 0

≤
n∑
j=1

|E(j)
λ xj|2︸ ︷︷ ︸+

∞∑
j=n+1

|xj|2︸ ︷︷ ︸
→ 0 ≤ ε für n ≥ N

und lim
λ→∞

Eλx = x; lim
µ↗λ

Eµx = Eλx. Also ist E eine Spektralschar auf H.

g) Es sei Ã :=

∞∫
−∞

λ dEλ. Für x ∈ Hj ist Eλx = E
(j)
λ x =⇒

x ∈ D(Ã) und Ãx =

∫
[aj ,bj ]

λ dE
(j)
λ x = Ajx = Ax. Dann ist
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A = Ã =

∞∫
−∞

λ dEλ nach Lemma 20.5. �

Bemerkung Ähnlich wie in Satz 20.1’ erhalten wir eine
”
Funktionalkalkülform“:

A ∈ Lsa(H), E wie in Satz 20.2, BC(R) := {φ : R −→ C stetig, beschränkt} =⇒

F :
(
BC(R), ∥ · ∥∞

)
−→

(
L(H), ∥ · ∥

)
: φ 7−→ φ(A) =

∞∫
−∞

φ(λ) dEλ ist ein stetiger

C-Algebrahomomorphismus, F (1) = I, F

(
1

λ− λ0

)
= (A− λ0I)

−1 für λ0 ∈ C \ R,

∀x ∈ H : ∀ε > 0 : ∃N ∈ N : suppφ ∩ [−N,N ] = ∅ =⇒
∣∣F (φ)x∣∣ ≤ ε∥φ∥∞,

und F ist eindeutig mit diesen Eigenschaften.

Satz 20.3

Für A ∈ Lsa(H) ist die Spektralschar E mit A =

∞∫
−∞

λ dEλ eindeutig bestimmt.

Beweis B,Hj, Aj, Eλ seien wie im Beweis von Satz 20.2 und Ẽλ eine weitere Spektralschar

auf H mit A =

∞∫
−∞

λ dẼλ =⇒ (A± iI)−1 =

∞∫
−∞

1

λ± i
dẼλ (vgl. S. 101)

=⇒ (Satz 19.1, 2)) =⇒ Ẽλ, B vertauschbar =⇒ (Satz 20.1’, 1)c)) =⇒ Ẽλ, Fµ vertauschbar

=⇒ Ẽ
(j)
λ := Ẽλ

∣∣
Hj

: Hj −→ Hj ist eine Spektralschar auf Hj und Aj =

∞∫
−∞

λ dẼ
(j)
λ

=⇒ (Satz 20.1’, 2)) ∀j ∈ N : ∀λ ∈ R : E
(j)
λ = Ẽ

(j)
λ =⇒ (Lemma 20.5)

=⇒ ∀λ ∈ R : Eλ = Ẽλ. �

Def.:
E wie in Satz 20.3 heißt Spektralschar von A.
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