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Ubersicht

Funktionalanalysis = Lineare Algebra N Topologie = Theorie der topologischen Vektorrdume
(itber R oder C). Entsprechend der vorhandenen Struktur sind topologische Vektorraume so

geschachtelt:
topologische
Banach- | Fréchet- lokalkonvexe Vektorraume

Hilbert-
raume ) , topologische
raume raume

Vektorrdume
Die konkreten Beispiele sind meist oo-dimensionale Folgen- oder Funktionenrdume und sind
im Allgemeinen ,lokalkonvex“. Es gibt 3 Richtungen in der Theorie:

~

A) Allgemeine Sétze fiir lokalkonvexe topologische Vektorraume, insbesondere

a) Satz von Hahn-Banach,
b) Satz von Banach-Steinhaus,

c) Graphensatz.

B) Néhere Untersuchung von Hilbertrdumen, insbesondere der Spektralsatz, der die Dia-
gonalisierung von A = AT € R™*" verallgemeinert.

C) Distributionentheorie.

Diese Vorlesung basiert auf H. Triebel: Hohere Analysis, Kap. I, II, IV, VII und zielt in
Richtung B), C).



Kapitel 1

Banachraume und Distributionen

§ 1 Banachridume
Ich wiederhole zunéchst aus Analysis 2.

Def.:
X Menge, d: X x X — R mit Vx,y,z € X :

(M1) d(z,z) =0und z #y = d(z,y) >0
(M2) d(z,y) = d(y, =)
(M3) d(x,z2) <d(z,y) + d(y, z) heift Metrik und (X, d) metrischer Raum.

Def.:
X Vektorraum iiber K=R oder C, |-|: X — R mit Vz,y € X, VA € K

(N1) 0]=0und z #0 = |z| >0
(N2) [Az| = |A] - ||
(N3) |z +y| < |z| + |y| heiBt Norm und (X, |- |) normierter Raum.

Bemerkung: 1) (X, |- |) normiert = d(z,y) = |z — y| Metrik.
2) (X, d) metrischer Raum, M C X = (M, d|pxn) ist auch ein metrischer Raum.
3) || Nom —s |a| = [z —y+9| <|o—ul+lyl = lal— Iyl < & — | und ebenso
yl = 2| < ly =zl =z —y| = [lz| = |yl| < |z =yl
Betrag in R

Def.:
(X, d) metrischer Raum, a, zq,xs, -+ € X.



1) xp — a bzw. klim z = a <= d(zy,a) — 0.
—00

2) (z) C-Folge (=Fundamentalfolge) <=
Ve>0:3IN e N:Vj, k>N :d(xj,z) <e.

3) (X,d) vollstindig <= jede C-Folge konvergiert.

4) Der normierte Raum (X, |-|) heifit Banachraum <
(X,|-]) vollsténdig, d.h. (X, d) vollstéindig, wenn d(z,y) = |z — y|.

Bemerkung: 7, —» a in (X,|-|) = |z4] — |a| nach Bemerkung 3), d.h.
|- |: X — R ist stetig.

Def.:

2 Normen | - |, || - || auf X heiflen dquivalent <=

AC,,Cy e R: Ve € X : ||z]| < Cy|z| und |z| < Cyllz||.

Bemerkung: |- | und || - || liefern dann dieselbe Topologie und dieselben C-Folgen.
Satz 1.1

kX endlich-dimensional = alle Normen auf X sind dquivalent.

Beweis: a) Nach Wahl einer Basis ist X = K".
T

Esseiz = | ¢ | und |z|; = i |z;] und || - || : K* — R noch eine Norm. Wegen der
. i=1
Transitivitdt der Normenéquivalenz geniigt es zu zeigen, dass | - |; und || - || Aquivalent sind.
T n
b)x=| 1 | => xe; e; Standardbasis =
i=1
x

n
= |zl = || X wiei]| < lwies|| = Jail [lea]) <

< Cr- Y lwil = Cy - [afy mit Cr = max [le]).
=1, ,n

c¢) Essei M := {x e K";|z|; =1} = M C K" ist abgeschlossen und beschrénkt (bzgl. der
tiblichen Topologie) =— M C K" ist kompakt;
f: M — R :x+— |z ist stetig (bzgl. der iiblichen Topologie auf M C K"), denn

b) . o .
|f(2) = f)] = [zl = Iyll| < llz = yll < Cilz — y| (dh. f ist sogar lipschitzstetig)

— f nimmt das Minimum an
(Anal. 2, [30])
1
— Jxg € M : |||l = min ||z||; xo € M => ||x0] > 0; setze Cy = —— —
weM o]l



x x x | |1
Ve € K"\ {0} : —— € M und ||z|| = |||z|1 - —|| = |z|1 - ||| = |z|]1 - ||z0]] = ——
SOR: ol = oty 2= = teh - |12 = 1ol aut = 2}
Ve e K" : |z|; < Cyllz||.
Satz 1.2
(X,|-]) endlichdimensionaler normierter Raum = (X, |-|) Banachraum.
Beweis: (K", |- |s) ist vollsténdig (vgl. Analysis 2), (X, |- |) dquivalent dazu
nach Satz 1.1 = (X,]|-|) vollsténdig. O

Bemerkung: Fiir co-dimensionale Vektorrdume gelten die Sétze 1.1 und 1.2 NICHT. Wenn
zB. ' = {z e K"; |z]; = io: |z;] < oo} (vgl. auch § 2) und
1° = {z e KY; |z]s = Szlelg’lx" < o0}, so ist I C I°° und daher |- | : I' — R auch eine
Norm auf {!. Dann gilt:

a) |- |1 und | - |s sind nicht dquivalent auf I*;

b) (I',]-|so) ist nicht vollstindig, s. Ubung 1.

Der néchste Satz sagt, dass wir, wenn (X E |) nicht vollstandig ist, X ,vervollstdndigen*
konnen. Z.B. wére (co = {z €KY, lim z; =0}, |- |oo> die Vervollsténdigung von (I',]-|«),
1—00

s. Ubung 2.

Def.:
Y topologischer Raum, X C Y. X heifit dicht in Y <= X =Y.

Bemerkung: (Y, |- |) normierter Raum. Dann ist X C Y dicht <=
Vy e Y :3(xp) € XNty — yinY,dh |zp —y| — 0 (Weil in metrischen Raumen
X = {lim zy; (zx) € X" konvergiert in Y'}).
k—o0
Satz 1.3 und Def.:

a) (X,|-|) normierter Raum = 3 Banachraum (Y || - ||) mit X < Y dicht und

(d.h. UnterVR)
Ve e X ||z| = |z|.

b) Y ist im folgenden Sinn eindeutig: Wenn (Z,]|| - |||) Banachraum mit X < Z dicht
und Vx € X : |||z||| = |z|, so 31f : Y — Z linear, bijektiv mit f|X = idx und
vy € Y o ||[f(W)||| = llyll, d-h. f ist ein Isomorphismus von (Y, | - ||) und (Z, ||| - [|]),

der X invariant lasst.

c¢) (Y,]|-]|) wie in a) heifit Vervollstéindigung von (X, |-|) und wird oft mit X bezeichnet.



Bemerkung: Die Vervollstindigung von normierten Vektorrdumen ist eine dhnliche Kon-
struktion wie der Ubergang von Q zu R.

Beweis: a) V := {(z;) € X"; () C-Folge} ist ein Untervektorraum von XM (denn
(xk), (x},) C-Folgen = (Axy), (zx + z},) C-Folgen).

W = {(z) € XV (x4) 0-Folge, d.h. z, — 0} ist ein Untervektorraum von V. = Y :=
V/W ist ein Vektorraum. X — Y : z > (z,2z,x,---) ist linear und injektiv und wir

identifizieren so X < Y. Weiters ist || - || : ¥ — R : (xp) — klim |zx| wohldefiniert (weil
—00

|zx| C-Folge in R = konvergent) und eine Norm auf Y.

X C Y dicht, da (z) € Y = z,=(xp, T, --) — (x3) fiir n — oo, denn

|Gex) =@l = [[(ze) = (20, @, )| = (@1 = 20, @2 = 20, )| =

= klim |z, — x| < € fiir n > N, da () C-Folge.
—00

Y ist vollstandig, denn: y,, C-Folge in Y, X C Y dicht = Ju,, € X mit
[Yn = tnll = 0 = |un — | = |lun — unll < lun = yull + Y0 — Yl + [y — wnll — 0
fir n,m - oo = (u,) C-Folge in X = y:= (ux) € Y und
19 = yll < lyn — unl| + lun — yl| = 0 fiir n — oo,
—_—

—0 —0 (s.0.)

b) folgt aus Satz 1.3’ mit h =idy, f = h. O

Satz 1.3’ (,,BLT-Theorem*®)

(X,]-1), (Y. ] - |) normierte Réume, (Z,]|| - |||) Banachraum, ¢’ > 0, X <Y dicht und
Vo e X : |z =|z| (2B. Y =X), h: X — Z linear mit Vo € X : ||[h(2)]|| < Clz| (dh. h
ist ,,beschrénkt®, vgl. § 6).

Dann gilt: 31k : Y — Z linear mit h!X =hund Vy € Y : H‘h )| < Clyll-

Beweis: y € Y, y = lim z, mit z,, € X — H‘h (zn) — h(a:m)m < Clay, — x| — 0 fur
n—0o0
(Z vollst.)

n,m — oo = h(z,) C-Folge "=~ h(x,) konvergiert.
Definiere a(y) := lim h(z,).
n—oo
Das ist wohldefiniert, weil y = lim 2!, = 1,2, 20,2%,--- — y = h(xy), h(z)), -

n—oo

konvergiert = limA(x,,) = lim h(z],). Weiters ist B‘ x = h

h y)m = H‘hmh(acn)m :lith(mn)m <limC |z,| =yl
~

=l



Es ist leicht zu sehen, dass h linear ist. h ist eindeutig, weil z, — y in Y =
H|h :vnm<C’||y—:1:n||—>Ofurn—>oo:>h h. O

Bemerkung: Ein normierter Raum (X , H) ist ein metrischer und damit topologischer Raum,
und daher sind die Begriffe offen, abgeschlossen, Umgebung, Rand, Inneres, Abschluss,
definiert.

M C X heifit beschrankt <= 3N > 0:Vx € M : |z| < N. Ein topologischer Raum heifit
kompakt <= jede offene Uberdeckung hat eine endliche Teiliiberdeckung. (Manche Leute
verlangen noch , Hausdorff* dazu, aber das ist in dieser Vorlesung sowieso immer erfiillt.) Der
Satz von Heine-Borel sagt, dass ein metrischer Raum kompakt ist <= jede Folge hat eine
konvergente Teilfolge.

Def.:
1) X topologischer Raum. M C X heifit relativ kompakt <= M kompakt.

2) (X,|-|) normiert. M C X heifit prikompakt < M C Y = X relativ kompakt.

Bemerkung: M C X prikompakt <= jede Folge in M hat eine in X konvergente Teilfolge.

Satz 1.4
M prikompakt = M beschrinkt.

Beweis: Annahme: M prikompakt und unbeschrénkt =
Vk : Jxp € M mit x| > k; sei (zy,); eine in X konvergente Teilfolge —

zy, —y € X = |ug,| = llag | — Iyl <o = ¢ O
~—
>k;
Lemma 1.1 !
(X,| - |) normierter Raum, ¥ < X abgeschlossener Untervektorraum mit ¥ # X =
sup (inf [z —y|) =1 (d.h. Va < 1: 3z € X mit |z[ =1 und inf |z — y| > a).
zeX YEY yey

|z|=1

Bemerkung: Beachte, dass 111£ lr —y| <|r—0=1 = sup(---) <L
ye

Beweis: Essci0 <a<lund z€ X\Y = d= in)f/ |z —y| > 0 (weil Y abgeschlossen);
ye

d _
wenn yp € Y mit |z — yo| < —, so setzex::| y0| — |z|] = 1 und Vy € Y gilt
a Z— Yo
d
|x_y|:—"z_(90+y’2'—y0’)‘Z d >4 =a. 0
EEPA R R ) ;

|Z—y0|
ey

Loft ,Riesz’sches Lemma“ genannt



Satz 1.5
Fir einen normierten Raum (X | |) gilt: dim X < oo <= jede beschrinkte Menge ist
prakompakt.

Beweis: ,="“ dim X < oo = oEdA X = K" mit |- |, (vgl. Satz 1.1) und X = X (Satz
1.2). M C X beschriankt = M abgeschlossen und beschriankt —

Bolzano-Weierstrafl

M kompakt = M priakompakt.

,<=" jede beschrankte Menge sei prakompakt — S5 = {:E € X;lz| = 1} ist prakompakt.
Annahme: dim X = oo.
Es sei 1 € S beliebig, V) ==z, - K# X = (L. 1.1%) 31y € S mit |z; — 5| >

-2
2 1
Yg::a:yK—l—xQ-K;éXL':l'% Jxg € S mit |z — 23], |v2 — 23] zéetc. = Vj #£k:

1
_:a,’

1 .
|z; — xp] > 5 = (x;) hat keine konvergente Teilfolge in X = 4 zu S prakompakt.[]

In einem oo-dimensionalen normierten Raum ist also die Einheitskugel NICHT prikompakt
(obwohl sie beschrankt ist).

Als néchstes wollen wir prakompakte Mengen durch ,,e-Netze* charakterisieren.

Def.:
(X,\ . |) normierter Raum, M, N C X.

1) Firy € X, R>0sei Kg(y) = {z € X; |z —y| < R}.

2) Fir e > 0 heit N e-Netz zu M <—= M C |J K.(y).

yeEN

Satz 1.6
X normiert, M C X. Dann gilt: M prikompakt <=
!
Ve > 0 : 3 endliches e-Netz zu M (d.h. AN = {yy,--- ,u} : M C U K(v)).
i=1
Beweis: ,=—“ Annahme: M prikompakt und 3, > 0 : # endliches o-Netz zu M.
Sei xy € M; M ¢ K. (v1) = Jxg € M : |11 — 29| > £0;
M ¢ K. (x1) UK (22) = Fxg € M : |xy — x5, |vg — 3] > €9 etc. = (z;) hat keine
konvergente Teilfolge in X = 4 zu M priakompakt.
,<="“ M besitze Ve > 0 ein endliches e-Netz;

l1
(x;) sei eine Folge in M; e =1 = Elyz(l) eX,i=1,---4L:Mcl{ Kl(yz-(l)) — Jiy :
i=1

2Beachte: dimY; < oo %2 Y; vollstindig = Y; C X abgeschlossen



1
Jooe Teilmenge Ny C N: {z;; j € N1} C Kl(yi(ll)); e=5 =

l2
Elyi@) eX,i=1,---,lhb:McC|J Kl/g(y@)) = iy : Joce Teilmenge Ny C Nj :
i=1

(2

{zj; 7€ No} C Kl/Q(yg)) etc. = (induktiv) 3N D N; D Ny D --- ooe Mengen:

k .
Elyk(: yfk)) e X :Vk: {l’j;] € Nk} C Kl/k(ykz>
Essei j, :== min j = z;,,xj,, - ist eine Teilfolge von z; mit
JENK,J>Jk-1

2
{zjii >k} C Kiyi(ye) = Vi,l >k |z, — x5 < T = (xj,)i ist C-Folge =

(z;,) konvergiert in X

Also besitzt jede Folge in M eine in X konvergente Teilfolge, d.h. M ist prakompakt.

Satz 1.7
X normiert, M C X. Dann gilt:
M prikompakt <= Ve > 0 : 3 prakompaktes e-Netz N zu M.

Beweis: ,—“ klar, nehme N = M.
5 z 1. . €
,<="“ N prakompaktes §—Netz zu M ¥4 3 endliches §—Netz. Ny zu N =

Ny ist endliches e-Netz zu M SUELO DT it prakompakt.

Def.:

0

(X,|-|) normierter Raum. (X,|-|) heift separabel <= 3IM C X : M dicht und abzihlbar.

Satz 1.8
X endlich dimensional = X separabel.

Beweis: oEdA X = K". Nehme M = Q" falls K = R und (Q +iQ)™ falls K = C.



§ 2 Folgenridume

Lemma 2.1
P

1 1
l<p<oo, —+-=1,a,b>0 = abga—+—mit:nurfiirap:bq.
p q p q

Beweis: Analysis 2, Ubung 26.

Lemma 2.2 + Def.:
(Z ]a;i\p)l/p 1< p< oo,
i=1

‘max |z;| : p=oc.
i=1,--n

1 1
Esseien z,y € K", 1 <p,g<o0, —+—-=1. |z, :=
P q

o || < falylyly o (Holder)
Dann gilt: i=1
lz+yl, < |z[,+yl, (Minkowski)

Beweis: Analysis 2

Def.:
Fiir 1 < p < oo sei IP := {(z1,22,--+) € KV, Y |24/P < 00} und
i=1

z|, = (> |xi|p)1/p fir x € (7.

i=1

1° = {(z;) € K"; |2|o := sup |2, < c0}.
ieN

Satz 2.1
Fiir 1 < p < oo ist [P ein Banachraum. Fiir 1 < p < oo ist [P separabel, [* ist nicht separabel.

Beweis: a) Wegen Minkowski ist /7 ein Vektorraum und | - [, eine Norm.
b) 1P ist vollstéindig: Analysis 2, Ubung 273
c)p<oo = QM = {(z;) € QY; nur endlich viele # 0} ist in /# dicht falls K = R und

sonst (Q +iQ)™.
d) My := {0,1} C ™ ist {iberabzihlbar;

o 1
wenn M C [* dicht ist = Vo € My : Jy(z) € M : |z — y(as)|oo <3
329 C-Folge in IP = Ve >0:3N e N:Vjk >N : |2/ —aF, <e = VieN: () C-
———
> o] —af|
' w] —ay o) — ¥
Folge in K = Vi: 2] — a; € K; |27 —al, = lim : = lim lim : < ¢ fiir
Tl — ay xd —zk
P P

j>N = 2/ —a€l?P = aclPund a2/ = ainl?



fire#£2e€ My :3:x;# Z; wenn z.B. x; =0, 7, =1 =
1 1
ly(z)s| < o1 y(z);| > 5 = y(x) #y(&) = M ist iiberabzihlbar
— 7 abzihlbare dichte Teilmenge in [ = [ ist nicht separabel. U

§ 3 Funktionenridume

A) Die Riume 61(9)

Def.:
1) Fiir § # Q C R™ offen und [ € Ny U {oo} sei CH(Q) := {f : Q@ — K [-mal stetig
differenzierbar}; fiir f € CY(Q), a« € NI mit |a| = |al; = a1 + - + a,, < [ sei
|al

. 041— .
axl ct al’%"

2) Fiir 0 # Q C R” offen und beschridnkt und [ € Ny sei al(Q) = {f € C'(Q); Yo € N}

mit || <1:0°f lasst sich stetig auf Q fortsetzen };
!

I CH(Q) — R fr— 30 sup|0f(z)].

|a|§l e

Bsp.: 1) GO(Q) >~ C(Q) == {f : @ — K stetig} mit ||f]| = maﬁx}f(x)‘ =: || f]loo- Es ist
fi — fin C(Q) = ||fj — flloo = 0 <= f; — f gleichmiBig in Q.

2) Vi € Ny : é € C'((0,1)) \61((0,1)).

§altz 3.1
C' () ist ein Banachraum.

Beweis: a) Fiir f € C Z(Q) sei g, die stetige Fortsetzung von 0% f auf ; Q beschrinkt — Q

kompakt == sup |0°f(z)| = max |ga(z)| < 0o = || || ist wohldefiniert und offenbar eine
e TS
Norm.

b) f; sei eine C-Folge in UZ(Q), a; die stetige Fortsetzung von 9°f; auf Q fiir |a| < ;

Ve >0:3N:Vj,k>N: > max ‘ga,j(x) — gmk(x)‘ <& = (ga, konvergiert gleichméBig
PR RIS

auf @ = g.; — ga € C(Q). Es sei f = go; weil die Ableitungen 0°f; = g, in
gleichméBig gegen g, konvergieren, gilt dann, dass f € CY(Q) und 9°f = g, in Q (vgl.
z.B. Walter I, 10.13 bzw. Beweis in ¢) mit etik) = f € él(Q) und Vo € Q : Vj > N :
90 (@) = 9a(@)] = lim |gaj(®) = gas(@)| <& = f; — fin C'(Q)

c) [Direkter Beweis von 0 f = g, fiir a := (1,0, ,0) (Rest folgt induktiv):

10



x4 h,xg,---) — f(x)
h

fasthas, ) = St b ) | filo b ) = fi@) | f@) - @)
h h h

. S N J/ N s
g g ~~

Mlvs\a%i(xl_’_ﬁh’x%...)

/

(21 +Oh,xg, -+ ,x,) € Q fr J € [0,1] = ‘f( — golz)| =

9

“Ya(@1 + Dh, @3, ) + gal@1 + 0h, @9, ) — ga(2) | <

vV Vv
~B ~C

< 25 | (6) = £50)| +510]90s(0) — 9u )| + 500 Ja(w) — gul)].

N |lz—y|<|hl B
A B ¢
Fire > 0ist C < g, wenn |h| < ¢ (da g, stetig in x ist) und fiir b # 0 fest ist A+ B < g
0
wenn j > N — —f:ga.] ]
5’x1

Bemerkung: Der Satz von Arzela-Ascoli besagt, dass jede ,,gleichméafig beschrankte” und
»gleichgradig stetige® Folge in 60(9) ~ C(Q) eine darin konvergente Teilfolge, d.h. eine
in  gleichméfig konvergente Teilfolge hat. Wir formulieren das als Charakterisierung der

prakompakten Mengen in C(2).

Def.:
X metrischer Raum, M C {f : X — C}.

1) M heifit gleichméflig beschriankt <—-

= 3C>0:VfeM:VzeX:|f(z)] <C.

2) M heifit gleichgradig stetig <—-

Ve>0:30>0:VfeM:Vr,y € X mit d(z,y) <J: |f(x)—f(y)’ <e
Beispiele: 1) Wenn M gleichgradig stetig (engl. “equicontinuous”) ist, so ist jedes f € M
stetig und sogar gleichméaflig stetig.

2) Wenn z.B. X = [0,1] und M C C 1( und {f’; f € M} gleichméBig beschrénkt ist, so

(0,1)) ’
ist M gleichgradig stetig, denn | f(z) — f(y)| Vs |f/()| -]z —y| < e wemn |z —y| < 6= .
—— C

<C
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Hingegen ist {fi : [0,1] — R : z — z¥; k € N} nicht gleichgradig stetig, “weil” f;(1) =
k — oo
[Genauer: y = 1, |fk(x)—fk(y)’ <ee=1-2f<ee=r>¥V1-—c =

lz—y|<1—+v/1—e=:0 —0]

Satz 3.2 (Arzela-Ascoli) B
Fiir ) # Q C R™ offen, beschriankt gilt: M C C(Q) prikompakt <= M gleichmiflig be-
schriankt A M gleichgradig stetig.

Beweis: ,—“ a) M priakompakt o Ve C(Q) beschrinkt == M gleichmiflig be-

schrankt.

Satz 1.6

!

b) M prakompakt "=="" Ve > 0 : J endliches e-Netz { f1,--- , fi} zu M (d.h. M C |J K.(f;));
j=1

f; stetig auf Q, Q kompakt = f; gleichméBig stetig

— 36>0:Vo,y € Qmit [z —y| <6:Vj:|f;(z) = f(y)| <e

— VfeM:Vr,y € Qmit [z —y| <6

[f(2) = fW)] < @) = fi@)] + |[£5(@) = £+ ) = Fv)]

g g g

<e <e <e

wenn f € K.(f;) = M gleichgradig stetig.

,<—“a) G=Q"NQ C Qdicht, G abzdhlbar — G = {x1, 29, - }.

Es sei fi, fo, - eine Folge in M; wir miissen eine in C(Q) konvergente (d.h. eine in Q
gleichméBig konvergente) Teilfolge finden.

fi(z1) beschrénkt = 3 co-e Teilmenge N; C N : die Folge (]"}-(xl))jez\[1 konvergiert in K;
fj(x2) beschrankt = 3IN; D Ny oo-e Menge: (fj([[’g))jeNz konvergiert etc.

— AN D N; D Ny D -+ coe Mengen: (fj(:ck))jeNk konvergiert.

Es sei j, := min{j;j € Ng,j > jem1} = fi, fjor -+ ist Teilfolge von f; mit Vi : f;, (z;)
konvergiert.

Es sei f(z;) := kh_)rgo Fie ().

Zeige noch: f;, konvergiert in C(Q).

b) M gleichgradig stetig, ¢ > 0 —>

36 > 0:Vz,y € Q mit |x—y|§5:Vg€M:|g(x)—g(y)|§
es seien Yy, -+ ,Ym € Gmit Vo € Q: Ji : |z — ;| < 6;

wenn K e N:Vk>K :Vi=1,---,m: ‘f]k(yz)—f(yz)‘ <
|x_yi‘ < 52V/{7,l > K: |f]k<x> _sz<x>‘ <

I

NG

Z, so folgt fiir x € © mit
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< ‘fjk(ﬂf) - fjk(yi)’ + |fjk(yi) - f(yz)} + ‘f(yi) - sz(yi)‘ + |sz(yz fila )| <4 Z =€

= f]k(‘r) C_F()lge; f(J:) = kli}m f]k(l‘) =

| [ (@) — \: lim | fi(2) = fi(2)| S e fiir k > K

= fj, — f glelchmaﬁlg = feC(Q)und f;, — fin C(Q), d.h. || fj, — flleo — O fiir
k — oo. ]

Exkurs: Der Satz von Peano

Wenn v = F(t,v), v € R", ein Differentialgleichungssystem ist und F' stetig und beziiglich
v lipschitzstetig ist = dJ lokal eindeutige Losung. Wenn F' bzgl. v nicht lipschitzstetig

ist, so geht die Eindeutigkeit verloren, z.B. v = y/|v|, v € R!, hat zu v(0) = 0 die Lésungen
2

t
vy = 0und vy(t) = Y signt. Aber die Existenz bleibt nach Peano fiir nur stetiges F' erhalten.

Beweis: F(t,v) sei im Zylinder @ = {(!) € R'"™; [t —to| < a, |v —vgls < b} definiert und
stetig, F7 : Q — R™ seien C" und F/ — F gleichmiBig in Q (2.B. F/ = F; x wy/;, Fi €

j—00
F
KR",Flo=F, F=] : |, vel S.20,c))
F,
= M = max{‘Fj(t,v) ; ( ) €Q, J EN} < o0
— 3 Lésung v (t): [to— T to +T) = Q — R™ mit vj(to) = v, VI(t) = FI(t,v7(t)),
T = min {a } fir i = 1,...,n sind die Komponenten v}, j € N, gleichméBig beschrinkt
und glelchgradlg stetig, da ’vﬂ — v0’ < b und |U9 ‘ )| < M (Vgl. auch Bsp. 2), S. 11)
—> 3 gleichméfige konvergente Teilfolge v/*(t) — v(t)

t1 t1
— Vty € [to— T, to+T]: v (t1) = vo+ /Fﬂ'k (¢, 07 (t)) dt — v + /F(t,v(t)) dt
d ———

v(th) o S F(tp(1) g io

— U(to) = Uy und U(tl) = F(thﬂ(tl)). O

13



B) Die Riume LP(X)
Im Folgenden ist (X, ¥, u) ein MaBraum.

Def.:
a) Fir 1 <p < oo sei LP(X) := {f:X — K messbar mit /]ﬂpd,u < oo} und

X
LX(X) = { f ; ~(x)| > a} Nullmenge}.
b) f,3 : X — K messbar heiBen gleich fast tiberall < {x e X : f(x) =+ g(x)} ist

eine Nullmenge. Das ist eine Aquivalenzrelation. Fiir die Aguivalenzklasse [f] schreibe ich f.
Vorsicht: Meist unterscheidet man nicht zwischen f und f in der Notation.

o) L7(X) == {[f); f € £r(X)} und

|l 22(X) — R £ =[] — |fll, = (/\f I du(e ) fir 1 < p < o0 und
- llso: L%(X) — R: f=[f]— min

{zeX; \f(z)l>a}
Nullmenge

Lemma 3.1

1 1
Es seien 1 <p, ¢ < oo mit — + - =1.
p g -
a) f e LP(X), ge LY(X) = f-ge€ L'(X) (d.h. eigentlich f =[f],g = [g] =

f-geYX)und f-g:=[f- g ist unabhingig von der Wahl der Repriisentanten f,§) und

1S - gl < [1F1lp - llgllg (Holder)

b) f,g € L"(X) = f+ge LP(X) (dh eigentlich f = [f],g=[§] = [+§€ LP(X) und
f+g:=[f+ g| ist unabhéingig von der Wahl der Reprisentanten f, ) und

LF+ gl < 171l + Nl (Minkowski)

Insbesondere sind £P(X), LP(X) Vektorrdume und || - ||, : L?(X) — R Normen.

Beweis: Die Fille p = oo oder ¢ = oo sind leicht. Sei also 1 < p, ¢ < 0o und

f=11 9=19] i i ~

a) 1. Fall ||f||[, =0 = |f|P = 0 fast iberall = f = 0 fast iiberall = f-§ = 0 fast
tiberall = ||f gl =0.

2. Fall ||g||, = 0 ebenso

’f’ ‘g‘ Lemma 2.1

" el

3. Fall 0 < |[fll,s llgll, < ocs setze fi =

14



fl | g I [
i < —=+4+== |fIP + |g|?
p g plfllp qllglla

~ 1 1
lf-gldze<-+-=1 =/
p q

_
£l - [lgllq

IIf-gllx
b) [ () + g(o)] < 2max{|f()], 32|} =
f+glr <20 (IfP+19lP) = f+geLr(X)
||f+g||£=/|f+§|-|f+§|p‘1du§
< / L 1F + 3 dut / 3 1F + P du

Hélder A b 1/a
L+ o) - (17430 an)

[

a"'e

I F+gll2/ 7
=1

p
gl
= [If+glle " <Ufllp+ gl O

Satz 3.3
Fiir 1 < p < oo sind LP(X) Banachraume.

Beweis: Fiir p = 1 siehe Analysis 4, (M19); fiir 1 < p < oo ist der Beweis analog zu dem fiir
p =1, siche Ubung 9 in (M34/35).
Fir p = 0o : f,, = [fn] sei eine C-Folge in L>*(X)

1
— ‘v’k:EN:HNk:‘v’n,mZNk:||fn—fm||00§%
— A= {x € X;3k : In,m > Ny : ‘fn(ac) — fm(x)} > 1} ist eine 0-Menge und f,(z)

k
konvergiert in X \ A; sei f(z) := { églolo fu(@) z E j VA,

= f messbar und |f,(z) — f(z)| = Jim | fu(@) = fru(@)] < % fiir

reX\An>N, = an—fHOOS%fﬁrnsz wenn

f=1f] = fo— fin L>(X). a

Bemerkung: § 2 ist im obigen enthalten, wenn man X = N und g = Zahlmafl nimmt.
[Ab hier wird die lastige ~ {iber f ofters weggelassen.]

Def.:
f: X — [0,00] heifit Elementarfunktion <= (i) f messbar; (ii) f(X) ist eine endliche

15



Menge, d.h. f= > aixa, 4 €%, UAZ- =X, a; €]0,00].
endlich
Wenn f: X — C mit (i),(ii) heiit f Treppenfunktion.

Lemma 3.2
Die Aquivalenzklassen von Treppenfunktionen sind dicht in LP(X), 1 < p < 0.

Beweis: a) f € LP(X) = f1 = Ref, fo = Imf € LP(X) und es geniigt daher f; zu
approximieren.

ZB. fi = (fi)y + (f1)- mit (fi) () = maX{fl@)ﬁ}a (fi)-(z) = min{fl(l"),o} -
(f1)+ € LP(X).

Somit oEdA f: X — [0,00), d.h. f € L (X).

b) Zuerst sei 1 < p < oo; Mafitheorie = 30 < f; < fo < --- Elementarfunktionen mit
f:S%pfk:kh_{glofk = fP>2(f-f)P>220 =

— (Lebesgue, [ fPdu < o0) = lim [(f — fi)Pdp = /kh_{n (f=fu)du =0 =

X k—o0
=0

[fe] — [f] in LP(X).
c) Firp=oound f € L.(X)NLX), [[flle =a,

aq k=1 a
i = — 1 . ia . a _ s < _ f.. )
S€l fk<x> k j:lj X{IEX;‘%Sf(z)<<]21) } - ||f ka =7 — 0 fir £ — o0 O

C) Die Riume LF(Q)
Hier sei () # 1 C R" offen (nicht notwendig beschrankt) und p die Einschrénkung des Le-
besguemaBes A auf €2, d.h. ¥ = B(R?) N P(Q), p: X — [0,00] : A— A(A).
Fiir /fd,u schreibt man /f(x) dz.
Q Q

[Bemerkung: Letztlich ist es egal, ob man A oder A nimmt, denn zu f : @ — C A\-messhar
dg : @ — C A-messbar mit f = g fast iiberall, d.h. LP(Q) ist dasselbe.]

Def.:
Q C R” offen, f: Q2 — C.
in
supp [ := {z € Q; f(z) # 0} C Q heifit Trager von f (engl. “support”).?
f heiBt finit <= supp f ist kompakt. K(Q) := {f € C(Q); f finit}.

4Vorsicht: supp f hiingt von der Funktion f ab, nicht von der Aquivalenzklasse!
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Bemerkung: Wenn f finit ist, ist also supp f C R™ abgeschlossen und beschrénkt.
Wegen supp f C € hat supp f dann positiven Abstand d zu 052, d.h.
d = d(supp f,00) = ei‘nf , |lx —y| > 0.

yeoN

hier ist f=0

Wir setzen f in R™\ Q KBikrpg replacements
0 stetig fort, d.h. 0
Q) = {f € K(R");supp f C Q}. supp f
~d

hier ist f =0

o)

rO

Lemma 3.3
Fir 1 < p < oo ist £(2) € LP(£2) dicht.

Beweis: a) Beachte, dass IC(2) < LP(Q) : f —— [f] injektiv ist, denn [f] = [g], f,g stetig
— U= {z€Q; f(z) # g(zx)} ist offen und eine Nullmenge = U=0 = f=g.

b) Es sei Q; = {z € Q;|z| < j, d(z,0Q) 1} — 0= U Q;, Q; offen und beschréankt,
VjeN Zﬁj C Qj+1.

Fiir f € LP(Q) sei fj(z) == f(z) - xq,(7) = { g($)
I - fJHp—/\f (1~ xo, (@) dr_—> 0

Lebesgue

xGQ],

—
sonst

Also sind (Aqulvalenzklassen von) finite(n) Funktionen in L?(2) dicht. Nach Lemma 3.2 kann
man diese durch finite Treppenfunktionen approximieren und es geniigt daher
xB, Be€X, BCQ,fiirein j, durch g € K(£2) zu approximieren.

Aregulir = Ve > 0:3V C Qjoffen mit BC Vund A(V\B) <& = |lxz—xvl, <e'/?
Somit blelbt Xv zu approxmneren
c) V U A; wobei A; = H[al,al + 277) mit gewissen ai € Z - 277 (siche MaBtheorie). Es

=1
geniigt, dlese X4, stetig zu approximieren, und das ist leicht:

17



chiA

PSfrag replacements /
Z2.B.im R*

XA 1 H
A 4 4 stetige Approximation
4 ’ M o
a=] © ¢ -
a + 2_] ‘ a+2-j
stetige Approximation ;
Im Allgemeinen nehme fi(z) = 1 — min{1, kd(z, 4;)}. O

Satz 3.4
Fir 1 <p < oo ist LP(Q2) separabel.

Beweis: Nach dem Beweis von Lemma 3.3, ¢) ist (z.B. fir K=R) N = { [ > oixal; 0 €Q

endlich
n

und A; = []la, a1 +277),0, € Q,j € N} C LP(Q) dicht und N ist abzahlbar. O

=1

Def.:
Fiir ) # Q C R" offen sei D(Q) := C®°(Q)NK(Q) = {f : @ — K C* mit supp f kompakt}.

Wir werden zeigen, dass nicht nur K(Q2), sondern sogar D(Q2) in LP(2) dicht ist. Zunéchst
konstruieren wir w € D(R") \ {0} : Es sei

e/t . >0, ~
vo={5 i) —vee®
. , . eTl/h , Le /b >0 1
(WellT/JGC(R),T/J(O+):}11{‘I(l) 20:>¢(t):{0 <0 und ¢ € C'(R)
: : Pol.(t)t=2ke 1/t © ¢t >0
®) () =
etc., induktiv % () { 0 <0 ).

Setze w(x) := (1 — |z|*) mit ¢ > 0 so, dass /w(w)dx =1 = weDR").

R"
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A
PSfrag replacements y
-1 n=1
1
1 FE
W5
=1
x
Yy -1 1
Fiir h > 0 sei wy(z) = h™"w (%) = suppwy, = {z;|z| < h} und /wh(x) de =1.
R
Fir @ C R" offen, f € LP(Q2), h > 0 sei
fu(x) = (fxwp)(x /f 2)wp(z — 2)
Subst. y = %=,

— A"

= 2)h ™" w Tz dz
/f() < h ) z =z — yh,

(5)

wobei f in R™\ Q durch 0 fortgesetzt wird. Man nennt f;, oft eine Regularisierung von f.

Lemma 3.4
Fir f € LP(Q), 1 < p < o0, gilt
i € C=®™), ooy < l1Flliey und i 15 = fillzn) = .

O,y falmi 6, ) = fale)
Beweis: a) a—(x)—(lslg% 5 =
L wp (2140 — 21,00 — 29, ) —wp(x — 2) |
_(lsli%/f ) ° 5 4z

s axl h (g1 +96—21,00—22,)

hier wird integriert iiber K := {z ERY|z—2z <d+ h}, weil fiir andere z 0 gibt;
/ £(2)| s = / N1z <l [ = flx € LK)
Holder N e’

()"

——

<oo
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wn ist beschrénkt (da wy, € D(R")) =

8x1 Lebesgue
0 aw
8:{? /fZ(lSILI(l]—.’L'l—i‘Q?(S—Zl,xz dz—/f amfa:—z)dz

und ist stetig in x (wieder mit Lebesgue).

Mit Induktion folgt f, € C*°(R™) und 0° fy(z) = /f(z)(f)awh)(x — z)dz.

1 1 1
b)]—9+a:1:>}fh /‘fx—yh} wpywq y) dy
Holder » p 1

/\fx—yh\ -(/w<y>dy)
— Il = / (@) dz < / o) do
< /(/\f(x—yh)\%(y) dy) da
® R™ Rn
i (/!f v = yh) !”dw) ay = 1L,
R™ R (Subst) .
:”f”ip(g)

c) Falls f € K(2), so ist f, € D() fiir kleines h
(weil supp f, C {x eR™ Jymit |y <1, x —yh € suppf} und |fh f(x)‘ =

'/fx—yh )dy—/f(x)w(y)dy'g/jf(x—yh)—f<x)\/ wly) dy < ¢

<e fiir 0<h<§
(weil FEK(Q) = [ glm. stetig)

= fp — f gleichméBig auf R";

fir h € [0,1] ist supp fr, C L —{xER” d(x,supp f) Sl} -
1 fn = fII7s /\fh f@)]" de — 0 fiir A\, 0.

LNQ <gp fur 0<h<é

d) Falls fe LP(Q) = Ve>0:3g€ K(Q):||f —gllwen < =

Lemma 3.3
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fiir ¢ > 0 und so ein ¢ :
1f = fullery < Nf =gl +llg—gnll+  |lgn — fall
——

b)
=[(g=Hrll<llg—£l

IN

2e + ||g — gnl| < 3e fur kleines h.

Also ist fj, — f in LP(2). O

Bemerkung: Nach c) gilt: f € K(Q) = f, — [ gleichméBig in R™ fiir A N\ 0.

Satz 3.5
Fir 1 < p < oo ist D(Q2) C LP(Q) dicht.

Beweis £(Q2) C LP(Q2) dicht nach Lemma 3.3. Fiir f € K(€2) und A klein ist f, € D(2) (vel.
oben die Uberlegung zu supp f3,!) und f, — f fir h (0 = D(Q) C LP(Q) dicht. O
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§ 4 Distributionen
Im Folgenden sei ) # Q C R™ offen und K = C.

Def.:

1) ¢ — ¢ in D(Q) bzw. klim o = ¢ in D(Q) <~
—00

i) ¢ € D(Q) und Vk € N : ¢, € D();
ii) 3K C Q kompakt: Yk € N : supp ¢y, C K

iii) Va € Ny : 0%, — 0%p gleichméaBig auf Q, d.h.
Vo eNp:Ve>0:3IN €N:VE> N : Vo € Q: |0%y(z) — 0%(z)| <e.

2) D'(Q) :={T : D(Q) — C C-linear; Y(¢5)ren € D()N mit
¢r — 0in D(Q) : T(pr) = 0 (in C)}

3) Ty — T in D'(2) bzw. klim T, =T in D(Q) <= VYo € D(Q) : Ti.(p) — T(p).
—00

Bemerkungen: 1) ¢ € D(Q2) nennt man oft Testfunktion, 7' € D'(Q2) heifit Distribution.
D'(Q) ist offenbar ein C-Vektorraum.

[2) Man kann auf D(2), D' (€2) Topologien einfiihren, sodass sich die Konvergenzbegriffe in Def.
1), 3) ergeben. Allerdings benétigt man iiberabzahlbar viele Halbnormen, d.h. D(2), D’'(2)
sind lokalkonvexe topologische Vektorrdume aber keine metrischen Rdume, man braucht ,, Fil-
ter“. In fast allen Anwendungen geniigen die Definitionen oben.|

3) Oft schreibt man (p, T') fiir T'(p).

Def.:
Li (Q):= {[f], f:Q — C messbar (bzgl. B(Q)) AVK C Q kompakt: [ |f(x)‘ dz < oo} .
K

f=1f] € L..(Q) heiBt lokalintegrable Funktion.
Bemerkung Vp € [1,00] : LP(Q) C LL .(Q), denn f = [f] € L?(Q), K C Q kompakt —>

loc

1/p 1/q
[l@lte= [|iw]1ae < | [lf@lar] | [1ae)  <pre K2 <o
K K K K
wenn E + E =1, 1 <p<oo. (Fiir p= oo ist es trivial.)

b

Bsp.:f:R—HC:x»—){é iig} g /|f(x)}dx:oo = mngloc(R)‘

[_17]-]
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loc

Aber [f] € LL (R \ {0}) weil YK C R\ {0} kompakt: /ﬁdx < o00.
Aber [f] & L' (R\ {0}) ~ LY(R). Allgemein gilt

D(Q) € K(Q) ¢ LX(Q) & LL(Q) & D(Q)

Lemma 4.1 + Definition
Die Abbildung

i L) = D@ s =171 (o [e(f(e)a)

ist ein Vektorraum-Monomorphismus.
T € D'(Q) heifit regulére Distribution <= 3f € Li. (Q) : T =Ty.

loc

Vorsicht: Man schreibt meist wieder f statt 7.

Beweis a) i ist wohldefiniert und linear:

@) [f] = [§] <= f — § =0 fast iiberall —> /go(x)(f(x) —g(z))dz =0

B) ¢r — 0in D(Q)) = JK C Q kompakt: Vk : supp pr C K und ¢ — 0 gleichméfig
— IM :Vk:Vz: |pp(z)| < M = (Lebesgue) = Ty(px) = /gok(x)f(x) dz — 0

K
(Die gleichmiBige Majorante M - | f(z)| ist in £}(K), da f € Li (2).)

) Offenbar ist 7 linear.

b) i ist injektiv:

Es sei Ty = 0 fiir f € Li,.(€2). Wir haben f =0, d.h. f =0 fast iiberall zu zeigen.
Q; seien wie in S. 17. Es geniigt f|o, = 0 fast iiberall zu zeigen (denn abzihlbare Vereinigun-
gen von 0-Mengen sind 0-Mengen).

Es sei g = [ - XQj1 = { (J)C(x> §o§s?j+1 } Q.1 C Q kompakt = g € L1(Q;11) L3

gn = g xwy, € C®(R™).
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Es sei ¢ € D(Q;) und 0 < h < d(Q;,00,11) = d = T,,(¢) = /gh(x)cp(x) dz =

/(/1 F(2)wy, x—z)dz) (z) dx wh(_F;l)girzh(m)Q/; f(2)<ﬂ/s0($;;h(z—g;)dx> ds —
/f 2)onlz I 2)dz =Ts(pn) =0

weil supp ¢, C 2541, vgl. S. 20.

Annahme:
dzg € Q; : 3h € (0,d) : gn(zo) # 0, zB. Regn(zg) > 0 = e > 0 : Vz mit
|z — x| < e:Regp(x) > 0; fur e klein genug ist w.(x — xg) € D(Q;)

— 0 <Re (/ w(2)wo(z — xo)dx> — Re (Tgh (we(x — xo))> —04

)
Also folgt: Vh € (0,d) : gulo, =0 = llgllr@,) = llg = gullre,) < 9 = gnllre,s) = 0
fir h \, 0 = g|o, = 0 fast iiberall = f|QJ = 0 fast {iberall. U

Bsp.: 1) Fir a € Qist §, : D(2) — C : ¢ — ¢(a) eine Distribution (da ¢, — 0 in
D = ¢r(a) = 0). 6, heiit J-Distribution mit Tréger in a. §, ist nicht regulér [aber im-
merhin noch ein Ma8; wie L{ () kann man auch die Radonmafe K'(€2) in D’'(Q) einbetten].
0, entspricht einer Einheitsmasse bzw. Einheitsladung in a. Es sei speziell 1 =R, a = 0 und

PSfrag replacements

x E:0o<ax<i 1
fi() :{ 0 : sonst ’ } € Lioe(R) _k y=tilde f
y = fr(z)
k |
x X
Yy 1/k
Dann ist klim Ty, = 09 =: 6 in D'(R), denn
—00
1/k
1/k [ p(x)dz
¢ DI — Tylp) = [ w)ila)de =k [ pta)do =
R 0

Hauptsatz
Diff. /Int.rechn. ® (0)

= (p).
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3

2) Wenn f.(z) = € C(R), € >0, so ist li{{% Ty, = w6, denn:

€2 + a2
edx
e DR) = Tr(p)= | ¢(z) Ep (Subst. x = cu)

o0 oo

e-edu Lebesgue / du
= _ _ — 0) - = 0) = 5
/ pleu) e2(1+u?) (Major. Hlug) #(0) 1+ u? mp(0) = mo(p)

3) Wenn a,v € R", so definieren wir 7' = —vT - V§, durch

T :DR") — C: p(x) — vl - V(a).

T entspricht einem Dipol der Stédrke v in a, denn
T(p) =v" - Vip(a) = lim platve) = ola) :

a—)O\ g

'

L (Sarrve—0a) (1)

1
dh. T = lir% —(Oatve — 0g) in D'(R™). T ist kein Mafl mehr. Ganz allgemein kann jede Distri-
e—0 €

bution beliebig oft differenziert werden:

Def.:
1) geC®(), TeD(Q) = g-T € D(Q) ist definiert durch (¢g-T)(¢) :=T(g- ¢).
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2) TeD(Q), a € Ng = 9°T € D'(Q) ist definiert durch (9°T)(y) := (=1)T(9%p).

Bemerkungen 1) Dass g - T' sowie 0*T Distributionen sind, folgt aus ¢ — 0 in D(Q)) —
g - — 0und 0% — 0 in D(Q).
Beachte: T, — T — ¢g-Tp — g T, 0T, — 0*T in D'(Q).

2) Die Definitionen sind so, dass sich fiir Funktionen das Ubliche ergibt:
a) g € C%, f €Ly = Tys(p) = /g(:ﬁ)f(m)@(x) dr = (g-Tr)(p), dh. Ty =g- Ty

b) feCHQ) = Tz?if(@) gf (x)p(z) de = (partiell integrieren, ¢ = 0 auflerhalb K
z1 X1
Q

kompakt, ersetze f durch f-x, x € DQ = 1 auf K, und integriere iiber [-N, N|", N
grof) = /f r)dr = —Tf( ) (ai ) , d.h. Taf = ain und ebenso
induktiv fur fe C"a‘(Q) : Tyop = 0“T}.

Satz 4.1

geC>®(Q), TeD (), o, e Ny = i(g-T) = @-T+g-a—T und 9°HPT = 9%(9°T)

’ ’ ’ 0 (91’]- &xj al'j

Beweis Leichte Ubung.

Bsp.: 1) (0%6,)(¢) = (—1)l15,(0%p) = (=1)1*(62p)(a), vgl. den Dipol in S. 25.

1+ 0<t<oo : . . .
2)Y(t) := { 0 : t<0 } heifit Heavisidefunktion.
Es gilt Y = 6 € D'(R), denn (wir identifizieren Y mit Tjyj) : Y'(¢) def —Y(¢) L4t
’ . ’ Hau_pts oo o o
- [e@Y@dr=- [ @)™ ol = p(0) = ae) = b1)
—o0 0

3) Es sei T € D'(R') mit 7" = 0.
Wir zeigen, dass dann 7" = ¢ —const € C(R) Cc LL.(R) C D'(R). Fiir p € D(R') sei

[e.9]

901::@—/ ()dtw:>/g01 t)dt =0 (weil [w(t)dt =1,s.S. 18)

—00
t

— Y(t) = /gpl(s) ds € D(R);

—00
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0=T')=-TW)=-T(p1) = =T(p) + T(w)- / p(t)dt =

T %
Vo € D(R) : T(p) = /c ~p(t)dt = T =T, wobei wir ¢ € C auffassen als L] -Funktion.
Kurz: T" =0 = T = konstant. Allgemeiner:

Satz 4.2
) C R offenes Intervall, £ € N. Dann gilt:
TecD(Q),T® =0 = T = Polynom vom Grad < k — 1.

Beweis Induktiv: T®) = T7*-1" = _S__(;> T*D = ¢ = (T*2 —cz) =0

— T"2 = cx + d ete.
[Dabei wird beim Beweis von (®statt w wy,(z — xo) mit supp wp(x — o) C © genommen.] O

Bemerkung Wenn () # Q; C Qy C R offen sind, so kénnen wir D(€1) C D(£2,) auffassen,
indem wir ¢ € D(£21) in Q5 \ ©; durch 0 fortsetzen, vgl. S. 17.

Daher ist fiir 7' € D'(Q) T'la, := T|p@,) wohldefiniert und gibt fiir f € L. das Ubliche.
Der néchste Satz besagt, dass {2 — D'(2) eine ,Garbe* ist.

Satz 4.3 )
Q = [J Q; sei eine offene Uberdeckung. Dann gilt:
iel

a) S, T € D/(Q) mit Ve € I : S‘QZ = T’QZ = S=T;
b) wenn T; € D'(Q;) mit Vi, j € I : Tj|o,ne;, = Tjlane,
(falls ;N Q; #0) = FHT €D'(Q):Viel:T,=T
Beweis Y; sei eine lokalendliche C*°-Zerlegung der 1 zur Uberdeckung (vgl. Differenzierbare
Manigfaltigkeiten S. 59), ¢ € D(Q).

a) supp (¢ - x;) CsupppNsuppy; C & = - x; € D(;) und ¢ - x; = 0 fiir fast alle i, da
supp ¢ kompakt = S(p) =S ¢ xi) = > Slp-xi) =2 T(¢-xi) =T(p)

endl.
b) Definiere T'(¢) := >, Ti(p- xi);
X Z0
or—=>0 = T(pr) >0 = T €D(Q);
¢ € D) = T(p) = X Ti(exi) = 2 Tilaing, (¢ - Xi)
=2 Tile-x:) =T;C ¢ xi) =Ti(p) = Tlo, =T; O

Def.:
Fir T € D'(12) sei der Tréger von T

suppT = Q\ {950 €8 3> 0: T o jomsol<e} = O} '
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Bemerkung Offenbar ist 2\ supp 7" offen und supp T' C 2 abgeschlossen. Wegen Satz 4.3 ist

T |Q\SuppT =0 und Q \ supp 7 ist die groBite offene Menge auf der T' = 0 ist.

Bsp.: 1) Fiir f € C(Q) — D'(Q) ist supp f = suppTy. Fir f = [f] € L.(Q) — D'(Q)
hingegen ist i. A. supp f # supp fi, wenn [f] = [fi]. Aber suppTy = Q\ {zp € Q; I > 0 :
f =0 fast iiberall auf {z € Q; |z — 20| < e}} ist wohldefiniert.

2) suppd, = {a} = supp 0%9,, siehe auch Satz 4.5.

Def.:
E'(Q) = {T € D'(Q); suppT kompakt}.

Bemerkung
Wie in S. 17 gilt, dass dann d(supp7,0?) > 0 und wir daher (nach Satz 4.3) T € £'(Q2)
auBerhalb von € durch 0 fortsetzen kénnen, d.h. £'(Q) ~ {T € &'(R"); suppT C Q}.

Satz 4.4 )
T :D(Q2) — C sei linear. Aquivalent sind

(i) TeD(Q) (dh. ¢, - 0in D(Q) = T(pr) — 0);
(ii) VK C Q kompakt: 3C' > 0: 3Im € Ny : Vo € D(2) mit suppp C K :

T <C > 10"l

laj<m

[Interpretation: Wenn D() als lokalkonvexer topologischer Vektorraum definiert wird, heifit
(i), dass T folgenstetig ist und (ii), dass 7" stetig ist, und Satz 4.4 sagt, dass die zwei Aussagen
dquivalent sind.]

Beweis: (ii)) = (i): pr — 0in D(?) = IK C Q kompakt: Vk € N : supp ¢ C K und
Vo€ NI 2 [|0%0k] o — 0 222 T(pp) — 0 fiir k — oo,

(i) = (ii): Indirekt; Annahme: 3K € Q kompakt: Yk € N : Ji, € D(2) mit supp iy C K
und [T(¢y)| >k Y [|0°Uk]oe =: ar € (0,00).

o<k
1 1
Setze g == — Py = > [|0%%|lcc =~ = 0 = ¢, — 0in D(Q),
@ <k k
aber [T(pr)| >1 = 4 O
Satz 4.5
TeD (), ac, suppT ={a} = T = > ¢,0%, fir geeignete ¢, € C, m € N.

laj<m
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Beweis a) Es sei T € D'(Q2) mit suppT = {a};

R" = QU (R"\ {a}), Ty =T, T = 0 "222° oEdA T € D'(R™).

Betrachte S(y) := T((p(a: — a)) — suppS = {0}.

Wenn S = > ¢,0% gezeigt ist, folgt T'= > ¢,0%),. Also oEdA a = 0.

|a|<m la|<m
b) Nach Satz 4.4 3C > 0 : 3m € N : Vo € D(R") mit suppy C {z;|z] < 1} : [T(p)| <
¢ 2 0%l

laj<m

Es sei x € D(R"™) mit supp y C {x; lz| < 1} und x(z) =1 fir |z| < %
fir o € D(R™) und t > 0 sei p(x) := p(z) - x(t-z) = 0&supp(p—p;) = T(p) =T ().

(x) = > aL'(O):cO‘ = Taylorpolynom von ¢ vom Grad m = T(¢) = T(¢;) =
la|<m
0%p(0

T() +T(pr — ) = | ‘Z Zl( ) T(z* - x(t-z)) +T(pr — )

al<m :

= IZ ca0%0(p) +T(or = ¢1),
al<m
—1)le
wobei ¢, = ( 1|) T (2*x(tz)) (von ¢ unabhéngig, da 0 ¢ supp (z*x(t1z) — z*x(t2x)) fiir
a!

t1,ta > 0).

Diese Darstellung von T'(¢) gilt V¢ > 0 und es geniigt daher zu zeigen, dass tlim T(pi—1y) =0
—00

Taylor
! 9%p(Vz)
c) f(x) = p(x) —d(x) = > ———
|a|=m+1 a:
— 3C; > 0: Vo mit |z| < 1:|f(z)] < Cylz|™; ebenso fir 87 f, |y] < m, d.h.
3C; > 0:Vy € Ny mit |[y| < m : Vo mit |z] < 1:|07f(2)] = [07¢(z) — ()| <

%, ¥ =19, €(0,1)

Taylor
Cilz[™ =1 Fiir ¢ > 1 ist supp (o — ¢4) C {z; |z] < 1}

— [T =) = [T(F x| <€ T [0 (F - xt)]|

la|<m
®
<C X X (%) max |9° f(x)| -
|a|<m BLla |ﬂf|<1
<C-0 Y 3 (5)tlﬁl—m—1 . tle=8l . 10° 2| oo
la|<m BLa
< Cy-t71 — 0 fiir t — oo.

s ()]

[®Beachte, dass 0°(f - g) = > (g)@ﬁf -9°7Pg (Leibniz)]. O

BLa
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§ 5 Sobolevraume

Wieder sei ) # Q C R™ offen, K = C, und LP(Q) C Li () C D'(2) entsprechend Definition

loc
und Lemma 4.1.

Def.:
1<p<oo, k€N,
Die Vektorrdume Wr*(Q) := {f € D'(Q); Yo € Ny mit |a| < k : 0°f € LP(Q)} heiBen

Sobolevriaume. Sie werden mit der Norm

1/p
1 lwo == D 10 F 1100

lo| <k
versehen.
Satz 5.1
WPk(Q) ist ein Banachraum.
Beweis: a) Wenn wir {a € N; |a| < k} = {a1, - ,an} (mit m = ("1*)) irgendwie
anordnen, so ist || f||yy»r = |27],, 27 € R™ definiert durch [L’j = 0% flltr fir j =1,--- ,m.
Minkowski = Vj : :vfrg < 9354—93? = || f+gllwror = |2719), < |25+ 29|, < |27, + |29, =
|\ fllwer + lgllwer = || - |lwor ist eine Norm.

b) f; C-Folge in WP* = V|a| < k: 0°f; C-Folge in LP(Q) = 0°f; — go in LP();
g ‘= go,
P ED(Q) = (0°f;)(p) = (1)l f,(@°¢) = (1) / f-0pde —s (~1)° / g- 0% da

Holder
(weil ||(f; —g) - (9%0“1 <|\fj = 9gllp - l10%¢llg — 0, j — oo) andererseits ist

(0°fi)(p) = /3% pdr — /gasod:r = gu(p) = Yo € D(Q): (0°9)(p) = galp) =

0°g = go € LP(Q) = g € WPF(Q) und f; — g in WPF(Q). O

Satz 5.2
D(R™) C WP*(R") dicht (1 < p < oo, k € Np)

Beweis a) Wenn 1 € D(R") mit n(x) = 1 fiir |z| <1 und f € WP*R") =
fi = f(z)- n(%) — fin WP* fiir j — oo und supp f; ist kompakt.

b) Wenn f € WP* mit supp f kompakt, so ist fiir 4\, 0 (nach Lemma 3.4) f; € D(R") und
frn — fin LP(R™) und 0*(f,) = (0“f)n — 0%f in LP(R") fiir |a| < k = f, — f in
WPE(R™). O
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§ 6 Beschrinkte Operatoren in Banachridumen
Nun sei wieder K = R oder K = C.

Satz 6.1
X, Y normierte Rdume, A : X — Y linear. Dann sind dquivalent:

i) A stetig (d.h. VU C Y offen: A~}(U) C X offen)
ii) A folgenstetig (d.h. Vz, — 2z in X : Az, — Az inY)
iii) A ,beschrankt*, d.h. 3C' > 0:Vzr € X : |Az| < Clz|.

Beweis: i) <= ii) ist aus der Topologie bekannt. (Beachte, dass X, Y metrische Rdume sind.)
Zu i) < iii) vgl. Analysis 2, 28.

[i) = iii): 0 eA—l({y; ly| < 1}) —

30>0:{zeX;lz|<d}c A ({yeY; |yl <1}),

d.h. 36 > 0: Ve mit 2| <6: |Az] <1 = Vo #0:

2|z| oz 2|z| oz 2|z| 2
Az| = |A . _ 2y il [ R N
[Az] < 5 2|x|>’ 5 |\ 2 )| = o 5 1!
~—
2

|-|<é
2
Vo @ |Az| < 5 |z| = Clz|, C = 5
iii) = 1i): |Az; — Axy| < Clxy — 29| = A lipschitzstetig = A stetig.|

Bsp.: 1) Wenn dim X < oo, so ist jede lineare Abbildung automatisch stetig. Aber z.B. fiir
X =C([0,1]) mit [f| = [f]l1ist A: X — C: f > f(1) unstetig, da fiir f,(z) = 2" gilt
fn— 01in X aber Af, 4 0.

2) Wegen Satz 6.1 sind 2 Normen | - | und || - || auf X dquivalent <= id : (X, |-|) — (X, ]|
ist ein Homoomorphismus.

Def.:
X, Y normierte Raume.

1) L(X,Y):={A: X — Y linear und stetig}, L(X) := L(X, X)
2) Ae L(X,Y) heifit kompakt <= VM C X beschrénkt: A(M) C Y prédkompakt.

Satz 6.2
Es gilt: A kompakt <= V(z,) beschrénkte Folge in X : 3 Teilfolge x,,, : Aw,; C-Folge.
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Beweis ,=* B = {Az,; n € N} prikompakt = B C Y kompakt = 3 Teilfolge
Ar,, —y €Y = Ax,, C-FolgeinY.
,<="Sei M C X beschriankt.

Annahme: A(M) nicht prékompakt S df 350 Aendliches e-Netz zu A(M) = Jz, € M
mit Vn # m : |Az, — Av,,| > e = A Teilfolge x,,, : Ax,, C-Folge 4 O
Def.:
Fir A e L(X,Y) sei || A :== sup |Az|.

zeX

|lz|<1

| - || heiBt Operatornorm. (Sie hingt natiirlich von den Normen auf X und Y ab.)

Bemerkungen 1) ||A|| ist die kleinste Zahl C, fiir die gilt: Vo € X : |Az| < C|z.
2) || - | ist eine Norm auf L(X,Y’), denn

|A+ B| = sup |Az + Bz| < sup (|Az| + |Bz|) < sup |Az|+ sup |Bz| = ||A|| + || B].
lz|<1 |z<1 |lz|<1 |lz|<1

Aus Satz 1.3’ Seite 5, erhalten wir:

Satz 6.3

A€ L(X,Y), Y vollstindig. Dann gilt:

JAe L(X,Y): Alx = Aund es ist ||A]| = ||A]]. O
Satz 6.4

X normiert, Y Banachraum.
1) L(X,Y) ist mit || - || ein Banachraum.
2) {A€ L(X,Y); Akompakt} ist ein abgeschlossener Untervektorraum von L(X,Y).

Beweis 1) A; sei eine C-Folge in L(X,Y); x € X = [Ajx — Apx| < [|[4; — A - |z| —
0 = A,z C-Folge in Y, Y vollstindig = Ajz — y =: Ax.
Offenbar ist A: X — Y linear.
Weiters ist |Ajz — Az| = lim |Ajz — Agx| < elz|, wenn j > N, = A; — A€ L(X,Y) und
k—>00 N
<[ A;—Agll'|=|
|A; — Al <efirj>N. = A€ L(X,Y)und 4; — Ain L(X,Y).
2) a) Ay, Ay kompakt, A\, Ay € K, z,, beschriankte Folge in X Satz g2
3 Teilfolge x,,; : A1x,; C-Folge und 3 Teilfolge x,,; : Asx,;, C-Folge —

(MAs + Ao Az)z,, C-Folge "X22% X Ay + Ay Ay kompakt.

Also bilden die kompakten Operatoren einen Untervektorraum.
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b) A; kompakt, A; — A in L(X,Y), M C X beschriankt, Vz € M : |z| < C, ¢ >0 =
5 : ||4;— Al < % = Vo e M: |Az—Ax| < %|[E| <e = A;(M) ist ein prakompaktes

e-Netz zu A(M) Sae LT A(M) ist prikompakt = A kompakt. O

Bemerkung L(X) := L(X, X) ist sogar eine Algebra und es gilt
|A- Bl = sup |ABz| < ||A]| - ||B]] ®d.h., falls X ein Banachraum ist, so ist L(X) eine

|lz<1

,Banachalgebra“ (= Banachraum und Algebra mit ® ). [Wie im R"*" ist A- B := Ao B.]

Def.:
X normierter Raum.
X":=L(X,K) ={f: X — K linear und stetig} heifit Dualraum von X.

Bemerkungen 1) X’ ist ein Banachraum (Satz 6.4).

2) Wenn A € X' und X <Y mit |z|x = |z|y, Vo € X, so lisst sich A (nach Satz 1.3)
eindeutig stetig fortsetzen auf Y, falls X C Y dicht ist. Der néchste Satz besagt, dass sich A
in jedem Fall stetig und linear auf Y fortsetzen ldsst (natiirlich im Allgemeinen nicht eindeu-

tig).

Satz 6.5 (Hahn-Banach)
(X,\ . |X), (Y,] . ]y) normierte Rdume, X <Y, Vo € X : |z|x = |z|y (d.h. X ist ein
Untervektorraum von Y mit induzierter Norm), A € X’. Dann gilt:

JA e Y mit Alx = A und ||A|| = ||A].
Der Beweis wird ausgelassen.

Def.:
X Banachraum, A € L(X), [ =idx : X — X : 2+ x.

1) o(A) :={NeK; A— A : X — X bijektiv und (4 — AI)~" ist stetig} heit Resol-
ventenmenge von A.

2) 0(A) =K\ o(A) heiit Spektrum von A.

Bsp.: Wenn ) ein Eigenwert von A ist, d.h. ker (A—AI) # 0,so0ist A € 0(A). Fiir dim X < oo
ist A — AI bijektiv <= A — AI injektiv und daher o(A) genau die Menge der Eigenwerte von
A. Fir dim X = oo ist 0(A) im Allgemeinen grofer.

Satz 6.6
X Banachraum, A € L(X). Dann gilt

1) {XeK; [ > [A]l} C o(A);
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2) A€ Kmit |\ > [|A]] = Ry :=— > A7t AJ konvergiert in L(X) und
i=0
Ry, = (A — )\I)_l

Bemerkungen A° := 1, — Y A771A7 heifit ,Neumannsche Reihe* und R, wird oft ,,Resol-
ventenoperator® genannt.

Beweis Offenbar folgt 1) aus 2).

Es sei A € K mit [\ > ||A]| und ¢ := HWH wenn B, := Y A7 A und m < n =
j=0
1B~ Bull = | RS W< PRI gap < & 3t o= L g
Al < Al 1—c

m,n > N, da0 § c < 1 = B, 1st C’ Folge in L(X), L(X) vollstandig (Satz 6.4) — die
Neumannsche Reihe konvergiert. Weiters ist

ARy=—AS NT1AT = - SS N 1A = S N TA = - SN TAT 4 T = AR+ ] =
=0 j=0 j=1 Jj=0

(A—X)Ry =1 und ebenso Ry(A—AX)=1 = Ry=(A—- )"} O

34



§ 7  Beschrinkte Operatoren in Folgen- und Funktio-
nenraumen

A) Operatoren in endlich-dimensionalen Riumen
Fir X = K", Y = K™ ist jede lineare Abbildung A : X — Y auch stetig, d.h.

L(K" K™) — K™": A+ (aw) m

1

wobei Ae; = Z a;;jfi und ey, --- e, bzw. fi,---, f,, Standardbasis in X bzw. Y.

Wenn wir auf K” bzw. K™ jeweils die p-Norm nehmen, so erhalten wir die entsprechende

Operatornorm || AJ|, = |n‘1ax | Ax|,,.

Bsp.: 1) Wir wollen z.B. ||A||; bestimmen.

n
r e K mit |z, =) |7/ <1 =
7j=1

n m
|Az|, = Z ‘ Zazg%l Z Z aw|)|$3| < maX ;|aw| 21|:Uj| < max Z |aij]
= m B _m = !
= (Al < max 3 fag| = > fay,|-
J=hri=1 i=1

Wenn z; = { (1) gozsio } , so ist [Az| =} [aij,| und daher folgt

=1

| Al = max > laij| = ,maximale Spaltenbetragssumme®, z.B. H (;) i) =2+4=6.
J=Lm iz

2) i fest — ‘(A:}:)Z‘ = ‘ > aijxj} < (Holder) < \ [ Jaii]? - |zl2
j=1 Jj=1

= Asff = | (A) [ < 53 fau ) - |of
1= = 1=
= [14llo = maxjdzl> <, 2 21 |aig|? = [[Allus

Die letzte Norm (: | - |2 auf KmX”) heifit ,,Hilbert-Schmidt“-Norm.

Im Allgemeinen [|A||2 < [|A]|us-

| - |lus sowie die ,,Operatornorm® || - || werden uns im Hilbertraum wiederbegegnen, || - |1
wie in Bsp. 1 spielt dort keine Rolle.
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B) Der Dualraum von [?

Satz 7.1

1 1 )
1<p<oo, —+-=1(dh.¢g=oc0firp=1). Dannist F': {9 — (I?) : y — (xr—) szyl)
P g i=1
ein Isomorphismus von Banachraumen.

Beweis a) y € I, z € I’ = |F(y)(z)| = | X ziws| < |zl -lyly = F(y) € (") und
i=1 Holder

HF (y)H < |ylq- Also ist ' wohldefiniert, linear und stetig.

b)Esseiej:(O,---,O,‘l,O,---)Elp.
J
Fly)y=0 = Vj:0=F(y)(e;) =y; = y=0. Also ist F" injektiv.

Zur Surjektivitét: Sei f € (IP)' und y; :== f(e;).

1. Fallp > 1,d.h. g < o0

NG /ey - oy <
Fiir N € N fest sei o := { |y3‘0/y3 gs/(])ntto’ J<N

= (1] = (S 76| = | S am] = 5 ol

f-/q\ﬂ 1/p
(‘1—1)'17) _—

N
andererseits ist | (r)| < 7]+ lely = /1) (2 I
]:

1/q
N ety
(Zll?) " <7l v = yew

=
fir 2 € KM ist f(z) = F(y)(z); weil KM = {(21,2,---); x; = 0 fiir fast alle j} < 17 dicht
ist, folgt f = F(y) (vgl. Satz 6.3) und |y, < [|f|| = ||F(y)||. Also ist F bijektiv und ein
Isomorphismus von Banachraumen.

2. Fallp=1, g=00:

Vi e N: |yl =|fe)| <NfIl-lesh = 1l =

— ycl®und f(z) = F(y)(z) fiir z € KM <! dicht

= f=F(y) und |yl < [|F(y)]]. O

Bemerkung Es gilt I! = (¢, | - |Oo)/, aber [' & (I°°)". Der Beweis oben versagt im Fall p = oo,
da K™ in ¢, aber nicht in {* dicht ist.
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C) Der Dualraum von L'(X)
(X, X, 1) sei ein Mafiraum.

Satz 7.2 (F. Riesz)

1
1 <p<oo, —+ — =1. Dann ist
p q

F:LY(X)— (Lp(X))/ Cf (gr—> /f'gdu)
ein Isomorphismus von Banachraumen.

Bemerkungen 1) Genaugenommen: F : [f] — ([g] > /fg du
2) Satz 7.2 D Satz 7.1 fir p > 1, wenn X =N, ¥ = P(N), p = Z&hlmas.

[Beweisskizze a) Wie im Beweis von Satz 7.1 zeigt die Holdersche Ungleichung, dass F
wohldefiniert, linear und stetig ist und ||[F(f)|| < || f]l,-

b) Fiir 0 # f = [f] € LI(X) sei

h(x) ;:{ \f(fc)lg/f(x) f(:c);éo}

sonst
:>/|h|pdu /If\"“’du /!f|qdu—!|f|!q

— h=[ile < ) Wil = 157 und (152
w= [ F b / i = 71 = A1) = o = - 111
— ol =swp CEOL s g,
470 H H
Also ist ||F(f)|| = | flly und F : L? — (LP)’ ein Isomorphismus auf einen Unterraum von
(L7)"

c¢) Die Surjektivitdt von F' ist schwieriger zu zeigen. Sie entspricht (15.11), p. 230, in Hewitt-
Stromberg, Real & Abstract Analysis.]

Bemerkung L!'(X) ~ L*(X) gilt fiir ,zerlegbare Mafiriume”, vgl. Hewitt-Stromberg,
(20.20), p. 353.
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D) i:0(Q) — C®)

Def.:

0 #Q CR* meN. Q gehért zur Klasse C™ (bzw. kurz ,Q € C™%): <= 1)  offen und
beschrénkt, ii) Vog € 002 : o : W — V mit V,W C R" offen, o € W, ¢ C™, ¢ bijektiv,
et O™ (dh. Ve e W :det ' (z) #0) und (W NQ)={xeV; 2, <0}

[—= (W NIN) ={zeV; x; =0}

Bemerkung Die letzte Bedingung in [- - -] besagt, dass 02 eine (n — 1)-dimensionale C"™-
Untermannigfaltigkeit von R™ ist. ii) sagt, dass {2 ,auf einer Seite“ von 0f2 liegt, und das ist
etwas mehr. Z.B. fir @ = {z € R?, [z| < 1, [z] # 1} ist 9Q eine C*°-Untermannigfaltigkeit,
aber ii) fiir |zo| = 3 nicht erfiillt.

Satz 7.3 .
Qe = i:0(Q) = CHQ): f+— f ist kompakt (wenn c (Q), C(Q) = C ()

entsprechend S. 10 normiert sind).
Beweis a) Es geniigt zu zeigen, dass M := {f € 51(9); Ifll;r < C} in C(Q) fiir C >0

. . n || of
prikompakt ist. [[f][z1 = || flle + ; H%

Wegen Satz 3.2 miissen wir dann nur mehr zeigen, dass M gleichgradig stetig ist.

,vgl. S. 10 = M ist in C(Q) beschrinkt.

b) Vxo € 002 : 3 Karte ¢ : W — V wie oben. Durch Einschrankung der Karten ¢ : W — V
kénnen wir oEdA annehmen, dass V = {z e R 2| < 1}, dass ¢ lipschitzstetig ist und
(o™1) beschrinkt ist.

Yy € Q:35 > 0: Ks(y) C Q; Q beschrankt —  kompakt = 3 endhch viele W; und

endhchmeleylmthCUKg o UUW — UCQundQCUUUW

j=1 =1
N———

U
[Ks(y) = {z € R": [z —y| <8}, vel. S. 7]

frag replacements

Q
Wi
Ws
U O
N —_— —_— .. —
c) UU J(W; NnQ) = Q ist eine offene Uberdeckung von 2 kompakt =— 3 Lebesguezahl
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§>0 = Vz,y € Qmit |[z—y| <d:[z,y € UV[Ii:z,y € W, Essei weiters § < d(U, 99).
Wenn dann f € M und z,y € Q mit [z —y| <J =
1

1.Fall z,ycU = {f(x)—f(y)‘:'/%f(xn%(y—x))dt’§

1
g/]y—azl-‘Vf(:t:—l—t(y—x))‘dtg&Coder
0

2. Fall Ji:xz,yeW, = ‘f(x) —f(y)| = ‘fogﬁi_l(%(x)) —fo%_l(%(y))‘

~~

€{z€R";21<0,|z|<1}

— ‘j%[fm&-_l(fi(w) +t(pi(y) — %(m»/)] dt‘ <

< Jpily) — pila)] - sup IV (fowi)(z)] < Cso
S‘C,I(; 51<0

J/

<(Cs9

Also ist M gleichgradig stetig. O

E) Integraloperatoren

Def.: 3
0 #Q C R offen, K = [K] € L} (2 x Q).
Dann heifit

K K(Q) — LL(@)  f — [x — [ Ke)fw) dy}

Integraloperator mit Kern K(z,y).

[Vorsicht: Der Buchstabe K bezeichnet (je nach Kontext) sowohl den Kern als auch den
Operator!]

Bemerkung A C Q kompakt, f € K(Q) = K(z,9)f(y)xa(z) € LY(Q x Q) = (Fubini)
o xala) [ Rl )dy € £19) = Kf € L (@)
Q

Wenn iiber 2 und K(z,y) € LL .(Q x ) mehr vorausgesetzt wird, ldsst sich auch iiber den
Operator K mehr sagen:
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Satz 7.4
Wenn () # Q C R" offen, beschrénkt und K (z,y) € C(Q x Q), so ist K € L(C(Q)) kompakt.

Beweis a) 0 x Q kompakt, K (z,y) stetig = K (z,y) gleichmiBig stetig.
Wenn f € C(Q), x1,75, € Q
— [Kf(a) - KS(@)| < [ |K@uy) = Kaw)| 170 dy < -2 [0

v~

Q <e fiir |x1—x2|<d

— KfeC) = K:0(Q) — C(Q) ist wohldefiniert und linear.
Waiters it 1€/, = max | | Ko f0) o] < [ [1K 10 = K € L(C@),
Q

M={feCQ); |fle <C}, C >0 fest :>‘v’f€M |K f(z1) — K f(z2)] < CQe
fur vy — 29| < 0 = K(M) gleichgradig stetig (und beschrinkt, weil K beschrankt)
ArzAgeoll g (M) prakompakt. O
Satz 7.5

Wenn () # Q C R offen ist und K (z,y) € L*(Q x Q), so ist K € L(L*(2)) kompakt.

Beweis a) K = (K] e L*(QxQ), f= [f] € L*(Q), A C Q kompakt
— K(z,y)f(y)xa(z) € L2 x Q), denn

/XA & ()] [Fw)| dode < /HK Ol 1l de =

1/2
=W [5G xaae 2 11| f i lfas [ e
Q A

Nl 1Kl /A < 00— (Fubin)

R = (2= [ Rlaf)dy ) messbar (und € £,(9))

b) Kf € L*(Q) denn || K f|| :/‘f(f x ’2d:z: <

s/(/u%(x,y)»-!f(y)}dy) do < [ |K@ o) 1B s

s ||K||L2 QxQ) |IfI3. Also ist K € L(L*(Q)) und  ||K|| < ||K|lr2@x0)-

Operatornorm

c) Nach Satz 3.6 ist D(2 x Q) C L*(Q2 x Q) dicht.
K; € D(2 x Q) mit K; — K in L*(Q x Q) T)> K; — K in L(L*(9)). Nach Satz 6.4, 2)

geniigt es zu zeigen, dass die K; kompakt sind.
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Also oEdA K(z,y) € D(Q2 x Q).

d) Essei K € D(Q2 x Q), supp K C Oy x Qp, Q D Q offen, beschréinkt,
i €R", feM:={feL*Q); |fll.<C} (C >0 fest)

— [Kf@)| < [ K] |7 dy

Q1

<K o / 1| Fy)] dy

< Koo - [[fll2 - VIEU] < [[Kloo - CV/[E0]

older

und ‘Kf(a:l) — Kf(:m)‘ < /jK(xl,y) - K(vﬁﬂ)l‘f(@/)‘ dy

e

2 <e fir |z1—z2|<6

< 5/1 . |f(y)‘dy H% e-CV ||
951
= K(M) C C (1) ist beschrinkt und gleichgradig stetig = K(M) C C(f,;) prikom-
pakt; C'(Q) — L*(Q) stetig (da [|f]]2 < [|flloe - V/|U]) = K (M) C L*(Q) prikompakt.
Also ist K ein kompakter Operator. Il

F) Volterrasche Integralgleichungen 2. Art
i) Nun sei speziell K = C, Q = (a,b) mit —co < a < b < oo und K € L} ((a,b)?). Fiir

loc

A € C fest heiit die Integralgleichung K f —\f = g Fredholmsche Integralgleichung
b

{ ; ﬁit i ; 8 } . Ausgeschrieben heifit das also / K(z,y)f(y)dy—Af(z) = g(z),

wobei g gegeben ist und f gesucht.

Wenn K (z,y) € L*((a,b)?), soist nach Satz 7.5 K € L(L*(a,b)) und [|K|| < || K||r2((ap)2)-
Nach Satz 6.6 ist dann (K — AI)f = g eindeutig losbar fur |A| > || K|, also jedenfalls
fiir |)\‘ > HK||L2((a,b))' 7.B. hat

™

/ sin(z + ) (y) dy — Af(@) = g(x)

0
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fiir alle g € L*((0,7)) eine eindeutige Losung

1/2

f=Ryg € L*((0,7)), falls [A] > [//sinQ(aj +y)dr dy| = %
00

J/

7r72

T

Fir A < —

A= =5

o(K) ={0,£2}, d.h. fir A € C\ {0,3, -2} ist (K — A)f = g eindeutig l5sbar (s.
Ubung 32).

wissen wir zunéchst nichts, erst eine ndhere Untersuchung ergibt, dass

ii) Wenn K(z,y) = 0 fiir y > z, so nennt man (K — AI)f = g Volterrasche Integral-

gleichung. Ausgeschrieben heifit das also /K(w, y)fy)dy — Af(z) = g(z).

Yy A
K=0
b+ .
PSfrag replacements
K=0 al
a
b
x e
y a b X

Wenn auferdem K € L*((a,b)?), so ist o(K) = {0} :
Satz 7.6
Wenn K(z,y) € L‘X’((a, b)z) und K(x,y) = 0 fir y > x, so gilt fir den /—Operator K €
L(L?((a,m)), dass o(K) = {0}.
In Worten Jede Volterrasche Integralgleichung 2. Art mit beschrinktem Kern ist in L? ((a, b))

eindeutig l6sbar.

Fubini

Beweis a) K1, K> € L™ ((a,b)?) =

(K1(Kaf))(z) = /bKl(:v,y) (/sz(y, 2)f(2) dZ) dy

a

- / 1) ( / K, ) Koy, 2) dy) dz,

a
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denn [|K;ll < ¢, f € L*((a,b)) C L*((a,b)) = Vz: f(2)- Ki(z,y) - Ks(y,z) € L'((a, b)?)

[wobei wir uns hier die ~ und [- - - | ersparen ].

b
Somit hat K; o K, den Kern K (z,z) = /Kl(a:, y) Ks(y, z) dy.

b
Speziell, wenn K} = Ky = K, so hat K? := K oK den Kern K@ (z,2) = /K(x,y)K(y, 2)dy

a

b
und K™ hat den Kern K™ (z, z) = /K(a:,y)K("_l)(y, z) dy.

b) Nun sei K(z,y) =0 fiir y > z und ¢ = || K||o < 0o. Dann gilt Vn € N :

K™ (z,2) =0 fiir z> 2 und |K(")($,z)| < (z— 2)" fiir 2 < .

(n—1)!

Induktionsbeweis dafiir: n = 1,/

Schluss von n auf n + 1 :
b

z>1 = K0(z,2) = /K(x,y)K(”)(y,z) dy =0,da [y >z = K(z,y) = 0] bzw.

a

[?/Sx — 2>y — K(”)(y,z)zo};

xT

s<o = (KO < [ K] K@l [eo S - -

ot (y—2)"
(n—1! n

r Cn—l—l
= —(z—2)"
gz N

x x

c) |K"f(z)| S/IK(")(N/)\ ()| dy < (n%nl)!/(x_y)nl | f(y)| dy

a

Holder cl T " (Z’ _ a)n—1/2
< - z—u)2n2duy - _
b n
ol [ e v (b )
= [[K"fllz < : : —a)™d —  |K"| <-~—L
a P Operatornorm
(b-a)" /van

00 J
Daher konvergiert die Neumannsche Reihe Ry = — ) NES fiir alle A € C\ {0}

7=0
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— o(K) C {0}, vgl. den Beweis von Satz 6.6.
Wire auch 0 € o(K), so wire K~! € L(Lz((a,b))> —> VM C L?((a,b)) beschréinkt:

M = K(K'(M)) prikompakt "2 dim L2((a,b)) < oo —> 4 (denn z.B. 2", n € N,
——
beschrankt

sind linear unabhéngig in L?((a,b))). O
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Kapitel 2

Hilbertraume und Distributionen

§ 8 Hilbertraume

Def.:
kH sei ein Vektorraum. (-, ) : H x H — K heifit Skalarprodukt <

a) (-, -) ist linear in der vorderen Komponente, d.h.

V)\l cK: Va:l € H: ()\1.1'1 -+ )\2%2,.’173) = )\1(1’1, 1’3) + )\2(1‘2, l’3>;

b) (-, -) ist symmetrisch (K = R) bzw. hermitesch (K = C), d.h.
V.Z'i € H . ($1,$2) = (.’132,%’1);

c) (-, ) ist positiv definit, d.h. Vo € H\ {0} : (z,z) > 0.

Bemerkungen 1) Fiir K = R ist (-, -) bilinear, fiir K = C hingegen in der 2. Komponen-
te antilinear: (ZE3, )\11’1 + /\21’2) = ()\1$1 + )\21‘2,[[‘3) = )\1(1‘1,1'3) + )\2(1’2, IL‘3) = Xl(@’g, 1'1) +
Xo(z3, 75). Man nennt (-, -) dann auch ,sesquilinear“. In der Physik wird oft die Linearitit
in der 2. Komponente vorausgesetzt, d.h. (2, y)phys. = (T, Y)Mathe. = (¥> ) Mathe.-

2) (H, (-, )) nennt man auch ,, Prahilbertraum®.

3) Wir setzen |z| := /(z,2z) € [0, 00).

Lemma 8.1 (Cauchy-Schwarz)

(H, (-, -)) Préhilbertraum.

Dann gilt Vay,20 € H : ‘(zl,xg)} < |x1| + |x2| und = gilt genau dann, wenn x, z, linear
abhéngig sind.

[ Beweis 1. Fall: (z1,22) =0 /

|21
2. Fall: 0,\=
a (xlaxZ) 7é ) (372,371)

= 0< ’.1'1 — )\%2‘2 = (l’l — )\1'2,1’1 — )\33'2) =

45



2
_ NEY
ff? = A 20) = X, 22) + Aol = 2 = a2 22020
’(xlaxZ)‘
}(1:1,:1:2)|2 < |x1|* - |22]? und = nur wenn x; — Azo = 0 = 1, 7 linear abhingig. O]

Aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt, dass | - | eine Norm ist.

Def.:
(H,(-, ) heift (reeller bzw. komplexer) Hilbertraum <= ( , ) Skalarprodukt A(H, | - |)
vollsténdig.

Bemerkung Ein Hilbertraum ist also ein Banachraum, dessen Norm die Form |z| = \/(z, x)
mit einem Skalarprodukt (-, -) hat. Letzteres lisst sich durch die Norm darstellen:

( {%[Ix+yl2—|:ﬂ|2—|yl2}:K=R
r,Y) = ) ) )
Hle+yP+ilz+iy)* = (JzP + [y*) (1 +1)] : K=C

, Polarisierungsformel .

Bsp.: 1) H = K" mit (2,y) = Y 2,7,
j=1

2) H =% mit (z,y) = ix]@j
3) (X, ) Mabraum, H = L*(X), (. g) = / f(@)9(@) du(x)

Die ersten zwei Beispiele sind Spezialfélle des dritten mit p = Zahlmaf. Satz 8.1, S. 49, wird
zeigen, dass wir mit dem Z&hlmaf schon alle Hilbertrdume (bis auf Isomorphie) erfassen.
Wenn S eine Menge ist und P(S) = Potenzmenge von S, so ist

p = ZihlmaB : P(S) — R, = [0,00] : A — #A.

Fiir f: S — Ry, dh. f € L,(S5), ist /fdu = Zf(e) € R, und daher
5 ecS

feLN(S)=LYS) < f: S — Kmit Y |f(e)] < oo.

eeS

Def.:
) # S Menge. I?(S) := L?*(S) bzgl. ZdhlmaB, d.h. [(S) = {f S — K> |f(e)‘2 < oo}

eeS

mit (f,g) = >_ f(e)g(e).

eeS
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Bsp.: P({1,---,n}) =K": fr— | ¢+ |, PN) =8 f— (f(1), f(2),-)

Lemma 8.2
(«,): Hx H— Kist stetig, d.h. z,, — z, yo — v = (Tn,yn) — (2,9).

Beweis Polarisierung und Stetigkeit der Norm U

Def.:
H Hilbertraum. Dann heif3t

S C H Orthonormalsystem <= Ve, e € S : (e, €) = { 0 e #é

1 : e=e
Fiir x € H heiflen A\, = (z,e) € K, e € S, Fourierkoeffizienten von z (bzgl. S).

Lemma 8.3
H Hilbertraum, S C H Orthonormalsystem, x € H. Dann gilt:

a) > ’(m,e)|2 < |z|? (,,Besselsche Ungleichung*)
eeS
Speziell: S, = {e € S;(x,e) # O} ist abzahlbar.

b) > (z,e€) - e konvergiert in jeder Summationsreihenfolge zum selben Vektor y € H.

EGS:C
2
&) X (@0)-e—z e Y |@o) = |2
e€Sy eeS

(Die letzte Gleichung heifit ,, Parsevalsche Gleichung®, die linke Reihe heifit ,,Fourierreihe* von
x (bzgl. S).)

Beweis a) S; C S endlich = 0< |z — Y (z,¢) ~e‘2 =

e€S1
= |$|2—2R6 (ZL‘,Z(ZE,@)'@) + ZZ(J],G)(QI,é) (67é)
e€S1 . e€S1 eeSy 0 oder 1
ee% |(z,e)[? 66251 |(z,e)[2
2 2
:‘$|2— |(I,€)‘ = Z‘<$,€)| §|I|2
e€S1 ecsS

Speziell: Vk € N : {6 € S;|(z,e)| > %} =: 5% endlich (da 45k . 5 <|z]?)

— 5, = |J S abzihlbar
keN

b) Wenn S, endlich ist, sind wir fertig;
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00 a)
ansonsten sei S, = {e1, e, - }; > ‘(:L',ei)‘2 < |z < o0
i=1

n 2 n
= Ve>0:INEN:Vm,n>N:| Y (z,e)e;| =Y |(z,e)] <e

o

— > (z,e;)e; C-Folge, > (x,e;)e; =y € H;

i=1 i=1
o
wenn auch S, = {é1,é,---} und > (x,6;)é; =2 € H,und Vn > N :
i=1

n

> (x,€;)é; —z‘ < % und {ey,---,exy} C{éy,---,é,} firein n >N

2 o0

2
2 g
S'Z |(x,ei)‘ Sg — |ly—z| <e.

EGS:C GESL
2 . n 2 . n 2
S, ={e1, e, } = ‘x— > (x,e)e| = lim ’x—z(x,ei)ei| = lim (]xP—Z ‘(x,ei)‘ ) =
e€S, n—00 i=1 a) N—00 i=1
2
> = 3 [(z, )| O

eeS

Def.:
Ein Orthonormalsystem S in H heifit Orthonormalbasis <= Vz € H : [z]* = 3 |(x, e)|2
ecS

(Parsevalsche Gleichung)

Bsp.: Fiir H = () identiﬁzierenwireeSmitX{e}:SHK;éH{(1) f Z;Z} .

ne“eH
2

S C H ist eine ONB, denn Vz € H : z(e) = (z, X ) = |z = > ‘l‘(e)‘2 => }(as,e)‘ :

e€eS eeS

Wiederholung zur linearen Algebra

Wenn £ ein Korper ist und ,V ein Vektorraum, so heifit B C V Basis: < Yv € V : 3,

Darstellung v = > Ao - e mit A, € k und A\, = 0 fiir alle bis auf endlich viele e € S <= B
eeB
linear unabhéngig und Erzeugendensystem.

Beachte: Y A - e ist immer eine endliche Reihe.
ecB

Mit dem Zornschen Lemma zeigt man den Struktursatz fiir Vektorrdume: In V' 3 Basis

Bund VR g5 = {f: B —k; f(e) = 0 fiir alle bis auf endlich viele e}

v=> A —> (e —> )\)
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Weiters ist dim V' = Card B (=Kardinalitidt von B) eindeutig durch V' bestimmt. Die Isomor-
phieklassen von Vektorrdumen sind also durch die Dimension gegeben.

Vergleich mit unserer Situation Vorsicht: Aufler fiir dim H < oo ist eine Orthonormal-
basis S € H KEINE Basis im Vektorraum-Sinn. Zwar ist S linear unabhéngig aber kein
Erzeugendensystem, da wir unendliche Reihen haben. Dennoch gilt ein Analogon zum obigen
Struktursatz auch fiir Hilbertrdume, siehe Satz 8.1.

Def.:
Fiir M C H sei M+ := {z € H;Vy € M : (z,y) =0}

Bemerkung M+ < H abgeschlossener Unterraum.

Lemma 8.4
S sei ein Orthonormalsystem. Dann gilt:

S Orthonormalbasis <= S+ = {0}.

S ONB

Beweis ,=—“ r € S* = |z? 2 > ‘(w,e)’zzo = =0
ecS
,—"Esseiz€e Hundy= ) (z,e)e = Veec S:(y,é)= > (z,e)-(e,€) = (x,é)
ecSy e€Sy
= r-yeSt={0} = v=y = Y |(x,0)" = |z O

Satz 8.1 (Struktursatz fiir Hilbertridume)
In einem Hilbertraum H 3 ONB S und dannist H _~ [*(S): 2+ (e — (z,€)). Weiters

Hilb.iso.

ist Card S eindeutig durch H bestimmt, und H durch Card S bis auf Isomorphie gegeben.
Schliellich: H separabel <= Card S < Ny, d.h. S endlich oder abzéhlbar unendlich.

Beweis a) Wenn {S;; i € I} eine Menge von ONSystemen ist, sodass Vi, j € I : S; C S;VS; C

S; (d.h. {S;; 1 € I} ist eine ,,Kette* bzw. ,total geordnet), so ist |J S; auch ein ONSystem
i€l

— (Zornsches Lemma) = 3 maximales Element S in {S C H; S ONSystem}. S ist eine

ONB nach Lemma 8.4, denn v € H mit Ve € 52 (v,e) =0, v #0 = SU{;} ONSystem

= ¢

b) F: H — [*(S) : & +— (e — (z,e)) ist wohldefiniert, da Y- |(z, e)‘2 = |z|* < oo, injektiv

ecS
und linear. Weiters ist (z,y) = (z( e)e, z< ee) "= S (xe) - (y,e) = (F(x), F(y)).
ecS eeS
Also ist H isomorph zum Unterraum F(H) < ( ) und nach Ubung 1 ist F'(H) abgeschlossen.
Andererseits ist K ¢ F(H), K® c [2(S) dicht (L. 8.3) = F(H) =1[%(S) = F ist ein

Hilbertraumisomorphismus.
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c) 1. Fall: dim H < oo = Card S = dim H, da S eine Vektorraum-Basis ist.
2. Fall: dim H = oo : S,T seien Orthonormalbasen = Ve € S : e = ) (e,€)é, wobei

éeT.
T.={é €T;(e,é) # 0} abzihlbar ist. Dann ist T' = |J 7., denn Annahme: é € T\ |J T, =>
e€S ecsS
VeeS:(e,é)=02X =04
>Ng =Np

— N
Daher ist CardT < Card S - Card N = Card S. Ebenso Card T > Card S.
d) Wenn Card S; = Card Sy, d.h. 3¢ : S; — Sy bijektiv. = 12(S5) — (2(S)): f— fogyg

e) H separabel, M C H dicht und abzdhlbar, S Orthonormalbasis —> Ve € S : Jz, € M :

le—2.| <07, e#é€S = |e—¢|=V2 = 2. #1; = S — M : e 1z, injektiv

= S abzihlbar.

Umgekehrt, wenn S abzéihlbar ist, so ist H ~ K" oder I?> und daher separabel (Satz 1.8, 2.1).
O

Bemerkung Card S, S ONB von H, nennt man manchmal , Hilbertraumdimension“ von H.
Speziell ist also ein co-dimensionaler separabler Hilbertraum immer isomorph zu [ = [?(N).
(Das ist der wichtigste Fall in der Praxis.) In einem separablen Hilbertraum lésst sich eine
ONB konstruktiv mit dem Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahren gewinnen.

Exkurs: Fourierreihen im engeren Sinn

Essei K= Cund H = LQ((O, 27r)). Dann ist S = {ek = L et ke Z} ein Orthonormal-

ver
27
1 L
system in H, denn (e;, ;) = gy /el(jk)t dt = 9,,.
0
Wir zeigen, dass S eine Orthonormalbasis ist, in 4 Schritten:
a) Wenn f € C5g.( '—{f‘]R—>CC°°;VtER:f(t+27r): t)} und k # 0, so ist
" 1 e ikt |27 —1kt
A = e e’ dt — f(t :
e= () \/27r/ V2 Q —ik |,_, \/27r/f —lk
| 0
= || < V27 || f]|oo - T = m und ebenso
C
Vn e N:3C >0:Vk e Z\{0}: |\ < T Speziell konvergiert die Fourierreihe
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1 .
Aer = — > \pe* absolut gleichméBig fiir ¢ € R.
E M= o

)fEpJ)%HfW=0=>WM?ml€%wM—U%)

1+ it
k= (g, er) = A\ = —— /f Ye Kt dt = / t)(1 + e *dt =
Vor Vor
= fig + fle—1 = Y )\kelkﬂz INW()\N_)\N—l‘f'_ -+ AN)
. K<V
= N (N + fin—1 — pin—1 — pN—2 + — -+ N + fion—1)
N (N + pon— 1)—)>0 - ZAelk”_O_f( )
keZ

c) f € O, habe Fourierkoeffizienten Ay = (f,ex) = > Arer konvergiert gleichméBig
kezZ
gegen f, denn g(t) = f(t +to — ) — f(to) € Cey, g(m) = 0, g hat Fourierkoeffizienten
27

gy = \/%/[f(tjtto —7) — f(to)]e ™ dt

27r
1 / —k:( —to+m)
— TR du —/ 27 f (tg) Opg =
- 7 VRS (to)o =

J/

g

A .elk(tg—m)

\/ﬂ kgzjub elk” kgz )\kek(to) — f(t()).

) f E per Hf_ f ek)ek’ -0 = Z(f ek)ek f in H,
k|<N kez
ge St = Vk:(ge)=0 2 vfecC S (9, f) = 0; G5, C H dicht (Satz 3.5)
— VfeH:(¢,f)=0 = |g|*=0 = ¢g=0 = S Orthonormalbasis. O

Bemerkung Nach Lemma 8.3 konvergiert also fiir alle f € L*((0,2n)) = H die Fourierreihe

> (f,exr)ex (in jeder Summationsreihenfolge) in L*((0,27)) gegen f.
kEZ —_—
Vorsicht: Das heifit NICHT, dass diese Reihe punktweise konvergiert.

Die Uberlegung in b), ¢) zeigt aber, dass fiir [f] € Liye per(R) gilt flty) =

et J~(t) — f (to)
lim foer) - ex(tp) = lim Ak - , wenn ——————2 ¢ LY((¢ m,to+ 7)) bzw.
N CDV@\%N< x) - exlfo) N COIk’lgN ’ V2T t—to (( ’ " ))

speziell wenn f(t) = f(to) + O([t —to|]™), t — to, a > 0 (die , Dini-Bedingung*). Wenn f .in

1, -
to links- und rechtsseitig differenzierbar® ist, d.h. Jay € C : li{% —( f(to£e)— ai) existieren
€ S
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(,, Dirichlet-Bedingung*), ergibt sich ebenso, dass

: L. 2 .z
11_I>Iéo Z (f, €k>€k(t0) = 5 El\rl%f(to + 8) + }:I{‘I(l)f(to — 8)] .
k<N
Def.:
rV Vektorraum; M C V heifit konvex <= Vx,y € M : Vt € [0,1] : tz + (1 —t)y € M.

Lemma 8.5
kg H Hilbertraum, () # M C H abgeschlossen und konvex = J1z € M : |z| = mg\r} ly|.
yE

Beweis 1. Fall: 0 € M = x = 0 und wir sind fertig.
22 Fal: 0 ¢ M = d:= inj\fJ ly| > 0 (da M abgeschlossen)
ye

a) Existenz Es seien x,, € M mit d = lim |z,|;
n—oo

0 < |zn — ) = |z + |2m]* — 2Re (@0, ) = 2(|2l? + |2m]?) — |20 + 2|

Ve>0:3N :Vn,m > N : 2(|z,|? + |25]?) < 4d? +¢;

MEM = |z, + xp|* > 4d?

= 0< |z, — x> <e, Vn,m >N = (z,) C-Folge = z, — x € M und |z| =d

b) Eindeutigkeit Es seien z, 2’ € M mit |z| = |2/| = d

— x1 =1, T3 =2a, x3=u1x, x4y =2 .- ist eine Folge in M mit d = lim |z,| = (z,)
n—o00 a)

C-Folge — x =2 O

Bemerkung Wenn X ein Banachraum ist mit dim X < oo, so ist M N {z € X; |z| < N}

kompakt und # @ fir N grof (wenn () # M C X abgeschlossen); | - | stetig — Jx €

M : |z| = ml}\IJl ly|. Aber die Eindeutigkeit gilt im Allgemeinen nicht und fiir dim X = oo geht
ye

sogar die Existenz verloren (Ubung 41).

Def.:
H,, H, Hilbertrdume iiber K. Dann wird der K-Vektorraum H; & Hy = H, x H, wieder ein
Hilbertraum mit ((h1;ha), (s ho)) = (hu, by) + (ha, ho). (Speziell |(hi; ho)|* = |hn |2 + |hol;

ebenso fir endlich viele H;.)

Satz 8.2

H Hilbertraum, H; < H abgeschlossener Unterraum —-

F:H @ Hi ~ H: (z;y) — x +y ist ein Hilbertraumisomorphismus.

(Speziell: V2 € H : Jjx € Hy : Jyy € Ht : 2 = . +y und |2]2 = |z +y|? = |2* + |y|?
(Pythagoras))
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Beweis a) Offenbar ist F' linear und {F(x,y)’Q = |z +y* = [z* + |y]* + 2Re (z,y) =
0
}(Jzz;y)‘2 — (Polarisierung) F' Hilbertraumhomomorphismus und injektiv.

b) F ist surjektiv: z € H, M := H; + z ist konvex und abgeschlossen L:>85 dy € M :
o 2

T
ly| = umelj\r}|u|, es gilt y € H{, denn wire x € H; mit (z,y) # 0 = ‘y— (fo) x
eM
2 2

|(y, )] 2 |(y. )|

yI* + = 2l = g Re (3. (g, 2)2) = [y — = <yl ¢
ot 7 e e e) o
| )|

SchlieBlichist ye M = Ixr € H,:y=-a+2 = z=a+y, v € Hy, y € H{. O

Bemerkung Speziell gilt H, = (Hj")*.

8§ 9 Beschrinkte Operatoren in Hilbertridumen

Im Folgenden sei x H ein Hilbertraum.
In § 7 sahen wir, dass [? ~ ({?)’ und allgemein L?(X) ~ L?(X)". Koordinateninvariant l4sst
sich allgemein ein Antiisomorphismus H ~ H' definieren.

Satz 9.1 (F. Riesz)

F:H — H : 2+~ (y — (y,z)) ist bijektiv, antilinear (d.h. F(z; + Azs) = F(zq) +
AF(z2)) und isometrisch (d.h. ||F(z)|| = |z]).

[Fiir K = R ist natiirlich antilinear dasselbe wie linear.]

Beweis a) |F(z)(y)| = |(y,z)| < |y| - |z] = F ist wohldefiniert und ||F(z)|| < |z];

andererseits ist fiir z # 0 ||F(z)| = sup ‘ (y,2)| > '( ) = || = F isometrisch und

injektiv.

b) F ist surjektiv: Es sei 0 # f € H' = ker f S H abgeschlossener Unterraum = Jz €

Satz 8.2
(kerf)L\{O}Sat:;Qf( )#OundVyEH:f(y—%x)zO
= y—%xekerf = (wegen z € (ker f)1)
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- O:(y—%x,x>:(y,_x)—%‘x]2 -
— f(y)zﬁ—?(wa (y%x) = sz(%a:). O

Bemerkung Wenn L : H x H — K sesquilinear ist, so ist L stetig <= L ,,beschrankt®,
d.h.
® 3C > 0:Vr,y € H: |L(z,y)| < Clz| - Jy|

(Das zeigt man wie Satz 6.1.)
Wie in S. 32 setzen wir dann ||L|| := sup |L(z,y)| = inf{C wie in ®}.

|, ly|<1

Weiters sei Sq(H) := {L : H x H — K sesquilinear und stetig}

Satz 9.2

Fy: L(H) — Sq(H) : A— ((z;y) — (Az,y)) bzw.

Fy: L(H) — Sq(H) : A ((z;y) — (z, Ay)) sind bijektiv, linear bzw. antilinear und
isometrisch.

Beweis a) |(Az,y)| < ||A]| - |z| - |y = F} ist wohldefiniert und || Fy(A)|| < || All;

A Az|?
andererseits ist fir A # 0 HFl(A)H > sup Fi(A) (a:; _x) = sup |Az]
jal<1 1A/ ja<t (1A

=[[Al =

F isometrisch und injektiv.

b) F ist surjektiv: Es sei L € Sq(H) und v € H = (u— L(z,u)) € H’

Satz 9.1 _ -

— Jwy=Az:Yue H: L(z,u) = (u,y) = (Az,u).
Offenbar ist A : H — H linear und
Vu,z : [(Az,u)| = |L(z,u)| < ||L|| - |#| - Ju] = (wenn u = Az) =
|Ax|? < ||L|| - |Az| - |2| = |Az| <||L|-|x| = A€ L(H)und L = F,(A).

¢) G:Sq(H) — Sq(H) : L — ((z;y) — L(y,z)) ist bijektiv (da G* = id), antilinear,
isometrisch = auch F, = G o F} ist bijektiv, antilinear, isometrisch. U

Def.:
Fiir A € L(H) heiBt A* := F; ' (Fi(A)) zu A adjungierter Operator. Es gilt also

Fi(A) = F5(A"), dh.Vo,y € H : (Az,y) = (x, A™y).

Satz 9.3
« : L(H) — L(H) ist bijektiv, antilinear und isometrisch. Auerdem gilt YA, B € L(H) :
(AB)* = B*A*, A = A und (A™1)* = (A*)"! falls A~! € L(H).
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Beweis x = F, ' o [} ist bijektiv, antilinear, isometrisch;

r,y € H = (ABz,y) = (Bx,A*y) = (¢, B*A*y) = (AB)* = B*A",

(A*z,y) = (y, A*x) = (Ay, ) = (v, Ay) = A" = A;

ATMA=AA" =] = A A =AYVA ="=] = (A7) = (4L O

Betrachtung spezieller Operatoren

1) Projektionsoperatoren

H, < H abgeschlossener Unterraum SM:ZE;'Q H~H ©oH f;

essei P: H "5 Hy @ H- 25 H, < H, d.h. P(xy + 25) = 2y, wenn x; € Hy, x5 € H.
Dann ist P € L(H), P? = P (P ,idempotent“) und
(Px7y) = ('le n + Yo ) = (15173/1) = (I7y1) = (.%,Py), d.h. P =P* (P 77seletadjungiert“)

€H1  eH{

Def.:
P heifit Projektor zu H;.

Satz 9.4
P € L(H) ist Projektor <= P = P* und P = P2

Beweis ,—“ siehe oben.

,<="“Essei Hy = {z € H; Pv =z} = ker (P — I) < H abgeschlossen und
P, = Projektor zu Hy;

r€ H = = Pzx+ (x— Px);

Px € H, da PPx = Pu;

X

=Py

a:—PxEHf,dayEHl — (v — Pz,y) = (z,y) — (z, P'y) =0
— Pix=Pr — P=PF,.

h

U

Bemerkung Wenn H, < H abgeschlossen, x € H, ¥ = 11 + 2o mit 1 € H,, 2o € H{ und
u € Hy, so ist (nach Satz 8.2) |z — u| = \/|z1 — ul? + |[12]2 > |2s|, d.h. d(z, Hy) = |z2| und
u = xy = Pz ist der einzige Vektor in Hy mit |z — u| = d(z, Hy).
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2) Unitédre Operatoren

Def.:

1) X,Y normierte Rdume,
A: X — Y linear. A heifit isometrisch <= Vzr € X : |Az| = |z|.

2) H,, H, Hilbertriaume,
A € L(Hy, Hy). A heifit unitir <= A bijektiv und isometrisch.

Bemerkung Wenn A isometrisch ist, so ist es stetig und injektiv, muss aber nicht surjektiv
sein. A ist isometrisch <= A ist eine lineare Isometrie der metrischen Réume (X, d), (A(X) =
im(A),d) (mit d(z,y) = |z — y))

Satz 9.5
A unitir <= A Hilbertraumisomorphismus, d.h.
A : Hy — Hy Vektorraumisomorphismus und Vay, xo € Hy : (Axy, Axs) = (21, 22).

Beweis Polarisierungsformel Il

3) Kompakte Operatoren

Def.:
A € L(H) hat endlichen Rang <= dim A(H) < oc.
Fr(H) := {A € L(H) mit endlichem Rang}, Com(H) := {A € L(H) kompakt}.

Lemma 9.1 .

Es sei A € Fr(H). Dann Je;,é; € H mit Vo € H: Av = ) (x,€;)e; und n = dim A(H),
j=1

e1, -+ , e, Orthonormalsystem. Weiters ist auch A* € Fr(H) und dim A*(H) = dim A(H).

Beweis a) e, , e, sei eine Orthonormalbasis in A(H) = Vo € H: Az = ) (Ax, e))e;
j=1
(nach Lemma 8.3); wenn é; := A*e; = (Az,e;) = (z, A%e;) = (v, €;)
= Ve e H:Axv =) (x,¢;) e,
j=1

b) (AI,y) Zl(I 6])<€J, ) = (l’, Zl(yvej)éj) = (I’,A*’y) — A*y = Zl(y’ ej)éj
j= = =
— A* € Fr(H) und dim A*(H) = dim (€1, ,&,) <n; A=A —= dimA*(H)=n O
Satz 9.6
a) Fr(H) = Com(H)

b) A€ Com(H) = A* € Com(H).
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Beweis a) Da endlich-dimensionale beschréinkte Mengen priakompakt sind, ist Fr(H) C
Com(H). Weil Com(H) C L(H) abgeschlossen ist (Satz 6.4), ist auch Fr(H) C Com(H).

s, Essei A€ Com(H) — M = {Am; lz| < 1} ist prakompakt
!

—> Vn € N : 3 endliches 1-Netz {y1, -+ ,y} zu M. Es sei H; := > Ky; und P der
i=1

Projektor auf H; und A, .= P-A = A,(H) C Hi = A, € Fr(H); weiters ist

|A = Al = sup [(A = Ay)(z)| = suply—Pyl; y e M = Fj:ly—yl < - =
lz|<1 yeM n

1 1
(Bemerkung in S. 55) = |y — Py| < —. Also ist ||A — A,|| < — und folglich A,, — A und
n n

A€ Fr(H).

b) A€ Com (H), A, € Fr(H) mit A, — A = A’ — A" und A} € Fr(H) (Lemma 9.1)
= A* € Com(H). O

§ 10 Fouriertransformation in S, S/, W2
Wie immer bei konkreten Funktionen- und Distributionenrdaumen ist hier K = C.
Def.:

1) §=8R") = {p € C®(R"); Yo, B € N} : 2%9°p € L*(R")}.

2) o, — pinS < Va,8 € N :2°0% (¢ — ) — 0 in L.

Bemerkung S heifit auch Raum der schnell fallenden C'*°-Funktionen.

Bsp.:DCSCC®=¢&; e’ c S\ D (mit |z] = |z,),

1
o) . N7 . 9« o, .
T €EC®\S;, peS = YaeNj:0%, z*-peS
Def.:
Fir ¢ € S heifit (Fp)(x) := /e_i’”fgp(ﬁ) d¢ Fouriertransformierte von ¢

Rn
(wobei a - & =2 - £ = m1&) + -+ + 206).
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Lemma 10.1
Fiir ¢ € § ist auch Fp € S und es gilt 0%(Fy) = (_i)|a‘F<xa90) und
2 Fp) = (—1)l*F(0%¢) (wobei |a] = |al; = a1 + -+ + ay).

Beweis a) Fiir p € S ist C := H (1+z))" gp” < 00; fol€) = e Ep(E),

g(&) = = VreR":V¢EeR": ‘fx ‘ < g(&) und g € LY(R"), denn

(1 + |€|)n+1

_ d¢ 27/
/g(f)df—c/( \f])nH_ 2 0/ 1+7nn+1 C ) = (Lebesgue)

2 <(1+r)~

r) —

| /\

Vo : f, € LY, Fo(x / f2(€) d€ ist stetig und Vaz : | Fop(z)| < / g(&)dé¢, d.h.

2n2

|7l < Ty H Lla) g . @

Ebenso ist H 1 + \:c] (pH <00 —>
Fo(xy +h,ma, -+ ) — Fo(x) _/ e-il@ith)Ei+] _ g-izé

h 0 () dé

J/

MWS: 52— (o™ ””5)(11+19h:r2 )

/ (i) - ot () ge Lebesge / (—i€)e Ep(€) dE = —iF (a1 - ¢) — Fo

partiell differenzierbar, (Fep) ist stetig = Fyp € CH(R").
Analog durch Induktion Fp € C®(R"), 9°Fp = (—i)l*lF(zp).

b) [Bisher haben wir nur verwendet, dass ¢ selbst (nicht 9°¢) schuell fallend ist (d.h. Vo :
1p € L™ bzw. Vm : (1 + \:U]) ¢ € L), und erhalten, dass Fo € C*. Ganz allgemein
entspricht dem Abfallen von ¢ in oo die Regularitit (=Differenzierbarkeit) von Fy und
umgekehrt. |

peS — 60_90 € S = (Lebesgue & Fubini)
T
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N
6gp _ : 71{17 QD 7ix1§1
o) = [ [ G )as
&=—N

gleRn 1

_ : —iz’¢" —iz1&1
Jim / e (w(é)e

fleRn_l

§1=—N

< 2% (14 er)
Lebesgue

= ir1(Fy)(x) = (induktiv)
Va € NI 2% Fp = (=)l F(9%¢).

¢) 2°0%(Fyp) = < i)otAF (90 (2Pp)) =

n/2
Ha:o‘aﬁ F) H 27T H 1+ |x|)nJrl 9%(xP ) H <o = FpeS.
N—  — o
es
Lemma 10.2

p;—pinS = Fp; — Fpin S.

Beweis ¢; — ¢ in S = 1Pp; — 2o in § =
(1+ |x|)n+18a(x6(g0j —¢)) = 0in L™ = 22OPF(p; — ) — 0 in L™
— Fp; — Fepin S.

Lemma 10.3
]:(e—le) — /2. o~ lal?/4

[e9]

Beweis a) Im R! : F(e™*") = / e it g =
A
PSfrag replacements Imz
T A N WN

- —(&+iz/2)?—2%/4 3¢ _ z

G A S

e Rez
= e 7/ / e dz = Im 2 ix/2

Imz=% FIJX
@ N N Rez

/4 lim [ ¢ %" dz = (Cauchyscher Integralsatz)

N—o0
'y

29

N N
tiz, w@fm%m)&
/



N

s 1/2
— e /4 lim / e dy=e "/ / e dr=e "/ </ o I df) =
N—o0

-N —00 R2

x 1/2 o \ 1/2

= e /4. (27?/7“8_7"2 dr) —e /4 (—7? e ) = \/Ee_x2/4
r=0

0

—|z|? €)% —ix —&2—iz;¢; _ n/2 —|z|?
b)ImR”:]—"(e"):/e €l fdgFufimH/efj & de; = n/2%e P/, O

R™ =1

Lemma 10.4
€S, e>0 = Flpex)) = "(Fp)(%).
Beweis F(p(cx)) :/ ( 55 e d¢ = / eTim/Een dqy = e"(Fo)(%). O
Satz 10.1

F:§ — § ist ein Vektorraumisomorphismus und

(F 1)) = (2m) " (F) (—z) = (2m) " / B(E)eE de.
h

Beweis a) Wir zeigen zuerst F(Fy)(x) = (2m)"¢(—=z), d.h.

/lmg( / —ien dn) d¢ = (2m)"p(—x).

Vorsicht: Auf das Doppelintegral J lasst sich der Satz von Fubini NICHT anwenden. Aber

nach Lebesgue ist
.FcpESCLl(R")

J:li{% e—s2£|2e—ia:§(/e—1§n ( ) )d§ Fubini .\‘O/gp(n)(/e—a2|§|2_i$§—i§7i df) dn

J/

F(e—82|$|2)($ + 77)
Lemma 10.4: 5‘"]—“(6—”\2)(:”_“1)

€
/

N

g

Lemma 10.3: g—"7"/26*|x+77|2/(462)

= 72lim [ @(n)e TN/ 4y = (Substitution u = 0 emmdn = 2" du)

e\0 2
Rn
= "2 li{% / o(2eu — z)e ™ du Lebgmgue 2" 2p(—x) /e_u2 du = (2m)"p(-x).
€
NI

/2
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b) Wenn also ¢ = Fo, so folgt Fi(z) = (2m)"p(—x), d.h. ¢(z) = 27) " (F¢)(—x).
Wemn V: 8 — S : ¢+ (p: x> p(—1x)), so ist also F o F = (2m)"V
= F Vektorraumisomorphismus und F~! = (27) (Vo F) = (27) " (F o V). O

Def.:

1) & = SR = {T : S(R") — C C-linear; V(¢;) € SN mit ¢ — 0in S :
T(pr) — 0 (in C)}

2) Ty, — TinS <= VoeS§:Ti(p) — T(p).

Bemerkungen Die Inklusionen D(R") ¢ § ¢ & = C*(R") liefern D'(R") D S'(R") D
E'(R™). Wenn z.B. T € &' so ist T‘D €D dayy—=-0inD = ¢, - 0in S.
Distributionen in S’ heiflen auch temperierte Distributionen.

Satz 10.2 )
T :S — C sei linear. Aquivalent sind:

i) TeS (dh. ¢p »0in S = T(pr) — 0)
(i) 3C>0:3ImeNy:Vp e S: |T(p)| < Cné%)é(l + 2™ > |0p(z)|

|a|<m

Beweis Analog dem von Satz 4.4, (siehe S. 28). O

1 1
Bsp.:1) 1 <p<oo = L[PR") C §(R"), denn wenn — + - = 1 und f € LP(R") =
p g

£(0)| = ] [ @t

< |flls llellg
Ider

O.

1. Fallg=00 = |l¢|, = max lo(z)| = (ii) ist erfiillt mit m =0, C' = || f|l1
TzeR™

2. Fall g <00 = lll = | [0+ ™ (0512 % ot aa]

1/q
ntl —n-1 N e n+1
< fcré%}f(l +z]) @ |e(z)] - (/(1 + |z) da:) —> (ii) ist erfiillt fiir m > Y

[ J/

<00, ;.,S. 58
2) Cc &', denn C C L.
TeS, aeNy = 2z*T €8 denn g, > 0in S
— 2%, — 0in § = (2°T)(¢x) = T'(z%pr) — 0.
Speziell: P Polynom — P € §'.
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Ebenso gilt T € &' — 0T € §'.

3) e* € D'(RY) \ §'(RY) : Ubung.

Def.:
F:8 — 8 : T+ (FT : ¢ — T(Fp)) heit Fouriertransformation.

Satz 10.3

F 8" — &' ist wohldefiniert, ein Vektorraumisomorphismus und folgenstetig (d.h. T, —
T = FI), — FT). Weiters ist F o F = (2m)"V, dh. F~L = (21) ™" Vo F = (21)"F oV
wobei V: 8 — & T +— (T:<p|—>T(gb)).

Beweis ¢ — T(F) ist linear und ¢, — 0in S L= For = 0in S = T(Fyr) — 0,

d.h. FT € §'. Klarerweise ist F : " — &’ linear. )

(Fo FD)(9) = (FT)(F¢) = T(F o Fo) = T((20)"9) = (2 Flg) —

FoF = (2n)"V = F Vektorraumisomorphismus und F~! = (2r) " Vo F = (2m) "F o V.
T, — T = Vg €8 : Tu(Fp) — T(Fp) = FTj — FT. 0

Bsp.: 1) Fiir f € LY(R") ist (Fiassisen S ) (T / f(€)e™ ¢ d¢; nach Lebesgue ist Figass. [ stetig
und kalass.f”oo S Hf”l
Andererseitsist L'(R") C S'und p € S = (Ff)(p) = f(Fp) = /f(z) (/c,o(f)e_”“"5 df) dz

Fugini/ (/f —iag da:) d€ = (Fuass.f) (), b Ff = Fraass. f-

(]:klass.f)(g)
Speziell: .7:5. 57 = fS. 62‘8‘

2) Es sei R > 0 und dps2 € D’ (R3) definiert durch

Ors2 (¢ / P(x)ds(z / /w Rsind cosp, Rsind,sinp, Rcosd)R?sind dddy.
lz|=R »=09=0
Dann ist supp dgs: = RS* = {z € R, |z| = R} = dzs2 € &'(R?) C &' Fiir ¢ € S(R?) ist

(Fonse) (1) = G (F0) = / ( / e ‘””gdﬁ) ) P / e ( / e—wfdsm)d&

|z|= |z|=
N 7

J(6)

u

P
J(€) ist rotationssymmetrisch [weil J(AE) = [e @4 ds(x) = [ A% €ds(z) = [e ¢ ds(u)
fiir A € O4(R)]
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2T
= J(§) =J(0.0,¢]) = / / e iReos Tl B2 6in 9 dvdy =

©=09=0
e 1Rcos¥-[¢||T elRIEl _ g—iRI¢] 47 R
Py o A = 27R- . = sin(R[¢]) =
iRE\ 90 i[¢] €] ()
Fops2 = |7TT| sin(R|z|) € L>(R*) N C>®(R?).

(1t = Ops2 ist ein endliches RadonmaB, d.h. u € M!(R3?), und allgemein gilt wie in Bsp. 1 fiir
p € MYR™), dass Fu € BCO(R") und || Fplloo < p(R™). Andererseits ist p = dgsz € E'(R?)
und allgemein ist F1' € C*(R") fir T € £&'(R").]

Satz 10.4

Wenn suppT C {0}, dh. T = 3 ¢,0% (vgl. Satz 4.5), so ist FT = 3 ¢,il®z® ein
lo]<m o] <m

Polynom.

Beweis FT = ¢, F(0%9) i i0s S oz F und

(F8)(g) = 6(Fi) = 5( [ etges ds) = [#© 1ae=1(0). an Fo=1€ L¥®). O

Satz 10.5
TeS = 0°FT = (—1)MF(2°T), 2°FT = (—i)l*IF(9°T).
Beweis (0°FT)(¢) = (=1)*IFT(0%p) = (~1)IT(Fo*p) = (=1)*i"T (2 Fyp) =

L. 10.1
— ()@ T)(F) = (<)IF @ T)(g) — °FT = (=) FlaT);
analog die 2. Gleichung O

Bemerkung Die Gleichungen in Lemma 10.1 und Satz 10.5 miissen auch deshalb iiberein-
stimmen, weil S C &’ dicht ist (ohne Beweis).

Satz 10.6
(2m)~"/2F : L*(R") — L*(R") ist wohldefiniert und unitér.

Beweis a) ) € S = Fip(z) = / U(€) - e dE = / DO dg 2 (2 F () (2);
o €8 CIARY) = (Fip, Fi) = / Fip(a) Foa) de = (21)" / Fopl@) F () (x) da =

= 2m)"(F 1) (Fp) "2 P 2m)r ( F(F 1Y) ) (p) = (27) / p(2)P(z) dz = (21)" (0, ¥).

———
escs’ E

b) Nach Satz 3.6 ist D(R") C L?*(R") dicht =
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— Vf € LZ(R") Jp; € D mit ¢; — f in L*(R") =

175 = enll, = = (2n)"le; — iy < e fiw ik 2 N =

Fyp; C-Folge in L*(R") = Jg € L*(R") : Fp; — g in L*(R") = Fp; — gin &;

andererseits ist Fo; — Ff in & (Satz 10.3), d.h. Ff =g € L*(R").

Also ist F : L*(R™) — L*(R"™) wohldefiniert, linear und injektiv. Wegen F o F = (27)"V ist

es auch surjektiv. Schlielich gilt | Ff||3 = lim || Fg;||3 = (2m)" lim |l¢;||2 = (27)"|| f]13, d.h.
j—o0 j—o0

(2m)""/2F ist unitér. O

Bemerkung || f||; = ||(27) /2 F f||, fiir f € L*(R") heiBt auch , Plancherelsche Formel®.

Def.:
Fiir ¢ : R" — (0, 00) messbar sei L2 = {[f fl; f:R* — C messhar, ¢ - f € L2(R") )} mit

(f,9)ez == (af, 99) 2 @r) = fq _)d
x)*f

z)g(w
[wobei eigentlich f = [f], ¢ fl, [ al g(x)da = [ q(x)2f(2)g(z) da etc.]

Lemma 10.5
L? ist ein separabler Hilbertraum.

Beweis L2 — L*(R") : f — qf ist bijektiv und isometrisch; L*(IR") ist separabler Hilbert-
raum nach Satz 3.4. O

Bemerkung Wenn wir W2*(Q) mit dem Skalarprodukt (f,g)w2r = Z 9°f - 9ogdx
lo|<k
versehen, so ist es nach Satz 5.1 vollstédndig, d.h. ein Hilbertraum.

Satz 10.7 s i
k €Ny, g(z):= (2m)"2( Y 2%) 2 ¢1(z) :== (1+ |z[)". Dann gilt

aeNT
la|<k

a) F: W2F(R") — L? ist unitér;
b) L2 = LQ1 und die entsprechenden Normen sind dquivalent.

Beweis a) f € W2E(R") <= V|a| < k:0°f € L? Sﬁﬁ‘ﬂ(ﬂ <k:a*Ffel?

< Ff € L2 und HffHLg:(%r)‘”Z 22| Ff ()" da =

|| <k Rn

=Y JeneFEe )= S0 / 0% f2 e = || £

lo| <k || <K Rn
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b) 3C1,Cy > 0: Ve € R": Ciq(z) < ¢1(x) < Cyq(x) .

Bemerkung Fiir beliebiges 7 € R definiert man W?"(R") := F~(L{,|,-)- Man erhélt so

eine kontinuierliche Skala von separablen Hilbertriumen. Z.B. ist § € (| W?2"\ W2~ 3. Fiir
r<—%

T € & misst r(T) :==sup{r € R; T € W2"(R")} die Regularitét von T.

Satz 10.8
Es seien k,1 € Nund [ < k. Dann gilt: 3¢ > 0: Vf € W2kE(R") :

l/k 1-1/k
a) | fllwar < el fllga - 117" und
b) Ve > 0.¢ || fllwar < el fllwas + 75 f]l>

1 1 k atz
Beweis a) Esseip=—, -+ — =1, dh. pf = - SuzloT
Y k—1 o

7 p
2k

o /21\-;0 1/p 1/p
o[ e Gl an <o fiERae) ) (] |Ff|2dw)
A Holder

|[FfI2/m| FfI2
2l/k 2(k=1)/k
< ol FIPLE, -1 £ 20

||f||w2z SCIHffH =

/

/

k 1/k _ L kol L.21 gP P o
Il (e FTNR) S = el e+ s A O

J/

B) 7w = (e
a N

J/ '
g
o b

Bemerkung Satz 10.8 ist ein ,,Interpolationssatz*“: Die Norm von W2{(R") wird durch die
Normen des kleineren bzw. griBeren Raumes W2*(R™) bzw. L?(R™) interpoliert. Ebenso zeigt
man

Satz 10.9

0<m<l<k = Jc>0:VYfecW?: HfHW2l<C||fH Hf”wzm

Def.:

Fiir k € Ny sei C (R” = {f € C¥(R"); Yoo € Nj mit |a| < k : lim 0°f(z) = 0} und

|z|—o0

Co(R™) :=C (]R”)
[ lim g(x) = 0 heifit Ve > 0: 3N € N: Vo mit |z| > N : |g(z)| < ¢

|x|—o00

Lemma 10.6

Uk(]R”) ist mit [|f|l5x = >° sup |0° f ()| ein Banachraum.
|a|<k z€R™
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Beweis Analog zu Satz 3.1

[Bemerkung D(R") ist in Uk(R") dicht, denn f € Uk(]R") kann durch g € Uk(R") NIC(R™)
approximiert werden, und g durch g, vgl. S. 20.]

Satz 10.10 (Sobolevscher Einbettungssatz)
Es seien kK € Ny und [ € N mit [ > g Dann ist

W2H(R?) © OF(R™) und W2H(R?) — C"(R?) ist stetig, d.h. e > 0: Vf € W2HH(R?) ;
1/2
fller =D sup |0° ()| < cl| fllwars _c[ > /|8af|2dx} .
la|<k T€ o] <k+l
In Worten Wenn f und 0°f fiir |a] < k + [ (Ableitungen im distributionellen Sinn!) in

L*(R") sind, so ist f € O (R).

Beweis a) p € D(R"), v € Ny mit |[y| <k = [0p(z)| =

~ il K
) [ (F ) © d§‘§<2w>‘" / (L F(©)] - (11 1¢)

Satz 10.1 1+ |€[)Fr
R & Fe(8)
Holder . €2htag \V2 o 5\ 1?2
< (2m) </W : /(1+|f|) | Fo(6)|” de
R N ~ J/
e 17el2 s

Satz 10.7
=" 11070l < coll@llwzin = oligr < cllgllwar.

b) f € W2kH(R™) T Jp; € D mit ¢; — f in W2H,

Speziell: ¢; — f in L*(R™) und daher auch in D'(R").

Nach a) ist ¢; eine C-Folge in Uk(]R”) = f, € ak(R”) tp; — fiin 6k(R”).

Speziell p; — f1 in L>°(R") und daher auch in D'(R"™). Also ist f = f; und somit f € Uk(R")

wnd e = Jm Nyl < g st = el s O
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§ 11  Die Theorie von Riesz und Schauder

Hier ist wieder K = R oder K = C und g H ein Hilbertraum. Wir untersuchen nun Com(H)
genauer, vgl. auch S. 56.

Vorsicht: 7 heifit je nach Kontext komplex konjugieren (bei A € C), bzw. Abschluss (bei
M C H).

Def.:
Ae L(H).

1) ker A := A71(0) = {z € H; Az =0}
2) imA:= A(H) ={Az; x € H}

3) A € K Eigenwert von A <= ker (A — A\I) # {0}; dimker (A — A) € NU {co} heift
Vielfachheit von A; 0,(A4) := {\ € K; A Eigenwert von A} C o(A) heifit Punktspek-
trum von A.

Bemerkung ker A < H abgeschlossen, im A < H i.A. nicht abgeschlossen.

Lemma 11.1
1) Fiir A € L(H) ist im(A) = ker A*.

2) Fir Ae L(H), A € Kist
im (A — \) @ ker(A* — A\I) ~ H : (z;y) — = + y und
im(A* — M) @ ker(A— X))~ H: (z;y) — x + .

Beweis l)yeimAL<:>VinmA:(x,y):0<:>VinmA:(x,y):0<:>VzEH:
(Az,y) =0 <= A*y =0 <=y € ker A*.
~——

=(z,4%y)

2) folgt aus Satz 8.2, wenn H; = im(A — AI) bzw. H; = im(A* — ).

(Beachte A* = A, (A)* = \I!) O
Satz 11.1

Fir A € Com(H) und A € K* = K\ {0} ist im(A — M) < H abgeschlossen und somit

H
im(A — M) @ ker(A* — X\I) ~ H, im(A* — ) © ker(A — \I) ~ H.
Beweis a) Wir zeigen zuerst

Je>0: Vo € im(A* = N) : [(A = X)z| > c|z] ®
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Annahme: ® ist falsch, d.h.

- 1
VjeN:dr; e im(A* — XI) : |z;| =1A |(A—)\])xj‘ < 3;

A kompakt = 3 Teilfolge z; : Ax; — y; andererseits ist |(A — )\I)xjk| — 0, d.h.
(A-X)z;, — 0 = Iz, — vy = MNAzx; —> Ay; weil auch Az;, — y folgt
———

—o

Ay = Ay, d.h. y € ker(A — \I).
Wegen z;, € im(A* — ) ist aber auch y = )\klim zj, € im(A* — M), d.h. y € ker(A — )N

—00
im(A* — XI) = {0} im Widerspruch zu |y| = lim |\z; | = |\| # 0.
L.11.1 k—00 N =
=|Al
b) Es sei y € im(A—X) = 3Jy; € im(A—X) mit y; -y = dz; € H =

111
im(A* — X ) @ ker(A — M) mit y; = (A — M)x; = oEdA z; € im(A* — \)

1

= |z; — x| < —[(A = Az — (A= MN)zy| = =|y; —we| < e fiir j,k > N = a; ist eine
a) C c

C-Folge, z; - x und y = lim y; = lim (A — A )z; = (A — A])z, d.h. y € im(A — AI). O

Jj—oo j—oo
Bemerkung Fiir A kompakt, A € K*, y € Hgilt also: Jr € H: (A— M)z =y <y €

im(A—\I) <=y L ker(A*—XI). In Worten: Die Gleichung (A—\I)z = y ist lésbar <=y L
Eigenraum von A* zum Eigenwert \.

Satz 11.2
Es sei dim H = oo und A € Com(H). Dann gilt:

1) 0(A) = ap(A) U{0};
2) o(A) ist abzéhlbar und hat hochstens den Haufungspunkt 0;
3) VA€ a(A)\{0}: dimker(A — \I) < o0;
4) o(A")={X; Xeo(A)}.
[Bemerkung o(A) ist also endlich, oder o(A) = {0, A, Ag,---} C K mit A\; — 0. 0 kann,

muss aber nicht Eigenwert sein.]

Beweis 1) a) 0 € o(A), denn sonst wire A™! € L(H) = fir S = {z € H; |z] = 1} ist
A~1S beschriinkt (da 3C' > 0 : Vo € H : |[A™'z| < Clz|]) = S = A(A™'S) prikompakt
— 4 zu dim H = oo, s. Satz 1.5.

b) Es sei A € K\ (0,(A) U {0}). Wir haben X € 9(A) zu zeigen.

b1) Wir zeigen zuerst, dass A & o,(A*).
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Annahme: 3z, € H\{0} : (A*=AX)2; =0; A€ 0,(A), \£0 = H=im(4A*—\]) =

Satz 11.1
Jzg 1 (A" — M)zy = 21 und induktiv Jz; € H @ (A" — M)z, =m; gy fir j>2;
(A* = N) 7ty =2y #0, (A* = M)x; =0 = ker(A* — NP1 < ker (A* — M) e
Vj € N:Jy; € ker(A* — M) : |y;| = 1 und y; L ker(A* — XI)7~2.
Fiir 7 > k gilt dann

Pythagoras __

[ Aty — Ayl = [ (A" =MDy + Ay — (A" = M)y, =dys| - = [y =[A[ >0

€ker(A*—AI)i—1

— A"y, hat keine konvergente Teilfolge, 4 zu A* kompakt.

b2) A € 0,(A) = A — A ist injektiv; A € 0,(A*) = ker(A* — XI) =0 T
H =im(A—X) = A — M ist surjektiv. Also ist (A — X)~!': H — H wohldefiniert und
linear.

Auflerdem ist nach ® in S. 67

Je > 0: Vo € im(A* — ) = H: (A= X)z| > clz,

weil ker(A—XI)=0
1
dh. [(A= X))y < =ly|, dh. (A= AI)"' € L(H), d.h. X € o(A).
c
2) Annahme: 3)\; € 0,(A) paarweise verschieden mit A\; — X # 0.

Es seien z; € ker(A — ;1) \ {0}.
a) z; sind linear unabhéngig.

[Denn wire z.B. x1,- -+, z,_1 linear unabhéngig, x1,--- , z, linear abhingig —
n—1 n—1
T, = cr; (1 = \, o, = Az, = c; Ax; II
Tea (0 Xedn @
n—1
N, —1I:0= (An— N, = Viigg=0 = 2,=0
2‘:21 i y 3 i:c x 4]
0

b) Mit dem Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahren konstruieren wir aus z; ein Ortho-
normalsystem ¥y, o, - - - , indem wir setzen

X Xo — ($27y1)y1 =

j
Wenn y; = > ayx; und j > k, so ist
=1

7 k J—1 j—1
|Ay; — Ayel = | Y aj Axy — 3 amAmi| = |aji\jz; + Y0 biw| = [Ny + X2 a]
=1 =1 =1 1=1

Ay
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Pythagoras

j—1
= Ny + X dw| = Iyl = N> e > 0 fir j > J (da lim Ay = A #0)
=1 o)

im Widerspruch dazu, dass {Ay;; j € N} priakompakt ist. Also kann auflerhalb von 0 kein
Haufungspunkt von o,(A) sein.

3) Wire dimker(A — A\I) = oo fir A € o(A4) \ {0}, so konnten wir linear unabhéngige
x;j € ker(A — AI) nehmen und geléingen wie in 2) b) zu einem Widerspruch. [Alternativ kénn-
te man auch verwenden, dass in Hy := ker (A — AI) die Einheitskugel S = {z € H; : |z| =1}
prikompakt ist, da S = A" AS. Nach Satz 1.5 ist dann dim H; < co.]

4) X € p(A) =K\ o(A) < (A—- )"t € L(H) = (A - M)t e L(H) <= ) € o(A%).
[Alternativ folgt 4) auch aus bl) in S. 68.] O

Satz 11.3 B
Fir A € Com (H) und X € 0(A) \ {0} ist dimker(A — AI) = dim ker(A* — \I).

Beweis Nach Satz 11.2 sind die 2 Dimensionen endlich. Wegen A™ = A geniigt es, die
Annahme dim ker(A* — A\I) > dimker(A — AI) zum Widerspruch zu fiihren. Nach Satz 11.2
Je>0:Vp e Kmit 0 < |g— A <e:pu€ p(A). Fir so ein p betrachten wir

B :ker(A® — A1) PR g S (A - XD @ ker(A — AT) 23 ker(A — AI).
Wegen der Annahme 3y € ker (A* — XI) : |y| = 1, B =0 = z:=(A—pul) 'y e
m(A* = A) = 1= (y.9) = (v, (A - pl)z) = (y, (A= M)z + (A= p)z) =
(A =My, 2) + A =m,2) < [A—pl- |z

D e SCz:]uchy

0 cnwarz

Andererseits gilt nach ® in S. 67 3¢ > 0 : Vo € im(A* — \I) : ’(A - )\I).CE’ > c|z| und daher

[

fiir | — Al < min{e, £
c
(A= e = (A= ALz~ (n = Na| = [(A— A)a| = Al > & o]
Das liefert fiir z = z € im(A* — A\I) einen Widerspruch:

2 2
L<P—pl -l < =pl- 2 [ (A-pDz [ = —pl- = <1

Y

Anwendung auf Integralgleichungen

Wir betrachten ) # Q C R” offen und K (z,y) € L*(Q x Q). Nach Satz 7.5 ist K € L(L?*(2))
kompakt. Weiters hat der Operator K* den Kern K (z,y) = K(y, ), denn fiir f,g € L*(Q)
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ist (Kf.g) = / K(z,y)f(y)g(x) dady = / F(@)K(y, ) - g(y) dzdy = (f, K*9).
QxQ QxQ
Fiir A\ € K* und f,g € L?*(Q) = H betrachten wir die Integralgleichungen

(K—=MX)f=0,dh. /K(x,y)f(y) dy = Af(z) : homogen
Q

bzw.
(K= MX)f =g, dh. /K(x,y)f(y) dy — Af(x) = g(x) : inhomogen.
Q

Die Sétze 11.1/2/3 liefern die ,, Fredholmsche Alternative*:

hat die homogene Integralgleichung keine nichttriviale Losung, und dann hat
die inhomogene Integralgleichung Vg eine eindeutige Losung f, die stetig (bzgl. || - ||2)
von g abhéngt. [Satz 11.2: ker(K — X)) = {0} = A& o0,(K) = A go(K) =
(K — X))t e L(H)]

die homogene Integralgleichung hat den Losungsraum ker(K — Al) mit 1 < n =
dimker(K — AI) < oo, und dann ist die inhomogene Integralgleichung genau dann
l6sbar, wenn g | ker (K* — AI), und das sind genau n Bedingungen an g. [Satz 11.1/3:
g €im(K — X)) <= g € ker(K* — XI)*; dimker(K* — \I) = n]

Bemerkungen 1) Fiir lineare Gleichungssysteme Az = y mit A € K" x,y € K", gilt
genau dieselbe Alternative (als trivialer Spezialfall der Satze 11.1/2/3).

2) Die Satze 11.2/3 gehen eigentlich auf Frigyes (= Friedrich) Riesz zuriick (Acta Math.
41(1918), 71-98), wo sie (allgemeiner) im Banachraum bewiesen werden, vgl. Werner, Funk-
tionalanalysis, VI. 2, p. 210. Ivar Fredholm formulierte seine ,, Alternative“ in der Arbeit “Sur
une classe d’équations fonctionelles”, Acta Math. 27(1903), 365-390.
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Extrait des Acta mathematica 27 (1903). . . 365

SUR UNE CLASSE D’EQUATI'ONS FONCTIONNELLES
° PAR

IVAR FREDHOLM

4 STOCKHOLM.

Dans quelques travaux' ABer s’est occupé avec le probléme de dé-
terminer une fonction ¢(x) de manitre qu'elle satisfasse a l'équation fonc-
tionnelle

® 1@, 9e@)dy = 9(x)

f(z,y) et ¢(x) étant des fonctions donndes. ABEL a résolu quelques cas
particuliers de cette équation fonctionnelle dont il parait avoir reconnu
le premier l'importance. C'est pour cela que je propose d'appeler I'équa-
tion fonctionnelle (a) une éguation fonctionnelle abélienne.

Dans cette note je ne m’oceupe pas en premier lieu de 1'équation.
abélienne mais de 1'équation fonctionnelle. '

® o(2) + jf(x,y)¢(y>dy=¢(w>,

s

qui est étroitement liée & 1'équation abélienne.
En effot, si on introduit au lieu de f(z, y) et ¢(=), ; /@, 1) ot ; $(2),
l'éqdation (b) s'éerit o
l .
{9)  29(m) + [, 9)p(y)dy = ¢(2),
[}
équation qui se transforme en I'équation (a) en posant A = o. Ainsi la

solution de 1'équation (a) peut étre considérée comme implicitement con-
- tenue dans la solution de 1'équation (b).

1 Magazin for Naturvidenskaberne, Kristiania 1823 et Qeuvres com-
plétes.
Acta mathematica. 27. . Imprimé le 30 mars 1903,

(81)
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366 Ivar Fredholm.

Quant a U'équation (b) elle me parait mériter I'attention particuliere
des géométres, car la plupart des problémes de la Physique mathématique
(ui conduisent a des équations différentielles linéaires se traduisent par des
6équations fonctionnelles de la forme (b) ou de la forme

e+ [ ff@.. 2, 6. E)pE.. L) .. .= (m...2,).

Pour .le voir on n’a qu'a rappeler le probléme de DiricHLET dans le
cas olt l'on cherche a représenter le potentiel inconnu par le potentiel de
double couche, des problémes analogues de la théorie du magnétisme et de
la théorie de l'élasticité.

Le premier essai de résoudre une équation () a été fait par NeumaNN.
B effet, la méthode ‘célebre de NEuMANN pour la résolution du probléme
~"de DiricHLET consiste en le développement de ¢(x) suivant les puissances

croissantes du paramétre 7; Mais le développement de Neumanx, tout

cn convergeant dans le cas du probléme de DIl\ICHLEl, ne peut pas con-
- verger dans le cas général. . :
-~ Dans un travail important.! la méthode de Neumanx a été appliquée

N

avec succes par M. .VoLrerrA 2 I'équation fonctionnelle

© e+ freaea = da)

Dans le méme travail M. VOLTERRA a aussi mis en évidence le rapport
intime entre 1'équation (c). et I'équation abélienne '

[ 16, Defy)dy = 9(a).

L'équation que je me propose a étudier dans le présent. travail com-
prend ‘comme cas particulier 'équation de M. VOLTEREA, car en supposant,
~dans 1'équation (b), que f(z,y) soit nul pour y >z, on obtient immédiate-
ment I'équation (c). ' :

Dans ce ‘qui suit la fonction f(x,y) sera soumise 3 quelques restric-
tions. Je suppose que f(z,y) soit telle que, a étant inférieur a l'unité,
(* —y)*f(w,y) soit une fonction finie et intégrable. Ainsi je ne vais

.1 Annali di Mat.tematic:a, 1896,
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Kapitel 3

Selbstadjungierte Operatoren im
Hilbertraum

Im folgenden sei ¢ H ein komplexer Hilbertraum.

§ 17  Unbeschrinkte Operatoren

Bisher wurden nur beschriinkte Operatoren A € L(H) betrachtet, vgl. § 6,8 9. In H = L*(R?!)
lasst sich aber z. B. A(f) = f'

a) nur auf W2(R) < H definieren, und

b) ist A nicht beschrinkt, d.h. 3C > 0:Vf € W2l ||Af|l. < C|If]l.

Aber A ist ,abgeschlossen®.

Def.:
1) A: D — H heifit linearer Operator in H <=
(i) D < H dichter Untervektorraum,
(ii) A ist linear.

Fiir D schreiben wir D(A); wie frither seien ker(A) = A71(0) < D und
im(A) = A(D) < H. Lu(H) := {A linearer Operator}.
Vorsicht: Lu(H) ist kein Vektorraum.

2) A € Lu(H) heiBt abgeschlossen: <= der Graph von A ist abgeschlossen in H x H,
d.h. V(z,) € D(A) mit z, — =, Az, — yin H:x € D(A) und Az = y.
La(H) := {A € Lu(H); A abgeschlossen}.

Bsp. 1) L(H) C La(H).
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2) A: W2HRY) — L2(RY) : f — f’ ist abgeschlossen, denn wenn f,, € W2! und

fo—f, f,—gin [? = g= lim (inL?)f, = lim (in D) f, = (lim (inD')f,) = f'
n—00 n—o00 n—o0

— fl=gel? = feW? Af=gyg

[p = —ihA (bzw. in R" p; = —iha%j) ist der Impulsoperator der Quantenmechanik.]

Bemerkung Fiir abgeschlossene Operatoren sind die Probleme
a) [d.h. A ist nur auf D(A) < H definiert] und b) [d.h. A ist nicht beschrinkt]

dquivalent: ,,1;() = g()“: A beschrankt "% 34 ¢ L(H): A‘D(A) = A; v = lim z,,

n—o0

w0 € D(A) = Az = lim Az, 22 1 € D(A) = D(A) = H.

n—oo

,,z;{) = l;f)“: D(A) = H und A € La(H) = A beschriankt nach dem ,,Graphensatz.

Satz 17.1 (Graphensatz bzw. Satz vom abgeschlossenen Graphen)

kX, kY seien Banachrdume und A : X — Y linear mit abgeschlossenem Graphen (d.h.
V(x,) € XN mit 2, — z und Az, — y ist Az = y).

Dann ist A € L(X,Y), d.h. A beschriankt (<= A stetig, Satz 6.1, S. 31).

Beweis Wie frither sei fiir e > 0 K.(z) = {y € X; [z —y| < e}.
Dann ist K.(2)° = {y € X; |z —y| < e} und K.(z)° = K.(z) (Ubung!).
a) M, = {:c € X; |Az| < n} — M; C My C -+ und |J M, = X. Wir zeigen zuerst:

neN

dreX: F>0: IneN: K.(x)NM, C K.(z) dicht.

Annahme: Das ist falsch.
Esseixz; = 0,e1=1, =1 = K1(0> N M; ; Kl(O) — (Z) 7& Kl(O)O\Kl(O) NM =:U;
offen =— Az e X : 0 < ey < % : Ko, (o) C Uy;
K€2 (Iz) N M2 g ng ($2> - (Z) # K52 (ZEQ)O \ KEQ(.Z’Q) N M2 =: U2 offen
= dr3e X :d0<e3 < % : K, (x3) C Us ete.
= K., (11) D Key(w2) D -+- = Vk > j:a € K (7)), dh |z; — 2 < g5 < % =
z; C-Folge = z; — rx € X und |z; — x| <¢e;, dh. z e K (x;) CUjy = K., (x;21)° \
Kaj,l(l‘j—l) ﬂMj_l - \V/] >2:x Q/ Mj—l — T € U M, =X é
neN
[In a) wird eigentlich der ,Satz von Baire“ bewiesen.|

b) Es sei also g € X, € >0, n € N mit K.(x¢) N M,, C K.(xp) dicht. Dann ist auch
N = (Kg(xo) NM,) —xy= {x €X; || <e x+a0€ Mn} in K.(0) dicht und

Vo € Ny : |Az| = |A(z + m0) — Azo| < |A(z + m0)| +|Azo| < C1.
~———

<n
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Fiir € Ny := Ny \ K.2(0) gilt || > £ und daher |Az| < Cy < C - |x| Co|z| und Ny ist
5

——
Co

in K.(0) \ K./2(0) dicht.
Dann ist N3 := K- Ny in X dicht und Vo € N5 : |Az| < Cylx|.

c) Zeige noch: Vo € X : |Az| < 2Cy|z| [ = A beschrinkt].
x € X \ {0} sei fixiert. Da N3 in X dicht ist, Jy; € N3 mit |z — y;| < % und |y;| < |z|.

||

[Nehme z.B. y1€N3m1t‘3x—y1‘<| 2] - |x—y1|§7und ly1] < |z|]
Ebenso Jy, € N3 mit ‘(x —y1) — yg‘ < %‘ und |yo| < |z — 1| < u etc. - -
n n—1
Ty € Ny mit [ — 32 y| < 27| und [y, | < [z~ 3 ] < -
=1 i=1

Wenn 2y =0, z, := Y y;, so gilt also |z —x,| — 0, d.h. x,, — 2 und Az, ist eine C-Folge,

=1
! €N3 ) o
denn fiir n > m ist |[Az, — Az,,| = |A Z yj| < Z AT <C Syl
Jj=m+1 j=m+1 j=m+1
® < (Y Z 250 g| = Cy - 21"z = 0 fiir m — 00 = Jy €Y : Ax, — vy
j=m+1
(A abg.) . . ®
Ar =y = hm Az, und |Azx| = hm |Az,| = lim |Az, — Azg| < 20|z O
— 00 n—o0
Def.:
Fir A € Lu(H) und z,y € D(A) sei [z,y|a = (v,y) + (Az, Ay) und |z|4 := /[z, 2|4 .
Satz 17.2

Fiir A € Lu gilt:
A abgeschlossen <= (D(A), [, ]a) ist ein Hilbertraum.

Beweis ,—“ Offenbar ist [, |4 ein Skalarprodukt. Zum Nachweis der Vollstandigkeit sei
(z,,) € D(A)N eine C-Folge bzgl. | - |4 = (x,), (Az,) sind C-Folgen in H

= x, —x, Ar, —y —
Az, — Az = |z, — 2|4 = |z, — 2|* + |Az, — A2]? — 0 = =, —> = bzgl. |, |a.

,<=* Seien z, € D(A) mit x,, — x und Az,, — y in H = x,, C-Folge bzgl. | - |4, d.h.
|z, —ul? + |Az, — Au]? — 0 = w ==, Au =y, dh. x € D(A), Az = y, d.h. A ist
abgeschlossen. (I

Def.:
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1) A, B € Lu(H). B heifit Erweiterung von A (geschrieben A C B) <= D(A) C D(B)
und A = B|D(A).

2) A € Lu(H) heiBt abschlieSbar <= 3B € La(H): A C B
Lab(H) := {A € Lu(H); A abschliefibar}.

Satz 17.3 4 Def.
Es sei A € Lab(H). Dann gilt:

J1A € La(H) :VB € La(H)mit ACB: AC AC B.

A heifit Abschluss von A. Weiters ist D(A) C (D(A),]| - |) dicht, d.h. (D(A),| - |5) ist die
Vervollsténdigung von (D(A),]| - |4).

Beweis Es sei B € La(H), A C B, und D(A) := D(A) in (D(B),| - |5) und A := Bl -
(Dann ist jedenfalls D(A) C (D(A),| - |) dicht.)

Offenbar ist A C A; weiters ist D(A) ein abgeschlossener Unterraum von (D(B),| - |5) und
daher (D(A),| - |5) vollsténdig (Ubung 1). Also ist A € La(H) nach Satz 17.2.

Wenn A C C € La(H), 2 € D(A) = 3w, € D(A) mit =, — 2, Az, — Ar =

=Cuzp,
(C abgeschlossen) = x € D(C) und Az = Cz, d.h. A C C. O

Bsp.: A1 : D(RY) — LARY) : fe— " = |f4, = 115+ 17115 = 111}y
D(R) C W2L(R) dicht (Satz 5.2) = A; = A: W2L(R) — LA(R) : f —> f'.

Lemma 17.1 + Def.

Fir A € Lu(H) sei D(A*) := {y € H; 3y1 € H : Vo € D(A) : (Az,y) = (z,y)} und
A*: D(A*) — H : y — y;. Dann ist A* wohldefiniert (d.h. y; durch y eindeutig bestimmt)
und heifit wieder adjungierter Operator.

Beweis Wenn Vo € D(A) : (x,y1) = (z,71), so ist y; — 91 € D(A)+ = {0}, da D(A) C H
dicht. 0

Vorsicht: 1) Beachte, dass fir A € K™ der adjungierte Operator A* = AT = (@;)ij=1.- n

NICHTS mit der adjungierten Matrix A*! = ((—1)"*J det (A”))ij zu tun hat.
2) Im Allgemeinen ist D(A*) C H nicht dicht, d.h. A* € Lu(H).
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Satz 17.4
Fir A € Lu(H) gilt:

a) D(A*) < H Untervektorraum, A* linear;
b) AC B = A* D B*;
c) A€ Lab(H) = A* = (A)*.

Beweis Ubungen 53 und 54.

Def.:
1) A € Lu(H) heit symmetrisch <= Vz,y € D(A) : (Az,y) = (z, Ay);
Ls(H) := {A € Lu(H); A symmetrisch}.
2) A € Lu(H) heift selbstadjungiert (sa.) < A* = A; Lsa(H) := {A € Lu(H); A sa.}.

Satz 17.5

1) Fir A € Lu(H) gilt:
A symmetrisch <= A C A* <= Vz € D(A) : (Az,z) € R

2) Lsa(H) C Ls(H) C Lab(H).

3) AcLs(H) = AcLs(H);
Aclsa(H) = A=A, dh. Lsa(H) C La(H);
Aelsa(H), AC B, Be Ls(H) = A = B, d.h. ein sa. Operator lisst sich nicht
symmetrisch erweitern.

Bild

Lu

Lab

La

Ls
L(H)

Y
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Beweis 1) A symmetrisch <= Vz,y € D(A) : (Az,y) = (z, Ay) <= A C A%,

Aels(H) = Ve e D(A): (Az,z) = (2, Az) = (Az,z), d.h. (Az,z) € R.

Umgekehrt, wenn Vo € D(A) : (Az,z) €e R = Vz,y € D(A) : R > (A(.CE +y),r+ y) =
EAx, z) + (Ay,y) +(Az,y) + (Ay,z) = Im(Az,y) = —Im(Ay, z) = Im(z, Ay) und

v~

R
Re(Az,y) = —Im(Ax,iy) = —Im(z, Aiy) = Re(z, Ay).
2) Lsa(H) C Ls(H) nach 1); A € Ls(H) ? A C A¥; A* ist abgeschlossen, denn

yn € D(A*), yp — vy, A'y, — win H = VYa € D(A) : (Az,y,) = (x, A%yn)
—— N —
—>(£a:,y) —(z,w)
= (Ar,y) = (z,w) = y € D(A*), A'y=w. Alsoist AC AC A" B
3)a) A€ Ls(H), z,y € D(A), z,,y, € D(A) mit z,, — z, y, — yin (D(A), | - |z) =
(Az,y) = lim (Az,,y,) = lim (2, Ay,) = (v, Ay), d.h. A € Ls(H).
b) A € Lsa(H) = ACACA*=A = AcLla(H)

c)Aelsa, ACB, Bels = A*=ADB*DB — A=1DB O

d _
Bsp.: B; = i@ : D(R') — L*(R!) ist symmetrisch, denn (if’, g) = /1f/(x)g(x) dr =

partiell

- _ 4
—i/f(x)g’(a:) dz = (f,1¢'). Daher ist B = B; = id— : W2l — L2 (vgl. Bsp. in S. 77) auch

x
symmetrisch nach Satz 17.5, 3). B ist sogar sa., denn wenn

g€ D(B*) = 3g1 € L*:Vf e D(B)=W>":(Bf,g9) = (f,9), dh.
/if’gdx:/fgldx == VYpeD:

iTy(¢') =1Ty,(p) p = —ig’ =7, in D'(R)

Wir wollen nun Bedingungen angeben, unter denen symmetrische Operatoren sa. sind. Zuerst

Lemma 17.2
Fir A € Ls(H), A € C, gilt:

1) (A= X)* = A" — \I;
2) im(A — M) @ ker(A* — XI) ~ H : (x;9) — = +y (vgl. S. 67)
3) Vo € D(A): [(A—= A)z| > [ImA| - |z] (vgl. S. 67)

[wobei A — Al : D(A) — H : x — Ax — \x etc/]
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Beweis 1) z € D(A), y € D(A*) = (Ax,y) = (z, Ay) B

— (A= M)z,y) = (z,(A* = AN)y) = (A= X)* D A" =\

Ebenso gilt umgekehrt fiir y € D((A — )\[)*), dass ((A — )\I):my) = (:z:, (A — )\I)*y), d.h.
(Az,y) = (2, (A= X)'y+Ay) = A*D(A—A)"+X = A*— N D (A— )"

2) y € ker(A* — M) <L y € ker((A — AI)*) <= Vo € D(A) : ((A— M)z y) =0 <=y €
im(A — M)+ =im(A — )\I))l. Verwende dann Satz 8.2.

3)z € D(A) = |Az — \z|? = |Az|* —(Az, \z) — (\z, Ax) + |2 |z |?

N Vv
—2 Re(Az, \z) (ReA)2+(Im A)2
———
(Re ) - (Az, z)
——
eR
Weiters ist 2Re | - |(Az,z)| < 2[Re )| - |z] - |[Az| < (Re A)?|z]* + |Az|* (weil 2ab < a® 4 b?)
— Az — \z|? > |Az|? — [(Re A)?|z]* + |Az|?] + A |z = (Im A)?[z]2. O

Satz 17.6
Es sei A € Ls(H).

1) (Hellinger-Toplitz) D(A) = H = A € L(H) N Lsa(H).
2) N C: A— N, A— X surjektiv = A € Lsa(H).
Beweis 1) A € Ls(H) C Lab(H) = A C A, AC A*;

D(A)=H = A:A:A*SﬁlAeLsa(H) und A € L(H)
2) A=A : D(A) — H ist surjektiv und wegen ker(A — A\I) C ker(A* — \I)

= im(A- M)t =H"= h injektiv.
L. 17.2,2) i Al) {0} auch injektiv

Wenn x € D(A*), y:=(A* =Xz, z:=(A-A)"ly = y=(A—-\])z

(A:A)(A*—/\I)z = z—z€ker(A*—N)={0} = z=z2¢€ D(4),dh
CAs

D(A*)CD(A) = A*=A O

Satz 17.7
Fir A € Ls(H) gilt

A€ Lsa(H) = VAeC\R: A— A :D(4A) — H
ist bijektiv und (A — AI)~! € L(H) (d.h. stetig).

Beweis ,,<—=* gilt nach Satz 17.6, 2).

,=—" Essei A € C\R. Aus Lemma 17.2, 3),2) folgt ker(A — ) =0, H =im(A — AI) und
(A=)t im(A — M) — H ist stetig. € H, z, € im(A — \) mit 2, — 2 =

Yn = (A = XI)"lz, C-Folge = vy, — v,

Ayp =20 + Ay — .+ Ay Aﬁz y€ D(A)und Ay =2+ \y = x €im(A— ). O
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Satz 17.8 (F. Rellich 1939, ,,Kriterium von Kato*)
Es sei A € Lsa(H), B € Ls(H), D(A) C D(B) und

0<0<1:3e¢>0:Vxe D(A): |Bzx| < §|Azx| + c|x|.

Dann ist auch A+ B € Lsa(H). [Hierbei ist A+ B: D(A) — H : x — Ax + Bz/]

Beweis a) Nach Satz 17.7 ist (A —itl)™' € L(H) fir t € R* =
A+B—itl = (I+B(A—itl)™')-(A—it]) = im(A+B—itl) =im([+B(A—it])™") = X,.
Nach Satz 17.6 ist zu zeigen: 3t € R* : X; = X_; = H. Nach Satz 6.6 geniigt es zu zeigen,

dass
HeR :B(Axitl)™' € L(H), |B(A+itl) || <1
(denn dann ist —1 € Q(B (At it[)_l) — X4 =H).
b) Idee: [t| - 00 = “B-(A—itI)"' =~ 0.
1

Exakt: z € H = [(A—it])™'z| < = || und
L. 172, 3) |t]

|B(A—itl) "'z | <d|Ay| + clyl ;
N——_— ——

Y < |zl

. 2
(A —itl)y] = |Ay|* + [t]*[y]* > |Ay|?
vgl. S. 80 oben
— |Ay| < [(A—itD)y| = |z]
C

— |B(A — it])*la:| < (5—1— m
— B(A—itl)™' € L(H) und ||B(A —itI)~!|| < C < 1 fiir groBes . O

>|x| = C|z| mit 0 < C < 1 fur |¢| groB genug =

Bsp.: 1) A: {f € L*(R"); z;f € L*(R")} — L*(R"): f —> z;f = A € Ls(L*(R"));
A ist sa. nach Satz 17.6, 2), denn A € C\R = A — I ist surjektiv, da fiir f € L*(R") gilt

g= / 3 € D(A) und (A—AI)g = f. [Das sind die Ortsoperatoren der Quantenmechanik.|
x .

i —

2) B: D(A) — I2(R") : f s \/I1j] - f = B e Ls(I2(R")), Vf € D(A) : | Bf|]? =
1/2

= [l s e < | [lePlrl s [ir@fa] = jasi - 1)

— IBfl < VIAT- 7T < 5 (171 +171) = A+ B sa

(was natiirlich auch Satz 17.6 zeigt).
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Satz 17.9
Ae L(H)NLs(H) = ||A| = sup |(Az, z)|.

lz|<1

Beweis M := sup |(Az,z)| < [|A];
2| <1 N~ —
< |Az]-|z|
~—
< [|A]l - ||
andererseits ist fir x,y € H
1 -
Re(Ax,y) = 5 [(Az,y) + (Az,y) ]
——

(y, Az) = (Ay,x)

A sym.

[(A(x—l—y),x—i—y) - (A(x—y),x—y)} — Vz,y € H mit |z|, |y| < 1:

IRe(Az,y)| < ﬂ\(A(:chy)?Hy)l+\(A(fv—y),x—y)\]
< iM[|x+y|2+|$—y|2]:¥(

| =

2>+ |y]?) < M

A
= ||A4]|*> = sup(Ax, Az) = sup (Aa:,—x) Az < M -|All = [|A|| < M.
—

j2l<1 j2/<1 |Axz]
Az#0 ~ <[1A]

y

—————
<M

: uoou

(® weil Vu € H : |(Au,u)| = A—  — )| - |u* < M- |u?)
falls u£0 lu| ” |ul
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§ 18 Das Spektrum von selbstadjungierten Operatoren

Def.:

Fiir A € Lu(H) heiBt (wie in S. 33, 67) o(A) := {A € C; A— A : D(A) — H bijektiv,
(A—X)~' € L(H)} Resolventenmenge, o(A) := C\ o(A) Spektrum und

op(A) = {A € C; 3z € D(A) \ {0} : Az = Az} Punktspektrum.

Bemerkung Die folgenden 2 Beispiele zeigen, dass das Spektrum fiir nicht sa. Operatoren
nicht sehr aussagekriftig ist.

Bsp.: 1) H = LQ( (0,1)), A: W2((0,1)) — H : f — if’. Dann ist A NICHT symmetrisch,
denn fiir f,g € ' ((0,1)) c W2((0,1)) gilt

(Af,g) = / () g dt =i (F()g(D) - f / O]

i.A. #0 (z.B. fur ft)=g(t

(f,Ag)

Weiters ist o(A) = 0,(A) = C, da Ae™ = \e M,
2) Es ist W21((0,1)) € C'((0,1)), da f € W21((0,1)) = f € L2((0,1)) € L'((0,1))

(vgl. Ub. 14) = f(x /f’ )dt + const € C([0,1]) = C"((0,1)).
0
Wenn wir B : {f € W2((0,1)); f(0) = 0} — H : f — if’ setzen, so ist B C A und

o(B) = {}, denn Ry : H — D(B) : f —— —i/e‘”(“f—”f(t) dt erfiillt (B — M)Ry =

0
RA(B — M) = I fiir A € C (s. Ubung 59).

Bemerkung Fiir A € o(A) \ 0,(A) gibt es zwar kein x # 0 mit (A — A\ )x = 0, aber eine
,» Weylsche Folge*.

Def.:
Es sei A € Lu(H), A € C. (z,) € D(A)N heifit Weylsche Folge zu \ <=

(i) {xn; n € N} beschréinkt,
(ii) {z,; n € N} nicht prikompakt,
(iii) (A— M)z, — 0.

Lemma 18.1
Es sei A € Lsa(H). Dann gilt
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1) C\R C o(A) und |[(A=AI)7}|| <

fur A R
Tm )\| ir A e C\

2) a) Aeo,(A) <= im(A—-XN)#H
b) A€ o(A)\op(A) <= im(A—-A) <im(A—X)=H
c) A€ p(A) <= im(A—-\) =

3) A€ g(A)\ o,(A) = I Weylsche Folge zu A
4) A1 7é Ay € O'p<A), Al’l = \r; = (1'1,1'2) =0

Beweis 1) folgt aus Satz 17.7 und L. 17.2, 3).
2) a) im(A— M) #H . <17:2>2 ker( A —)\I) # {0} &= A€ g,(A) <1——)> A€ oy(A).
inry

b) A € Lsa(H) = A abg. = A — Al abg., d.h. der Graph von A — X[ ist in H x H
abgeschlossen = der Graph von (A—AI)~!: im(A—\I) — H ist in H X H abgeschlossen,
falls A & o,(A). Nach dem Graphensatz ist dann (A — X\)™' € L(H) falls A & o,(A) und
im(A — A) = H. Somit: A € 0(A) \ 0,(A) = im(A - \]) <im(A - \]) = H.
,<=" folgt aus a). c¢) folgt aus a) und b).

2)

3) A€ o(A)\oy(A) = (A=)t ela(H), D(A-X)") =im(A-X) #H =
(vgl. S. 75) = (A — A\I)~! unbeschriinkt =
— ‘v’nGN:EIynGim(A—)\I):’(A M) Yy, | > nlyal.
1y
(4 )\I) = [(A=A)z,| = |yn|7 <l—>0und |2,] = 1 und
(=0, A ] <
{zn;n € N} ist nicht prakompakt, denn sonst 3 Teilfolge z,, — » =
lz| = jlinoé Tn,| =1, (A= X))y, -0 = Az, — Az Ajz z € D(A)\ {0}, Az = Xz 4

zu X & o, (A).

Also ist () eine Weylsche Folge zu A.

4) )\1((E1,.’L’2) = (A.ﬁ[l,l'g) = (l’l,AIEg) = )\2(1’1,1‘2) = )\2(%’1,1’2) (da J(A) C R) —

(x1,22) = 0 wenn A\ # Ao, O

Setze z,, =

Wir wollen ¢(A) nun neu einteilen:

Satz 18.1 + Def.
Es sei A € Lsa(H). Dann gilt:

1) 0ess(A) := {\ € C; 3 Weylsche Folge zu A} C o(A).
Tess(A) heiBit essentielles Spektrum von A.

2) 04(A) := 0(A) \ 0ess(A) C {\ € 0,(A); X Eigenwert endlicher Vielfachheit, d.h.
dimker(A — AI) < oo}.
04(A) heifit diskretes Spektrum von A.
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Bemerkung In S. 101 werden wir sehen, dass g4(A) = {\ € o,(A);
dimker(A — M) <ooA3§>0: (A=, A+0)No(A) = {A}}. Davon kommt der Name.
Symbolbild:

S_p

- N

S_ess s_d r(A) R

frag replacements

o
o(A)
a(A)

o) S(A)

Beweis 1) Es sei A € 0e5(A) und z,, eine Weylsche Folge.

Annahme: A € 0(A) = (A-X)"'e L(H) =

|| = | (A= M) "H A=)z, | < C|[(A=AD)zy| = 0 = 4 zu {x,;n € N} nicht prikompakt.
2) a) Nach Lemma 18.1, 3) ist 04(A) C 0,(A)

b) Fir A € Cist V) :=ker(A—\I) < H abg. (vgl. Lemma 17.2, 2)). Wenn dim V), = co =
3 ON-System {z,;n € N} in V), = (z,,) ist Weylsche Folge zu A = X\ & 0q4(A). d

Lemma 18.2

Es sei A € Lsa(H) und A € 0,(A) mit dimker(A — AI) < oo

Weiters sei Hy :=im(A — X\ ) < H, D(A) := D(A)N Hy, und A := Alpa
Dann ist A € Lsa(H;) und e ~) = Oess(A).

)
Beweis a) Vo € D(A): Az = (A— M)z + X x € HL = A:D(A) — H,.
b) A=A* Aeo,(A) C RYE2Y g~ Hy @ ker(A — M) : @ — (pryx; pryx);
ker(A — M) C D(A) = Vm € D(A) cpryx = x — pryx € D(A).
Daher ist D(A) C H; dicht, denn = € Hy, z, € D(A) mit v, — z =
pr,z, € D(A), pIyZ, — PIyT = T. )
¢) Yo,y € D(A) : (Az,y) = (z, Ay) = A € Ls(H,).
d) t e R\ {0} Bt im(A—it]) = H = im(pr, o (A —itl)) = Hy;
z € DA = prx € D(A), Az = Apryjz+ Apryx = pryo A(z) = Aopr(z) =
—— N~

€H; Aproz€ Hi-
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Hy =im(pr, o (A —itl)) = 1m((/1 —itl)opry) = im(A — it) Bowral A € Lsa(H,)

e) ft € 0ess(A) = 3 Weylsche Folge (z,,) € D(A)N zu pund A = (x,,) Weylsche Folge
zu pund A = p € 0e(A)

f) 1t € Oess(A) = I Weylsche Folge (z,,) € D(A)N zu pund A = (pr,z,,) € D(A)N ist
beschrénkt, (A — ul) In, = (A — pI)(pryzy) + (A — pl)(pryz,) — 0 =

. i

~~

Py Tn+PraTn cH, (A=) prozn € Hi-
(A — pI)pryz, — 0
Annahme: {pr,z,;n € N} ist prakompakt —
Ve > 0 : J endliches 5-Netz {y1,--- ,yn} C Hy;
{pryx,;n € N} ist beschrankt, dimker(A — A\I) < oo =
3 endliches §-Netz {z1,--- 2} C ker(A—A) = {yi+2; 1 <i <N, 1<j< M}
endliches e-Netz zu {z,;n € N} = 4 zu (x,) Weylsche Folge.
Also ist pr;x, eine Weylsche Folge zu A, A= )e aess(}i). O

Satz 18.2
Sei A€ L(H)NLs(H) (= L(H)NLsa(H)). Dann gilt

1) o(4) c [=]A], 1A]];
2) o(A) ¢ (—[IAll, [IA]]), d.h. A € o(A) v —[[A]l € o(A).
Beweis 1) folgt aus Lemma 18.1, 1) und Satz 6.6.
2) Nach Satz 17.9 ist || A|| = sup |(Az,2)| = 3z, € H mit |z,| =1 und
|z|=1
} (A, 2) } — || All;
——

R

bei Ubergang zu einer Teilfolge gilt sogar (Ax,,z,) — || A|| fiir ein e € {1, —1}.

0 < Az —el|Allza|” = [Azal> =22 Al (A, ) + | AI 2> < 2 A? = 22| Al (A, ) = 0
—— —~— ~——

<llAl1? 1 —ellAll

— (A—<||A|ll)z, — 0
1. Fall {z,;n € N} nicht prakompakt = (z,) Weylsche Folge zu || A||

= ¢||A]| € 0ess(A) C a(A)
2. Fall {z,;n € N} prikompakt = 3 Teilfolge z,,, — v € H

= |z| =1, (A — 5||AHI)$ =0 = ¢[|A] € 0p(4) C a(4)

Bemerkung Ksai, 76 € L(H) \ Ls(H) und £|[K|| ¢ o(K) = {0}
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Satz 18.3 / 18.4
Sei dim H = oo und A € L(H) N Ls(H). Dann gilt:

1) A kompakt <= 0e(A) = {0};
2) Wenn A kompakt ist, so ist

a) o(A) abzdhlbar und hat hochstens den Haufungspunkt 0 und VA € o(A) \ {0} :
dimker(A — A\) < oc;

b) 3 ONB S C H bestehend aus Eigenvektoren von A; wenn fiir e € S Ae = A.e,
Ae € 0p(A), soist Az = A(Y (z,e)e) = Y (z,e) - A - €.
ecS ecS
Beweis 2) a) folgt aus Satz 11.2, S. 68.

2) b) Nach Lemma 18.1, 4) sind die Eigenrdume zu verschiedenen Eigenwerten orthogonal.

Fir A € 0,(A) sei S eine ONB in ker(A—Al)und S:= [J S\ = 95 ist ein ON-System.
Aeop(A)

Es bleibt noch zu zeigen, dass S eine ONB ist, d.h. dass H; := St = {0} (vgl. Lemma 8.4).
Ve e Hy :Ve € Sy: (Az,e) = (x,Ae) = (x,\e) =0 = Ve € H,: Av € H, =

A= Alg, € L(H,) und A € Lsa(H,) N Com(H,).

1. Fall || A] > 0 =, A= |A]l € o(A) oder A = —||A]| € 0(A) = A€ o,(4d) =

atz 18.2 Satz 11.2, 1)
HyNnker(A— M) # {0} = 4 zu Hy L ker(A— \I)

2. Fall A=0 — H; CkerA; Hi L kerA = H; = {0}.

[Der Rest in 2) b) ist klar, da z = > (x,e)e in H konvergiert (vgl. Lemma 8.3) —
e€sS

Az = %(w,e)%.]

1) a) Es sei A kompakt. Wir zeigen oes(A) C {0}.

Annahme 0 # )\ € g.(A)

(x,,) sei eine Weylsche Folge zu A B C:>(H) {Ax,;n € N} prakompakt, d.h. V Teilfolge Ay, 0 3
e€Com

konvergente Teilteilfolge Axnjk; Ax,— Iz, - 0 — )\xnjk konvergent ig Ty, konvergent.

Daher hat jede Teilfolge w,,, eine konvergente Teilteilfolge Tn;, = § 27U {zn;n € N} nicht
prakompakt.

1) b) Es sei A kompakt. Wir zeigen 0 € 0g(A).

dimH =00 = Card S > Ny; fiir A € 0(A) \ {0} ist dimker(4A — \]) < 0.

Daher haben wir 2 Félle:

1. Fall #0(A) < 0o = dimker A = o0 v ) 0 € 0ess(A) oder
atz 18.1,

2. Fall #0(A) = 00 = 3\, € 0(A), n € N, paarweise verschieden ? A — 0;

wenn e, € S mit Ae, = \,e, = e, ON-System und
Ae,, = \pe, > 0 = (e,) ist Weylsche Folge zu 0 = 0 € 0e55(A).
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1) ¢) Es sei nun oes(A) = {0}. Wir zeigen, dass A € Com(H), d.h. A(M) prakompakt,

wenn M = {z € H; |z| <1}, d.h. Ve > 0: 3 endliches e-Netz zu A(M).
a) o(A) hat hochstens den Haufungspunkt 0, denn wenn 0 # A, € 0(A) paarweise verschie-
den mit \, — A #0 = N\, € 0p,(4) = 3z, € H: Az, = Nz, |20 =1 = 1w,

L. 18.1, 4)
ON-System, (A — M)z, = (A, — Nz, - 0 = =z, ist Weylsche Folge zu A — 4 zu
A& Oess(A).
B) Sei e > 0 und H; := >, ker(A — AI). Dann ist dim H; < oo (nach Satz 18.1, 2)
A€o (A)
IAP>e/2

und~/~1 = Alg, : Hy == H- — H, und A € L(H,) NLs(H,) = entweder A = 0 oder
+[|A|| € 0,(A) C 0,(A) (nach Satz 18.2 und wie in S. 87) =

~ <€
Hy Oker (A= (£ AI)T) # {0} = J14] < 2.
7v) Sei {y1,--- ,yn} ein endliches 5-Netz zu A(HNM); H ~ Hi©Hy : © — (pryz; pryw) —
Ve e M : Ax = A(pryz) + A(pryz),

: 5 € €
3 |A(priz) —y;| < 50 | Alprez) | < = [proz| < 5
2 N—— 2 —~—~ 2
=A(pryz) <lz|
= |Az —y;| <e = {w1, - ,yn} ist e-Netz zu A(M). O

Bsp. ) # Q C R" offen, K (z,y) € L*(2 x Q) mit Vz,y € Q: K(z,y) = K(y,x) =
K € Com(L*(Q)) und K = K* (vgl. Satz 7.5, S. 40) = Satz 18.3/4 ist anwendbar.
Wenn {f;; j € N} eine ONB aus ,Eigenfunktionen“, d.h. mit Kf; = X;f; ist, so ist also

Kf= i/f(x)mdx -\ fy, und fiir A € C\ o(K), d.h. A € C*\ {);; j € N} ist
I=tq

r= a7 =3 [o@hmar -k

Jj=1 Q

die Losung der Fredholmschen Integralgleichung /K(w, y)f(y)dy — Af(x) = g(z).
o)
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§ 19 Spektralscharen und Spektraloperatoren

Motivation

Wenn A : C" — C" selbstadjungiert ist (d.h. A = A* bzaw. Vz,w € C" : (Az,w) = (2, Aw),

dh. > az;w; = ) zja;w; bzw. Yi,j : a;; = @; bzw. A = AT (die Matrix A wird
2 12

dann oft als ,hermitesch® bezeichnet)), so gilt (siehe lineare Algebra): 3 ONB ey,--- e,

aus EVen von A, d.h. Ae; = \e;, und die Eigenwerte \; sind reell. Wenn puy < --- < p,

die verschiedenen unter den Eigenwerten ); sind, z € C" = Az = A(Y (z,e)e;) =

i=1
n

Yoz, e)Niei = > puiPi(x), wobel Pj(x) = ) (x,e;)e; der Projektor auf den Eigenraum
j=1

i=1 Ai=pj

ker(A — p;l) zum Eigenwert y; ist. Dann ist A™ = 3 p"P; und @(A) := > o(p;) P; kann
j=1 Jj=1

fiir stetiges ¢ : R — C definiert werden.
Fir dim H = oo hat A im Allgemeinen zu wenig Eigenwerte, aber die Darstellung A =

r

> P gilt allgemeiner als ,Riemann-Stieltjes-Integral® A = /)\dE,\ fir A € Lsa(H)

—00

J=1
(,Spektralsatz®, s. § 20).

Def.:
Die Abbildung E : R — L(H) heiit Spektralschar <= V\ € R : F, ist Projektor und

a) V)\, JIRS R: E)\EH = E#E)\ = Emin{)\,p,}

b) Ve € H: lim Eyzr =0, lim Ehe ==z
A——00 A—00
c) VAeR:Vx e H:lim E,x = E)x
B/
Bezeichnung Fiir eine Spektralschar E sei H* := im(E)) = ker(E\ — I) < H abg. (vgl.
S. 55).

Lemma 19.1
H?* < H seien abgeschlossen fiir A € R und E\ := Projektor zu H*.
Dann gilt: E Spektralschar <=

a) VA<pu:H*C H*
b) N H*={0}, U H*=H

AeR AeR

¢) VAeR: U H+ = H

n<A
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In diesem Fall gilt fiir A < p: E, — E\ = Projektor zu H* N (H*)*.

Beweis , = “ a) A <y = H*=im E), = im(E,E)) Cim B, = H".
b)re H = :E:)\lim Exre |JHNze | H = xz)\lim :v:)\lim Exx =0
—00 ——00

A€R AeR -0
c)zr€ HY = z=Ex=lmExe |J H"
u/‘)\v <A
cHH~

,e=“a)A<pu, HOH*DH* 1€ H = x=ux + 1y mit 7y € H*, 25 € (H*)*,
Eax=z1=u+v, u€ H* ve H*'N(HM, Exx =u (dav+ 1z € (H))) = E\E,x =
u= E,E\z und (E, — Ey)z = v, d.h. E, — E\ = Projektor zu H* N (H*)*.

b)a)r€ H=|J H* = Jz; € HY : = lim x;;
AER Je0
A> )\, = |r—Ex|=d(z,H) <|zr— z; | >0 = 2z = lim E\z.
~—~ A—ro0

€HA
BlaeH={0} = (N B = JBT —
AR T AER

(s. Beweis v. L. 19.2)

— 2 = lim ;, 7, € HYt: A< A = Eyx=Ex+(E\ —E\)z
j—00 J ~ .
cH cHML

— |Exz| < |Ey 2| und |E) 2| = d(z, H¥') < |z — 2] - 0 = Alim Eyz =0.
——00

) H*=|J H*, v € H = 3Jx; € HY mit p; < X\: Exz = lim x;;
Bn<A Jj—00
pi Sp <\ = Exr—-E,rx=Er-Ex+Exr—E,x

CHu: eHn
— |Exr — Eux| < |Eye — By o) = d(Eyo, HY) < |Exe — 2] = 0 = li/Iri E,x=FE\zx. O
m

Bemerkung Vorsicht: A1im E\ =0, /\lim E\=1, 1i}[r}\ E,, = E, gilt im Allgemeinen NICHT
——00 — 0 H
in L(H), weil ||P|| =1 fiir P Projektor, P # 0.

Lemma 19.2
Wenn E eine Spektralschar ist und A € R, so existiert Fy ox := li\rri E,x fir jedes x € H und
“w

B\, ist der Projektor zu (| H* =: HM?,

pm>A
Beweis a) Hy := (| H" < H abgeschlossen; v € H; = lim E,x =«
>\ PN N~

=T
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b) Offenbar ist H;" D H** — Hi- > |J H#*t, wire Hf- 2 |J H#+!

u>A w>A
—1
— My =H{*S U =(U B = N H = H
! = u>A u>A u>)\\:ﬁ:/
Also ist Hi = (J H+L.
B>

¢) Wenn z € H{, x = lim x;, z; € HY A< p;und A < p < pj =
j—o0
— |Euz| < |Eu(x — ;)| + | Eyay | < |z — 25 = 0, d.h. lim B,z = 0.
~—— LN
0 da z;eH*iTCcHH#L
d) Somit ist li\rriEux:xl fiir v = 21 + 29, 21 € Hy, 25 € H{-. O
w
Def.:
h : R — R heiit monoton wachsend <= VA < p: h(\) < h(u).

Lemma 19.3 + Def.
Wenn a < b € R, ¢:[a,b] — C stetig und h : R — R monoton wachsend ist, so existiert

/ w(A)dh(N) = hm Z(p (a;)( az+1 hl(ai))v

{a,b}

wobei Z :a=ay < a; <--- < ag = b eine Zerlegung von [a, b] ist,

d(Z) = max{a;s1—a;; i =0,--- ,k—1}, {a,b} € {[a,b], [a,b), (a,b], (a,b) } und h'(X) = h(})
ur A € (a,0), a) = : N un = : .
T h() « = ( li h(3) } =

/ ¢(\) dh()) heifit Riemann-Stieltjes-Integral (RS [).
{a,b}

Beweis (vgl. Analysis 1 fiir das Riemann-Integral)
Wenn Z; :a =aj < a) <--- <a;=>bund Z; feiner als Z ist, d.h. z.B.

= W) = () = 3 W (afy) = b(a)) =

list ein abgeschlossener Untervektorraum von H, da H*'- C H*L fiir uy > po
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2 ) (1) = ) = 2 ) (4 ay00) = ()| =
3 (plal) — plag) (1) — 1) | < - (110) = (@) =0
- |- |<e fﬁ‘r,d(Z)S& da ¢ glm. stetig O

[Bemerkung Die Bezeichnung kommt davon, dass / edh fir h € CY(R) das iibliche

(a,b)

Integral von pdh € Ql((a,b)) ist. Beachte auch, dass D((a,b)) — C: ¢ — / pdh
(a,b)
gerade (T;)" € D'((a,b)) ist.]
1:0<t<o0 .
Bsp. Wenn h(t) =Y(t) = { 0:t<0, so ist
k—1
[ eay = tim 3 ela) - ( Yiaw) = Ya) ) = #0)
(-1,1] =0 =1 nur fir ;go,aiﬂ >0
/ ©(A)dY (A) = (ebenso) = { gm) }z [(
{0.1]
Beachte, dass der Wert von Y(0) in der Definition keine Rolle spielt, nur 11}% Y (t), 11\1"% Y(t).

Lemma 19.4
Wenn zusétzlich a < ¢ < b, so ist / = / + / falls ¢ in genau einem Teilintervall

{a,b} {a,c}  {cb}
{a,c},{c, b} enthalten ist.

Beweis Wenn oEdA ¢ = a;, so ist |

{a} 1

{a,c) (c,b}
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Def.:
Fiir ¢ : R — C stetig und h monoton wachsend sei

N—oo

/ lo(A)| dh(X) == lim lo(A)] dh(X) € [0, o0].
—o0 (-N,N)

¢ heiit absolut RS-integrierbar bzgl. h <= / lo(A)] dh(X) < oo.

Lemma 19.5

1) Wenn ¢ absolut RS-integrierbar bzgl. h ist, so existiert

o0

[eanty = im [ ooyany
—o0 T ab}

und es gilt

oo

\ / @(A)dh(A)‘ < 7 o) dh(y).

2) ; absolut RS-integrierbar, g; € C, i = 1,2 = 11 + 022 absolut RS-integrierbar

und
(o) 2 00
/(Ql%ol + 02p2) dh = Z 0i / w; dh
e -1 L

Beweis 1) Die Definition zeigt, dass

\ / w(A)dhw]s [ lefaney =

{a,b} {a,b}

VE>0:E|N>0:VN§O¢<B:‘ / g@()\)dh()\)'gs,

/ o(\) dh(A)‘ <e.

{a,B} {=B,—a}
2) / ist linear und daher auch / : O
{e,8} —oo
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Lemma 19.6 / 19.7 4 Def.
Wenn E eine Spektralschar ist und ¢ : [a,b] — C stetig, so existiert Vo € H

: 1
/ ©(N) dEy\z = d(lénio Z o(a;)(E, +1x - E,r)e H
{a,b}

(wobei Z, a;,{a,b}, d(Z) wie oben, E} = F, fiir X € (a,b) und

El = { gzw }z E , El = { g;o % z]) ) und heifit wieder RS-Integral

(von ¢ bzgl. ). Es gilt:

) [ o) B € im(E} - EY);

{ab}
= [ 1o Bl

) ' / go()\)dEAxQ

{a,b} {a,b}
2
3) / QD()\) dEA(lel + QQI‘Q) = Z 0i / QO(/\) dE/\ZL‘i, Qi € C.
{ab) ey
Beweis 1) Die Existenz von d(li)mo~ -+ wird wie in Lemma 19.3 bewiesen:
z)—
1—1 k—1 2
S Pa)(EY,, — By 5 pla)(EL,, — i)
= i=
-1 / ) ) L2 ST L
= ;l@(ai) — ¢(aj,) "(Eagﬂ - Ea;)$‘ <e: ;) ‘(Eagﬂ - Ea;)$| =
< fiir d(2)<6 -
-1
— 1 1y,]2 — 1 1y,.|2 : a
= ZZ%(E w., " Ea;)x‘ =¢|(E} — E}a|”, weil (Euy,, — Eo)v € H und (Ey | — Ey)x €
H%Y ¢ H%+it fiir i < j (dh )y, < a;) und daher (Eal, —E;{)x, i=0,---,l—1, paarweise
-1
orthogonal sind. Weiters liegen alle _ in im(E}) N (im B}t = im(E} — E2).
i=0
k-1 . NS ) . . .
2) 1:20 (10( )(Eal_Hx - Eaix> 120 jz QO((IZ) ( ) (EaZ_Hx - E 2 Ea +1x - Eajx)

1) 0 sonst

= { ‘(Eﬂlbzﬂ - E;z)‘r‘ =]

94



k=1
= S let@l (2, - el — [ e aima
{a,b}
beachte, dass R — R : A\ — |E\z|*> monoton wachsend ist, da fiir A < p gilt
B2 = | Bxe + (B, — BNz |* = |Bxal? + |(B, — Ex)z|”.
~ ——
eH> cHM

k=1
3) folgt aus der Linearitdt der ) --- . O
i=0

Bsp. (Multiplikationsoperatoren)

H=IL)R)und Ey:H—H: f=[fl— f-Y(A—2) = [xH{ f(xg f iii H
Dann ist H* = { f e H;suppTy C (—o0, ) } und F ist eine Spektralschar. Hier ist F\ .o = FE).

Fir f € H und ¢ : [a, b] — C stetig ist

k—1
ngaz Ea1+1f E f>—>()0 f X[a,b] IHH
1=0

f'X[aivaiH]

denn

k—1 Ai+1

Jla=efxuafae =3 [ o) = o) | s) dz = 0 tix d(2) 0,
R

y — vV
=0 a; <e

Somit / N AENf = ¢ f - Xap-
{a,b}

Lemma 19.8 + Def.
E sei eine Spektralschar und ¢ : R — C stetig, x € H. Dann gilt

1) /gp()\)dEAq; = lim /@(A)dEAx existiert in H <= / o) [* d|Bxz]? < oo
o0 a—>—oo{a,b}

2) D(B) := {x € H; / ‘(p()\)‘2d|E,\:U]2 < oo} < H dicht.

3) Vx € D(B) ‘ ]ogp()\) dE\x 2 = 7 le(N)|” d| Exx|?




B:DB)— H:zv+— / ©(X) dEy\z heiBt Spektraloperator zu F, ¢.

Beweis 1) lim / ©(A) dE\x existiert <= Ve > 0:3dN > 0:

a—>—oo{a7b}
2 L. 19.6/7

/go(A)dE,\x L /;wmfdymgﬁ@
+{o,8} +{a,8}

VN<a<pf:e>

/ |gp()\)}2d]E,\x|2 < 00, d.h. !(,0()\)|2 absolut RS-integrierbar bzgl. h()\) = |E\z|*.

2) D(B) ist ein Vektorraum, da .,y € D(B) —> (L. 19.6/7, 3) / o(\) dEx(z+y) existiert,

Wenn a < 8 und x € im(Es — E,) = H° N H*%, so ist fiir
A > [ Exx = E\Egr = Egr = x und fiir
AN<aoa:Bxe=FEEx=FE, =0 —

Va <o, b> / ©(N)dE\z = / e(N)dENxs = x € D(B).
(a,b) [.,8)

S. 89

Wegen z = lim (E, — E_,)z folgt D(B) = H.

n—oo

3) folgt aus Lemma 19.6/7, 2). O

[e.9]

Schreibweise Man schreibt / ©(\) dE), fir den Spektraloperator zu E, ¢. [Mit etwas Maf3-

theorie ldsst sich ffooo ©(\) dE) sogar fiir beliebige ¢ : R — C Borel-messbar definieren.]

Def.:
h : R — C heifit lokal von beschriankter Variation <= h ist endliche Linearkombination
von monoton wachsenden Funktionen.

Bsp. E Spektralschar, x,y € H = X — (E\x,y) ist lokal von beschriankter Variation
(Polarisierungsformel).

Bemerkung h lokal von beschréankter Variation —- / ©(A)dh(A) bzw. / ©(N)dh(A)
{a,b} -0
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sind wie in S. 91 bzw. S. 93 definiert. Wie in Lemma 19.6/7 erhalten wir dann

( / 2(\) By, / wdeAy) - / oDV d (Ex, Exy).
~—————
{a,b} {a,b} {a,b} =(Exz,y)

Satz 19.1
Es sei B = / ©(A) dE). Dann gilt:

1) Ve € D(B) ¥y € H: (Bay) = [ ¢O)d(Brr.y);
2) Vee D(B):VueR: E,x € D(B) N\ BE,x = E,Bx;
3) D(B*) = D(B) und B /w(A) AE).

Speziell: ¢ reellwertig = B € Lsa(H).
4) B € La(H).

n—00 n—o0 d(Z)—0

Beweis 1) Bx = lim / p(AN)dExr = lim lim z:gp(ai)(E'ai+1 — E,)x

[7n’n)

— (Br,y)= lim lim 3 () (Banty) — (Baz,y)) = / o(N) d(Ext, ).

n—ood(Z)—0 "
— 00

2) Folgt ebenso aus E,E,, = £, E,,.
3) a) Wenn C' = / ©(A)dE), so ist D(C) = {x € H,; / (W) d|Exa]® < oo} = D(B).

Fir z,y € D(B) gilt

(#.Cy) = 0y - / SO d(Exy, 2) / 2\ d(Exe,y) = (Ba, y).
d.h. C C B*.
b D(B* = (EF — FE_ d = AN dE
) Wenn y € ( )a n € N, Yn ( n n)y und Tp / 90( ) \Y L 1@’ 1

[_n»n)
Tp, By, y, € m(E, —E_,) C D(B) = (Bay,y) = ((E,— E_;)Bzyn,y) = (Bzn, yn) =

vgl. S. 96
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o0

(n, Cy,) und C’yn:/gp(/\)d Eyy, = / e\ dEyYy =z, =

— 00 konst. f. A>n [—TL,TL)
und f. A<—n

(Bxp,y) = |@,|? = / ‘@(A)‘leEAyF; andererseits ist

—n,n)

(B2, 9)|” = |(20, B*Y)|* < 22| Bry|> = |2a|? < |B7y2 =
N——

|z |*

/ e[ By < Byl < 00 = ye D(C) = B =C.

_4) Es sei ¢, € D(B), z, — x und Bz, — y und u € D(B) =
(Bzy,u) = (z,, B'u) — (2, B*u) = Yu € D(B) = D(B*) : (B*u,z) = (u,y)
'
(y,u)
— x € D(B*) und y = B**x.

[e.9]

Nach 3) ist aber B*™* = / ©(N)dE\ =B, d.h. 2z € D(B), y = Bz, d.h. B abgeschlossen

—00

(vgl. auch S. 79!) O

Bezeichnungen Fiir eine Spektralschar F sei Hy := |J H"N H "t = |J im(E, — E_,).

neN neN
Weiters sei A := /)\dE,\ € Lsa(H) und fiir ¢ : R — C stetig setzen wir ¢(A) =

o0

/ ©(N\) dEy. (Dass ¢(A) tatsichlich nur von A abhéngt, wird aus dem ,,Spektralsatz“ folgen,

der besagt, dass sich jedes A € Lsa(H) durch eine eindeutig bestimmte Spektralschar in der
Form [ AdE) = A schreiben lisst.) Fiir Aj, Ay € Lu(H) sei D(A1A,) := {z € D(Ay); Asx €

D(Al)} und A1 Ay 1 D(A1As) — H 1o — Ay (Asx).

Bsp. 1) Fiir A = A* : C* — C" mit Eigenwerten p; < --- < pu, wie in S. 89 setzen wir

Exv:= ) Pjv= ) (v,e;)e; => k) ist eine Spektralschar, E, 1o — E,, = P; (s. Ub. 61)
<A A<

und A = / ME) = / AdE), denn d(lim S ai(E)  —EMNz =Y pjPjx= Az,s. Ub. 65.
=1

Z)—=07; dit1
—o0 [lJflnur]
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2) Fiir E wie im Bsp. in S. 95ist A: {f € L*(R);z- f € L*(R)} — L*(R): f — = f und
A): {f e L*(RY);¢- f € LQ(R)} — L*(R) : f — ¢ - f. Beachte, dass D(cp(A) w(A)) =
feliv foov-fel’t & D(p-9)A) ={f L ¢- ¥ fel?)

Satz 19.2 -

E Spektralschar, ¢, 1 : R — C stetig, A = / ANE, =

—00

2) Ho < (D(@(A)), || - llo)) dicht
b) D(p(A) - $(A)) = D(w(A)) N D((¢ - ¥)(A))

C) (SO . ¢)(A> — SO(A> - ¢(A> _ @Z)(A) } gO(A) (Abschluss wie in S. 77)

Beweis a) Hy C D(p(A)), vgl. S. 96, und z € D(p(A)), z, = (E,—E_,)z = = lim z,
n—0o0
und p(A)r = lim (E, — E_,)p(A)x = hm o(A)zy,, dh. z, — = bzgl || lo(a)-
n—00 Satz 19.1, 2) n

b) z € D(p(A)Y(A)) <= z € D(Y(A)) AY(A)z € D(p(A)) <~ / [w(V)|* d|Exa]? < oo

und / ‘90()\)‘2d ‘E)\Q/J(A)l"z < o0;
h(})

B0 =t Sletedf () b ) -

[~n,n) ‘ I ()2 d|E,x|
lajaiy1)

,}Lnso( / el Lol B+t 5 / ai)|2—\¢(u)\2>\¢(u)}2dle|2)=

[-n,n) [a ait1)

J/

-~

~ [ e+ o)) dlE,aP

o) Fiir « € D(p(A)0(A), y € D((A)) ist (p(A)(A)z,y)
= lim (¢<A)(En —E_ )z, 0(A)(E, — E,n)y)

n—oo

(v(A)z,B(A)y)

Satz 19.1, 3)
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- nh—golo( / w()\) dE/\iE, / (70( )dE)\y) vgl. Bejl. S. 96
—n,n)

[_nvn)

/ PPN Ey) = (o0 Aa.).
Da D((p(A)) < H dicht, folgt ¢(A)Y(A) C (¢ - ¢)(A); wegen a) und Satz 17.3 ist
p(A)p(A) = (- ¥)(A). -
Satz 19.3 . .
E sei eine Spektralschar und A = / AdE). Dann ist A € Lsa(H) und A" = / A" dE;.
Beweis a) A € Lsa(H) folgt aus Satz 19.1, 3).
b) Es sei p(\) = A%, D(A- A) Sate 192 1) D(A)ND(p(A)) =

atz

{x € H; / N d|Eyz|* < 0o A / Md|Eyz|? < oo} =

= {x € H,; / MdA|Eyz]? < oo} = D(¢(A)) und nach Satz 19.2, ¢) ist dann A - A = ¢(A),

d.h. A% = / A2 dEy. Mit Induktion folgt A" = / AN'dE,. ]

—0o0 —00

Bemerkungen 1) Im obigen Beweis wurde Verwendet dass RS-Integrale ,,monoton* sind:

PN 200 = [ W dh) = tim Zso o)~ @) < [ wO)an0y

{avb} (az) {a b}
fiir A monoton wachsend.

2) Im néchsten Beweis verwenden wir, dass

[ a0 = i SR ) — e = 20 - 1)

{a,b} =0 g _
h1(b)—h!(a)
= /1dh()\) = )\lim h(X) —/\lim h(\) = /dE,\ =] = fir A= //\dE)\ und
—00 ——00
peCgilt A—pl = /(/\—,u)dE)\.
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Satz 19.4

E Spektralschar, A = / AdE), p € R. Dann gilt:

a) p€o(A) <= >0:E, .=FE, . (bzw. VYA€ [u—e,u+¢]: Ex = E, und H* = H").
Speziell: p(A) C C offen.
b) peo(A)<=Ve>0:E, . #E,. (dh H =G H').

¢) ker(A —pl) = H*ON (H*)*: =im (E,0 — E,).
Speziell: pu € 0p(A) <= E, # E,4o (d.h. H* & H*0)

d) [t € Oess(A) <= Ve > 0 : dim(H"+e N (H)') = o0

e) € 0q(A) < p € 0,(A) und Je > 0 : dim(H* T N (H*)*) < 00 <=
dimker(A — pul) <oound 30 > 0: 0(A) N (n— 6, u+0) = {p}.

Beweis a) ,==*“ Es sei p € p(A).
Annahme:Vj EN:E 1 #E, 1 =
VjeN:d eim(B, .~ B, 1) = HP5 A (H*7)E mit |2] = 1
2
— [(A= Dy = [ -pPd (Bl
———— ———

Y5 konstant f. AZ;#&»%

und f. Agﬂf%

17 1
_ / A B < / AP =
(w—1/4,pn4+1/7] —o0

C
Wegen 11 € p(A) ist aber 1 = |z;| = (A — ul)  y;| < Cly;|, d.h.Vj: 1< 7 4

,<=“Esseie>0mit £, . = E,s. und p € D((p—e,p+¢)) mit p(A) =1 fiir A —p| < g;
[ X
setze xy ;=1 —p und B := //iC(—>dE,\
—
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1

1
frag replacements
pe 1 % | >
(S

M€ mu-e mu+e

I

X

)\ [e.9]
A 2

— Vo€ H: / (’f( )‘)2 d|Exz]* < Clz|* < 00 = D(B) = H und |Bx|* < C|z|?, d.h.

—00 \q,i/

<c

Be L(H); D((A—pl)- B) 102 D(B) ﬂD(/ X(A) dEA) =H =

(A—ul)-B= / XA dE), = / 1dE\ =1, da / ©(N)dEy =0 wegen E,_\ = E,1».

Ebenso ist D(B . (A—,u])) = D(A) ﬂD(/ xX(A) dEA) =D(A) und B - (A—pl) = I’D(A)’

—00

dh. B=(A—pl)™t € L(H), d.h. p € o(4).
b) folgt aus a).

¢), D%z € HON(HY: = VjeN:ze H"7n(H 7)*
5
:)> VjeN: ‘(A—pj)xPS% — (A—pul)z =0
a J
SCC(A—pulz=0 = 0= ’(A—u[)x}gz / A — p|? d|Ezz]?

— V Intervalle [a,b] CR\ {u}: 0= / A —ul* d|Exz]* > e(|Byzf’ — |Eazl?) >0
———

[a,b) >e>0 auf [a,b]
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|E,x| = |Eyr|] =

0= lim |Eyx| — |Eqx| = |x| — |Ejq0 x| und
aN\p
0= llﬂm |Eyz| — |Eyz| = |Ex| = z € HO N (HH)*.

d) ,==“ Es seil p € 0ess(A).

1. Fall dimker(A—pl) = co = Ve > 0: dim(H N (HF#)*) > dim (H*N H"Y) = o0
~— —

C:)ker(A—,uI)

2. Fall dimker(A — pl) < 0o

Annahme: dim(H"™ N (H"¢)*) < oo fiir ein € > 0.

Wegen H* < H* fiir \; < )\, folgt:

ey > 0: HATS = gPHO greer = g#,
Wenn z € im (A — pl) =2, 7€ ker(A — pl)* 5 im(E,0 — E,)*" LT, ker(E,10 — E,) =
ker(E,ie, — E,—c;) = (falls zusétzlich z € D(A))

(A-uhal = [O-prapaf= [ O-prdEel>
—00 (—o0,p—e1]U[p+e1,00)
25%/ dExzf* =&z ®

Nach Lemma 18.2 ist auch u € aess(fl), wobeil — 3 Weylsche Folge

A= A‘D(A)ﬂim(Af,ul)
;€ DA zup = (A—pl)z; -0 == z; -0 = 4 zu {x;; j € N} nicht prikompakt.

,<—"“Essei Ve > 0: dim(H““ N (H“_E)L) = 0

= Jr; € HATI N (HA YL mit |z =1

= Jwy, € HH2N (HFY2)E mit 29 L 2y, |29] = 1 ete.

= Jr; € HHYI N (HFY)E mit oy Loxy, -z, |7 =1

1

= 1,%2, -~ ONSystem und |(A — ,u])xj’2 < — (vel. a)) = z; ist Weylsche Folge zu
J

I = € Tess(A).

e) folgt aus d). Beachte, dass aus dim(H**¢ N H*~51) < oo (wegen HM < H™ fiir A} < \p)
folgt, dass 3§ > 0 : H++0 = grt0 Hr=0 — [, O

Bsp. Fiir F wiein S. 95, d.h. Af =z fist Vu € R, Ve > 0: H* s N (HF#)+ =
= {f € L*(R); suppTy C [p— e, pu+ 5]} unendlichdimensional, d.h. ge(A) = R.
Wenn allgemeiner g :  — R messbar, ) # Q C R" offen, g = [§] € L2.(Q), H = L*(Q),

loc
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und A: {f = fleH:;§-f € LX)} —H: fr—yg f= [§ - f], so ist eine Spektralschar
durch E\f = f - Y()\ — g(x)) gegeben,

A:/)\dE,\, o—(A):{ueR;V6>O: / dx>0}, oa(A) = {},
-0 {z€Q; p—e<Lg(z)<pte}
ap(A):{,uER; / dx>0}.
{we; §(z)=p}

§ 20 Die Spektraldarstellung eines selbstadjungierten

Operators
Wir zeigen hier, dass jedes A € Lsa(H) die Form A = / AdFE)\ hat fiir eine eindeutig

bestimmte Spektralschar E.

Def.:
1) Fiir symmetrische A, B € L(H) sei A< B :<=Vx € H : (Az,z) < (Bz,x).
2) Ly(H):={A€L(H)NLs(H); A>0}
Bemerkungen 1) Beachte, dass (Az,z) € R fiir A € Ls(H), vgl. Satz 17.5, 1).
2) Fiir einen Projektor P gilt (Pz, Pz) = (P%*x,z) = (Pr,z) =
0 < (Pz,z)=|Px|? <|z|* = (z,2),dh. 0 < P < Ibzw. P,I - Pe L. (H).

3) < ist eine Ordnung auf L(H) N Ls(H), denn
i) A<A (i) ASBAB<A = Vz:((A-B)z,z)=0 = A=DB

Satz 17.9
(iii)) A< BS(C = A< C Weitersgilt A< B — A+C<B+C.

Vorsicht: Das ist keine strikte Ordnung, d.h. i. A. gilt weder A < B noch B < A.

Lemma 20.0
A€ L,(H). Dann gilt: Va,y € H :

D |(Az,9)]" < (A2, 2) - (Ay, )
2) |Az|* < ||A|l - (Az, z); speziell: (Az,,x,) =0 = Az, =0

Beweis 1) H x H — C : (z;y) — (Ax,y) erfiillt alle Bedingungen an ein Skalarprodukt
bis auf die positive Definitheit = Cauchy-Schwarz (vgl. L. 8.1) liefert die Behauptung.
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2) |Az|* = (Az, Az ))? < (Ax,2) - (Ay,y) = (Ax,z) - (A%, Az) < (Az,z) - |A2x| |Az|
Y ) - | All-| Az|
< | Az

— |Az]* < ||A]| - (Az, ) O

Lemma 20.1
A,BeL,(H), AB=BA — ABec L.(H).

Beweis a) (AB)* = B*A* = BA=AB =— AB < L(H)NLs(H).

b) Annahme: o := |i?f (ABz,z) < 05 es seien x,, € H mit |z,| =1 und
z|=1

(AB — al) zn,2,) - 0 = (AB—al)z, 0 = ABuz, # 0 fir n > N.
——— L. 20.0
>0
Fir N < nfest sei H; := R-z,,+R-Bz,+R-ABx,, ein < 3 dimensionaler reeller Hilbertraum
(da (Bzy,z,) € R etc.,)
|ABx,| — |az,|| < [(AB — al)z,| = 0 = |ABx,| — |o| = cos&{z,, ABx,} =
——

=lal

(ABz,, x,) a

— " - — = —1, d.h. L{z,,ABz,} > 7
|z,| - |ABz,|  |af ———
< L{xn, Bx,} + £{Bx,, ABx,}

(da (Bzy, ©,), (ABx,, Bx,) > 0)
— L{zn, Bry} — = = (B, 2n) = cos L{wn, Bt} - [2n] - [Ban| — 0
—~ ——

2 Vo
—0 L <8
L:20>Oan—>O — ABz, -0 = § zu |ABz,| — || #0 O
Lemma 20.2

Es seien A, € L(H) N Ls(H) fiir n € N und es gelte A; < Ay <--- und sup ||4,]| < oo.
neN
Dann A € L(H)NLs(H) :Vx € H: Az = lim A,x.

n—o0

(Vorsicht: I.A. ist nicht A = lim A,, in L(H), vgl. S. 90)
n—oo
Beweis Fiir z € H und m < n ist (A,,x,z) < (A,x,z) und daher ist (A,x,z) eine monoton
steigende Folge in R, die beschrinkt ist, da (A, z,z) < |z|*sup || Ax||. Also konvergiert (A, )
keN

fiir n — oo.
Dann ist A,z eine C-Folge in H, denn

(A, — Azl < A= Al -((Ay — Ap)z,2) <e fir N<m<n
—— 4 —_—

>0 L.20.0,2)  <2sup || Al
keN
— Vor € H : Az := lim A,z existiert. Klarerweise ist A linear und symmetrisch. Nach
n—oo
dem Satz von Hellinger—T6plitz (S. 80) ist A € L(H). O

105



Bsp. Fiir eine Spektralschar £ und p, /A bzw. p, N\, A ist £, < +F,, < --- und
ALemma 202 = Ex bzw. Ej 0.

Lemma 20.3
Ae L(H)NLs(H) = 31Be€ L (H):
(i) B? = A? ii) VC € L(H) mit AC =CA: BC =CB.

Beweis a) Existenz oEdA ||A|| <1 (sonst betrachte A; = m - A zuerst).

Dann ist 0 < |Az|* = (A%z,z) < |z|?, d.h. 0 < A2 < [

Fir 0 <y <1gilt z, //y, wenn xy = 0 und rekursiv z, 1, := x, + %(y —z2). Mit y=A?

definieren wir analog By := 0, B, 1 := Bn—l—%(AQ—Bfl) = [—B,,1 = I—Bn+%B§—%A2 =

1(I-By)*+i(I—-A% >0, dh Vn: B, < I, und induktiv zeigt man, dass die B, alle
>0 >0

vertauschbar sind. Induktiv folgt auch Vn € Ny : B, < B,,.1, denn By =0 < By = %AQ und

Boy1 — By =B, + (A= B?) — (Byo1 + 3(A2 = B2)) =

= (B, — Bn,lz(f — 3(By + Bnl)g > 0 nach Lemma 20.1. Nach Lemma 20.2

=0 20(15251)
dB mit Vo € H : Bx = lim B,x. Wegen (Bz,z) = lim (B,z,z) > 0 gilt B € L,(H).
n—00 N 00 N e’

>0
Wenn C € L(H) mit AC = CA = Vn: B,C = CB, (induktiv) =
— Vo€ H: BCx = lim B,Cx = lim CB,x =C lim B, = CBx — BC =CB.

n—oo n—oo n—oo
Um i) zu zeigen, nehme = € H

1
= Bp,yr = Byx +=(A*—- Bz

2 2 2
Bz Bzx
= Ve,ye H: (B2z,y) = (B.z,B,y)— (Bz,By)=(B%,y)
i}
(A%z,y)

— Voxe H: A’z = B’z — B?>= A%

b) Eindeutigkeit Wenn B’ € L, (H) auch i), ii) erfiillt
— BB'=B'B — 0=B?—B?=(B+B)(B-B);
reHy=(B-B)r = 0<(By,y) < ((B+B)y,y) =0
—_———
(B2—B"2)2=0
— (By,y):OL:m>OBy:O — By=0 =
— (B-B)y=0 = |(B-B)z|"=((B-B)y,z) =0
— Bx =Bz, dh B=D1. O
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Def.:
Fir Ae L(H)NLs(H) sei |A] := B aus L. 20.3.

Lemma 20.4
A€ L(H)NLs(H), P := Projektor auf ker(|A] — A). Dann gilt:

a) VC € L(H) mit AC =CA: PC = CP;
b) AP = |A|P > 0;
c) AI—-P)=—|A|(I-P)<0.

Beweis a) Es sei Hy := ker(JA| — A) und C € L(H) mit AC = CA,;
v € H < ([A|—A)z =0 = (JA|—A)Cx = C(|A| - A)z =0 = Cz € Hy;
r € H < Yy € H, : (z,y) =0 = Vy € H, : (Cz,y) = (z,C*y) = 0, da auch
AC* = A C* = (CA)* = (AC)* = C*A = (C*y € H.
Wenn daher x € H, x =y + 2, y € Hy, z € H{ (vgl. Satz 8.2)
— PCx=P Cy +P Cz =Cy=CPx.

~

€Hy 61‘11L

b) Ve e H: (A—|A])Pr=0 = AP =|A|P >0 (L. 20.1).

c) Ve € H: (|JA| — A)(JA] + A)z =0 (weil A% = |A]?)
— (|[A|+ A)z e Hy, = P(JA|+ A)z = (|A|+ A)z
— A(l - P)=—|A|(I - P) <0 (L. 20.1) O

Satz 20.1

o0

Ae L(H)NLs(H) = 3 Spektralschar F mit A = / AdE).

—0o0

Dabei gilt E) = { LoA> Al }

0 : A< —JJ4]

Beweis Es sei Py der Projektor auf ker(|A — M| — (A — X)) und Ey := I — Py, d.h.

H* = ker(|JA — M| — (A - /\]))L. Nach Lemma 20.4 sind die F) mit A und daher (nach
L. 20.4) auch untereinander kommutierbar.

A—-)NNHE, < A—ulP, >
WA<n = (A= M)E <0, (A=), >0

= (A= M)E\P, <0, (A= ul)ExP, >0

— (A—p)E\P, = (A— u)E\P, — (A= M)E)\P, >0
——

<0
= L\P,<0; E\,P, >0 = E\P, >0 = E\P,=0
- E)\([—E#):O - E)\:E,\ENIE“E)\
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b) A< —||A]| = Ve e H:(Av,z) > \Nz|> = A—- N >0
Satz 17.9

— |[A-AN|=A-) = Py,=1 = E,=0.
Wenn andererseits A > ||A]| = A—-X <0 = |[A—\|=—(A—-AI) und
ker(|[A — M| — (A= X)) =ker(A — M) = {0} (weil A € p(A)) = E\ =1.

c¢) Nach Lemma 20.2 (bzw. nach S. 90, ¢)) existiert der Projektor E,,_¢ mit £, _ox = i1}n E\x
m
und ist B, ¢ < E, [E\ < E, fir A < p, s. S. 95, 3. Zeile]. Fiir A < p ist

(A~ pI)(E, — ) = (A~ pD)E, (E, — E) <0 (L. 20.1)

<0 >0
und ebenso

(A= A)(E,— E) = (A= M)Py (E, — F,) >0 (L. 20.1)

7\

v~

>0 >0
Mit A 7 folgt (A — pl)(E, — E,_¢) = 0.
Wegen |A — pl|E,—o=|A—pl|E,E,—o = (L. 204, c))
=—(A—ul)EE, o=—(A—pl)E,_ ist auch |[A — pl|(E, — E,—¢) =0
— im(E, — E,o) C ker(|A — pl| — (A — pl)) = H"*;
andererseits ist im(E, — E,_¢) CimE, = H*, d.h. E, = E,_,.

d) Es sei B = / AdEy; nach c) ist fiir A < p

(A= uI)(E,— E\) <0, (A= A)(E, — Ey) >0

= )‘(Eu — By < A(Eu — By < N(Eu — E))

k—1 k—1
= Ve e H: Y a;((Es,, — Ea)z,2) < Z(A(EWrl — E,)z,z) <
=0 i=0
Iy
k=1
<Y i1 ((Bapsy — Boy)z,x), wenn ag = —||A|| < ay < -+ < aj, = ||A|| +1 eine Zerlegung ist.
i=0

k
Wegen d(lzi?go; (aiy1 — a;) - ((Bapyy — Eay)z,x) =0 folgt Vo € H : ((A— B)z,z) =0

<d(2)

N

v~

<d(2)|z[?

— A=1B. O
Satz 17.9
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Exkurs Oft wird der Spektralsatz auch in der ,,Funktionalkalkiilform® angegeben.

Satz 20.1’
Es sei A € L(H) NLs(H) mit Spektralschar E wie in Satz 20.1 und K := [—||A], [|A]]].

1) a) (C(K), | - loe) == (L) | - 1) 1 ¢ — p(A) = /90(/\) dE) ist ein stetiger

K
C-Algebrahomomorphismus (d.h. F' linear, F(¢-9) = F(p)-F

o)l < C-llelloe
(wobei sogar C'= 1)) und F(1) = I, F(id) = A.
b) F ist durch diese Eigenschaften eindeutig bestimmt.
c)C € L(H)mit AC=CA = VAXeR: EC=CEFE), und
Vo e C(K): p(A)C = Cp(A).
2) E ist die einzige Spektralschar mit A = / AdE).
Beweis 1) a) Nach Satz 20.1 ist )\ = { é ; z _Hﬁ” } — /gp()\) dE) = / ©(N) dE)y,

wenn ¢ irgendwie stetig auf R fortgesetzt wird. Dann ist
(0.9}

/)\dEA = /)\dE,\ = A und /1dEA = I (vgl. S. 100) und
K —0o0 K

/ o+Y)dEy = /godE,\+/wdEA, vgl. L. 19.5, 2) und Satz 19.2. Schlielich gilt

[ omars

H?anwA

c) AC=CA =, VA: E\C =CE\, = Yp:p(A)C =Cyp(A)

:/WWMMMIQM&/M&W=W&¢WAh
K K

< [l

b) Fiir Polynome ¢(t) = c,t™ + ¢y 1t" P+ - + 1t + ¢ ist F(p) = ¢, A" + -+ + 1A + ¢l
eindeutig. Weil die Polynome in C'(K') dicht sind (s.u.) und F stetig ist, ist /” dann eindeutig.

2) a) Wenn A fest und o(p) = | — A, so ist p(A)? = @*(A) = (A — X)?, p(A) € L (H),
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und ¢(A)C = Cp(A) fir AC =CA =, ©(A) =|A — M| im Sinn der Definition in S. 107.

b) E sei eine 2. Spektralschar mit A = / AdE,.

—0o0

Satz 19.4 = FE)\ = 0 bzw. I fir A < —||A| bzw. A > ||4] =

ﬂ@ri/ﬂMdEQ@F@)&m@HA—MMi/W—Mda.
K —00
Wir zeigen, dass dann im E) = ker(]A —AI| — (A— )\I))L und daher Ey = Ej (vgl. S. 107).
2
y €ker(|JA— M| — (A= \)) < ‘(|A—)\[| - (A—)\]))y‘ :O<:)>

/ﬂm—xpwu—nmewF20¢$ /‘Q—MVMEWF:O¢:JEWFMMmmﬁH

= o ST (meon
Dop>
{ 40-p)? 1 psA
,u<)\<:>Euy:0ﬁir,u<)\(daEN’u:Ofi}rug—HAH) <:>Euy:~0ﬁiru§~)\
(hier kommt die linksseitige Stetigkeit der Ey ins Spiel) <= y € kerEy = (im E))* O
Satz von Weierstrafl Fiir a < b € R sind die Polynome in (C’([a7 b)), || - Hoo> dicht.

Beweis Nach Verschiebung und Streckung ist oEdA a = 2, b = 4. Fiir p € C([2,4]) sei

PSfrag replacements

A
0:0<t<1d b
(t—1p(2) : 1<t<2?
pr(t) = p(t) © 2<t <43
(5 —t)p(4) : 4§t§5§r o o
0 5<t<2 v ‘
t 2 s s o
¥1

g€ ..
— 901”0([0,274) < 3 fir 0 < h < dund ¢ := (¢1)5 €

D((O, 27T)) fiir 0 < h < 1. ¢ werde periodisch fortgesetzt. Die Fourierreihe von v konvergiert

ikt
Y — A
‘MZS:N F vV 27

Nach der Bemerkung in S. 21 ist ||(¢1)n

gleichméBig (vgl. S. 51), d.h. 3N € N :

< %' SchlieBlich ist et =

o0
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x (ikt)I

> —— und die > konvergiert gleichméfig fiir 0 < ¢ < 27 und festes & (WeierstraBsches
j=0 J-
Majorantenkriterium)

e (ikt)? €

. k
:>3MENVt€027r.Z/\k\/_ > Z]! <
k|<N [KI<N yzo
=:P(0)

= |l — Pl <ein C([2,4]). O
Zu guter Letzt betrachten wir A € Lsa(H).
Def.:
Wenn H;, j € N, Hilbertrdume sind, so wird H := @ H; := {z = (z;) € [[ H;;

jEN jEN
> |z;* < oo} ein Hilbertraum mit (z,y) = Y (z;,y;). Wir betten H; vermoge H; — H :
=1 i=1
ur— (0,---,0,u,0,---) in H ein.

Bsp. /2 = @ K und ebenso wie dort zeigt man, dass H ein Vektorraum und vollstéindig ist
JEN

und dass Hy = {a: € Hy #{j; x; #0} < oo} C H dicht ist.

Lemma 20.5
Essei H = H; und A; € L(H;) NLs(H;) und
jeN

A {az € H; Y |4z < oo} — H : x — (Ajz;). Dann ist A € Lsa(H) und ist der
j=1

einzige sa. Operator in H mit Vj € N: H; C D(A),A‘H_ =A;.

Beweis a) D(A) < H,denn z,y € D(A) = Ax,Aye H =

(Aj(zj+y;) =Az+ Aye H = z+y € D(A).

b)z,y € D(A) = (Az,y) = 2 (Aj5,y;) = 2 (25, Ajy;) = (v, Ay) = A c Ls(H).

J J

C) t e R*7 Yy € H, Ij = ((AJ + lt])ilyj) — z |Ij|2 =

ZH +itl) 1H Jy;l? 8§1 ) 2 Z|yj|2<oo — 2 € Hund Ajz; =y, —itz; =
) ‘77
(A r;))€e H = z € D(A) und (A+itl)z =y = A+itl surj. s?gz) A € Lsa(H).

111



d) Wenn auch B € Lsa(H) mit B‘H_ =A; = B=Aauf
Hy = {:L' € H; #{j;x; #0} < oo}; € D(A), 2 = (z1, - ,2,,0,--)
— 2z — z und Bz™ = Az™ — Azxin H

= x € D(B), Bt = Arx = ACB = (Satz 17.5,3)) = A= B. O
abg.

Satz 20.2

A € Lsa(H) = J Spektralschar F mit A = / AE,.
Beweis a) Nach Lemma 18.1 ist +i € o(A).

1
Es seien B = ?((A—il)_l —(A+iD™), C =

1 ((A=iI)"'+(A+il)7') = B,C € L(H)
und || B[], [|C]|| £ 1 (vgl. L. 18.1, 1)).

N —

b) A€ Ls(H) = Vz,ye D(A): (A—il)z,y) = (z,(A+il)y)

A+il : D(A) — H bijektiv (vgl. a)) = Vu,v € H: (u, (A+il) ') = ((A— i) u,v)
= (A-il)™™"=(A+il)! = B*=B, C*=C; B,C € L(H)NLs(H)

c) V= (A+il)"(D(A)) = {z € D(A); Az +iz € D(A)} = {z € D(A); Az € D(A)} =
(A—il)"(D(A)) und (A+il)(A—il) = (A—il)(A+il) : V — H bijektiv

— D:=(A+il)"Y(A—il)"' = (A—il)"(A+il)"' = BC =CB.

Weiters ist B = %((A +il)D — (A—il)D) = D und

- %((A L AI)D + (A —iI)D) = AD = AB und

B*+(C? = —i((A —i)t = (A+ iI)*l)Q + i((A —i)t+ (A+ i])*l)z =D =B.

d) Ve € H : (Bz,x) = (B*r,z) + (C?xv,z) = |Bz|> + |Cz|* > 0, dh. B € L (H) C
L(H)NLs(H).

Wenn F), die Spektralschar von B ist (Satz 20.1), so ist fir A <0 B — A >0

— |B=M|=B-A — H=ker(|B—\|—(B-A))" ={0} —

F) = [Projektor auf H*] = 0. Somit gilt B = / AdF;.

[0,1]
Es ist sogar Foy o = 0, denn sonst 30 # x € ker(B) (vgl. Satz 19.4 ¢))
= Cr=ABz=0 = y:=(A—-il) 'l =(C+iB)jz=0 = z=(A—il)y=04

Somit ist B = / AdF).

(0,1]
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¢) Es sei Hy = im(I — Fy), H; =im(Fs — F1 )= Ho 0 (H) " fir j > 2 = H; L H,

J Jj+1

fir j#kund ®: P H; — H:z+—> Z xj, denn ® wohldefiniert, linear, isometrisch und
JjeN

bijektiv mit ®~!(z) = ((I—F%)x ( -
S L(H]) N LS(H]) und Bj = )\dF,\

)z, -+ ). Wegen BF) = F)\B ist B(H;) C H; und

l
3

Bj:= BlHj |H ’

Fl/' _ZIH]- DA> Satz 19.4 . .
F)\|H]_ = ]‘Hﬂ 0 . A< oL 220 € o(B;) = B surjektiv
— H; Cim B C D(A).
Weiters ist CB = BC = (Satz 20.1’, 1c)) CF) = F,\C = C(H;) C H; = A(H;) =
A(B(Hj)) = C(H;) C Hy; es sei Aj = A|H_ = D(4,) = H;, A; € Ls(H;) =

(Hellinger-Toplitz) A; € L(H;)NLs(H,) N A, / )\dEgj) fiir eine Spektralschar Egj)

laj.bj]
auf H;.
_ Eg\j)

f) Entsprechend Lemma 20.5 sei E) € Lsa(H) mit E,\|H_

o0 .

— B2 = Y |EV 2,2 < |2

jzl&\f—/
<|z;|?

— By € L(H)NLs(H) und fiir z € H, ®'(z) = (x;) ist ExE,z = Ex(X EYx;) =
J
ZEO)E( 7 x; = ZE&])I‘J’ = Bz wenn A < p, d.h. E\E, = Eyingy ) ebenso ist
J J
i 1Byaf = i [0
i‘_,_/

<ZIE zi” + Z ok

=n+1

J/

=0 < e fiir n >N
und lim Eyx = x; hm E,x = Eyz. Also ist I/ eine Spektralschar auf H.

A—00

g) Es sei A= / AdE). Fir x € Hj ist Eho = E/(\j)x -
z € D(A) und Az = / /\dEij):c = Ajz = Az. Dann ist

[a;,b5]
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A=A= / AdE) nach Lemma 20.5. Ul

—00

Bemerkung Ahnlich wie in Satz 20.1” erhalten wir eine , Funktionalkalkiilform*:
A € Lsa(H), E wie in Satz 20.2, BC(R) := {¢ : R — C stetig, beschrankt} =

F:(BCR), || llos) — (LH), |- ) : ¢ — @(A) = / ©(A) dE) ist ein stetiger

—0o0

A_lAO = (A= XI)"! fiir \g € C\ R,

Vo€ H:Ve>0:3IN € N:supppN[-N,N] =0 = |F(p)z| < 20|/,
und F' ist eindeutig mit diesen Eigenschaften.

C-Algebrahomomorphismus, F (1) =1, F (

Satz 20.3 -
Fiir A € Lsa(H) ist die Spektralschar F mit A = / AdE, eindeutig bestimmt.

Beweis B, H;, A;, E seien wie im Beweis von Satz 20.2 und E, eine weitere Spektralschar
oo

~ 7 1 ~

— (Satz 19.1,2)) = E,, B vertauschbar = (Satz 20.1’, 1)c)) == E}, F, vertauschbar

— E’/(\j) = E,\‘Hj : H; — H; ist eine Spektralschar auf H; und A; = / )\dEgj)

— (Satz 20.1,2)) Vj e N: VA eR: E&j) = Eﬁj) — (Lemma 20.5)

— VAER: E) = E. 0

Def.:
E wie in Satz 20.3 heifit Spektralschar von A.
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