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1. I"Jbungsblatt zu Funktionalanalysis, WS 2004/05

(1) (a) (X,d) sei ein vollstéandiger metrischer Raum. Zeige:
M C X abgeschlossen <= M vollstandig.
(b) Zeige, dass I' in (I°°,]-|s) nicht abgeschlossen ist.

(c) Folgere, dass (I',]-]s) kein Banachraum ist und daher |-|1,|-|s auf I' nicht
aquivalent sind.

Zusatzfrage: Welche der 2 Ungleichungen |z|o < Ci|z|1, |21 < Cylz|s ist falsch?

(2) Essei cg = {x € KY; lim; o x; = 0}. Zeige:
(a) I' C e (b) ¢o C (I°°,] - ]oo) ist abgeschlossen (c) ' Ccp ist dicht.

Warum ist dann (cg, | - |) die Vervollstiandigung von (I}, ]+ |x)?

(3) Esseien 1 <p<q<oo (NICHT notwendig zl? + % =1). Zeige:

(a) P Cl2 (b) P #£ 14 (c) P C(19,]-],) dicht.
Warum ist dann (19,]-]|,) die Vervollstandigung von (I7,|-|,)?

Zusatzf . Zei U < c.
usatzfrage: Zeige < < Co

(4) Essei X =C([a,b]) ={f:[a,b] — R stetig}, a<beR, |fllo = tren[ga?g} |f(t)
(a) Zeige, dass (X, | - |loo) vollstandig ist.
(b) Zeige, dass Y :={f € X f: f(t)dt =0} < X abgeschlossen ist.
(c) Essei fo=1. Zeige, dass infyey [[fo — gllec = 1.
(d)

(5) Esseien a=0,b=1 und X,Y wieoben, X; ={f € X; f(0) =0}, Y1 =XinY.
(a) Warum ist (X1, || - o) ein Banachraum und Y; < X; abgeschlossen?
(b) Setze hn(t) = (1+1)t¥/" t€0,1], neN, und f,:=f—Ah, fir feX;
mit A:= [ f(t)dt. Zeige fr € Vi und |[f — falleo = (14 2)|A.
(c) Zeige, dass giélél 1f = glloo < }fol f)dt| <1 wenn fe X1, |[flleo =1.

Folgere, dass hier das “sup” im Riesz’schen Lemma ein Maximum ist.

(d) Folgere, dass i.a. das “sup” im Riesz’schen Lemma kein Maximum ist.
(6) Zeige: (a) 1<p<qg<oo, z€l?, |z|,<1=|z|, <1;

(b) 1<p<g<oo, xell = [z|g < |zl

(c) 1<p<oo, €K = |z|oo < |z[p < nP|7|o0;

(d) 2 € K" = |2]|o = limp 00 [2]p; (€) 7 €1 = |2]0o = limp_s 00 |7,
(7) (a) Zeichne KP? :={x € R"; |z|, <1} jeweils fiir p=1,2,00 und n =2,3.

(b) Welche Inklusionen entsprechen den Ungleichungen von Ub. 6 (b), (c)?
(8) Zeige, dass fiir 1 <p< oo gilt:

M C [P prakompakt <= [M beschrinkt] A [Ve > 0:IN € N:Vz € M : Z |z [P < €.

=N

(Z1) Konstruiere in den folgenden Banachrdumen beschriankte Folgen, die keine konver-
genten Teilfolgen haben: (a) (I7,]-1,), 1 <p < o0, (b) (C([0,1]), ] - ||oo)
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(9) Essei 1<p<oo, k€N, und fr(x) =0 bzw. kzr bzw.1fir —1 <z <0 bzw.
0<z <4 bzw. 1 <z <1. Skizzel

(a) Errate f:= klim fr in LP([-1,1]) ~ LP((—1,1)) und zeige |fx — fl|l, = 0.
—00
(b) Folgere, dass (C([—1,1}),| - ||,) kein Banachraum ist.
(c) Was ist die Vervollstandigung von (C([—1,1]),| - |p)?
(10) Welche der folgenden Mengen sind prakompakt in (C([—1,1]), || - [|co)?
(a) My ={a+sinz; a € R} (b) My = {sin(ax); a € R}
(¢) Ms = {sin(a + z); a € R} (d) My = {fx wie in Ub. 9; k € N}
(11) Es sei BC(R) := {f : R — C stetig und beschrankt}, ¢ € K(R) \ {0} und
fr(z) = ¢z — k). Zeige:

(a) (BC(R),| - |lco) ist ein Banachraum;
(b) M :={fr; k € N} ist gleichméfig beschrankt und gleichgradig stetig;
(¢) M ist nicht prakompakt in (BC(R), | - ||eo)-

Warum ist das kein Widerspruch zum Satz von Arzela-Ascoli?

(12) Uberlege, dass der Satz von Arzela-Ascoli allgemeiner gilt fiir C(K), wenn K ein
kompakter metrischer Raum ist.

(13) Essei 1<p<oo und fi(z)=cr-2" mit ¢ >0, keN.
(a) Was muss ¢, erfiillen, dass fr — 0 in LP([0,1])7
(b) Stelle ¢x so ein, dass fr — 0 in LP(]0,1]) aber nicht in L9([0,1]) fir ¢ > p.
(c) Stelle ¢ so ein, dass Vo € [0,1) : fr(z) — 0, aber fr 4 0 in L([0,1]).
Zusatzfrage: Warum ist der Satz von Lebesgue in (c) nicht anwendbar?

(14) (X,X%,u) sei ein endlicher Mairaum, d.h. p(X) < oo, und 1 < p < ¢ < x©
(NICHT notwendig zla + % =1). Zeige: (a) L9(X) C LP(X) und ist darin dicht;

11 o : "

(b) Vf € LX) :|[fllp < u(X)»7 [l fll; (Hinweis: |[f[|} = [y [f7- 1dp, Holder
mit p; = 1)

Warum ist dann (LP(X), ||-||,) die Vervollstandigung von (L9(X),]-|l,)? (Vgl. Ub.3.)
Zusatzfrage: Gilt L4(R) C LP(R) oder LP(R) C L%(R), wenn pu = Lebesguemaf?

(15) X sei ein metrischer Raum, A C X abgeschlossen, K C X, K kompakt und
ANK =10. Zeige: (a) d(—A): X —[0,00) : & —> ing d(x,y) ist lipschitzstetig.
ye

(b) “sup” = “max” im Riesz’schen Lemma bei endlicher Dimension.
d(K,A) = inf d(z,A) = inf d 0. (Welche “inf” sind “min”?
(¢) d(K,A) nf (z,A) seinf_ (z,y) > 0. (Welche “inf” sind “min”?)

(16) Essei 1 <p <oo und X = LP(R") mit |||, Fir f € X und a € R" sei
(tof)(x) = f(x — a). Zeige: lir% Tof = f in X zuerst fir f € KL(R™) und dann
a—
allgemein fiir f € X! Zusatzfrage: Gilt dies auch fir p = 00?

(Z2) Es sei 0 # Q C R™ offen, beschriinkt, pu = Mq, 1 < p < oo. Uberlege, dass
LP(Q) ~ {[f] € L?(R™); f|Rn\Q =0} und zeige, dass
M c LP(Q2) prakompakt <= [M beschrankt in LP(2)]
AVe>0:30>0:Va € R" mit |a| <6:VfeM:|1.f— fllormn) <€l
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(17) Bestimme l%m in D'(RY)! Skizze!
in(k
18) (a) Zeige: fi — f in LP(Q) —> Ty, — Ty in D/(Q). Folgere lim S22 _ ¢ iy
— 00

D'(RY). (b) Folgere klim cos(kz) =0 in D'(RY). (Gilt das auch punktweise?)
— 00
(c) Zeige den Grenzwert in (b) direkt durch partielles Integrieren!
(19) Fiir welche A € R konvergiert klim kY (z)e™*® in D'(RY)? Skizze!
—00

(20) Bestimme in D’(R"™)

En
lim ——— li Ae~klel fi <n.
(a) lim Pt e (b) ki)Holok e ir A<n

(21) Essei ¢ € D(R')\ {0}. Welche der Folgen

() o) () kolke) (o) o)

konvergieren fiir k — oo in D(R'), welche in D'(R!)? Skizze!

(22) Es sei T = vpé : DRY) — C : ¢ —> ]fvwdx, wobei supp¢ C

[—N, N]. Zeige: -
(a) T ist wohldefiniert; (b) T ist linear; (c) |T(¢)] < 2N - [|¢]|00;
(d) T € D'(RY); (e) T(¢) =lim [ ¢z) dz.

NOg>e ¥

1 1
(23) (Fortsetzung) Zeige lime o T =P F iré in D'(R!)! (Formel von Sochozkij)
T+ ie x
o 1 N o(x) — ¢(0) N de
Hinwels: ——=2(0) = | = 50 de+00) | 5
1 ) 1 .
(24) (a) Warum gilt — = lim ————= in D’(R3)?

z| =0 /x| + 2

(b) Berechne As|z|~! = lim Aj

1
e—0 4/|x|2+62

. e’} r2
in D'(R)! (fy" ey dr = 3)

(Z3) (a) Zeige klim sin(kz)

—00 X

) = 1% 2220 Gy da 4 1 000)

= 7§ in D'(R') ausgehend von

sin(kx)
x

(b) Was ist_lim [F eTi€r e in D/(RY)?
— 00

sin(kx)
T

dz.
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1. Klausur zu ‘Funktionalanalysis’, WS 2004 /05

Du kannst alle 6 Aufgaben bearbeiten; die 4 besten werden Dir angerechnet. Beachte
bitte, dass nur vollstindig geloste Aufgaben zdhlen. Die Losungen miissen lesbar
geschrieben und ausreichend begriindet sein. Bitte verwende keinen Bleistift!

(1) (a) Zeige, dass 11 C I
(b) Berechne |x,|; sowie |z4]y fiir z, := (1,a,a%,...) mit 0 <a < 1.

(c) Zeige AC > 0 :Vx €' : |z|; < C|z|z unter Verwendung von (b). Sind die
Normen |-|; und |-|p auf I} #Aquivalent?

(2) Zeige, dass fiir ¢ = {z € KN; lim z; =0} mit || gilt:
12— 00

M C ¢y prakompakt <= [M beschrénkt|A\[Ve >0:3IN e N: Ve € M : Vi > N : |z;| < €.

(3) Es sei fy(z) = */z fir ~1<2<1, kel
(a) Errate f := klglgo fr in L*([-1,1]) und zeige fr — f mit dem Satz von
Lebesgue.
(b) Berechne ||fi — f|l2 und zeige ||fx — fll2 — 0 direkt!
(c) Was ist die Vervollstandigung von (C([-1,1]), | - ||l2)?

(4) Welche der folgenden Mengen sind prikompakt in (C([—1,1]), | - [lo)?
(a) My ={z+k; keN} (b) My = {fx wie in Aufgabe 3; k € N}
(c) Mz ={ksin(%); k € N}

2

(5) Bestimme lim ‘

Om in D/(RQ)' (BeaChte: in D/(RZWei)!)
€E—> x €

(6) (a) Warum gilt log|z| = lin% log \/|z|2 + €2 in D'(R?)?
e—

(Hinweis: |log/|z[> +€2| < |logl|z|| + log VN2 +1 fir 0 < |z|] < N, € €
[_171])

(b) Berechne Ajlog|z| =1 lim Azlog(|z|* + €2) in D'(R?)!
e—
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(25) Es sei xX ein Banachraum und A € L(X). Beweise, dass p(A) C K offen ist.
Nehme dazu A\g € p(A) und X € K mit |[A — Xo| < [[(A—XoI)7 Y7} und zeige:

(a) A—X =(A—=XI) B, wenn B:=1+ (Ag—\)(A—XI)™!
(b) B~! e L(X); (c) (A=A~ e L(X).
(26) Fiir 1 < p < oo betrachten wir im Banachraum (I?,|-|,) die “Shiftabbildung”
A: P — 1P (21,29,...) — (z2,23,...). (a) Warum ist A € L(IP)?
(b) Was ist || A||7 (c) Welche Eigenwerte hat A? (d) Was ist p(A)?

(27) (Fortsetzung) Lose Az — Ax =y fir |A| > 1 mit der Neumann’schen Reihe. Was

ergibt sich speziell fir y=(1,3,1,...) (wenn p > 1)?

cX sei ein Banachraum, A € , un z)= Y ¢;27, ¢;j €C, eine Potenz-
28) X sei ein Banach A€ L(X), und 21, ¢ eC P
j=0
reihe mit Konvergenzradius r € (0, co].
(a) Zeige, dass f(A) = > ¢;A7 in L(X) konvergiert, wenn |[|A|l < r.
j=0

(b) Wie erhélt man die Neumann’sche Reihe als Spezialfall?

(c) Zeige [le?] <elAl und es4.et4 =e(s+)4 fiir st € C.
(29) (Fortsetzung) Um die Lieproduktformel et = lim,_,o(e?/™ - eB/™)" in L(X)

fir A, B € L(X) zu beweisen, setze S = S, = eATB)/n T =T, = eA/n.eB/n
und zeige:

(a) 8" =T =310 89S = T)T" ',

(b) 5™~ 77 < MBI 5 — T

() S—T = f(ALE) — AB _ f(A)eBin _ (14 A)4(E) fir f()= 5 2 o
(d) 3C>0:¥neN: S, T < & =

(30) Bestimme fir A € K™*" ||A]lo = lma><< |Az|o und folgere ||Allso = ||AT]|:.

| oo

(31) kX seiein Banachraum, A € L(X), X; =kerA= A"1(0), X =1im A= A(X),
und es gelte X7 # {0}, dim X2 <oo, X;NXy={0}, X;+Xo=X. B:=A4|x,
habe die Eigenwerte {A1,..., A}

(a) Fiir welche A € K ist A — Al bijektiv?

(b) Was ist fiir diese A (A — M)~ (xy + x2), wenn z; € X;, und was ist o(A4)?
(32) (Fortsetzung) Betrachte im Banachraum (X = LP((0,7)),|-[l,), 1 <p < oo, den

Operator K : X — X : f+— (ac — foﬂ sin(z 4+ y) f(y) dy).

(a) Bestimme X; =ker K und X, =im K. (Additionstheorem!)

(b) Zeige X1 N Xy ={0} und X; + X2 = X. (c) Was ist o(K)?

(d) Lose die Fredholm’sche Integralgleichung K f — 2f = e®.

(Z4) (M) € KN sei eine beschrinkte Folge und A : [P — [P : x — (A171, Moo, ... ),
1 <p<oo Wasist |[|[A]|]? Was ist o(A)? Wasist (4 — M)t fiir X\ € p(A)?
Konstruiere A € L(I?) mit o(A) = K fiir vorgegebenes () # K C K, K kompakt.
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(33) (a) Zeige, dass in einem Hilbertraum H die Parallelogrammgleichung gilt, d.h.
Yo,y € H |z +yl? + |z —y> = 2(|2[* + [y[*)

(b) Folgere, dass [P fir 1 <p<oo, p#2, kein Hilbertraum ist, d.h. dass es kein
Skalarprodukt (-,-) mit Va € I”: (z,z) = |z|2 geben kann.

(34) Essei f(t)=t fir 0<t< 2.

(a) Setze f periodisch fort (“Sigezahnfunktion”). Skizze!

(b) Berechne die Fourierkoeffizienten A\, = (f,ex) \/ﬁ f ekt dt.

(c) Was ist die Fourierreihe von f? Fasse Aper und )\_ke_k zusammen!

(d) Warum ist die Dirichletbedingung in jedem Punkt ¢, erfiillt?

(e) Was ergibt die Fourierreihe fiir ¢t =0 bzw. t = 57

(a) Was besagt die Parsevalsche Gleichung fiir die Fourierreihe von f € L?((0,2m))?

(b) Was ergibt sich speziell in Ubung 347

(36) Essei a € R\Z und f € L?((0,27)) mit f(t) = e!*’. (a) Bestimme die Fourierko-
effizienten \g, k € Z. (b) Setze t =7 in der Fourierreihe von f, nimm den

1 N (=1)*

sinam T N—ooo 2N a0 —

her!

Realteil, und leite die Partialbruchzerlegung

(37) Essei f(t)= ¢/t fir —7 <t<n und f werde periodisch fortgesetzt. Skizze!
(a) In welchen Punkten ist die Dirichletbedingung erfiillt?

(b) Zeige, dass in 0 die Dinibedingung erfiillt ist, und die Fourierreihe daher iiberall
punktweise konvergiert!

(38) Zeige, dass fiir Funktionen f € L?((0,p)), p > 0, die wir uns periodisch fortgesetzt

denken, die Fourierreihe auch in der Form f = ag+ Y, (axck + bisi) geschrieben

a+p
werden kann, wobei ¢ (t) = cos Zﬂkt,sk(t) = sin 2“Tft, ag = % [ f(t)dt, und
a

Wl D1 e ke R belieb
_2 ¢ ¢ fir keN, ac iebig.
b 2 af f(t) s2(8) r a eliebig

(Starte mit f =3, ,(f, ex)er, er(t) =

(39) Betrachte die “Ségezahnfunktion” f = [f] € LL.(R) mit f(t) = t — 27k fiir

onk <t <2w(k+1), keZ (vgl. Ub. 34). Zeige, dass f' =1—21 Y dopp in
keZ

D'(RY), dh. —T(¢') = [, ¢(t)dt — 27 Y,y S(27k) filr ¢ € D(RY).

e27rikt/p‘)

Sl

(40) (Fortsetzung) Folgere aus den Ubungen 34 und 39, dass > e** = 27 3 fop in
kEZ kEZ

D'(RY), d.h. Y [ e*ot)dt =2r > ¢(2rk) fiir ¢ € D(R'). (Die letzte Glei-
k€EZ —o0 keZ
chung heif3it Poissonsche Summationsformel.)

(Z5) Entwickle f(t) = |cost| mit Periode p = 7 in eine Fourierreihe entsprechend
Ubung 38. Warum ist by = 07 Plotte f sowie die ersten Fourierapproximationen!
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(41) (a) Finde einen Banachraum X mit dim X =2 und M C X abgeschlossen und

konvex, sodass IIllI\I/} ly| in unendlich vielen Punkten von M angenommen wird.
ye

(b) Es sei X = C([0,1]) mit || [oo und M :={f € X; f(0) =0, [ f(t)dt =1}.
Warum ist M abgeschlossen und konvex? Warum ist 1 = finj& I fllco kein Mini-
€

mum?
(42) H seiein Hilbertraum, = € H, S ={e1,...,e,} ein ONSystem, H; = { > agex;
k=1
ar € K}. (a) Was ist Hi-? (b) Zeige: y = ,_,(z,ex)ex € Hi, 2 =2 —y¢€
(c) Zeige: d(z,Hq) = m%l |r —u| = |x —y| fir y wiein (b) und fiir kein anderes
ueHy
y in Hy. (d) Fiir welche a4,...,a, € C ist f027r ‘t — > ag f/i;fdt minimal?
k=1 T

(43) (Verallgemeinerung) H sei ein Hilbertraum, S ein ONSystem und H; der Ab-

schluss von V := {3 A.e; A\e = 0 bis auf endlich viele}. Zeige: (a) Hi = S+
ecS
(b) SONB< Hy=H (¢) P:H— H:x+——y=3 _q(z,e)e ist der Projektor

zu Hy. (d) Wasist Pf fir H=L*((0,2m)), f(t)=t, S={=e"ke2Z}?
(44) Entsprechend Satz 8.1 betrachten wir den Hilbertraumisomorphismus
F L2((0, 271')) L> l2(Z) : f — ()\k)kGZ7 wobei /\k = (f,ek), € — \/%eikt.

Weiters sei € [2(Z) mit x, = 0 fir k < 0 und zp = o fiir k¥ > 0 mit
0 < a <1 fest. (a) Bestimme f = F~'(x)!  (b) Uberpriife die Parsevalsche
Gleichung |z|2 = ||f||]2 mit dem Residuensatz!

(45) Es sei H = L?*((0,7)) und K wie in Ubung 32. (a) Warum ist K € Fr(H)?

(b) Bestimme e;, €, entsprechend Lemma 9.1. (c) Was ist K*?

(46) Es sei ¢(x) = e " S(R'). Berechne y(x) = (F¢)(x) wie folgt:

(a) ¢ =—22-¢ (b) ¥ =—-5 y (Lemma 10.1!)

(¢) y(x) =c-e /% (d) c=y(0) = [ e ¢ dé = /T (wie in FAS6).
(47) Es sei fo(z) =e %l fir z € R', a > 0.

(a) Ist f, € S(RY)?  (b) Ist f, € LY(R!) Cc S'(RY)?

(c) Berechne Ff,! (d) Kontrolliere F1 = 27§ mittels F1 = F(liir(l) fo) = h\rg Ffe!

(48) (Fortsetzung) (a) Warum ist f, € L*(R!)?
(b) Kontrolliere fiir f, die Plancherelsche Formel || \/%7 F faH2 = || fall2-

(Z6) Kontrolliere mit dem Residuensatz, dass F(F f,) = 27 fo fir f, wiein Ubung 47.
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2. Klausur zu ‘Funktionalanalysis’, WS 2004/05

Du kannst alle 6 Aufgaben bearbeiten; die 4 besten werden Dir angerechnet. Beachte

bitte, dass nur vollstindig geloste Aufgaben zéhlen. Die LOosungen miissen lesbar ge-
schrieben und ausreichend begriindet sein. Bitte verwende keinen Bleistift!

(1)

Essei X = LY((0,1)) mit ||-|l; und A: X — X : f — x-f (wobei genaugenom-
men z-f=1[0,1) — K:z— z- f(z)]).

(a) Warum ist A € L(X)? (b) Was ist ||A]|? (Verwende z.B. f,(z) = (n+
1)z™)
(c) Hat A Eigenwerte? (d) Lose (A —XI)f = g fiir |A| > ||A]| mit der

Neumannschen Reihe und tiberpriife das Ergebnis!

Betrachte im Banachraum (X = L*((0,1)),| - 1) den Integraloperator
K:X — X:fr [z [(2— 1229 f(y) dy].
(a) Bestimme X; =ker K und Xs = im K

(b) Zeige X1 N Xy ={0} und X; + X2 = X. (c) Was ist o(K)?
B 1:0<t<m, -
Essei f(t) = 0:m<t<om (a) Setze f periodisch fort. Skizze!

b) Berechne die Fourierkoeffizienten A\ = (f,ex) = \/%7 fo% f(t)e i+t dt.
c) Was ist die Fourierreihe von f?7 Fasse Ager und A_pe_j zusammen!

d) Was ergibt die Fourierreihe fiir ¢ =77 Warum?

1
e) Was ergibt die Parsevalsche Gleichung? Berechne 5 ——!

2
k=13,. kK

(
(
(
(

f=1f] € L. (R) sei wie in Aufgabe 3, d.h. f(t) =1 fir 27k <t < n(2k + 1)

loc

und 0 sonst. Differenziere f in D’(R) und leite eine Darstellung von >  coskt
k=1,3,...
in D'(R) her!

Entsprechend Satz 8.1 betrachten wir den Hilbertraumisomorphismus
F LQ((O, 271')) = ZQ(Z) : f — ()\k)kez, wobel A\, = (f,ek), e = \/%—ﬂ_eikt.

Weiters sei x € [*(Z) mit x, = 0 fir k¥ < 0 und =z, = %—? fir £ > 0 mit
a € R fest. (a) Bestimme f= F~!(z)! (b) Verwende die Parsevalsche Gleichung

1z|3 = ||fll3 um fOQW e?2¢ost q¢ als Reihe darzustellen!

(c) Berechne daraus fo% cos?*tdt, k € Ny, durch Beniitzung von fo% e2acost gt =
0o (2@)” 2m

>, ~—— [cos"tdt. (Hinweis: Fiir ungerades n ist fozﬂ cos" tdt = 0.)
n=0 T 0

Es sei f,(z) =Y (z)e™®® fiir 2 € RY, a>0 (wobei Y(z)=1 fiir x>0 und 0
sonst).

(a) Berechne Ff,! (b) Kontrolliere H\/LQ? ]—"fa”Z = || fall3-
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(49) Beweise Satz 10.2, d.h. zeige fir T': S — C linear:

TeS «=3C>0:ImeN:VpeS:|T(9) <Cl|A+[z)™ D |0%¢()|]|,

|la|<m

(50) Fiir h € L?((0,27)) = H mit Fourierreihe h = Y uger, pr = (h,ex), ex = 2
kEZ

sei K der “Faltungsoperator” K :H — H : f+— fo% h(x —vy)f(y)dy (wobei h
periodisch fortgesetzt wird).

(a) Was ist ||K(z,y)|lz2((0,27)2)7 (b) Warum ist K kompakt?

(c) Zeige K(er) = V2murer und folgere o(K) = {0} U{V2mux; k € Z}.
(d) Was ist o(K), wenn h(t) =t fir 0 <t < 2n?
(

ikt

27’

(51) (Fortsetzung) (a) Welcher Operator A entspricht K, wenn F wie in Ub. 44 ist
H "~ H (b) Was ist (A — AI)~*
und Fl lp kommutiert? bzw. (K — XI)~* fiir

o
(c) Was ist A*? Was ist K*(ej)? Was ist ker(K* — \I) fiir A € o(K)\ {0}?
(d) Ist (K M) f = g lésbar, wenn h(t) =t fir 0 <t < 2w, A= 27i, und
g(t) =

(52) X,Y seien Banachrdume. Zeige mit dem Graphensatz, dass
(a) [A € L(X,Y), Abijektiv = A~! € L(Y, X)] und folgere
(b) Ae L(X) = p(A) ={ e K; A— X[ : X — X bijektiv};
(c) Ae L(X) = 0(A) ={X € K; ker(A — A\I) # {0} Vim(A — \I) # X }.

(53) Zeige fir A,Be€ Lu(H): (a) D(A*) < H und A*:D(A*) — H ist linear.
(b) ACB= B* C A* (c) ACBels(H)=— BCA*

(54) Es sei A € Lab(H). Zeige, dass A* = (A)*.

(55) Sei H = L?((0,1)) und A:{f e W2((0,1)); f(0) = f(1) =0} — H : f —if".
Zeige: (a) A€ Ls(H) (b) A€ La(H)
(c) A* : W2L((0,1)) — H : f —if’ (d) A=A

(56) (Fortsetzung) Wir betrachten A G B G A*.

(a) Zeige, dass B = A, : {f € W2Y((0,1)); f(0) = af(1)} — H : f —— if’ fiir
ein o € C=CU{oo}, wobei D(As)={f € W?21((0,1)); f(1) =0}.

(b) Was ist A%? (c) Fiir welche « ist A, selbstadjungiert?

(Z7) A sei wie in Aufgabe (55) und C = Alp(,1)). Zeige, dass A = C und dass A
und A,, |a| =1, die einzigen abgeschlossenen, symmetrischen Erweiterungen von
C sind!
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(57) Essei H=L?((0,1)) und A: H — H: f+——xf. (a) Zeige A€ L(H)NLs(H)!
(b) Warum ist A — X : H — H injektiv fiir A € C? Was ist o0,(A)?
(c) Warum ist A — A : H — H surjektiv fir A € C\ [0,1]?
(d) Warum ist die konstante Funktion 1 nicht in im(A — AI) fir 0 <A <17 Was
ist 0(A)? Was ist gess(A)?

(58) H,A seien wie in Ubung 57 und f,,(z) = vn2 + n fiir n+r1 <z <1 und 0 sonst.
(a) Warum ist (f,,) ein ONSystem? (b) Warum eine Weylsche Folge zu A\ = 07
(c) Wie findet man Weylsche Folgen zu A € (0, 1]7

(59) Es sei H = L2((0,1)), B = Ag: {f € W2L((0,1)); f(0) = 0} — H : f —> if’
(vgl. Ub. 56), A€ C, und Ry:H — D(B): f— —i [ e =70 f(¢) dt.
(a) Warum ist Ry € L(H)?
(b) Uberpriife (B —M)Ry =1, Rx(B—\)= Ipp). Wasist o(B)?

(60) Fiir ¢ € [0,27) fest und a =e'¥ sei A, wie in Ubung 56.
(a) Fiir welche p € C ist f(t) = e '#! ein Eigenvektor von A, (zum EW p)?
(b) Warum ist fi(t) = e71(¢T270)t L c 7 eine ONB in L2((0,1)) und
F:L*(0,1) — 12(Z) : f — (kv (f, fx)) unitéir?
(c) Warum ist B € Lsa(i*(Z)), wenn B : {& € 1*(2); Y ey K |zi|* < oo} —
I2(Z) : x — (k — (p + 2mk) - x)? Was ist o(B)?
(d) Warum entsprechen sich A, und B modulo F?7 Was ist also o(A,)?

2 0 0 0
(61) A:H =C*— C* sei gegeben durch die Matrix 8 _02 _32 _12

O 1 -2 0
a) Bestimme eine ONB e; aus Eigenvektoren von A. (EWe: p; =—1,2,5.)

(
(b) Bestimme die Projektoren Pj(z) = ZAi:llj (x,e;)e;, d.h. Pj = Z/\FW e;-el.
(c) Zeige, dass E\ =0 fir A< -1, E\x=P fir -1 <A<2, Ey=P +P
fir 2<A<5, E\=P +P,+P3=1 fir 5< ) eine Spektralschar ist! Was ist
B0 — By,

(62) (Verallgemeinerung) Es sei A € Com(H)NLs(H) und S eine ONB aus Eigenvek-
toren, d.h. Ae = A.e fiir e € S, vgl. Satz 18.3/4.
(a) Zeige, dass durch Exx:=}_, _,(7,e)e eine Spektralschar definiert ist!

(b) K sei der Faltungsoperator zu h(t) = i(t — 7)), 0 <t < 2m, vgl. Ubung 50.
Warum ist K € Com(H) N Ls(H)? Was ist hier E_3?

(63) Essei H=L*(R) und E\: H — H: f+— f-Y(\—x). Skizziere E)f und
zeige, dass E) eine Spektralschar ist! Was ist dim(H* N H ) fiir A < p?

(64) Zeige { afﬁ] d(\) dh(N) = {a{b) SN dh(N) + ¢(b) - (Jim h()) — lim A())).

(Z8) Driicke |, (a.b} ¢(A) dh(N\) durch Riemannintegrale und Summen aus, wenn h stiick-

weise C1 ist!



(65)

(68)

(69)

(29)
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H sei ein Hilbertraum, A € Com(H)NLs(H), und Ej sei definiert wie in Ubung
62. Zeige, dass A = [*°_AdE. Setze dafir a = mino(4), b= maxo(A4) und

zeige, dass [T AdE) = f[a p AAEN sowie |Az — Zf:_ol a; (Bl x— E;Zx)}z <

Ait1

d(Z)?|z|* fir z € H und eine Zerlegung Z von |a,b].

Essei H=L%((0,1)) und K :H — H: f+— [ e™ f(y)dy.
a) Warum ist K € Com(H)NLs(H)?

b) Stelle K (x7) als Potenzreihe dar fiir j € Ny!

Fortsetzung) f sei eine Eigenfunktion zu K zum Eigenwert \ # 0.

b) Setze f = Y77°cja’, schreibe Kf als 327 (3077, aijc;)x’ und bestimme
mit dem Computer) die 3 absolutgréfiten Eigenwerte von (ai;)o<i j<s0 als Néhe-
rung an die entsprechenden Eigenwerte von K. Was ist ||K| auf 5 Stellen?

(
(
(
(a) Warum lasst sich f in eine Potenzreihe (mit Konvergenzradius oo) entwickeln?
(
(

d
Essei A= —i e W2L(R) — L?*(R) (vgl. Bsp. S. 79).

(a) Welcher Operator B entspricht A via F, d.h. erfiilllt BoF = F o A?

(b) Was ist e*Z fiir t € R? (Vgl. Bsp. S. 99.) (c) Was ist elt4?

Essei H=L?*R") und H: W?*?(R") — H : f —> —% Af (mit h,m > 0).
a) Warum ist H € Lu(H)? (b) Warum ist H € Ls(H)?

c) Welcher Operator B entspricht H via F?

d) Zeige, dass B —itl surjektiv ist fiir ¢ € R* und folgere, dass H € Lsa(H).

(

(

(

(Fortsetzung) (a) Bestimme o(H),0,(H),04(H), 0ess(H).
(b) Bestimme die Spektralschar zu B! (Vgl. Bsp. S. 103.)
(

c¢) Was ist e *B/P fiir ¢t € R?

(a) Zeige F—l(e—cr) \/i%

(b) Uberlege, dass z —> e e~#€"+i2€ 4¢ holomorph ist fiir Rez >0 und z fest.

e~® /() in S(RY) fiir ¢> 0.

—1(,—iaz? 1 : ‘TQ i : / 1 .
(c) Folgere F~'(e ) = N7 exp(l(a — Z)) in S'(RY) fir a>0.

m \"/2 . oml|z|?  nr
) e

Sthe i( ——)) in S’'(R") fiir

—1(,—ith|z|?/(2m)) _
(d) Folgere F~'(e ) < 57h 1

m, h,t > 0.
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Essei A= [ AdE, €Lsa(H) und ¢ € C(R).

(a) Was ist ¢(A)z, wenn z ein Eigenvektor von A zum Eigenwert p ist, d.h.
Az = px bzw. x € ker(A — pl)?

(b) Was ist ¢(A)z, = € H, wenn A € Com(H)NLs(H) und S wie in Ubung

62?7 (Vgl. auch Ub. 65.) (c) Was ist |A| bzw. sin(35 A) fiir A in Ubung 61?

Zusatzfrage: Was muss ¢ erfiillen, damit ¢(A) € Com(H) fir A € Com(H) N
Ls(H), dimH = oo?

Essei A= [ AdE\ € Lsa(H) und ¢ € BC(R). Zeige:

(a) ¢(A) € L(H) und [[¢(A)]] <[]l
(b) Ve € H:Ve>0:3N € N:supppN|[-N,N| =0 = |p(A)z| < €|¢]| co-

Essei A= [ AdE) € Lsa(H) und ¢ € C(R).

(a) Zeige, dass ¢(A) unitar ist, falls VA € R : |¢(\)] = 1. Kontrolliere das in
Ubung 68 c).

(b) Es sei U; := e = A (A) fiir t € R. Zeige, dass (i) Vt € R: U; ist unitér;
(ii) Vs,t € R:Usyy = UsUy; (iii) VEt € R:Vx € H : limg_y; Usx = Uy,

(Bemerkung: Der Satz von Stone besagt, dass auch umgekehrt (i), (ii), (iii) die
Darstellung U; = e*4 fiir ein A € Lsa(H) implizieren.)

Sei H = L*((0,1)) und H:{f € W*2((0,1)); f(0) = f(1) =0} = H : f — —f".
(“Potentialtopf”) (a) Zeige, dass H € Ls(H).

(b) Zeige, dass H — AI surjektiv ist fiir A € C\ R und folgere, dass H € Lsa(H).
Hinweis: Wenn g € H und ¢; € L?(R) die durch 0 fortgesetzte Funktion ist
und f; € W22(R) mit —f' —Afi = g1 (vgl. Ub. 69), soist (H — A)f =g fiir
f = filo) — ae?® — Be™H* p?=-X\ «,B€C geeignet.

(Fortsetzung) (a) Zeige, dass fi(x) = v/2 sin(kmz), k € N, eine ONB in H ist.
Hinweis: f L fi in H, k € N <= sign(z)f(]z|) L e*™® in L2((—1,1)), k€ Z.

(b) Was entspricht H via F: H — I*(N): f — (k> (f, fx))? Was ist o(H)?
Was ist 0ess(H)?

Es sei A € Lsa(H) mit o0es(A) = 0. (Man sagt: “A hat reines Punktspek-
trum”.) Zeige: o(A) hat keinen Haufungspunkt; A ¢ L(H), falls dim H = oc;
3 ONB S € H aus Eigenvektoren von A; wenn Ae = Ae.e fir e € S, so ist
D(A) ={z e H; Y g X2|(z,€)]* < oo} und Az = s(z,e)Xee fir z € D(A).
Betrachte die Ubungen 60 und 74/75 als Beispiele dafiir!
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3. Klausur zu ‘Funktionalanalysis’, WS 2004/05

Du kannst alle 6 Aufgaben bearbeiten; die 4 besten werden Dir angerechnet. Beachte

bitte, dass nur vollstindig geloste Aufgaben zéhlen. Die Losungen miissen lesbar ge-

schrieben und ausreichend begriindet sein. Bitte verwende keinen Bleistift!

(1)

1
Essei H = L?((0,1)) und K:H—>H:f»—>fo(y)dy-
0 sin Yy

(a) Warum ist K € Com(H)? (b) Was ist K*?7

(c) Zeige K*fo = fo, wenn Vz € (0,1) : fo(z) = 1!

(d) Ist (K —1I)f =e” losbar?

Es sei H = L?((0,1)) und A : {f € W21((0,1)); f(0) = f(1)} — H : f —> if’.
(Beachte: f(0) = f(1) muss nicht 0 sein!) Zeige: (a) A € Ls(H)

(b) g € D(A*) = g € W%((0,1)) und A*g=ig

(Hinweis: Nehme f € D((0,1))!)

(c) A= A*

Essei H=L?R), A:H — H: f+— f(x+1)+f(z—1), und fp(z) = ﬁe%i“
fir || <k und 0 sonst, k € N.

(a) Warum ist A € L(H)NLs(H)? (b) Warum ist {fx; k € N} ein ONSystem?
(¢) Warum ist {fx; k € N} eine Weylsche Folge zu A = 27

0 1 1 1
Die Matrix A= |1 0 1 | hat folgende ONB aus Eigenvektoren: e; = \% -1 1,
1 10 0
1
ey = % 1 (zum doppelten Eigenwert pp = —1), und ez = \/Lg 1| (zum
— 1

Eigenwert po = 2).

(a) Bestimme die Projektoren P, P, auf die Eigenrdume. Kontrolliere P+ Py = 1.
(b) Gib die Spektralschar E) von A an! Was ist Eo o7

(c) Zeige, dass [*._AdE, = Al (d) Berechne |A| sowie cos(mA)!

H und A seien wie in Aufgabe 3.

(a) Welcher Operator B entspricht A via F, d.h. erfillt Bo F = F o A?

(b) Was ist o(B) = 0(A)? Was ist 0ess(B) = 0ess(A)?

Sei H = L?((0,1)) und H : {f € W22((0,1)); f/(0) = f'(1) =0} — H : f > —f".
(a) Zeige, dass fo(z) =1, fp(z) =+2cos(knz), k €N, eine ONB in H ist!

(b) Was entspricht H via F : H — 1?(Ng) : f — (k> (f, fz))? Was ist o(H)?
Was ist 0ess(H)?
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Wiederholungsklausur I zu den ﬂ'bungen ‘Funktionalanalysis’, WS 2004/05

Alle 6 Aufgaben kénnen angerechnet werden. Die Losungen miissen lesbar geschrieben

und ausreichend begriindet sein. Bitte verwende keinen Bleistift!

(1)

(6)

Essei X =0'mit |-|; und Y = {y €l}; Vk € N: yop = 0}.
(a) Zeige, dass Y < X abgeschlossen ist!

(b) Bestimme inf |z —y|; fir x € X fest!
yey

(c) Ist das “sup” im Rieszschen Lemma in diesem Fall ein Maximum?

Fir f e L'(R") und a € R" sei (7.f)(x) = f(z — a).
Zeige lin% Tof = f bzgl. || - |1 zuerst fir f € K(R") und dann fir f € L'(R").
a—

(a) Essei f e LP([0,a]) mit 0 < a < oo, 1<p,qg< oo, und %4'%:1'
(a) Zeige, dass ||f|l1 < a'/7- | f]l,-

(b) Kontrolliere diese Ungleichung fiir p =2 und f(x) = 2>, A >0.

Y

64

Besti li in D'(R3)!
estimme  lim FIEEEYSIE in D'(R?)

cX sei ein Banachraum und A € L(X).
o AJ
(a) Warum konvergiert e? := Y — in L(X)?
j=0 J:
(b) Was ist e?z,, wenn X = I', A(xz) = (22,23,...) (“Shiftoperator”), und
e = (1,a,a?,...) fir —1<a<1?

(c) Warum ist [1,e] C o(e?) fiir A wie in (b)?

Essei « € R\Z und f € L?((0,27)) mit f(t) = e fiir 0 <t < 2m.
(a) Bestimme die Fourierkoeffizienten A\, k € Z.
(b) Warum ist die Dirichletbedingung in ¢t = 0 erfiillt?

(c) Setze t = 0 in der Fourierreihe von f, multipliziere mit e~'™® und leite die
N

1
Partialbruchzerlegung cotar = — lim her!

7TN—>OO]€:_NO(—]{7
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Wiederholungsklausur II zu den I"Jbungen ‘Funktionalanalysis’, WS 2004/05

Alle 6 Aufgaben kénnen angerechnet werden. Die Losungen miissen lesbar geschrieben

und ausreichend begriindet sein. Bitte verwende keinen Bleistift!

(1) H sei ein Hilbertraum, S = {ej,...,e,} ein ONSystem, H; = { > age; ar € K},
k=1
r € H.

(a) Fiir welches y € Hy ist |z —y| = mgl |z — ul?
u€ iy

n .
(b) Fiir welche ag,...,a, € C ist fo% lef = > o \e/;;f dt minimal?
k=1

und

et 0<t<2m,
(2) Essei H = L?((0,27)), h(t) = {

2™ . _or <t <0
K:H—H: f+— [foOQWh(m—y)f(y)dy}.

(a) Warum ist K € Com(H)?

(b) Entwickle h in eine Fourierreihe und bestimme K(ey) fiir ex(t) = T
(c) Was ist o(K)?

(3) H sei ein Hilbertraum und A € Lab(H). Zeige, dass A* = (A)*!

(4) Essei H=L?*((0,1)) und A: H— H: f+—e"- f.
(a) Zeige A € L(H)NLs(H)!
(b) Fiir welche A € C ist A — A\[ injektiv bzw. surjektiv?
(c) Was sind 0,(A), 0(A), 0ess(A)? Ist A € Com(H)?

d
(5) Essei A= —ia : W2HR) — L%(R) und t € R.

(a) Welcher Operator B entspricht A via F, d.h. erfiillt BoF = F o A?
(b) Was ist cos(tB)? (c) Was ist cos(tA)?

(6) H sei ein Hilbertraum, FE eine Spektralschar, A = ffooo)\dEA € Lsa(H) und
cos(tA) = [7°_cos(tA) dE.

Zeige, dass lim cos(sA)x = cos(tA)x fir = € H.

s—t



