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8§ 1 Testfunktionen und Distributionen

A) Definitionen

0) 0 #Q C R"™ sei immer eine offene Menge.

0 ol
0; = —firaeNyseid*: =90 = ————————,
Ox; 0 ! " Ox{" -+ - Oxin
x® =t alr ol =+ Fap, o=l ay),
o ol
a>fi<=V:.a > b = — fiira > Multiindexnotation).

1) a) E(Q):=C>(Q) ={f:Q—C (>}
b) fir f € £() sei supp f :={x: f(z) # 0}
(Diese Menge heifit Tréager von f.)
c) D(Q) :={p € £(Q) : supp ¢ kompakt}. (¢ € D(Q) heifit Testfunktion.)
d) o, — ¢ in D(Q) (bzw. klgn or = ¢ in D(Q)) <=

<— Abschluss in Q2

(i) (VkeN: ¢, € D(Q)) und ¢ € D(Q);
(il) 3K C Q kompakt: Vk € N : supp pp C K;

(iii) Yo € N : 0% —> 0% gleichméBig auf €, d.h.
Va € Ny :Ve>0:3N €N:VE> N : Ve € Q: |[0%k(x) — 0%%(2)| <e.

(Man sagt: ¢k konvergiert in D(£2) gegen ¢.)

2) a) D'(Q) == {T : D(Q) — C C-linear: ¥Y(¢;)72; € DN mit ¢, — 0 in
D(Q) : T(¢x) = 0 (in C)}. (T' € D'(2) heifit Distribution.)
b) f € &), T € D'(N). Dann wird f-T € D'(Q) durch f-T : D) — C :
© —> T(f - ¢) definiert. (Aus ¢ — 0 in D(Q) folgt f - ¢r — 0 (Leibniz) und
daher ist f-T € D'(Q2).)
¢) Ty — T in D'(Q2) (bzw. ]}ggoTk =T in D'(Q)) <= Vo € D(Q) : klgl;lo Ti(p) =
T(p) (in C). (Man sagt: Ty konvergiert gegen T' in D’(2) mit der schwachen
Topologie.) Analog wird )\1&1;10 Ty fiir A — Ao z.B. in R* definiert.

Notationen: Fiir ¢ € D(Q2), T € D'(2) wird gewohnlich (p,T) statt T'(¢) geschrie-
ben. Um die ,aktiven Variablen in einer Distribution T anzuzeigen, schreibt man
T € D'(R?) oder T(x) oder T,. Dies ist z.B. nétig, wenn p(z,&) € D(R?*"), dann sind

((2,€), T(@)), (p(x.), T(E)): ¢(w,€)-T(x), plx,€)-T() jeweils verschieden. Beachte
aber, dass die Schreibweise 7'(x) nicht bedeutet, dass T" eine Funktion von z ist.
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B)

1)

Beispiele

) 0 <0,
a)Esse1x.R—>R.zl—>{el/x Y

Dann ist xy € £(R), denn:

_ —1/z —1/z
tim X = XO) T ©
\,0 €T N0 X 0 12
0 <0
/ o -~ 5 . . 1
= X'(z) = { 1o >0 } ist stetig, d.h. x € C'(R).
0 <0
. . . (k) _ — 9 .
Mit Induktion sehen wir dann, dass x'*(z) = { pjz(:) /s . po0 }, wobei
P, ein Polynom ist und daher x € C*(R).
Schliefilich folgt y € E(R) = () C*(R).
k=0
. |z — zo|? .
b) Wenn x5 € R", € > 0, so ist ¢(v) := x| 1 - ———— ) € D(R") mit supp p =
€

{z € R": |z — zo| < €}. Daher ist D(Q2) # {0}.
Es sei f: ) — C lokalintegrabel, d.h.

(i) f messbar (genauer: Lebesgue-messbar),

(ii) VK C Q kompakt: [ |f(z)]dz < occ.
K

1
(Z.B. ist jede stetige Funktion lokalintegrabel; — ist lokalintegrabel in 2 = R\{0},
x

1

aber nicht in R; T ist lokalintegrabel auch in R.)
x

Dann definiert f eine Distribution 7y € D'(Q) :

Ty : DY) — C: g0>—>/f(:v)-g0(1')da:.
Q

Denn (i) T ist wohldefiniert, da fiir ¢ € D(Q2) K := suppy C Q kompakt und
daher [|f(z)¢(z)|dz < mea%‘go(x)‘ [|f(@)| dz < oo

Q r K
(ii) Ty ist linear (s. Mafltheorie);
(iii) ¢ — 0in D(Q) == 3IK C Q kompakt: Yk € N : suppyr C K und
meas%({gok(x)‘ =0 = (o, Ty)| < [|f(2)|da - meaéckok(x)‘ — 0.
€T K €T
In Satz 3, S. 11, wird gezeigt, dass Ty = 1, <= f = g f.ii., d.h. {3: e Q:
f(z) # g(x)} hat Lebesguemaf 0. Der C-VR (und C(€2)-Modul) Lj,(Q) := {T} :
f: Q@ — C lokalintegrabel} heift Raum der lokalintegrablen ,,Funktionen*
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(eigentlich wére richtiger , Distributionen). Man schreibt meistens wieder f fiir
Ty.

a) Es sei zp € R™. §,, € D'(R") sei durch §,, : D(R") — C : ¢ —— ©(z0)

definiert. d,, heifit Dirac-Maf} in z,. Fiir dy schreibt man 9.

b) Allgemeiner: p heifit komplexes Radonmafl in Q <= p = g — po +1i(us —

pa), Vj=1,---,4: p;: B() — [0, 0o] positive MaBle (B(£2) := Borel-o-Algebra)

und VK C Q kompakt: p,(K) < oo.

p liefert die Distribution T}, : D(Q2) — C : ¢ > [p(z)pu(z)dr und es gilt
Q

T,=T, < pn=v.
(Um das zu zeigen, braucht man den Riesz-Markovschen Darstellungssatz. Das
sparen wir uns.)

koo 0<z<q,

0 : sonst.

Wir fassen fi, € D'(R) auf, d.h. schreiben (wie im Folgenden immer) wieder fj
statt T, .

Es sei fy(z) :==

Fiir € D(R) ist [i LT S B

fir ¢ € D(R) st lim g, fi) = Jim === { [t} dt ] (0) =
= ¢(0) = {p,0).
Bild: Y

k
Also gilt f, — § in D'(RY).
-
1k
5) Wir zeigen 11{% JZQL—FEQ =76 in D'(R') :
¢ € D(R') = lim(p, >5) = lime _olz) dz = (Substitution = = eu) =
o\ we N0 22 + €2
e [t [ ete) [ du

:11\1(%6/ medu:?\r‘% T du = (Lebesgue) = ¢(0) i

= mp(0) = (p, 7d)



Zur Erinnerung Lebesgue’s Satz von der majorisierten Konvergenz:

(M, 3, ) MaBraum, (i) fi : M — C meBbar, k € N;

(ii) g : M — [0, 00] p-integrabel und {z € M : 3k : | fi(z)| > g(x)} p-Nullmenge
(d.h. g ist eine integrierbare Majorante von | fy|);

(iii) fi konvergiert f.ii., d.h. u({x € M : fi(x) divergiert fir £ — oo}) = 0.

Setze f(x) := limg_,00 fr(x) wenn fi(z) konvergiert und 0 sonst.

Dann gilt: fi, k € N, und f sind p-integrabel und/f(m) du(z) = I}l_)rilO/fk(m) du(z).
1

#(0) (z) = max|p(t)|

. _ plerr) _ .
Oben 1st fk(flf)— s ek\((]? f(l')— 1—}-1’2, g teR 1+I2

1
a) Es werde vp— € D'(R) definiert durch
T

—€

(p,vp 1) = 11{13[7@dx+/@dx]

€ — 00

= lim M dz.
e\0 T
|z|>e

Eine andere Darstellung, die auch zeigt, dass der Limes existiert: Es sei supp ¢ C
— (0 d
[N, N] => /de: / P =00 g [ 92 .
x x

x
|z|>e |z|>e |z|>e
|z| <N |lz|<N
p(x) — ¢(0)
x

— (i vpl) = / Md

je|<N
Offenbar ist vp% : D(R) — C linear. Um Vp% € D'(R) zu zeigen, bleibt also
noch die Folgenstetigkeit zu iiberpriifen: Nach dem Mittelwertsatz ist p(z)—p(0) =
z - ¢'(0(x)) mit O(z) zwischen 0 und z =

ist in O stetig fortsetzbar (mit Wert ¢'(0))

VreR: ‘ . rgleaxhp (t)|

= ‘<s0,vp%> < 2N - max|¢/(t)];

wenn daher ¢, — 0 in D, so folgt <<,0k,vp %> — 0.
1

1
. . l. — - . 5 . DI Rl .
b) Wir zeigen lm 5, = VP2 Find in D'(RY)



(Dies ist die Formel von Sochozkij (Coxomgmuii) aus dem Jahr 1873.)

1
Fiir e > 0 sind — C*°-Funktionen und insbesondere lokalintegrabel und kénnen

x =+ ie
daher als Distributionen aufgefasst werden.

Es sei ¢ € D(R) mit supp ¢ C [N, N]|

N N
. p(z) — ¢(0) / dz
— 1 =1 —d 0
1m<% x+15> 0 / T+ e v +(0) x + ie
- =N
T 0
=(Lebesgue)= / ) = £(0) dz + ¢(0) lim In(x + ie)|NN = (nach a))
X e\0 -
_N N ~
= <g0,vp = — i7r(5>
(Beachte dassIn: {z € C:Imz >0} — C: z — In|z| + iarg z holomorph ist
N+ie
und :v(—isjie - f dzz )
—N —N-+ie
11{1(1) wird analog berechnet oder ergibt sich durch komplex Konjugieren, s.d).
N0 T — 1€
1 1 —2i 1 1
c) Eine kleine Probe: — — — = . — lim — — — | =
r+ie x—ie 224 € N0\ x +ie  x—ie
— 2ilim ——— = i
e\ 2 + €2 Bsp 5
finiert. Wenn wir f

d) Fiir f : Q — C lokalintegrabel wird f(z) := f(z)

de
als Distribution auffassen, heifit das: Vo € D(Q) : (p, f) = [¢(z)f(z)dx =

[o@)f(z)de = (B, f).

Daher deﬁnlert man T € D'(Q) fiir T € D'(Q2) durch (o, T) := (p,T) . (Beachte,
dass @: Q — C: 2 — ¢(x) auch in D(Q) liegt.)
Es folgt unmittelbar, dass — : D'(2) — D'(Q?) folgenstetig ist, d.h. T, — T =

T, —T.

1 1 1
Insbesondere ergibt die Rechnung in b) lim = lim — = lim — =
e\O T — 1€ eNO T + 1€ eNO T + 1€

1
= vp — +imd.
x

1 — 1 _
Wie iiblich setzt man ReT := §(T +7), ImT = 2—(T —T) und nennt T
i
reellwertig, wenn Im 7T = 0.

(Algebraisch gesehen bedeutet das obige, dass D'(Q)=D'(Q)een ®r C, wobei
D'(Q)reen als Dual der reellwertigen Testfunktionen definiert wird.)

Die Uberlegung in 6 d) zeigt, wie man Operationen von Funktionen auf Distri-
butionen ausdehnt: Man formuliert sie auf den als Distributionen aufgefassten

b}



lokalintegrablen Funktionen in einer verallgemeinerungsfihigen Weise.

Ein anderer Fall: f : R®™ — C lokalintegrabel heifit homogen vom Grad A\ €
C:e=Ve>0: f(cx) = A f(x) z-fii.

Fiir f als Distribution aufgefasst (d.h. fiir 7) bedeutet das: V¢ > 0 : Vo € D(R") :

/fcx x—c’\/f()()dx<:>‘v’c>0 Yy € D(R") : <g0()f>—
Y dyjen

””(gp, f) Daher definiert man (¢ wird durch 1 ersetzt):
T € D'(R") heiit homogen vom Grad A: <= V¢ > 0 : Vo € D(R") :
(p(ca),T) ="M, T).
(Fiir lokalintegrable Funktionen ergibt sich wieder das Urspriingliche aufgrund
von Satz 3, S. 11.) Z.B. ist § homogen Vom Grad —n, denn <<p (cx) > = (0
¢~ (="){x §). Ebenso sieht man, dass vp L - L homogen vom Grad —1 ist.

Bsp. 7 beruht darauf, dass wir 7" o A definieren kénnen, wenn 7' € D'(R") und
A:R*" —R':z+—c-x.

Allgemeiner, wenn h : 3 —> s ein Diffeomorphismus ist und f : Qy — C
lokalintegrabel, so ist es auch foh : Ql — C und fiir ¢ € D(Qy) ist (o, f o h) =

/gp(x)f(h(x)) de = /((p o h™")(y)f(y)|det ( ) <(gpoh ‘det 8”“
—~—~

Ql Yy Q2

wobei h: Qy — Qo : (21, ,xn) — (Y1, s Yn)-

Also definieren wir 7o h € D'(§;) fiir T € D'(§2) durch

al’i
det (3%)
Wenn z.B. yo € (2, so gilt (v, d,, o h>
= ((poh™)-|det (5)].0,0) = o (h™"(v0)) - [det (55
!det (8%) 1( 0) (¢, 0z,), wenn zg := h™(y).
Also folgt d,, o h = |det (gg;) Y(20) - 6.

a) Es ist kein Problem, T' € D'(€;) auf Qs C €y einzuschranken. Fiir ¢ € D(Qy)
konnen wir (¢,T‘QQ> := (p, T) setzen, wobei wir die Einbettung

D(2s) — D(£)
plx) @ x ey verwenden.
0 cox e U\
Umgekehrt entsteht die Frage, ob S € D'(§2y) auf ; fortsetzbar ist, d.h. ob
T eD () :T |Q2 = S. Diese Frage ist oft verkniipft mit der Regularisierung
divergenter Integrale.
b) Als einfachsten Fall betrachten wir S € L{ (R\{0}) gegeben durch S(z) :=

(p,Toh):= <(<po h_l) .

,T>, © € D(y).

)

(?/0)

pr—— |z



1:2>0,

0:2<0 Heavisidefunktion heifit. Fiir K C R\{0}

Y (z)/z, wobei Y (z) = {

loc

1

kompakt ist [ |S(z)|dz < oo, jedoch [ |S(z)|dz = oo, d.h. S & Li (R). Aus der
K 0

letzten Gleichung folgt auch, dass li\r‘% fe in D'(R) divergiert, wenn

1)z s oz >
felw) = { 0 s r<e
Dennoch gibt es in D'(R) eine Fortsetzung 7" definiert durch

1

(p,T) ::/de—l—/mdx, ¢ € D(R).

T i
0

1
Dass T' € D'(R'), siecht man wie fiir vp — in Bsp. 6a). Fiir p € D(R\{0}) C D(R)
x
ist ©(0) = 0 und daher (o, T') = (p, S). Also gilt T}R\{O} =S.
Beachte, dass T nicht eindeutig ist; z.B. ist auch T+ ¢ eine Fortsetzung von S.
Mit f. wie oben gilt iibrigens T' = li{‘Té[fe +1Ine- 4.
c¢) Nicht in jedem Fall lasst sich eine Distribution fortsetzen. Wenn z.B. S €

. e/ x>0, .
Lt (R\{0}) c D'(R\{0}) definiert ist durch S(z) := { 0 . z<0 % gilt:
VT € D'(RY) : T|]R\{O} # 5, d.h. S ist nicht fortsetzbar auf R.
0 r<1/k
1
Beweis: Es sei ¢ (x) := z e~ 1/Q@=1/k)+1/(z=1) % <x<l,
0 x> 1.
Dann ist ¢, € D(R\{0}) C D(R) (vgl. Bsp. 1) und fiir k& > 8 ist (), S) =
1 4/k
1 r—2 1) 1 / 1 ,
- — | e/ dx > ——— | do = (Substi-
k/eXp(Qx(x—%)) e dvz G e\ g m iy ) de — (Subst
l/k Zez_jlf[ir 3/k

: I 1 )
tution y = kz) = 22 3fexp (m) dy > = e 2Hk/24 oo fiir k — oo.

Weiters gilt ¢ — 0 in D(R), denn supp ¢y C [0,1] und VI € N : 3C; > 0 : Vk €
d'oy (G/— , . ;
@(x)’ < " Wére nun 7' € D'(R) mit T‘R\{O} = S, so wire

0= Jim (i T) = Jin (51.) =0 5

N:VxreR:

(Beachte, dass ¢y, /4 0in D(R\{0}), da ZK C R\{0} kompakt: V& : supp ¢}, C K.)



10)

11)

—00
® ) eix{ k
/emf d¢ = hm/ 28 ¢ = lim ( :

k—o0 k—00 1

—00 —k

D' ist eine Garbe (vgl. Satz 5, S. 23), die nach dem Obigen nicht flach ist. Dieser
Mangel wird durch Einfithrung von ,,Hyperfunktionen“ behoben.

[e.9]

a) Wir kénnen / ¢'®¢ d¢ einen Sinn verleihen, indem wir setzen

1 . .
) = lim —(el"* — e 1%¢) =
=k

2sin(k 2
= lim 2sin(kz) = lim T}, wobei T}, := Esin(k’x) € &R) C Li (R) c D'(R).

k—o00 x k—o00
Wir fassen also hm als Limes in D'(R!) auf.

b) Berechnung: Fur ¢ € D(R) mit suppp C [-N, N] gilt klim (p, T}y =
—00

N N
hm 2/ gp(x)M dz =2 lim plz) = #(0) -sin(kz) dz+
k—o0 X k—o0 X
-N NS~
=up(z)
N L
+2¢(0) klim sin(kz) dz = (partiell integrieren und Substitution y = kz) =
—00
-N
= 2 lim (o( )COS(]“C)N 42 —fw (kz) da+
=2l (V@I )l [ eosth) ar
kN
+2(p, 6) lim Y 4y =0+ 0+ (i, 270),
—00
—kN
d.h. in D'(R,) ist hm f el®t d¢ = 276(x).
k—oco *

In S. 41 werden wir sehen, dass das aus der Gleichung F1 = 274 folgt (indem man
Jim Y (k—¢]) =1 in 8'(Rg) verwendet).
—00

Einen Zusammenhang mit Fourieranalysis werden wir auch bei den folgenden 2
Limites erkennen (S. 45).
a) Fiir m € N gilt Jim tme =0 in D'(RL), denn lim (p(x), tme'"") =

—00

t—00

1 4\ Lour [ .
= lim " o(z) (m) et dr = lim ;im“/ @ (z)e' dz = 0, da fiir p €
—00 —00

/go(m“)(x)eimtdm Sma[éi}go(m+1)(a7)|- / dz.
Te

—00 supp ¢

D(R) gilt




00 ) N ] ) i(2N+1)z _ 1
b) In D'(RL) gilt > ek .= lim etfr — lim e Nw. e
N

Ei(N+1/2)x _ (—i(N+1/2)z sin((N + l)x)
= lim . . = li , 2
N—o00 elz/2 — g—iz/2 N—o0 5111(92—”)
Wenn ¢ € D(R) mit supp ¢ C (—2m,27) (dh. ¢ € D((—2m,27)) so ist ¢(z) :=
x
p(r)  —— € D(R)

sin(Z)

= (p, i el*?) = lim / 1/1(x)Sin<(N + 1/2)x) dg PR mp(0) = 27p(0) =

k=—o00 N—oo €T

= (p,2n5), d.h. > el = 274.
k——oo (—2m,2m)
Da k(@ +2m) — otk fiir [ € Z, folgt Y. elf® = 27 - Dotz
i (2(1-1)7,2(1+1)7)

Wenn wir eine Partition x; der 1 zur Uberdeckung {(2(1 — Dm,2(l + )m) -
1+1

| e Z} von R wilhlen (2B xu(r) = 0(r — 2im)/ 3 (e — 2jm), () =

0 x| > 3m/2,
e /AP (o] < 37/2 )

= {p, 3 o) = (S, X &)

(nur endlich
viele #0)

=2r > 2lm) xi(2lm) = (9,21 > o), dh. YD e* =21 ST o
l SN——

- l=—00 k=—0o0 k=—00

(In § 2, Bsp. 8, S. 19, werden wir mit dieser nur distributionell sinnvollen Gleichung

e k

die absolutkonvergente Reihe > 008152 z)
k=1

auswerten. )



C) Etwas Theorie

Satz 1 Es sei T : D(Q2) — C linear. Dann sind dquivalent: (i) 7' Distribution, d.h.
Vor — 0in D(Q) : (¢x, T) — 0; (ii) VK C  kompakt: 3C > 0: I3m € N : Vp € D(Q)
mit suppy C K : [{p, T)| < C 3 rnez?(!ao‘go(:c)‘.

n
aeNO

la|<m

Interpretation Wenn D({2) als lokalkonvexer topologischer Vektorraum definiert wird,
so heiBft (i) dass T folgenstetig ist, (ii) dass T stetig ist, und Satz 1 sagt, dass dies
aquivalent ist.
Beweis (ii) = (i): ¢x — 0in D(Q) = IK C 2 kompakt: [Vk € N : supp ¢ C K]
und [Va € Nj : rglealgqao‘gok(x)‘ — 0] = (¢g,T) — 0 wegen (ii).
(i) = (ii): Indirekt: Annahme: 3K C Q kompakt: Vk € N : [T, € D(Q) mit
supp ¢, C K und ‘(gﬁk,T}’ > k|;k mee}g_c}aawk(a:)’ =: a)

al<k T

1
Setze @y := &—l/)k: — pr — 0in D(Q) und Vk € N : |<<,0k,T)‘ >1 = §
k

Satz 2 Essei f € C(Q), d.h. f:Q — C stetig, x € D(R") mit x : R" — [0, 00),
x(z) =0 fir |z| > 1, /X(x) dz =1.

-1
(Z.B. X(x):(/ e—1/<1—lw2>dm) ce M=) Ly (1 — |2)),
lz|<1

Q= {z € Q:d(z,R"\Q) > 2 und |z| < k} fiir k € N,
fr(x) = /f(y)x(k(x —y))k" dy. Dann gilt:

Qp
(i) VE e N: fr, € D(Q);
(ii) fr — f gleichméBig auf kompakten Teilmengen von Q, d.h. VK C € kompakt:
Ve>0:dIN eN:VE> N :Vre K : ’fk(x)—f(a:)}<e

Interpretation D(Q2) C C(2) dicht, wenn C(2) die Topologie der gleichméBigen Kon-
vergenz auf Kompakta hat.

Beweis (i) f(z) = 0 fiir d(z, R"\Q) < 1 oder |z| > k++ => supp fi C 2 kompakt.
Auflerdem kann man (mit Lebesgue) unter dem | differenzieren. Also ist fi € D(1).
(ii) Es sei K C Q kompakt.

Falls {y : [z —y| < 1} C Q soist f(z) = /f(x)x(k(x—y))k”dy. Wenn also k
Q

k
so grof ist, dass {y : 3z € K,|z —y| < £} C 4 (2.B. wenn d(K,R™\Q) > 2 und

10



max lz| <k — 1), dann folgt Vz € K
xe

£(@) — fulo)] < / £(@) = F@) X (b — )" dy < e
{y:lz—y|<1}

wenn auflerdem k so grofl ist, dass

1
VxEK:Vymit|:z:—y|§E:!f(:n)—f(y)‘ge. H
Satz 3 Es seien f,g: ) — C lokalintegrabel. Dann gilt:

Ty =T, (vgl. S. 2) <= f =g fii.

Interpretation Fiir lokalintegrable Funktionen ist Gleichheit f.ii. dquivalent zur Gleich-
heit im Sinn der Distributionentheorie.

Beweis ,, <" ist klar.

Um ,,=“ zu zeigen, konnen wir oEdA g = 0 voraussetzen. Dann ist die Voraussetzung

Ty = 0, d.h. Vo € D(Q) : /gp(:ﬁ)f(:l:) dz = 0 und wir miissen daraus f(z) = 0 f.ii.

Q
folgern.

a) Nach Satz 2 gilt fir h e C (Q) dass hy — h gleichméfig auf kompakten Teilmengen
von ) (wobei hy(z f h(y)x (k(z — y)) k" dy wie in Satz 2).

Wenn supph C Q kompakt ist, so verschwindet h; — h aulerhalb einer festen kompak-
ten Teilmenge von € fiir groes k& = hy — h gleichméfig auf Q@ — (Lebesgue)

/h(x)f(x) dr = klim /hk(x)f(a:) dr = 0.
—00
- _ [ f@/If@)] + z€eK, f(x)#0
b) Es sei K C 2 kompakt und F'(x) .—{0 v & K oder f(x) =
Dann ist F' messbar und beschrénkt. Wenn wir noch zeigen, dass 3K C L C () kompakt:
3F}, € C(Q) mit supp F}, C L, Vo € Q: |Fp(z)| < 1, und F, — F f.ii. in Q, so folgt
nach Lebesgue

/\f |da:—/f dx_klggo/f(x)pk(x)dxa:)o
4

— Mab ({z € K : f(z) £0)) < i:élMaB{xeK:U(x)\z%}:O.

Da Q = U , K; C Q kompakt (z.B. {K; : j € N} = Menge aller abgeschlossenen

Kugeln in Q mit rationalem Mittelpunkt und Radius) folgt f(z) =0 f.i. in Q.
¢) Laut MaBtheorie existieren Treppenfunktionen tj, d.h. t; von der Form
> o xa, ,die gegen F(z) f.i. konvergieren. Wir kénnen A; C K und Vz €

endlich €C char. Funkt.
A; disjunkt von A;
A;EB(R™)

11



[

T
|cvi

gr, stetig, gr = ty fi., 3L C Q kompakt: Vk : VI : (suppgr; C L) A (Vo €
—00
Q¢ |gra(z)] < 1), 50 Iy € N2 MaB {z : |gr(2) — ti(z)| > 1} < 27" (da sonst

Q- ’tk(x)‘ < 1 voraussetzen (sonst nehme A; N K statt A; und

statt «;). Wenn

llim / |gka(x) — te(x)| dz # 0). Dann folgt gy, — F f.i.
—00

L
Denn: Vk € N: {z € Q: lim g;,,(z) # F(z)} C {z € Q: lim ¢;(z) # F(2)} U
j—o0 j—o0

J/

Ma 0
U {x ceQ:d>k: ‘gm(x) —tl(x)| > %}
MaB;,Ql*’c

d) Es gentigt daher x4, A C K, A € B(R") durch stetige Funktionen zu approximieren.
Das Lebesguemaf ist regulir = Ve > 0: U D A offen: / dx < e. Nach dem Argu-

U\A
ment in ¢) geniigt es xy zu approximieren. Wir kénnen U C L := {z € Q : d(z, R"\Q) >

$d(K,R™\Q) und |z| < 1+mz}§< ly|} voraussetzen. U = |J Bj, B; offene Kugeln (vgl. b))
ye j=1
= Xy =supx . . s geniigt daher y , zu approximieren (Argument wie in c).

leN U Bj U B;
j=1 j=1

Es sei gjm € C(Q) mit 0 < gjm < xp, und Vz € Q: lim g;,(z) = xp,(r) = Vz €
m—0o0
e e gm0 =X (0 -
j=1

12



D) Ubungen

Ubung 1 Bestimme in D’'(RL)

. . 2 3
2) Tim vEe e, b Tim SR oy gy S gy €

k—00 e\0 €T t—00 ta? e\,0 (l‘2 + 62)
und mache Skizzen der Funktionen!

Ubung 2 Fiir welche A € R konvergiert Jim Y (x)e " in D'(RL)?
—00

Ubung 3 Bestimme in D’'(R?)

n

: : An—klz : A
a) ll\l;%m, b) k;h—{Eok e | |7 )\STL, C) }1%1{%]’% (SRSnfl, )\2 l—n,

d) lim RMgge-1, A € R, wobei {p, 6ggn-1) = / o(x)ds(r) = R"! / o(Rw) ds(w),

R—o0
lz|=R Sn—1
vgl. auch S. 32.

Y(x

Ubung 4 Zeige lii% {—_O +1Ine- 5] = 27" in D'(R') wobei
€ €

1

<g0,m+1) = / de + / de, siehe S. 7 u. 19.

T T
0 1

Ubung 5 Es sei ¢ € D(R"). Welche der Folgen
1 1
) ola) b kel o) pe(3)
konvergieren fiir k¥ — oo in D(R"), welche in D’'(R™)? Skizze!

Ubung 6 Fiir A € C mit Re A > —1 sei T) := 2} := Y(2)2* € L} (R!) € D'(R') und
fur)\E(let—k—1<Re)\< —k, k€N, sel(furngD(Rl))

k—
x]}x d:v+/g0(a:)x dz
1

(0. T3) =/[ oy

7=0

- ©)
und (p, 2 ) = (@, T)) + Z:: <;0+—§\())1) (letztes fir —AZ N).

13



a) Zeige, dass Ty € D'(R') und x - T\ = Th ;.
1

b) Zeige, dass vp— =Ty — T_1(—x) (wobei T_1(—x) =T_; o (x — —x), vgl. S. 6).
x

c) Zeige, dass fir ReA < —1 T) nicht homogen ist, z3 aber fiir alle A\ € C\(—N)
homogen ist vom Grad A\ und ebenfalls x - 3 = xj\fl erfullt

d) Zeige, dass fiir A € C\(—Ny) gilt (¢, 2}) = =Mp, 237" (dh. (z}) = Az},

vel. S. 15, 18).

e) Zeige, dass fir —k —1 < Re A < —k, k € N, gilt

. k=1 (i
<<,0,:ri>=/ { Z“O mﬂ]x dz, ¢ € D(RY).
=
Ubung 7 Essei f:R" — R C', M := f~10), Vo € M : Vf(z) #0

g = Y. dr! ® da’ € T2(R"™) sei die Standardmetrik. Zeige fiir 9, f(zo) # 0 in den
j=1
Koordinaten 2!, --- 2"~ ! auf M bei z :

9f-0if
a hi;dx' @ da?d mit hy; = §;; + ——2—.
ol = 3, T gy
b) det ((hi;)i;21) = IV fII?/(0nf)?, d.hr. das kanonische OberflichenmaB auf M ist (bei
Vf
s = 0 g

~--daz" ! (wobei da! - - -dz" ! = |dzt A - Ada™ ).

Y(f)-Y(f -
¢) Bestimme §(f) := li{% /) (/= € D'(R™) durch ds (siche S. 32).
x2e y2 €
d) Was ist z.B. 6(—2 + = 1) € D'(R?) fiir a,b > 07
a

Ubung 8 Zeige: |z|™ € D'(R") ist durch

g [0 L [ P@ e
(o, 2] >_|I|Z1 et +|I|Zl ldr e DY)

ol

2

wohldefiniert und erfiillt |z|™" = li\lz%

Ist |z|~™ eine homogene Distribution?

14



§ 2 Trager und Ableitung in D’

A) Definitionen

1) a) Fir T € D'(2) sei suppT = Q\{z € Q: e > 0 : Vpp € D(Q) mit suppp C
{y:|z—y| <e}:{p,T)=0}. (suppT heift wieder Trager von 7.
b) Wenn supp 7" kompakt ist, so heifit 7" Distribution mit kompaktem Tréger.
¢) Wenn f € E(R™) und T € D'(2) mit kompaktem Triager, K := supp T, so sei
(f,T):=(f-x,T), wobei x € D(£2) und X‘U =1, K C U C Q offen (wohldefiniert
nach Satz 4, S. 23).
d) Nach ¢) ldsst sich eine Distribution mit kompaktem Trager auf R" fortsetzen
(d.h. auf D(R™)) und sogar auf £(R™) definieren. Daher

E'(R™) :={T € D'(R") : supp T kompakt}.

(Dies ist tatsichlich der Dual von £(R"), wenn dieser Raum mit der Topologie der
gleichméfligen Konvergenz aller Ableitungen auf Kompakta versehen wird. Wir
bendtigen das nicht.)

2) a) Fir a € Nj und T' € D'(2) werde 0*T € D'(Q2) definiert durch (p,0°T) =
(=1)l*l 0%, T) fiir ¢ € D(Q) (Motivation: § 1, Bsp. 7, S. 5 und Bsp. 2, S. 16.)
Dann ist 0% : D'(2) — D'(Q2) linear und folgenstetig.

b) Wenn P(z,0) = > ao(x)0%, a, € £(), ein linearer partieller Differential-
|la|<m

operator der Ordnung < m mit C*-Koeffizienten ist, so ist P(x,0)T € D'(Q) fiir

T € D'(§2) nach a) und S. 1, 2)b) definiert.

c) Wenn P(0) = Y. a,0% wie in b) aber mit konstanten Koeffizienten, so heifit

laj<m

FE € D'(R") Fundamentallosung von P(9) :<= P(0)FE = 6.

B) Beispiele

1) a) Offenbar ist supp T C Q abgeschlossen, denn wenn z € Q\supp T, so Je > 0 :
{y: |z —y| <e} CQ\supp T, d.h. Q\supp T ist offen.

b) Wenn f € C(Q2), so ist supp Ty = {z : f(z) # 0} o Q. (Der Deutlichkeit halber
unterscheide ich hier zwischen f und T%.) Denn wenn xy € Q\{z € Q : f(z) # 0},
so de > 0 : Ve mit |[x — x| < e€: f(x) =0 = Vp € D(Q) mit suppy C {z :
|z — x| < €} : (p,Ty) = [(x)f(x)dz = 0. D.h.: Q\{z : f(z) # 0} C Q\suppT}.
Umgekehrt, wenn zo € Q\supp T und € > 0 mit Tf‘{x:\x—xol«} = 0 so folgt aus
Satz 3, S. 11 (bzw. hier mit einem direkten Beweis mittels Satz 2, S. 10), dass f =0
fi. in{z: |z —xo <€} = (da f stetig) = Vo mit |z —x¢| < e: f(z) =0.
Also: Q\supp Ty C Q\{z : f(x) # 0}. Somit: supp Ty = supp f.
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¢) Wenn zy € R", so ist suppd,, = {zo}, denn wenn supp p C R™"\{zo}, so ist
(0,04,) = @(x9) = 0 und nach Bsp. 1, S. 2 Jp € D(R") : ¢(xq) # 0.

Also ist 0, € E'(R™). Fur f € E(R") ist natiirlich wieder (f,d,,) = f(zo).

d) Wenn a € N2, x5 € R", so gilt (¢, 0%0,,) = (=1)l*-(0%p, 8,,) = (=11 (0%p) (a0).
Dabher ist auch supp 0%9,, = {xo}. (Allgemein gilt, wie leicht zu sehen ist, supp 0*T C
supp 7'.) Die Distributionen mit Trager {z(} konnen genau beschrieben werden:
Nach Satz 7, S. 24, ist supp T’ C {zp} <= FP(0) = Y. o 0*: T = (Y @aa0*)dy,.

aj<m €C la|<m

e) Wir wollen noch f - 0%J,, bestimmen fiir f € ER"), a € Nj, 2o € R".
Nach S. 1 Q)b) ist <907f ’ aOé(saso> = <90 : faaa5w0> = (_1)\04604(90 : f)(iUo) =
(=1l E ( )(0°9) (o) - (9* P f)(wo) = 35 (5)(0°7Ff) (o) - (=1)* PN, 0%6,,),

<«

d.h. f- aa zo — ; (g) ((_a)cx—ﬁf) (550) ) aﬁ(sxo'

Sa

Wenn T € C1(Q) € D'(Q), so stimmen §;T im klassischen und im distributionellen
0 ) gilt fir ¢ € D(Q) :
x

i

Sinn iiberein, denn (mit 0; :=

(0, (0;T )Klassisch) = / o(2)0;T(x)dzr = (partiell integrieren)

= —/3¢90($)T($) dz = — (0,0, T) = (¢, (0:T) distributionell) -

Q
Analog fiir hohere Ableitungen 0“. Das ist der Grund, dass 0% so definiert wird
wie in S. 15, 2)a).

Wenn Y (z) := éizg’ } € LL .(RY) (vgl. S. 7, Bsp. 9b)), so gilt fiir ¢ €
D(R) : -

dy — (Y — / _ < — (0
<90’ dz > (Def. Abl) <SO ’ > Def Lll CD’ go (Hauptsau Sp(x) |0 gp( )

oc 0 J —rechn.)
(p,0), d.h d Y=Y =96 d d Di i
h, —Y = = ¢, wenn wieder ' := — in einer Dimension.

(Def 8) $00 dx ’ dz

d
Y ist also eine Fundamentallésung von e Klarerweise ist auch (Y + c)’ =0 fiir
x

¢ € C. (Z.B. ist also auch —Y (—z) = Y —1 eine Fundamentallssung von =-.) Nach

d
Satz 6, S. 24, haben alle Fundamentallosungen von P die Form Y + ¢, ¢ € C.
x

Beachte, dass Y die einzige Fundamentallosung mit Tréger in [0, 00) ist.

Allgemeiner als in Bsp. 3 sei f : R — C stiickweise stetig differenzierbar mit einer
ydiskreten® Menge S von Sprungstellen, d.h. VK C R kompakt: K NS endlich.
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Die Funktionen f und f’ seien links- und rechtsseitig stetig in allen s € S. Dann
ist
0 : zebl

stiickweise stetig und daher [f'] € L{ (R) C D'(R).
Fir s € S sei f, := li{n f(z) — 11;n f(x) € C. Wenn wir auch f € L} (R) C D'(R)

auffassen, so gilt dann f' = [f'] + > fs0s, denn wenn ¢ € D(R), so ist
ses

[f’]:R—>(C::c»—>{ fla) = weR\S,

[e.9]

(o0 f')y = —(gl o f) = — / o/(2)f(z) dz = (min® := +oo)

—o0
inf S min{t€S:t>s} 00

_ / S / o (@) f () dz P*E / o) [f'(@)] de + Y fup(s)

oo seS _so seS

Z.B. fiir f = |sinz| 1st J/ =sign(sinz)cosz und [’ = —|sinz|+2 " §jr.
jez

Wenn P(%) = (%)m + cm_l(%)mfl + -4 ¢y, ¢ € C, ein linearer, gewohn-

licher Differentialoperator mit konstanten Koeffizienten ist, so kann man seine
m

Fundamentallosungen bestimmen. Es sei P(x) = [[(x — A;) und der Einfach-
j=1
heit halber seien die Wurzeln Aq,---, A, € C von P paarweise verschieden. Wenn

Z a;Y (x)ed® mit noch unbestimmten a; € C, so ist £ € £(R\{0}) und

P(dm)E‘R\O
Weiters ist E € L1 (R) € D'(R), da E bei 0 beschrankt ist. Nach Satz 7, S. 24,

loc

ist daher P( I)E eine Linearkombination von Ableitungen von d. Fiir z \, 0 ist

Z R = Zlaﬂr (ZlajAj)I+%(ZlajA?)$2+
j=1 j= j= j=

1 1 ay 0

_— B A e Ay : :

Wenn (aq,- - ,a,)" die Losung von . = 0
AP el a'm 1

ist, so gilt daher £ € C™?(R) und li{‘% E(=Y(z) = 1. Dann ist nach Bsp. 4
EU) ¢ LL (R) fir j < m —1und E™ = [E(™)] 4+ § mit [E™)] € LL (R). Also
folgt P(£)E = [P(L)E] +5=0.

ai, -+ ,a,, lassen sich explizit bestimmen: Nach dem Residuensatz ist fiir £k =
0,---,m—1und Ny > _max |\
=L m

17



P AP 2 .-
2P0 " m ) P T oA / P
|z|=No |z|=N \
0:k=0,--- ,m—2 1 m Y (x)e”
) ) ) C— E = IS
LV = 9=y T E PO

Z.B. hat C{"—; — 1 die Fundamentallésung Y (z)sinh (z).

Mittels Satz 6, S. 24, lasst sich induktiv zeigen, dass jede Losung T € D'(R) von

P (%)T = 0 eine klassische Losung ist, d.h. jede Fundamentallosung von P(%)

m Y
hat die Form ) b; + Yio) e’®. Insbesondere ist E oben die einzige Funda-
=i\ec  P'(N\)

mentallosung mit supp £ C [0, 00).

Y
a) In Bsp. 9b), S. 6, 7 haben wir 7' € D’'(R) mit T|]R\{D} = ﬁ

struiert. Viel eleganter und allgemeiner gelingt dies mit Differentiation. Fiir A € C

A
mit Re A > —1 sei 3 € L] (R) durch die lokalintegrable Funktion { 2% @ >0,

€ Ll (R\{0}) kon-

loc

0 :2<0
gegeben.

o) [e.e]

. 14 _ A o . A
Fiir Re A > 0 gilt: (p, L2 ) = —/ ' (x)zt de = —11{‘% o' (x)x™ dx

0 €
[eS)

=(partiell integrieren) = — lim [gp(m)x’\‘oo —)\/ o(x)z dx] = (Lebesgue)
eNO \q,_ez

—0 €
o0

= )\/ p(x)x* = (p, A}, d.h. (2}) = Az}~ " (Fiir Re A > 1 ist das sowieso

0
klar nach Bsp. 2, S. 16, da dann 3 C' ist.) Fiir A € C\{—1, -2, -3, } ist daher

die folgende Definition wohldefiniert (d.h. unabhéngig von m)

= e ) @)

wobei m € N mit ReA +m > —1.

Offenbar (da Einschrinkung und Differentiation kommutieren) ist dann 2

+IR\{0}

AL
die lokalintegrable Funktion { g i z 8’ } € L (R\{0}).

Analog definieren wir z.B. 27" := (Y (z)In x),.
b) Wir wollen z.B. xf’/ > und 27! auf Testfunktionen ¢ € D(R!) auswerten.

—3/2 —1/2y, ;—1/2
a) (v = —2(p = 2(p', x
) < ,LL’+ > (Def _3/2) < ,(.%_1_ ) > (Def. AbL) < y 4 >

N ( )

Def. Ty
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[ @) 0 [2p() | 790(96)
2/ \/E dz (Lebesgue) 2 11\1% \/E o (partiell) 61\1}(1] \/E + x3/2
0 € €
el 200 . 720@) / d
— dr — - dz — i
(einsetzen) 11\1:‘1(1] [/ x3/2 o \/E (w(s)*vf(o) —>0) 61\1‘% x3/? v SO(O) x3/2
€ Ve € €
p(z) —¢(0)

0
Eine Darstellung als Grenzwert:

(. a7”) = lim UO igﬂ/”z dz — 2“0—\/(20)} =lim <¢, % - \% 5> d.h.

B) (p, 27 = <90, (Y () lnx)l> / () Inzdr = —hm/ r)Inzdr =
~liy gl e+ / 2 o) = wogen (o(0) = 9(0)) lne - 0) =

00 1 o)
— lim| /df“ /90( } /%0 dH/ﬂ
6\0 xT X X
0 1

vel § 1, Bsp. 9)b), S. 6 und 7.

Wir koénnen nun auch die Sochozkij’schen Formeln (§ 1, Bsp. 6b), S. 4 und 5)
eleganter beweisen:

1

Wie in ) oben sieht man, dass (In |ZL‘|)/ = vp —. AuBlerdem ist fiir € > 0 In(z=ie) €
x

C*(R) Cc D'(R) und li\ry% In(x £i€) = In|z| £ irY (—x) (Lebesgue).

Daher folgt llrr(l) iy li{%(ln(x + ie))/ o) 5015 (ll\r{% In(z + ie)), =
1
= (In|z| £ ti(—x)) = vp — Fimd.
x
> cos(kx)

M=

mit distribu-

Wir wollen die absolutkonvergente Fourierreihe f(z) : 12
1

k "
tionellen Mitteln berechnen. In D'(R!) gilt f” = ( lim cos( x)) =
N—oo =y k2 (2a), S. 15)

11 = . 1
- 1 k -z ikz = —— dokr. Nach Bsp. 4,
1\7131<><>,§Z cos(kz) = 2 2 k,:z_ooe (§ 1, Bsp. 11 b), S. 9) 2 W,gz o ach bsb
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S. 16 und Satz 6, S. 24, ist f' = g— T [i] + const (wobei [—] = groBtes Ganzes)
m

2

und daher f = %—wx{;} + 72 {;] ({2&} +1) + C1 + Csyx, C; € C.
T T T

%—l—Cl—l—ng . iL’ZO

Spezell fiir [x] < 2 ist f(z) = { 4
peziell fiir x| < 27 ist f(z) {%—I—C’l—l—sz—I—ﬂx <0

Da f eine gerade Funktion ist, folgt —Chx — mx = Chr = Cy = —g.
) > 1 2 ) 2
Wenn wir noch f(0) = 26 verwenden, so erhalten wir Cy = 5 und
k=1
? rmr 7wt (v—-m? P
- - 4 = <z< .
f(x) 1 2+6 1 12,O_x_27r
1016
/\ . A . A
—T[2/12 \9/ \e/

Da f periodisch mit Periode 27 ist, ist es damit festgelegt. Ahnlich lieBe sich
o k .
kgl Z(;Sj_—jg, a > 0, bestimmen, vgl. Ub. 8.

1
Wir wollen zeigen, dass ——— € L _(R?) eine Fundamentallésung von

47T|ZL‘| loc
Az = 07 + 05 + 05 ist.

Es sei r := r(z) := |z| und x € D(R!) mit x(¢) = 1 fiir ¢ nahe bei 0. Dann
1—x(k 1
ist in D'(R?) lim 1= xtkr) = — (denn mit Lebesgue gilt lim {p(z), —I_X(M)> =
k—oc0 r r k—oco r

f3 29 d fiir ¢ € D(R?)).
R

AuBlerdem ist 1—+(/{:7’) € £(R?) und wegen As(f(r)) = (33 + %&)f = 183(7"]“)

()t a0

r r
1 —k}2 1" k
Daher folgt As— = lim w
r

k—o0 r
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10)

"
k
Fiir o € D(R?) ist [ := (p, Azl) = klim —kZ/gp(x)w dr =
—00 s xXr
= —klim kQ/X”(k:r)r dr // ¢(rw) ds(w) (d.h. in Kugelkoordinaten
—00
0 lw]=1
sin ¥ cos r 2n
w= [sindsing |, ds(w) =sinddedd, dz = r*drds(w), [[ = [ [ ). Mit
cos v lwl=1 " 9=0¢=0

der Substitution kr = u und Lebesgue folgt:

I=—lim 7 Cudu [ w(%) a5) = —4(0) [ dste) 7 X" () du =

0 |w|=1 |w|=1
= —mp(0) | (] - [ )| = ~47p(0) x(0) = (. ~417)

1
und somit A— = —479.
r

1 —I'(%
Ebenso zeigt man, dass — Inr bzw. (2) fir n = 2 bzw. n # 2

2 2(n — 2)n/2pn—2
Fundamentallésungen von A,, = 97 + - - - 4+ 92 sind.

Wir wollen das Ergebnis von Bsp. 9 noch auf anderem Wege herleiten.
Wenn 7' € D'(R") homogen vom Grad A € C ist (vgl. § 1, Bsp. 7, S. 5, 6), so ist
9;T, j=1---,n, homogen vom Grad A—1, denn {p(cz), 9;T) = —{(9;(p(cx)),T)

= —c((9;¢)(cx),T) 0 o) —c- MO0, T) = = A1 (0 0,T).
Daher ist Az(%) homogen vom Grad —3. Aufierdem ist 1 € E£(R*\{0}) und

As(2) = 0, d.h. suppAz(%) c {0}. Nach Satz 7, S. 24, ist dann AzL =
> aaﬂgc\%o}ﬁir einm € Nund a, € C, a € N}.
‘\O;\lfzgn > a,0% homogen vom Grad A ist, so gilt Vo € D : Ve > 0 :
<go(cx)lf|§£ 1a0°0) =3 an(—c)9%p(0) = c‘A_"‘ |Z ao(—1)1%19%(0).
al<m al<m

Da {¢" : r € R} linear unabhéngige Funktionen von ¢ € (0, c0) sind und ¢ € D mit
0%p(0) # 0, |a| < m gefunden werden kann (z.B. ¢ = Polynom -x, x € D, x =1
bei 0), folgt A = —n —k, k € Ny, und a, = 0 fiir |o| # k. In unserem Fall gilt also
A3% =a-d, a € C. (Da % reellwertig ist, vgl. § 1, Bsp. 6 d), S. 5, muf a € R sein.)
Wenn x € D(R'), x = 1 bei 0, so ist ¢(z) := x(r) € D(R?) und (p, Azl) =
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11)

o0

(Mg, ) = dm /

0
Somit: A3% = —4md.

L. Ly <
;@ [rx(r)} = r*dr = 470, (rx(r)) ‘0 = —4r.

Es gibt noch einige Wege, A;;% = —470 zu zeigen. (Z.B. kann man A3% =
1 1
lim Aj (—) berechnen.) Man beachte, dass alle diese Beweise, dass ———

e\ V]z|2 + €2 dmr

1
eine Fundamentallosung von Asj ist, nur ,verifikatorisch® sind, d.h. T nicht
T
konstruktiv gefunden wird. Dies ist z.B. mit Fouriertransformation méglich (s. § 4).
Wir wollen Ag% = —47d noch auf dem traditionellen Weg iiber den Satz von Gaufl

Y(r— 1
verifizieren. Fiir € > 0 sei f, := Yir=e € L (R?). Dann ist — = li\I‘I(l] fe in D'(R?)
r T

loc

(Lebesgue).
Fiir 4 € D(RY) st (1, 00) = (8w ) = [ T Aw()ds

|z|>e

1 1 1 1
= / [div (—Vv,b) —V¢ -V-|dx = / ldiv <—V¢) — div <¢V—>+
T T r r
|z]|>e |z|>e
1 1 1
+9 A | do = (GauB) = / (;w —wv;) : ( —% )ds(x)
=0, da |z|=¢ AuBen-
|z|>e normale
2T
1 w 9 . ) T
=— —Vip(ew) + Y(ew) = | - w - € sind dpdd), wobei w = — =
€ € r
=0 9=0
sin ¥ cos o
= [ sindsing | = (¢, AL) = 11\1%(@&,Af6> =0 1{%//@0(6w) sin v dpdd =
cos v 5 0
= _47T<w7 5>
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C) Etwas Theorie
Satz 4 Essei T € D'(Q), ¢ € D(Q), suppe NsuppT = (). Dann ist (, T) = 0.

Interpretation T|Q\SuppT = 0 wobei Q\supp T = {21 C Q offen: T'|o, = 0}.

Beweis supp ¢ C Q\suppT = Va € supp ¢ : 3 offene Kugel B C Q2 mit = € B
und T'|p = 0; supp e kompakt = 3l solche Kugeln By, -+ ,B; : suppp C
l

UB = Q\suppy, Bi,---,B ist eine offene Uberdeckung von =
=1

P

(Zerlegung der 1-Lemma, S. 59 Vorl. , Diffb. Mfkt.“)

= Ixo," i € E(Q) ¢ (supp xo = Q\supp ¢, supp x; < Bj, j =1,
!

und (Vz € Q : ij'(x) =1) = ij €EQ), p=1¢- pr ex; € D(B)),

Jj= Jj= Jj=1

j:]-a"'7l S _<Z¢XJ7T> SOXJ’T|B> O

Satz 5 Essei Q= Q, 0#Q, Q CR"”offen, i € I.

il
Dann gilt: a) Wenn S, 7 € D'(Q) und Vi € [ : S|Q, = T’Q_ = S=T;
b) wenn T; € D'(Q;) wnd Vi, j € I : T, ., =

— AT eD(Q):

Interpretation D’ ist eine Garbe.

Beweis a) Aus der Voraussetzung folgt Vi : ; C Q\supp (S —7T) = supp (S —
T)=0 = (Satz4) S=T.

b) T ist eindeutig nach a). Zur Existenz: x; € £(§;), @ € I, sei eine lokalendliche
C>-Zerlegung der 1 zu Q; (,,Diffb. Mfkt.“, S. 59), d.h. [Vi € I : supp y; C €] und
VK C Q kompakt: x;|,. = 0 fiir fast alle ¢ € I] und [Vx € Q : > xi(x) = 1].

el

[«
Definiere fiir ¢ € D(2)

T):= i T die S ist endlich
(o, T) Z( ex; ,T;)  (die Summe ist endlich)
el eD()

Offenbar ist 7" linear. Wenn ¢, — 0 in D(Q), so ist grx; — 0 in D(€;) und
wrx; = 0 fiir alle k£ und fast alle ¢ € I und daher (@, T) — 0. Also ist 7' € D'(Q).

Wenn ¢ € D(;), so ist (p,T) = Z<¢X1,Tz> > (exi Tilaune,) =

iel
— Y (oxi Tilouna,) = (9, T), dh. Viel: Tlo, = T,
icl
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Satz 6 a) Zu di :D'(R) — D'(R) : T — T" gibt es eine folgenstetige, lineare
x
Rechtsinverse I : D'(R) — D'(R) (d.h. &L o I = idp ).
d
b) kerd— =C,dh S, TeDR), =T = FJceC:T=5+c
x

Interpretation In D'(R) existieren Stammfunktionen wie in der Differential- und

0
Integralrechnung. Das Analoge gilt auch bzgl. e in D'(R™).
Ly

Beweis a) Es sei ¢ € D(R) mit /OO Y(x)dr = 1. Fir ¢ € D(R) sei
o(z) == p(x) — w(:v)/ p(t)dt = @ € D und / P(r)de =0

xT

— B(r) = —/ () dt € D(RY).

—0o0

Dann ist D — D : ¢ — ¢ linear und folgenstetig = I : D'(R) — D'(R) :

T — (¢ — (¢, T)) ist wohldefiniert, linear und folgenstetig.

[e o]

Fiir ¢ € D(R) ist ¢'(x) = ¢'(x) — () / P(t)dt =¢/(z) = J(x) =

—0o0
xz

=— / P(t)dt = —p(x) = fiir T € D'(R) ist (¢, (IT)) = — (o, IT) =
= d |

= —<@,7T> = <QD,T>7 d.h. a ol = ldD’(R)‘

b) Wenn 7' € D'(R) mit 7" = 0, so folgt fiir p € D wegen ¢' = —¢ dass

<90,T>=<—s5’+1/1-f@(t)dt,T>=<¢,T/>+/w(t)dt~<w,T>

=0+ (p,c), wenn ¢ := (¢, T). O

Satz 7 Esseienzy € Q, T € D'(Q2) und supp T = {z(}. Dann Im € N: Va € Nj
mit o <m:Ja, €C:T = > a,0%y,.

laf<m

Interpretation Distributionen mit punktférmigen Tréger sind endliche Linear-
kombinationen von Ableitungen von deltas.

Beweis a) Es geniigt 2 = R™ und 27 = 0 zu betrachten. (Genaugenommen ver-
wendet man zuerst Satz 5 mit I = {1,2}, Q3 =Q, Qo =R"\{zo}, 1 =T, T, =0
und verschiebt dann zy nach 0.)

b) Nach Satz 1, S. 10, 3C' > 0: 3m € N : Vp € D(R") mit
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suppp € {a: [o] < 1} : (9. T)] < € % max |9°p(a)]

a€Ny |z[<1

lal<m
1
Es sei x € D(R™) mit supp x C {z : |z| < 1} und x(z) =1 fir |z| < 3

Fiir ¢ € D(R") und t > 0 sei ¢¢(x) := @(x) - x(tz). Wegen 0 & supp (¢ — ¢¢) ist
dann (nach Satz 4, S. 23) (o, T) = (¢, T).

Weiters sei ¢y (z) :== ) 0 90'(0) x® - x(tx). Dann gilt
|o¢\§m Ql
(o, T) = <wt,T(% + ((SO)t — U, T)
“p(0
B | IZ: zl (xox(tx), T) + (pr — ¥, T)
al<m :
= | Iz: aa<907aa6> + <()0t - wt7T>7
al<m
(—1)l .
wenn a, = <aso‘x(t:v),T>. Beachte, dass a, von t unabhéngig sind, da

a!
0 & supp (z°x(t1z) — 2®x(tox)) fiir t1,25 > 0.
Es geniigt daher zu zeigen, dass tlim (pr — Uy, T) = 0.
— 00

Wenn f(z) = pla)— 3 220

|

lo|<m Q.

mit |z] < 1:Vy e Njmit |[y] <m: |6Wf(a:)’ < Oy|z|[™ =1 Daher ist fiir |a] < m
und ¢ > 1:

9° () — m(@)! = ; (Z) e

< Z (g) Pl max ‘8ﬁx(aj)’ . g—m—1+a—p] < 02t|a|fm71 -0

B<La i<t

% soist ¢, — 1y = f(x)x(tx) und 3C; > 0 : Vz

o° (X(tac))

a—p
max [0°77 (@)

max
lz|<1

fiir ¢ — oo und folglich tlim {pr — 1y, T) = 0 wegen der Ungleichung in der 2. Zeile
— 00
von b). O
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D) Ubungen

.. 1
Ubung 1 Zeige (In \x!)/ =vp—
x

a) mit der Definition der Ableitung in D'(R!) (vgl. S. 19);
b) mittels In |z| = 11{1(1) [Y(|m| —¢€)In |x|] (vgl. S. 17);

c¢) mittels In |z| = li\I(%lIl Va2 + € und S. 4 u. 5;

d) mittels Homogenitét und Paritét (vgl. S. 21 und 22).

Ubung 2 Bestimme in D'(R") a) £70%9, b) €00y, .

Ubung 3 Bestimme in D'(R!) (sin |:1:|)(2n), n € N.

.. 1

Ubung 4 Berechne Az~ als li{% As((r*+ €)Y, r = |z], z € R
T €

Ubung 5

a) Bestimme die radialsymmetrischen Losungen von (Asz — a?)f =0, a € C.

b) Zeige, dass —e‘”"/(47rr), r = |z|, € R3, eine Fundamentallésung des ,,Helm-
holtzoperators“ Az — a?, a € C, ist:

«) wie in S. 20, Bsp. 9;

1 1 1
£) mit Ag (—e‘“") € As~ + LL und unter der Verwendung von Aj <—> = —476.
r r r

loc

Ubung 6 Bestimme (9, + i9,) in D'(R%,) wie in S. 21, Bsp. 10.

T+ 1y
Ubung 7
a) Bestimme die Losungen von A, f(r) =0, r = |z| > 0.
b) Zeige wie in S. 21, Bsp. 10, dass

e ()
E= Inr firn=2und F =
27 2(n — 2)mn/2pn—2

Fundamentallésungen von A,, sind.

fiir n #£ 2

Ubung 8
ch (ar)

o 2
a) Folgere aus sh (ar) = am kl;ll (1 + %), dass mcth (am) =7 h(am) =

/ 1 00
= [ln |sh (om)‘] =—+ nglﬁ fir o € R\{0}.
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cos( x)
24 a?’

b) Berechne f(z) = Z z € [0,27], @ > 0, wie in S. 19, Bsp. 8.

. d2 2
Ubung 9 Berechne fiir @ > 0 die Fundamentallésung E € D'(R') von (F —a)
x

mit Tréger in [0, 00) a) direkt,

d’ Y
b) durch Differentiation von (@ - a) E, =90, £, = %Sb(\/ax), nach a.
d2 k
Was ergibt sich fiir (—2 — a) ?
dz
Ubung 10
Y (¢
a) Zeige, dass F = t())/2 e l#?/0) ¢ ist in R™1\0 und lokalintegrabel in
78 n

RIHL

b)7Zeige, dass (0 — A,)E =01in (t,z) # 0.

c) Folgere aus der Quasihomogenitit von E, d.h. E(c*t,cx) = ¢ "E, dass (0; —
A, E = ad. Zeige a = 1 wie in S. 21 durch Anwendung auf x(¢). (Das ist zwar

nicht in D(R™™!), lisst sich aber mit dem Grenziibergang x(t) = klim x(t)x %
—00
rechtfertigen.)

Ubung 11
a) f: R — R sei stiickweise C"™ mit einer diskreten Menge S von Sprungstellen.
Zeige induktiv, dass in D'(RY) gilt f™) = [f(™)] + Z S (fim= 1_k))55§k) (mit den

=0 se8
Bezeichnungen aus S. 17).

b) Berechne so (sin |a:])(2n) in D'(RY).
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§ 3 Tensorprodukt, Faltung, Regularisierung
und Zusammensetzung

A) Definitionen

1) Es seien S € D'(), T € D'(Qy), 0 # Q; C R™ offen, i = 1,2. Dann wird
S®T € D'( x ), das Tensorprodukt von S und 7', definiert durch
Vo € D( x D) : {p(z,y), S T) := ({¢(z,y), Sz), Ty), wobei z € O, y € Qs.
(Nach Satz 8, S. 35, ist dies wohldefiniert und gilt auch (¢, SRT) = ({¢(z,y),T,), Sz ).
Statt S ®@ T schreibt man oft S(x)T(y) oder &hnlich.

2) Die Folge n, € D(R?"), k € N, heifit 1-Folge <=
() VO >0:3JK e N:VEk > K :Vz € R* mit |2| < C:mp(z) = 1;
(b) Va € N2 : 3C, > 0 : Vk € N : [|0°Nk |00 < Ca.
S, T € D'(R™) heifien faltbar :<= Vo € D(R") : V 1-Folge () )ken :
]}Lrgo (mi(z,y)p(z+y), S®T) existiert (und ist dann notwendigerweise unabhéngig
von der Wahl der 1-Folge (n;)). (Dies ist z.B. erfiillt, wenn S € &'(R"), da dann

]inf(fc, Y)p(x+y), Se) = (p(@+y), m(2,y)S:) = (p(x+y), Sz) € D(RY) fiir groBes

«T', das Faltungsprodukt von S und 7', ist dann durch (p, SxT') = klim {(ni(z,y)-
—00
¢(z+y),S®T) gegeben und es gilt S, T faltbar = T, S faltbar und S * T =
TS eD(R").
3) Fir x € D(R™) mit [ x(z)dz = 1 und T € D'(R") sei xx(z) := k"x(kz) und
Ty = xx * T. Dann gilt T}, € E(R™) und Ty, — T in D'(R™) (siehe Satz 9, S. 36).
—00
Ty heiBt Regularisierung von T' (vgl. auch § 1, Satz 2, S. 10).

4) Essei f: Q2 — R C® mit Vo € Q: Vf(z) # 0 und 7' € D'(R). Dann wird T o f,
die Zusammensetzung von 7' mit f, definiert durch

Vo € D(Q): (¢, T o f) := <%< / o(z) dx),Ts>.

{z:f(x)<s}

(Nach Satz 10, S. 37, ist das wohldefiniert, bzgl. T' folgenstetig und ergibt fiir
T € Li .(R) das iibliche.)

loc

B) Beispiele
1) a) Wenn f; € L (%), 0 #Q; C R™ offen, i = 1,2, so ist Ty @ Ty, = Th@) o)

loc

wobei f1(z)fa(y) € L .(Q1 x Qy), denn
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V‘P S D(Ql X 92) : <90(:p,y), Tf1 ®Tf2> = <<@<x7y)va1,x>an2,y>

- ( | e dx) fo(y)dy = (Fubini)

— / e(x,y) f1(2) f2(y) dady = (o(z,y), Tt (2) o)) -

Ql XQQ

Ab nun werde wieder f statt Ty geschrieben.

b) Es seien f,g € L{ (R") und supp f kompakt, d.h.
N > 0:supp f C {x € R": |z| < N}. Dann gilt:
VM >0: f(x)g(u—z)Y (M — |u]) € L'(R2",), denn

[ l1@gtu-o)azau = [ | (/ |gu—a:|du)

[ul<M |u|<M
< / | f(z)|dz / |g(v)] dv < oc.
lz| <N |[v|[<M+N

Daher ist u — f(z)g(u — z) dz lokalintegrabel.
R

Weiters ist Vi € D(R") : (¢, f % g) = /(/ z+y)f(z) dx>g(y) dy

(e / ( / e+ y9ly) dy)f(a:) dz / ( / f@)g(u—z d-l") du

dh. fxge LL (R") und (f xg)(u /f (u—z)dz.

2) a) Fir o € R™, 21 € R” gilt 0,y ® 05, = O(zp,01) € D' (R™") denn (@, 0y ® 65,) =

<<80(-7;7 y)’ (5$0):E>; (6$1)y> = (,O(xo, xl) = <Q0; 5(&20@1)).
Speziell: g ® - ® (65 —§ e DR,
D/ (R™1) D/ (R™)

b) VT € D'(R™) gilt 6+ = T, denn (ip, 5%T) = <<<,0(x—|—y), 5$>,Ty> = (p(y),T,) =

{0, T).
c) Firzp € R"sei A : R" — R" : 2 > x — 29 und fir T € D'(R") sei
T(x—z9):=ToA (vgl. § 1, Bsp. 8 S. 6).

Dann gilt <¢,T(m—xo)> = <g0(x+x0),T> = <g0(y+a:0),Ty> = <<gp(1’+y),6x0>,Ty> =
(0,02 *T), d.h. 0y T = T(x — ).

3) Es ist ganz leicht zu sehen, dass fir S € D'(Q), T € D'(Q), & C R™, a €
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NM, B e N2 gilt

31 Oy B Pna
e g (SO T) = S 9 O'T.
8171 axnll 8xm+1 axn?inz

2

Speziell gilt (Y®Y)=0¢c DR

L10T2

Also ist f ==Y ®Y = Y(21)Y(22) € L. (R?) eine Fundamentalldsung von
92
(91171(91'2'

1
Wenn A : R2 — R2: (7} — 1 1 (Drehung um 45° im Uhr-
— .
zeigersinn) so ist fo A = Y( Q)Y( x + xg) Y (zg — |21]).
2
1 1
Bild: 0 0
.
0 0

Anderseits ist 0 A = ¢ (vgl. S. 6) und fiir T € D'(R?) gilt
(05 — 02)(T o A) = 2(0,0,T) o A, denn
(. (08 = 2)(T 0 A)) = (33 — &), T 0 A) L (((08 ~ B2)p) 0 A1)
= (33 - B)p) (1722, 2522),T) = 2 (0n0n (p(2582, 252) ), T)
=2(po AL, 010:T) = 2(p, (0:0,T) 0 A).
1 1
Daher folgt (05 —0%)(fo A) = 2§, d.h. E = §foA = §Y<.Z'2 — |z1|) ist eine Funda-
mentallosung von 02 — 7. Ublicherweise schreibt man t = x,, © = 1, 07 —0? = [,

1
und erhilt also [y (5 Y (t— |x|)):

Fiir den Wellenoperator in 3 Raumdimensionen vgl. Bsp. 7 b), S. 34. Allgemein
liefert die obige Koordinatentransformationsmethode fiir A € G/, (R) und ein Po-
lynom P(z1,- -+ ,x,) : E FL von P(9) <= |det A|- Eo A ist FL von (Po AT~1)(9).

a) Wenn S,T € D'(R) und M € R : suppS UsuppT C {x € R : z > M},
so sind S, T faltbar, denn wenn ¢ € D(R) mit suppy C {z : |z] < N}, so ist
oz +y)(S®T) e &(R?), weil

supp(p(z +9)(S®T)) C {(z,y) eR*:a > M,y>M,x+y < N}
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und diese Menge kompakt ist.
b) Es seien S = 23, T = 2% (vgl. § 2, Bsp. 6, S. 18) und zunéchst Re\ >
—1, Rep > —1. Dann sind S, T € L{ _(R) und analog zu Bsp. 1, b), S. 29, kénnen
wir S T" durch Integration berechnen:
SxT(u) = / xi(u — ) de = / 2 (u — )" doe = ( Substitution z = ut)

- 0

o0

1

= u/\+ﬂ+1/ t*(1 —t)*dt = (BEuler’sches Integral ) =

0

— Attt LA+ DI+ 1)
DX+ 4+ 2)

FA+DI(+1) sun

TA+put+2) +

falls u > 0.

Somit 27 * 2} = 2B Y xY =Y -a.

A-1
¢) Das obige legt die Definition fy := % fir A € C\{0,—1,—-2,--- } =: C nahe.
Dann gilt fiir Re A, Repu > 0: fa* f, = fagpu-
5 d m l,)\—&—m—l
iters ist fii N, AeC: £ 528 (= +
Weiters ist fiir m € N, A € C: f, (dx) <()\+m—1)---)\-F()\)>

N (A _ o D it und L vertauschen Tassen (val. Bsp. 6
= — —_— Y = . a S1C una —— vertauscnen lassen (vgl. bsp.
dz (A +m) At dz & P

a), S. 32), folgt allgemein fyx f, = foy, fur X\, u, \+p € C. Aber es gilt noch mehr:

£ lasst sich in den Punkten A = 0, —1,—2,--- stetig ergénzen, denn fiir k& € Nj

ist lim fy = (lim f,\+k+1)(k+1) = fl(kH) = Y ()Y = 6. Wenn somit fiir alle
A—=—k A—=—k

Am—1

(m)
A € C fy definiert wird durch f) := (5@—) , meN, ReA+m >0, so
(A +m)
ist immer fy * f, = fiy, und fo = 6.
Wenn z.B. T' € D'(R) seinen Tréager in [M, 0o) fiir ein M € R hat, so sind 7" und
f faltbar. Man nennt 7'« f die (—A) -fache Ableitung bzw. A-fache Integration

von 7.

d\ 2 r3/2
Speziell wenn ¢ € D(R), so ist also (£> p=@*f1p=px* —F(i%)
1 _3/9 1 —3/2

_ 1 [ela—y) —el)
s 18 24/ y3/2 v
0

d) Die Abel’sche Integralgleichung

f(y)dy

Die Aufgabe g(z) = / ( = 0 <a<1, g gegeben, f gesucht (beide mit
o (@—y)*
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Tréger in [0, 00)) kann als Faltungsgleichung geschrieben werden:
g=f*fi_a -T(1— ) und hat daher die Losung

Bsp. 6 a), S. 32)

o o Lo L
f—mg*fa—l——r(l_a)g fa = —F(l—a)g Jfa
B 1 Ve sin(ar) [ ¢(y)dy

B A R / (x — )

a) Wenn f: Q — R C*®, a € R, und Vx € f~!(a), (Vf)(z) # 0, so ist M :=
f7Ya) eine (regulire) C>*°-Untermannigfaltigkeit von @ C R™. Da T+ T o f

1
folgenstetig ist (s. Satz 10, S. 37) und li{% 2—Y(€ — |t —a|) = 6, in D'(R}) (vgl.
€ €
§ 1, Bsp. 4, S. 3), ist

1
a0 f =1lim oY (e~ | f(x) —al).

d.h. 0, o f ist der Grenzwert der Belegung der Schicht a — € < f(x) < a + € mit
1
der Dichte —.

€
b) Es sei z.B. f(z) = |z] : R"\{0} — R, a = R > 0. Dann ist dg o f =: dpgn—1
gegeben durch

(6. 6nsn1) = <di( [ e dx>,53<s>>

d S
/ / (wt)dw - t"tdt = R™! / o(wR) dw, d.h.
s=RJ0 JSn-1

ds
Sn—l

dpsn—1 ist das von del ® dx; auf RS"! = {x € R" : |z| = R} induzierte
Oberflachenmafl (vgl lefb Mfkt. S. 91).

a) Wenn S, T € D'(R™) faltbar sind, so auch 0*S und 7', und es gilt 0*S « T =
9*(S+T) = S % 0°T.

Es gentigt dies fiir den Fall a = (1,0,...,0) zu beweisen. Mit 7y, ist auch ng + 01y
eine 1-Folge und daher ist limy_,o ((O17x)(x, y)p(z+vy), S®@T) = 0. Das impliziert

(0:(01S) * T) = lim (n(z, y)p(x +y), (hS) @ T)
= — lim (i (2, 9)(019)(z +9), SO T) = (O, S+ T) = (p, h(S * T)).

b) Wenn E FL von P(9), S € D'(R"), und E, S faltbar sind, so gilt nach a)
PO)ExS)=POE*xS =06+«8 =95,dh. T := FE xS ist eine Losung der
Gleichung P(0)T = S. Dies ist der Grund fiir die Bedeutung von Fundamen-
tallosungen.
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c¢) Speziell soll das elektrostatische Potential T' einer geladenen Hohlkugel be-

stimmt werden.
(Notation: S. 1)

Dann ist —AT = dpgs2 x dps2 = (p,T) 2

< T =
(§ 2, S. 20-22) 47r| |

1 _ R (@ + Rw)
_E<<W+y) E |> orerly >><Bsp.5z>,s ) I </ 2] dx) w

:g S(/R |u9‘i<]_; ‘du)dw—(Fublm) R/ ) du - /‘

R? dw

— Tcll! RHTw="—"—[] —— .
100( )7 (u) A o ‘u—Rw’
0
Offenbar ist T rotationssymmetrisch. Wir konnen also u = | 0 | setzen und er-
[ul
halten
_ R smodidp R /ﬂ 9
0 sin 4 cos 2 _9MulR 9 R2
(O)R(sinﬂsinZ) V| |[u| R cos ) +
|ul cos v

/ R
(t= Cosl?) \/|U/|2 o 2|U|Rt - R2 2|U|

R J R*/|lu| :+ R<|ul<o0
———u[uul—R\—uuwR»]—{R sy
R

Somit: T'(u) = min(R, Jul) - —.

Jul

1
-v/|u|? — 2|u|Rt + R?
t

a) Esseir = [z|und f: R, ., .., — R:(t,2) — *~r? Dannist Vf(t,2) # 0
fiir (¢,x) # 0. Es sei also Q := R*\{0}. Dann ist o f € D'(2) definiert und es gilt

<so,5of>=<%( / go(t,x)dtdm),5>

fltx)<s
d d Vr2+s
=% / o(t, r)dtdr = e /dfp / o(t,x)dt
S|, s|,_
870t27|x|2<s 870R3 t=—+/12+s
L [ o(r,z)+o(—rx) 1/1 1
fry L —_ — — —_ - —_ —
(Lebesgue) 2/ . dx 21 t—r)+ . t+r)) ),
R3

1
wobei — §(t £ 1) € D'(R*) definiert werden durch
r

1 d
<g0, - (5(tj:r)> = / o(Fr, x) ey (Die Notation kommt daher, dass die zunéchst
r R3 T
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in R*\{(¢,0) : t € R} definierten Distributionen : ((5 o (t+ |:c|)> auf R*

1
||
gewissermaflen , kanonisch“ fortgesetzt werden kénnen.)

1 1
b) Wir wollen zeigen, dass (07 — A3)=06(t + r) = 4nd, d.h. dass 4—5(75 + )
r wr

Fundamentallésungen des Wellenoperators 97 — Az sind. Allgemein lassen sich die
Ableitungen 0%(7T o f) mit der Kettenregel berechnen (vgl. Satz 10, S. 37). Daher
gilt in R\ {0} = Q:
3

(07 — Ag)(00 f) = (0" f) - [(0uf)* = ;(@fﬂ +(070 f) - (0F — As) f

(Satz 10, S. 37) .
= ("o f)-Af +8-80of £ (8" -4x+85)of =0 (vel § 2, Bsp. le), S. 16).

1 1
Da supp (; 5(t+r)> N supp (; 5(75—7“)) = {0}, folgt supp [(@2—A3) (1 §(tj:r))} C
{0}. Aus Homogenitétsgriinden (£ 6(¢ & ) sind homogen vom Grad -2) folgt wie
in § 2, Bsp. 10, S. 21, dass
1
(07 — As) (; o(t £ r)) =cy0, cy€C.

Wenn x € D(R'), x = 1 bei 0, x gerade, so ist ¢ := x(t)x(r) € D(R*) und

<90, CRISIE >)> - <x"<t>x<r> 00+ 20 1ot r>>

= [ Xl ar = —am (7]

r=0
1

Also folgt: (07 — A3) [4

= 4.

S(t+r)| =4 in D'(R},).
Lt )] =6 D=L
a) Das Potential ® einer elektrischen Ladungsverteilung o(t, z) erfiillt (im cgs) die
Wellengleichung (07 — ¢*A3)® = 4rnc?g, ¢ = Lichtgeschwindigkeit (im Vakuum).
Mittels einer linearen Transformation A : R* — R* : (t,z) — (t,2/c) sehen
1 d

s(t—= :DRY) — C: ¢ — /gpz,x L eine Fun-
werr c Are? Jps T\ r
damentalldsung von 92 — A3 ist (vgl. Bsp. 3, S. 29) und Bsp. 7 b), 34). (Dies
ist die einzige FL mit Trager in {(t,x) cER*:t > 0} und wird als ,retardiert”

1 1
bezeichnet.) Wenn ¢ und - ¢ (t — f) faltbar sind, erfiillt also ® = px -9 (t — Z)
r

C T C

wir, dass

die obige Wellengleichung.

b) Wir wollen speziell das Lienard-Wiechert-Potential berechnen. Dies ist das
Potential einer bewegten Punktladung (der Groe 1). Wenn die Punktladung sich
auf der C'-Kurve z = u(t) bewegt, so ist o = 6(z — u(t)) : D(R*) — C: ¢ —
/ e(t,u(t))dt (dh. o =60 f, f:R* — R3: (t,z) — x —u(t), § € D'(R?),

—00
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in leichter Verallgemeinerung von Def. 4 in S. 28).
Wenn Ja < ¢ : V¢t € R : |i(t)| € a (was nach Einstein plausibel ist), so sind

1
6(z —u(t)) und - 5<t — C) faltbar. Dann gilt fiir ¢ € D(R?) :
r c

(p, @) = <g0,5(x—u(t))*%(5(t—£>>
- <<<p(t—|—s,:c+y),6(:c—u(t))>,|—;|5<s—%)>

= </_Oo gp(t+s7u(t)+y)dt,ﬁ5(s—|ﬂc|)>

1
= /— g0<t + M,u(t) + y) dtdy.
[y c
R4
Die Substitution w : R}, — R} : (t,y) — (t + ’%tu(t) + y) = ({,7) ist
bijektiv, denn w(t,y) = (t,7) = c(t—t) =yl = |f — u(t)]
= gis(t) =c(t —t) — |2 —u(t)| =0
d (Z —u(t)) - ut)
— g (1) = —c—

eine Nullstelle ¢ und dann ist y = & — u(t). Die Funktionaldeterminante von w ist

det<M>:det <.1 y/c|y|):1—mz1—9>o

<0 = g;; ist monoton fallend und hat genau

2t 1) ity 1 ey c
- dtdz . . .
= (p,P) = @(t,x)w, d.h. ® ist lokalintegrabel und gleich
B! (1= =)yl
c c

O(t, ) = - = — - — , wobei t aus |T —u(t)| =
(~ ) cyl —a(t) -y | —u@®)| —ult) - (& —u?)) | ol
c(t —t) bestimmt wird, d.h. ¢ ist so bestimmt, dass ein von w(t) mit Lichtgeschwin-

digkeit ausgehendes Signal & zur Zeit ¢ erreicht.

C) Etwas Theorie

Satz 8 Esscien S € D'(€), T € D'(€)y). Dann gilt:

a) Vo € D(y x Q) : <<,0(:1:,y),5x> € D(Qay);

b) S®T € D/(Ql X Qg),

¢) Vi € D(Q x ) : ({@(@,9). Ty), Sa) = ({9(2,9), Sa), Ty)

Interpretation Das Tensorprodukt von Distributionen verallgemeinert das Produkt
f(z) - g(y) zweier Funktionen.
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Beweis a) Wenn ¢ € D(; x ) und yr — y in s, so gilt p(—,yx) — ©(—,y) in
D(); SeD () = [:Q — C:yr— (p(z,y),S,) ist stetig. Weiters gilt

1 a . .
E[ap(x,yl,--' ,yj—lyyj+h,yj+la"' ,ynQ)—QO(ZE,y)} — 8_y'()01n D(Ql,x) — f 1t Cl
J

0 /[ Op(z,y)
und a—yjf(y)—< o S>

Induktiv folgt, dass f € C>(€2y) und 95 f = <8§“<p(x,y), Sx>. Weiters ist f(y) = 0, wenn
Ve e Qq:p(z,y) =0, dh. f‘m\pr2(supw) =0, wobei pry : Q1 X Qo — Qs 1 (2,y) —> ¥.
Daher ist supp f C pry(supp @) C Qs kompakt = f € D(£)y).

b) ST : D( x Qz) — C: o — ({p(x,y),5,),T,) ist nach a) wohldefiniert und
offenbar linear.

Wenn ¢, — 0 in D(Qq x Qy), so IK C Q; X Qy kompakt: Vk : supppp C K = Vk:

supp <<g0k(x,y),5m>> C pryK. Nach Satz 1, S. 10, gilt 3C > 0: Im € N : Vb € D()
mit supp ) C pr K : ‘(zﬁ,Sﬂ <C Z;L zré%)f}@aw(:c)‘.
jal<m

< Cmax ) max‘ayﬁ@;’gok(x,y)‘ — 0 fiir & — oo. Also ist (¢k(z,y),5:) — 0 in
y€Q2 aeNgl e

Daher gilt fiir § € Nj? : max
ISP

[a|<m

D(QQ) - <(Pk,S®T> — 0, dh S®T € D/(Ql X Qg)
c) Nach b) liegt auch S®T : D(2; x Q) — C : ¢ — <<g0(x,y),Ty>,Sw> in

—_ N
D' ®Q). S®T und S ®T stimmen auf p(z,y) = > ¢¥;(x)oj(y), N € N, ¢; €
j=1

D), 0j € D(), j = 1,---, N, iiberein. Es bleibt zu zeigen, dass der Unterraum
solcher Linearkombinationen in D(€2; x €2) dicht ist. Mit Partition der 1 und Skalie-
rung konnen wir ¢(x) € D(R"™) mit suppy C (—m, 7)™ voraussetzen und miissen es

N n
durch > ] ¢j(x;) mit ¥ € D(R'), suppv; C (—n,7) approximieren. Fiir k& € Z"

j=1i=1
. 1 .
sei o(k) == /(p(x)elk“” dz. Dann gilt S p(k)e ™ — p(x) gleichmiBig mit
(2m)™ <N N—o0

allen Ableitungen fiir € [—m,7|". Wenn daher g, € D((—7, 7)) mit g(t) = 1 fiir
t € prysuppy, [ =1,...,n,so gilt
1 n

> @(k) [T alz)e ™ — o in D(R™). 0
(2m)" k| <N =1 N—o0

Satz 9 Fiir T} wie in Definition 3, S. 28, gilt T}, € £(R") und T, — T" in D'(R"™).
Interpretation £(R") ist dicht in D'(R").
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Beweis a) Fiir ¢, x € D(R"), T € D'(R") seien N > 0 mit supp ¢, suppy C {z : |z| <
N} und o € D(R™) mit o(z) = 1 fur |z| < 2N.

Dann ist (¢, x * T) = ((p(z +y),x(2)), T,) = / (e yx(@)de-oly), Ty>
|z| <N z’

= <Q(y)/s0(x’)x(w’ —y) dx',Ty> = <<X(37 - y)@(y),w($)>»Ty>

ED(joly)
Satz 8

— (x(z—y)oly),p0T) <§x(w —)oy), ;). 90(96)> =
€&(R7) (Satz 8)

= x*T € ER), (x*T)(z) = (x(z — y)o(y), Ty);
fir 2] < N ist Vy € R" : x(z — y)o(y) = x(z —y) = (x*T)(z) = (x(z —y), Ty)

b) Nach a) ist T, = x,*T € E(R™). Fiir ¢ € D(R") ist (p, Tk) = <<g0 (z+y), xx(2)), T, >

Um T, — T zu zeigen, geniigt es also (¢(z +y), xx(2)) — ¢(y) in D(R?) nachzuwei-
sen.

«) Wenn N wie in a) ist, so ist supp <<g0(at + y),xk($)>> C {y € R*: |y| < 2N} fir
k=1,2,---

) (el + ) xu(@)) = /sO(w)X(kx)k” dz = /w(x’)x(k’(l" —y)) k" da" — p(y)
gleichmisig auf R? nach Satz 2, S. 10.
7) a €Ny = 95 {p(x +y), xx(x)) = 0;‘/ p(z +y)x(kz)k" do
= / (0°9) (@ + y)x(ka)k" do = ((0°¢)(x +y), xu(2)) 5 (@°¢)(y) gleichmaBig. Also
gilt (¢(z +y), xu(x)) — ¢ in D(RY). O

Satz 10 Essei f:Q — R C® mit Vx € Q: Vf(x) # 0. Dann ist

D(R)—DQ): T (Tof:pr— <di < / o(z) d:p),T5>)
s
flx)<s
wohldefiniert, folgenstetig und ergibt fiir T € L] (R) das iibliche. Weiters gilt die Ket-
tenregel, d.h. 9;(To f) = (T"o f)-0;f, und fiir h € C>°(R) ist (T-h)o f = (To f)-(hof).

Interpretation 7' —— T o f ist die (nach Satz 9 eindeutige) Ausdehnung der Kompo-
sition mit f von L{ (R) auf D'(R).

loc

Beweis a) Wenn (xo) # 0, so konnen in einer offenen Umgebung U von zy y; =

%
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1, Y = [ Yie1 = Tig1, -+, Yn = Ty, als Koordinaten gewéhlt werden. Fiir ¢ € D(Q)
kann mittels einer Partition der 1 angenommen werden, dass supp ¢ in so einer Umge-

bung liegt. OEdA sei i = 1. Dann ist di( / o(x) dx> = di( / »(y) dy)
s s

flx)<s y1<s

= [t ) sy = x(s) € D) mit ) = ¢<x<y>)\§—j\ e DRY).

Wenn ¢ — 0 in D(Q), so gehen die entsprechenden x; — 0 in D(R). Also ist T o f
wohldefiniert. Die Folgenstetigkeit ist dann klar.
b) Wenn T € L] (R) und ¢ € D(Q) wie in a), so ist

ero )= [\ = [ oG rma= [ por() .
dh.To fe€ %1100 mit T o f(z) = T(f(x)).

c) Fiir T € C! gelten die Multiplikations- und Kettenregel wie im Satz. Aufgrund der
Dichte von C! in D’ (vgl. Satz 9; da hier nur eine lokale Aussage gezeigt wird, kénnen

wir nach Abschneiden (2 = R" setzen) gelten diese Regeln dann allgemein. 0J
D) Ubungen

Ubung 1 Bestimme in D’'(R})

a) Y(z) *xY(x), b) Y(x)x * Y (z)?, c) e~ l#l s e~lol,

d) Y(z)sinz *§”, e) Y(z)sinx x Y (2)x, f) Y(x)sinx * Y (z)z*1/(2n — 1)!

Ubung 2 Bestimme in D'(R?)
3
a) f *0psz, [ € LL.(R?) durch ein Integral iiber S?, b) |z|* * drs2, Re A > —3
c) e 5 §pee, R > 0.

Ubung 3 f € C*(R x [0,00]) erfiille Ayf = 0. Es sei F(z,y) := f(z,|y|)signy €
L%OC(R2)'

a) Bestimme Ay F in D'(R?) in Termen von fy(x) := f(z,0). )
b) Folgere aus A,,G = 0, G beschrinkt = G konstant (s. § 4, Ub. 5), dass

_yoo fo(§) _ signy fox—uy
F(’”’y)_%/(w—&m RS

|
falls f beschréankt ist, durch Faltung von Ay F' mit _;17’
T
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Ubung 4 f:R" — RC', T'=f1(0), Ve € T : Vf(2) #0, G = {x € R : f(x) < 0}.
Nach Ubung 7 zu § 1 ist 6(f) = ds/|Vf|, ds = Oberflichenma8 auf I'.

a) Bestimme 0;Y (f) durch ds und die von G nach aulen gerichtete Einheitsnormale 7.
(Verwende Satz 10, S. 37.)

b) Was ist 0; (g . Y(f)), g € D'(R"), g C' in einer Umgebung von I'? (Verwende g;, =
Xk * g, s. S. 28).

1
c) Es sei n = 2, Riy ~ C: (z,y) — z+iy = z, % = —(%—l—i(%), G sei

. 1
beschriinkt, 29 € G, g € C*(C). Nach Ubung 6 zu § 2 ist ;(—) = 0. Zeige durch
Z\ 2

Berechnung von 83 (Y( g nach b) und Anwendung auf 1 € £(R?), dass
z z — 20

- Lo //agdz/\dz
S = 557 9V Z— 2 2771 0z z—2z
T

Ubung 5 f, I'G,ds = |Vf]o(f) € D'(R"), 7i seien wie in Ubung 4.
a) Folgere aus Ubung 4a), dass AY (—f) = —div (7ids), d.h.
Vo € D(R™) : (@, AY (- f)) = /ﬁ -Vpds.
r
b) Interpretiere die letzte Formel als Satz von Gauf. )
c) Zeige fiir xy € G und eine Fundamentallosung £ von A,, (wie z.B. in Ubung 7 zu § 2;
E ist automatisch C* auflerhalb von 0), dass
A(Y (= f)E(z — x9)) = 6, — div (E(z — mp)iids) — VE(z — xg) - fi ds.
d) Folgere durch Anwendung von ¢) auf g € C*(R") fiir G beschrinkt, z € G :

g(xg) = /E(x—xo)Ag(x) dx—/E(:ﬂ—xo)Vg(:v)-ﬁds(m)+/g(x)VE(a:—x0)-ﬁds(a:)

G r r

(,Darstellungssatz“, ,, Greensche Formel*)

. . - . §(t - ‘l‘|) /(T4
Ubung 6 Es seien S = 0y 4, 4, ® 1, T = T € D'(R;,)
- :
a) Zeige, dass S, T faltbar sind.
b) Zeige, dass 93(S*T) = 0 und daher ST =U ® 1,,, U € D'(R?) (vgl. Satz 6, S. 24)
und folgere (97 — Ag)U = § in D'(R},, ,,) (,Hadamardsche Abstiegsmethode®).
Y (t—|x|)

2m\/1% — |z|?

(Eine elegantere Version wird in Ubung 3 zu § 5 betrachtet).

c) Zeige, dass U = e D'(R},).
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8§ 4 Fouriertransformation

A) Definitionen und Eigenschaften

1) a) S:=S(R") := {p € E(R") : Vo, B € Ny : 2°9%p € L®(R") }.
b) o — ¢ in S &= Va, 3 € NI : 2%0° (), — ) — 0 in L.
¢) §':=8(R") :={T: S — C C-linear: V(¢;);2, € S" mit
e = 0in S : T(pr) = 0 (in C)}.
(T € S’ heifit temperierte Distribution.) Es sei wieder (p,T") := T'(p).
S DT (p—{(p,T)).
)Ty —TinS  <—=VoeS§:(p,Tr) — (p,T).

2)a) F:S§ —S:¢pr— <x — [ e7"p(€) df) heifit Fouriertransformation

Rn
(auf S(R™)).

b) F ist folgenstetig und ein Vektorraumisomorphismus. Es gilt F(Fp) = (27)"@,
wobei ¢(x) := p(—x).

) F: 8 — 8 : T+ (p+— (Fp,T)) heift Fouriertransformation auf '. (Fiir
T € § C & stimmen (nach Fubini) FT in (c¢) mit F7T in (a) iiberein.) Wieder
ist F folgenstetig, ein Vektorraumisomorphismus und F(FT) = (27)"T, wobei

(0, 1) = (p,T).

d) Fir T € & ist FT € € und ist die Einschrankung der holomorphen Funktion

C" — C: z > (€77 Ty) auf R™

e) Fir Se &' Telist SxT eS8 und F(S«T) = fSS . ]:?. (,, Austauschsatz*)
es’ €

f) (Spezialfille von (e)) F(0*T) = F(0%0 « T) = (ix)* - FT;

F(T(z — x0)) = e 0 FT

g) Vpel,c0): LP(R") C §'(R™) und

FiL'—Cy: f —s <fof(5)e—ir€d5),

F o L2 L2 | F fllee = 2m)" 2| fll -

B) Beispiele
1) a) e’ € S(R™), denn z°9% 1" = P, 5(x)e *I* € L>*(R"), da P, 4 ein Polynom

ist. Ahnlich zeigt man z.B. e S(RY).

cosh (z)

b) L¥(R™) C S'(R"), denn f € L™® = Ty : S — C: o — [ f(x)p(x)de ist
wohldefiniert, da ¢(z) - (14 |z[*)" € L* und % € L', und folgenstetig,

T
dagy, —=0inS = ¢ (1+z)*)" = 0in L® =

n f(@)|
= d<H 1+ |xf? '/|—nd—>0:>
[ 1@enar] < o o) [ i
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== <g0k, Tf) — 0.

Also ist Ty € &' und ergibt auf D das frithere Ty. Wir schreiben wieder f statt 7.
c)Va e N sindaz*:§ — S:pr— 2% und 0° : § — S : p —> 0%
folgenstetig. Durch Transposition folgt:

Vae Ny VT e S'(R") : 2T, 0°T € §'.

Umgekehrt, nach Schwartz (VII, 4;1): T € S'(R") <= Ja € NJ : dm € Ny : 3f €
Lo[R") : T = 9 [(1 + )" f

d) Wir zeigen direkt, dass e*¢ S'(R').

Annahme: T : S(R') — C mit Vo € D(R) : (p, T) = /cp(x)ez dz.

Es sei ¢ € D(R) mit suppy = [—1,1] und Vo € (—1,1) : ¢(x) > 0. Fiir & € N sei

or(z) =ePo(r—k) = VYm,l:x <ddx) wE) = (x—k+E)meFp0(z—k) =
i ( )k‘m "2 — k) eW(z — k) -e " und

r=0

xm(di>l¢k( )

Somit gilt ¢, — 0 in S. Andererseits ist
k+1

(or, T) = e_k/ e“o(r —k)dr = /(p(x) dz > 0.

k—1

< O3 (M Te ™t — 0 fiir £ — oo,
r=0

Lo

8) (Fbu)(@) S. 40, 2d) <e—i§a; O (£)> — o ito

b) F1= ]-'(]-'5) 59229 (9m)ng = (21)76 € S'(R™).
¢) Es gilt Y (k — |z|) — 1 in S'(R"), denn
k

Vo € S(R) : <<p,Y(k - \:U])> = /(p(a;) dz — (Lebesgue)

—>/ )dx = (p, 1) fir k — oo.
Also gilt in §'(RY) :

270 = F1 = .7-"<klim Y(k — ]x\)) = kl;m .FY(k; — |a:]) = klgn /e_i””f de.

In S. 8 wurde das in D'(R) direkt gezeigt. (Um zu / € d¢ zu kommen, kann man

entweder komplex konjugieren (vgl. S. 5) oder ~ verwenden.)
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k
Im Gegensatz zu Cauchyschen Hauptwerten gilt hier auch %im / el d¢ = 276.

l—o0

-

Es sei dpg2 € E'(R?) wie in S. 32, d.h. Vp € E(R?) : (¢, dpse) = R2/¢(Rw) dw.
1SZ
Nach S. 40, 2d) gilt Fogse € E(R?). Allgemein ist F(T o A) = et Al (FT)o A~

fir A € G¢,(R),T € §'(R™) und daher ist Fdps: rotationssymmetrisch. Also gilt:
(]:5RS2)(I) = (]:61382)(0707 |[E|) = RZ/e—iw3R|I| ds(w) =

S2
2m T ™ .
— R? / dip / SR i g 4y — 22 . gteleons|_ ATRSN(R[)
iRl 7]
0 0 9=0
Beachte, dass dies die Einschriankung der holomorphen Funktion
4 Rsin(R\/2% + 23 + 22 e MA2(52 4 52 4 S2n
G sy RIMBVE S HE) SR G 4 23 4 23)
NE n=0 (2n +1)!
auf R? ist.
a) Fiir e > 0 ist e~ € L}(RY) Cc & 5259 (Fe~de)(z) =

[e's) 0

. 1 1 2€
_ —e|é|—iz-€ d —(e+ix) §d e—ix)€ d¢ = _ '
/ $= / 5—i_/ ¢ e+ix+e—ix €2 + x2

Aus der Folgenstetlgkelt von F erhalten wir in 8’

1 ..
ll\r(nOeQ—i—Lx? = 511\1%1.7% dol = éf(lli%e doly = 5]—"1 = 70 in Ubereinstimmung
mit S. 3.

€ (a) 1 1y S.40,20) 1 e _
b S ela] > "2 2 o o€l — elal
)}"<62+x2) 2}"}"e 5 2m - e e

Direkt mit Residuensatz: Sei x > 0,

(C'y negativ orientiert)

0 ee—ixf ee_ix§ ee—imﬁ
—_dé= 1 ——d¢é = —-27miR =
= [ o=t [ g “si?e(mie)(a—ie))

—00 Cn
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= me~ falls z > 0. )
Analog fir z < 0 oder mit F1T' = (FT)".

a) Fiir ¢ > 0 ist e~ € S(RY) c L' c &'
Wir berechnen zunéchst die Fouriertransformierte mit dem Cauchyschen Integral-
satz:

[e’] o0 N2
(‘/—_'efczﬁ)(x) S. 4&23) / e—ix{—c§2 df _ e—x2/(4c) /e—c(f—l-;lc) d£ —

o0

—a?/(4o) T
— efo/(llc) / 67052 df — ('LL — \/Ef) — € \/E /eu2 du = \/§€I2/(4C)-

b) Fiir a € NI, T € S'(R") gilt .
FlzoT) > 2 2 F((—i)el(iz)* (2r) " FFT)
T (i) el@rFT)T = 110 (FT)T = (10)(FT).

¢) Anwendung auf T := e~ :
T +2cx-T=0 = 0=FT" +2cal) =ixFT + 2ic(FT)
— (Satz 6 D), S.24) = JdE€R:

FT = de **/9; FT(0) = —c€2d§ \[ — d_\f
&

d) Im R™ erhalten wir aus a) bzw. ¢)

S. 40, 2f)

(=)el(2r) ™. FF(0°FT) =

™

n/2
F(e—c\m|2) — (_) e—|33‘2/(4c) c S(Rn>

C

a) Um eine Fundamentallosung des Warmeleitungsoperators 0, — A,, im Rz;fl zu
finden, verwenden wir Fouriertransformation.
Wenn E € S'(R}) und (8, — A,)E =6, so ist

S. 40, 2f)

1= Fo = F((0 — A)E) > 27 (it + |2]?) FE.
Es gilt (1t + |z|? ) € L (Ry+Y), denn

/ it + |=[?|” dtd:c—/ / (& + of*) "2 dtde =
|$|<1 -1 z|<lJ-1

(Substitution ¢ = |z|*u, dt = ]x\z du)

|| ~2 2172 qu
/ dx/ u+1 1/2du§2/ (1+/ —)da::
|z <1 |] =2 || <1 1 u

(1—2Inz|) dz < co.

|z|<1
AuBerdem ist (izH—|:1:|2)71 € &'+L> C S'(RY;') und daher E := F~* ((it+|1:|2)71>
eine mogliche Fundamentallosung.
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b) ¢ € SRIEY) = (i, B) = (0, F (it +[2P) ")) =
= <]:_1g0, (it + |x|2)_1> (2m)~"~ 1/[/@(7’5 i(rt+&2) 47 df} tiﬁ;? =

dtd
= (Lebesgue) = (2)~"" lm_lim / [ etmerer e anae] G <

o S

1Tt

= (Fubini) = (27)™! lim lim

M —o0 N—)oo

T dt )eiﬁ'w d:c] drde.
1 X

|| <M

fiir t>0

Der Residuensatz ergibt mit My
N iTt  sign (7) iTNe'?
/ O At =2rY (r)e "l / — _ Nie®dp falls N > |z
it + |z|? iNel¥ + |z|?
T
—|T|N sin g
Fiir [z] < M und N > 2M?ist |I| < | ——— Ndp <27
N —[zf?
0
und Lebesgue liefert
(p,E) = (2m)™ A}im /(,0(7', Y (1 / e Tl Hig dx] drdé.
— 00
x| <M
Die (noch miihsamere) Anwendung von Lebesgue auf diesen Limes' ergibt mit

S. 43, 5d)
7r
. 8) = ) [ otr v () (2
y(t)eflxﬁ/(z&t)
(4mt)/?
E € E(R"N\{0}) (d.h. 9, — A, ,hypoelliptisch*). Die Fundamentallésung E ist
durch die Zusatzbedingungen (i) £ € S’ (ii) supp £ C {(t,z) € R™™ : t > 0}

n/2
) e lIP/47) 47rd¢, d.h.

E = . Wie in a) sieht man, dass £ € Li (R""!). AuBerdem ist

!dazu nimmt man z.B. als Integrationsbereich |z|s < M und zeigt

M
AIC>0: VM >0: V7 >0: V>0 ‘Ofe—ﬂf cos(; u)du‘ < % arctan(g).
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8)

eindeutig bestimmt.

Einige Fouriertransformierte, die klassisch (d.h. im L' oder L?) nicht definiert sind:
a) In §'(R') gilt Y(x) = li\r‘% Y(z)e ™ =
]-"Y_hm/e (H2)E ¢ =lim I 55 —iv 14—7?5
O iz — i€) .= '
0
1
b) F ( z) = (FY)  =ivp—+nd. Daher folgt Fsign (z) = F[Y(z) - Y (—z)] =
x

—2i Vp —
x
Andere Herleitung: (signz)’ =20 = izF(signz) =2 =
1
Fsign (z) = —2ivp—+ T, suppT C {0};
T
sign (z) ist homogen vom Grad 0 und ungerade = F sign (x) ist homogen vom

1
Grad —1 und ungerade = T =0, Fsign(z) = —2ivp <—>
x

¢) F(|z|) = F(z - signz) S5y (F sign (1:))/ = Q(Vp 1)/

1
d):c.xJ—rl:Y(x) _ —IVp< >+7r(5—]—"Y ]_-< )543 5b) .

i(Fai') =

1 :
(Fa') = —vp (;) —ind, Fai'=-—Inlz| - 1gsign () —C, CeC.

Um C zu bestimmen, geht man am besten direkt vor: In S'(R!) gilt F(27') =
I N

—ix€ __ 1
lim F(27'Y(N — ) > 2% /e_ngrth /e
—00

N—oo 5
0

1
In (0, 00) ist der letzte Limes kompakt gleichméfig konvergent —>

—ix€

dé.

1 i i —ix
Vx>0:(.7—"x+1)(x)—/e£T_1d§+ egf

. [ sin(zf) cos(u) — 1 cosu .
——1/ ¢ df—l—/Tdu—l—/ " du =

= (Grobner-Hofreiter II, 333.31) = —% —Inx—F

¢ =

no1
wobei E = lim [Z T In n} = 0.577--- die Euler’sche Konstante ist. Also gilt
C=FE.

a) In Termen der Fouriertransformation lassen sich die 2 Limites in § 1, Bsp. 11,
S. 8 so interpretieren:
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lim ¢meti*t = 0 in D'(R!) heifit Vo € D(R?!) : lim t"Fo(t) = 0.
—Foo

t—o00

Dies gilt auch fiir ¢ € S(R'), da FS C S.
S e =27 3 Gopr in D'(RY) bedeutet

keZ keZ
Vo e DRY) : Y. Fo(k) =2m > o(2k).
kez kez

Man nennt das die Poisson’sche Summationsformel. Auch sie gilt fiir ¢ €
S(R') (man kann in der Herleitung in S. 89 ohne Problem ¢ € S zulassen).

b) Ein zweiter Beweis von > ¢* =27 3~ o1, in S'(RY) :

kez keZ
1
Essei T:= Y 0, € S'(R) (da (p,T) = > @(k) = > —— - (1 +2%)¢) (k) fiir
keZ keZ ez L+ k2 S -

<o
v € S(RY)).
Wegen T'(x—1) = T ist e FT = FT und folglich supp FT C {z : e = 1} = 27Z.
Fiir n € N ist (g, (¢ — 1)5®) = (=1)"((e* — 1)) "™ (0) = (=1)"nigp"=D(0) +
> ap™(0).

k<n—1

_ N
Daher ist (e — 1) Y @,6™ =0 <= a, =0 fiir n > 1.

n=0

Also folgt FT = Ziakégkm fiir gewisse a, € C. Andererseits gilt e*™*T = T und
keZ

daher (FT)(z +27) = FT, dh. FT = a ¥ Gopr = — T(i).
keZ QW 2W
2

Wegen 27T = 21T = FFT = i.7-"<T (£>) = a(FT)(2rz) = L7 st
2m 2m 2m

a = 427 und da fiir ¢ = e ** € S(R!) gilt (p,T) > 0 und
(o, FT) = (Fe™ T) > 0 muss a = +27 sein.

¢) Zusammenhang mit Fourierreihen:

T := R/Z werde mit der Mannigfaltigkeitsstruktur, die von R induziert ist, verse-
hen (d.h. T-—=S": ¢ — €*™). D(T) = C=(T), D'(T) sei der Dualraum analog zu
S.1und Fp: D(T) — C*: S+— (k+— S(k) == <e_27”'m’ S2))-

Dann ist s’ := {(ak) € CF:IN e N: (ap(1+]k[) ) SNV )} das Bild von Fr.
DL (R) = {T e DR): T(x+1) =T}

per

Dann ist @ : D/(T)——D,.(R) : S — (o — (¥ ein topologischer Vektor-

.5))
%:@OH—/{).

per
raumisomorphismus, wobei 1) € D(T) mit (1) :

Es gilt D;..(R) C S§'(R) und
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DI(T) — Di(R)

per
Fip o o F
s = > andor : (a) € 5} C S'(R)
(ar) +— 27 Y ardokr,
denn fir S € D’ (%Zund peSER)ist
(0, FS) = (Fp, ®5) = (¢, 5), wobei ¢(t) = > (Fo)(t + k) =

kEZ
= kzz o iE(t+k) p(€) d¢ = < —iét )’kzzeiﬁk> 5. 46 <e—i£tgp(€)7 2W£52kﬂ> =
S € €
=21 > e 2kt (k).
kez

Also ist (¢, FOS) = 21 3 S(k)p(2kn) = (p,2m Z S(k )02kr )
kez

In Worten: Die Fouriertransformierte einer perlodlschen Distribution ®.5 ist durch
einen ,,0-Kamm* bei 2km, k € Z, gegeben, dessen ,,Zackenhohen® das 2m-fache der
Fourierkoeffizienten S(k) von S sind.

Zum Abschluss noch mein Beweis (1994)
des Theorems von Malgrange-Ehrenpreis (1954)
VP e Clzy, - ,2,]\{0} : IE € D'(R") : P(O)E =6

Interpretation Jeder nicht-triviale lineare Differentialoperator mit konstanten
Koeffizienten hat eine FL in D’. (Nach einem viel schwieriger zu beweisenden Satz
von Hormander und Lojasiewicz (1958) gilt dasselbe auch mit &’ statt D’.)

Beweis P sei vom Grad m,n € R™ mit P,(n) # 0,

“ b | )

z€eSt
(pos.
orient.)

P(—iz — zn)

P(—iz — zn)
" O e /) : y

z abhéngt (Satz von Lebesgue) = e *"T*F By ) € D'(R™) héngt

(—iz — zn)
auch stetig von z ab. Ausfiihrlich ist also fiir ¢ € D(R") :

1 —enz ). P(—iz — zn) . dz
o, ) = (27)" P (—) / [/I P(—iz — ) ¢ ] 2miz.

R
Es bleibt noch P(@) = 5 zu zeigen.

Dies ist wohldefiniert, da € L*(R?) C §'(R") und in &' stetig von
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1
) (%/ (0)

2m) Pl oo r(po )] o

0 0
—(e7#1T) = e~ 1 (—zn] a%) T —

oz,
= P(0) (ez’i“}"(% )) =e 1 P(0 — ZUV’(%)

S.43 = 0°FT = F((—iz)°T) = = F(P(~iz —zn)) =

dz = - dz
= PO)E = [ ¢ """ Sy /e z —Q;(0)6

st = J=" st

= ¢ nach dem Residuensatz. O

C) Etwas Theorie

Satz 11

1) F : § — S ist wohldefiniert, linear, folgenstetig, ein Vektorraumisomorphismus,
und F? = (2m)"V : S — S o —> (2m)"p.

2) Fir F: 8 — &' gilt dasselbe.

Beweis 1) a) p € S = Va,3:2°0%p € L® =

Vo, B: (1+ |2f*)"2°0%p € L® = Va,B:2%0%p € L

= Va,[: F(z20Pp) € L*® = Va,B: (i0)*(ix)’ Fp € L>®

= (rekursiv) Vo, B : 2°0°Fp € L*® = Fp € S.

b) Die Linearitét ist klar.

c) op — pin S = Va,B:1°9%pr — 2°0°p in L® = (analog a)
= For — Fein S.

d) Fiir ¢, € S ist (Fp, 1)) = / ( / @(&)e it d§>¢(a:) dz = (Fubini)

= [( [ vtereteae ) ole) s = (. 7).
Daher ist (F?p,v) = (Fp, Fib) = (Lebesgue)
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k k
= lim [ day--- /dxn}"go(a:)}"w(x) = (Fubini)
“k

k—o0
“k
k k
=t [ oo [eteman ) ((fetmenman, )
—00
R2n —k —k

k
/e_i‘“(&““) dwy — 270(& +m) in S'(RE,, ) analog zu S. 8

“k

= (FPo,9) = (2m)"((E)¥(n), 6(& +m) @ -+ ® 8(& + 1)) =

= 2n)" [ @ul-9)d€ = (2rig.0) = F = v

2) folgt aus 1). O

Satz 12
1) T € & = FT holomorph, FT = (e*ig'Z,Tg)‘
R’I’L

2)SeSTel = S+«TeS und F(S«T)=FS-FT.

Beweis 1) a) T € &', x € Dmit xy =1 auf U D suppT 210 Voe&: (p,T) =
= (ox, T) = (e, Tg) = (e *x(€), T¢);

R*" — D :B»—>e ~iga ()1ststet1g —

x> (e7%% T;) =: FyT(x) ist stetig =

WD (o RT) - / () (e 78X (€), Te) da "= (p(a)e ™ x(6), 1, © Te) =

:</90() e dx&> (Fo,T) = (p, FT) = FT = F,T.

b) f: (_iéz)j x(&) — ey (&) in D(R”) fiir m — oo und z € C" fest —
j=0
) x 1
(e7i T) = ;j_< —i&z)! T£> = 2)|Z|: i < >za<(—i§)a7T§> —
=1/al

C" — C: z —> (e7'*  T) ist holomorph.

2)a) p e D,y wiein 1) = <<p,S>|<T <X ol +y), T,);

&'cS = 5,TeS = (analog, Satz 8, S. 35) —

S®T e S'(R*™); fiir ¢ € S ist x(y)p(z +y) € S(R*™) =

S*T:8— C:o— (x(y)p(z+y),S ®@T) ist wohldefiniert und linear;

wenn 5, — 0 in S(R™) so gilt x(y)pr(z+y) — 0 in S(R*") und daher ist ST : S — C
stetig, d.h. S*T € S'(R™).
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b) & x & — & :(S,T) — S*T ist folgenstetig, denn S, — S, T, — T —

S,TcD = F(S*T)(x / ”5</S T~ ndn)dg:(Fubim)
= [[ sy e e dgan = Fs(@) (e

ENH —>Sinu8/, D>T, —» T in & (analog Satz 9, S. 36) —>
FSy — FSinS', FTI, — FT in & — FSy-FI, — FS-FT n D =
F(S*T)=FS-FTinD. O
Satz 13

F:L'—C:fr— (x — /f(&)e_iwgdf) und F : L2 L% mit || Ff| = 27)"2||f]]

und fiir f € L? ist Ff = klim (in L?) / e imE . f(&)de.
—00
|€l<k

(Lebesgue)

Beweis a) f € L'(R") Fif(x) = /f(ﬁ)em5 d¢ ist stetig;

pes = (F=(Fen)= [ ( [etere= d&) - f(w) dw = (Fubini)

< /f 1x£d5€>:<%-7'—1f>:>-7'—f:f1f-
b)peS = FpeScCL®ud |Fpl?= <F¢,Fso> Zéfso,F_sog = (Fop, Fp) =
L2 '

(F2o, ) = (2m)™(@, ) = (QW)"éwaﬁgl = (27T)”|190||2‘

c) S(R") C L*(R™) dicht (analog Satz 3, S. 11), ¢ € S mit ¢ — f € L? N For
C-Folge in L? = Fyp, —ge€Ll? = Fpp, — gin S';

o — finS = Fop — FfinS = Ff=g¢€ L?und

IFfII = lim | Fey || = (2m)"2 lim [|gx]| = (2m)"2|| f]].

d) fel? = [=lim(in L% f-Y(k—l|z) N

Ff = Jim (in L)F[f Y (b~ Jol) | = i (i 29) [ o5 e O
ert |€]<k
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D) Ubungen

Ubung 1
a) Zeige: T homogen vom Grad A = F7T homogen vom Grad —\ — n.

b) Zeige: T € 8, T radialsymmetrisch (d.h. VA€ O,,: To A=T) = FT radialsym-
metrisch (vgl. S. 42).

c¢) Folgere aus der Tatsache, dass homogene, radialsymmetrische Distributionen aufler-
halb des Ursprungs die Form c|z|* haben, dass F (|z|*) = ¢-|z| ™" fir —n < Re A < 0.
Bestimme ¢ durch Anwendung auf e~ ** € S(R").

d) Gewinne aus ¢) eine Fundamentallosung von A,,, n > 2.

Ubung 2 Bestimme die Fouriertransformation der folgenden Distributionen in &'(R*)
(k€{0,1,2,---},a €R):

(k)
a) 6% b)Y(r—a) c)e d)sinz e)Y(x)sinz f)Y(x)z" g) (VP i)

Ubung 3 Bestimme in S’ (R2,)
a) F(2%), z =2 +1iy, ke N;

z

1 1 ..
b) .7:<—) mittels der Gleichung (0, + i0,)— = 27d (vgl. Ubung 6 zu § 2).

z
I"Jb_png 4
a) Uberlege, dass ds: € FCo(R*)\L'(R?) und d2 € () F(LY(R?)), wobei

q>3
Co(R?) = {f : R®* — C stetig, |1|im f(z)=0}.
T|—00
In b)-d) wird etwas analoges in R! konstruiert.
b) Zeige e’ € §'(RY) fiir Re A > 0.
¢) Bestimme F(er*€") fiir 0 < Re A < 1.

d) Verwende |T'(A—iz)| & /2 e 1#17/2]g[ReA=1/2 o] — 00, um zu zeigen, dass e} €
FCo(R)\L'(R?) fiir 0 < Re A < 5. Was gilt bzgl. FLY(R')?

Ubung 5 P(0) sei homogen vom Grad m, im R", sowie elliptisch.
a) Zeige: P(O)u =0, u € 8’ = wu ist ein Polynom.

b) Es sei m < n. Zeige, dass P(0) genau eine homogene Fundamentallosung besitzt,

1

néamlich £ = F~! <m> (Beachte, dass P(i§) ™' € £ 4+ L* C &’ und dass homogene
i

Distributionen temperiert sind.)

c) Falls m € {2,4,6,---}, n € {3,5,7,---} zeige, dass P(J) hochstens eine homogene,

gerade Fundamentallosung besitzt.

o1



Ubung 6

a) Bestimme in S'(R}) }"1( ) fir \; € C mit ReA\; <0

it —\

«) mit dem Residuensatz, f) als Fundamentallsung von Fri Ay, vgl. S, 17.

b) Zeige, dass E,. := F ! die einzige Fundamentallésung von

1

m—1 )
(i)™ + > c;(it)?

7=0

J

P d d m—i-mz_:l d it Tréger in [0, co] ist
== N )

ik P P> ¢\ g ) mwit Tréger in [0, :
wenn ¢ € C™ mit P(\, ¢) # 0 fir alle A € C mit Re A > 0.

m

¢) Bestimme F~! (] (it — A;)™") fiir paarweise verschiedene \; € C mit Re; < 0
j=1
a) mit b), f) mit Partialbruchzerlegung.

(Letzteres geht auch fiir A\; € C\iR.)

§ 5  Distributionenwertige Funktionen

A) Definitionen

1) Es seien () # ©; C R™ offen, i = 1,2, k € Ny U {o0}.
a) CF (0, D' () =
{f:Q — D'(Q) : Vo € D(Qs) : 2 — (p(y), f(z),) € CF(h)}
b) CO(Q1, D/(Q)) € D'(Q x Q)

fr— (e@(x,y) — /<<p(x,y),f(x)y>dx>

2) Qy C C™ offen, Oy C R™ offen.
a) f: Q — D'(Qs) heifit analytisch (bzw. holomorph) <= V¢ € D({) :
z — (p(y), f(2),) ist analytisch. (Analog fiir S'(R"?) statt D’(€).) Dann lasst
sich f um 2o € O in eine in D’'({2y) konvergente Potenzreihe entwickeln.
b) Fiir Q; C C heifit f meromorph <= Vz, € ; : 3k € N : (2 — 2)* f(2) bei 2

analytisch. Dann ldsst sich f um zj in eine Laurentreihe entwickeln. Resf(z) und
z=2z0

Pf f(z) bezeichnen die Koeffizienten von (z — 29) ! bzw. (z — 2)°.
2=z

3) a) S(RILF2) T4 SRIT) - oz, y) / ol n)e 7 dn und
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B)

S’ (R™M+7n2) REN S'(R™2) . T+ (o — (Fyp,T)) heiBen partielle Fourier-
transformation (bzgl. 1, , Yn,)-

b) Auch C(Qy, S'(R™)) % ¢(Qy, S'(R™)) : f+—s (a:' — ]-"(f(:z:)))

heiBt partielle Fouriertransformation (fiir €y C R?* offen).

Auf C(RpY, 8'(R72)) N S'(RyL2) stimmen a) und b) iiberein.

Beispiele
SeDR") = (f: 2+ Sa+y) € C(R:L,D'(RY)) und (8°f)(0) = 95,

denn

(oY), f(x)y) = (p(y x—i—y > < u — x),8,) ist C* bzgl. z (vgl. S. 35,

Beweis) und <g0 (0“f) = 6 <<g0 u— :r), u>> 535

= <<p u—:p) ( > = (8"‘ )(O) 8“5

(Allgemein ist fir f € C*(Qy,D'(22)) und |a\ <k, aeNj,

9°f € Ck1el(Q, D'(Q)) durch (g, (°f)(z)) = 92(p, f(x)) (wohl)definiert.
Bzgl. der Einbettung C* (Ql,D' () ) C D’ (1 x €9) stimmen die zwei sich erge-
benden Begriffe von 09 dann {iberein:

o(2,9) = 1(@)ealy) = [ (0(w9), (0°)(@)y) do =

Q1
J @ (<go2<y>, Fla)y)) de PR (=007 1()) (o), Sa)y) o =
= < )%, f> und das geniigt nach S. 316 )

C\{-1,-2,-3,---} — D'(R) : A — 2 ist holomorph, denn fiir Re A > —1

kann man (p, 2% ) = /gp(x)x)‘ dz nach A differenzieren und fiir Re A +m > —1 ist

0
1

A0 (Am)

(p,2%) = ((=1)mpm 237 vel. S. 18. In A = —m, m € N,

-1 m—1
hat z% einfache Pole mit Res 2} = (=1) 5= denn
A=—m (m—1)!
_ (2™ y (m)
1 A = li = :
Jim A 4m)at = i o o 1)~ A —m) (1)
A it 72
Weiters gilt z.B. A:P£1x+ = ,\551 ()\ - 1) (11% ~ ) ; % ist bei z = 0 analytisch,
d* In*
@(xi) = (na)* - Y(z) = 23 = ];) @ L!n T 2# ist die Potenzreihe von

z=0
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2% um z = 0 in D'(R') (mit Konvergenzradius 1)

= sz0<x7+> =Y(z)lhr = )\E’flxj\r = (Y(z) lnx), =:z;' vgl. S. 18.
Wir wollen eine Fundamentallsung von 92 — Az mit partieller Fouriertransfor-
mation berechnen. Wenn E € S'(R{,) mit suppE C {(}) : ¢ > 0}, so erfiills
F = F,E dasselbe. (0} — A3)E =6 <> (0} + |2*) F = 6, ® 1,. In C(R%, D'(R}))
ist die Losung der letzten Gleichung (mit der Triagerbedingung) nach S. 17 ein-
deutig durch

. Y(t)t:x =0,
F(z) = Y(t)sm’(;||x|) e 40 gegeben.

Da F € S§'(RY), ist also E = F,!(F) eine Fundamentallssung von 9? — Az mit
Tréger in {(;) it > O}.
Y () sin(t]z])

Es gilt auch F' € C(R},S'(R?)), da F(t) = — 0in &' (R3) fiir ¢ \, 0.

Ed
Y () sin (¢ Y(t
Daher folgt £ € C(R!,S'(R%)) : t —» le< ()Txn’( |x|)> _ 4(2 52, vel.
T
1 [t 1 [ o(|x],x) -
S. 42, d.h. (¢, E) = e 7( / o(t, x) ds(x)) = E/ |x—|dx, wie in S. 34
0 |z|=t R3

bereits gefunden.

. o0 / 3 . _ . o
Es gilt F € C*(]0, 00[, S'(R%)) und 1{% F(t) =0, 1%&5F(t) =1
= lim E(t) =0, limd,F(t) = § in S'(R?) und allgemeiner
N0 N0

lim 0 E(t) = lim AFE(t) = AF0 = 0, lim 02T E(t) = AFlim 0,E = A6,
t\,0 t\0 t\0 t\0

Wir betrachten den Schrédinger Operator 9, —i4,,. Partielle Fouriertransformation
von (9, —iA,)E = § nach z liefert wie in 3) (0, + i|z|*)F = & ® 1,,
F=Y(t)e " B =y @) F; (e ") (in t = 0 nur links- /rechtsseitig stetig!)
Fiir z > 0 gilt F~!(e #") = (4mz) /2 1#?/112) —. T, € S(R™), vgl. S. 43.

Wenn Rez > 0, so sind z — f‘l(e_z|x‘2) und z —— T, analytisch und stimmen
daher in Rez > 0 iiberein. Weiters ist {z : Rez > 0} — &' : z — T, stetig und
daher F; (e "**) = (4rit)~"/2e~1#I*/(4iD) b,

E € C([0,00),S'(RR)) : t — (4rit) /2 1al*/4i) - q .

e—imr/4 it e : dt
(p(t,z),E) = (1) /</ o(t, )e” 1P/ dgv)t717

0 R
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Beachte, dass E ¢ Ll (R™") fiir n > 2. E ist die einzige Fundamentallsung von
9, —iA, in §'(R"™) und mit Tréiger in {(!) : ¢ > 0} (denn wenn E; das auch
erfillt — G:=e(E—E) eS8, (0,—iA,+1)G=0
= (it+i2P+1)FG=0 = FG=0 = E=E)

———

#0
C) TUbungen

Ubung 1 Es sei n > 2 und Ty := |z]* € LL (R") fiir Re A > —n.

a) Zeige, dass {A € C: ReA > —n} — S'(R") : A — T, analytisch ist und entwickle
T\ in eine Potenzreihe um A = 0.

b) Zeige, dass ATy1o = (A+2)(A+n)T) fiir Re A > —n und setze damit T, meromorph
fort nach {\ € C: ReX > —n — 2}.

¢) Bestimme mit Ubung 7 zu § 2 )Ee;‘%TA.

2)\+nﬂ.n/2r (%)

d) Nach Ubung 1 zu § 4 ist FTy = T__y fiir —n < Re\ < 0.

[(=A/2)
Setze damit 7 analytisch fort nach {A € C : A\ # —n,—n — 2,---} und bestimme
N Res T)\7 k € Ny.
e) Zelge, dass |x|2k/\7Pf2kTA = 1 fiir £ € N, und bestimme mittels d) aus F~!( PkaT,\)

eine Fundamentallssung von Af.

Ubung 2 Es sei f € LY(S* 1) und T) := (| |) |z|* fiir Re XA > —n.

a) Zeige, dass (90 € S(Rn))

(o, T3) = / {@(I)—ZW]JC<| |)|x|’\dx+

|z|<1 loo| <k

+<%Y(|$|_1) (I I)lx|A+a|Z<ka|(|a|_+A+ /f w)w® ds(w >

die analytische Fortsetzung von T} in das Gebiet ReA > —n — k — 1,
A#—n,—n—1,---, —n — k liefert. (Vgl. auch Ubung 6 zu § 1).
b) Bestimme Res TA, k € Ny. Vergleiche das Ergebnis fiir f = 1,k = 0 mit dem von

Ubung 1 c).
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Ubung 3
a) Uberlege, dass fiir £ = prp] 5(t — |z]) € D'(RY,)
|z ’
SI(R:]ig))7

gilt £ = 11{% E. mit E. € C(R},, .,
0 (12 _ 22 _ 12 + 5_ (12 _ 2242
E€<t’1‘1’3§2) = .- t 1725 t2 1 27
Am\/12 — 3 — a3
2
ve=x((t=VaT+ad)/e)  x(O) =Yt =Y (E-1) - (t-1).
b) Bestimme F,, E.

c) Zeige, dass F,, F € C(R}%, S/(R?,xl,xz
02 — Ay + A2, ANeR.

d) Bestimme durch analytische Fortsetzung bzgl. A eine Fundamentallésung des Klein-
Gordon-Operators 97 — Ay + A2, X\ € C.

)) und bestimme so eine Fundamentallésung von

Ubung 4
| 1 (# = )]
a) Zeige, dass {A € C: Re XA > —1} — S'(R}]) - A — T\ :=T) := Y(t>1“()\—+1)+ €
L} . analytisch ist.
0
b) Zeige 0;Th;1 = 2tT’\’8_T/\H = —2z;T\ fiir ReA > —1 und folgere, dass sich
X

TA‘RH +1\(0) analytisch nach ganz C fortsetzen lasst.

c) Zeige OT\;1 = 2(2A +n + 1)T) fiir Re A > —1 und setze T) analytisch in

Vi=C\{-2 —j:j e Ny} fort.

d) Zeige, dass Ty, A € V, bzw. Re§ T,, A € C\V, homogen vom Grad 2 sind und folgere
M:

. Cn ; .
(mittels b),c)), dass /\:—(E{ff)/z—jT’\ BET [V6, j € No.

1
e) Zeige, dass 1o T_(n—1)/2 eine Fundamentallosung von [ ist.

f) Bestimme T34 (d.h. T fiir n = 3).
g) Zeige Ty * (01 ® 1p,) = /T Th1 34172 @ 1, und folgere, dass ¢, = /T ¢y = - -

1
g 71'(77’_1)/201 fd —W(n_l)/Q.
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