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(1) Es seien Ay = {id: R — R}, Ay = {2 : R — R} und f=id: (R,[%]) —
(R, [22]).  (a) Zeige, dass f C>, aber f~! nicht C! ist!

(b) Bestimme Rg,f fir z € R. (c¢) Warum sind (R, [2;]) C°°—diffeomorph?
(2) P™ und 1,;,U; seien wie in S. 3. (a) Zeige, dass
¥;([]) 2l £0)
[, . 7T e il =0 bijektiv

ist. (Die Punkte in P™\ U; = @ZAJj—l(IPm_l) heien “co ferne Punkte” bzgl. ;.)

P; PP — RPUP L 2] —s {

(b) Wie lésst sich die Abbildung zﬁj geometrisch veranschaulichen?

(3) (Fortsetzung) Es sei V = {[z] € P? : z'2? = (23)?} und j=1,2,3.
(a) Zeichne 1; gU ;NV) C R? sowie die unendlich fernen Punkte V\U; als Geraden
durch 0 (d.h. ¢;(V\U;) C PY). (b) Warum ist V' eine C°°— Untermfkt. von P27
(c) Gib einen Diffeomorphismus V ~ S! an!

(4) Wie Ub. 3 fir V = {[z] € P? : 2'(2?)? = (2°)®}. Warum ist V eine C°— aber
keine C!— Untermfkt. von P??

(5) Essei S=R"U{oco} mit folgender Topologie: U C S offen <= (U C R™ offen)
V (S\U C R" kompakt). Zeige,
(a) dass dies eine Topologie ergibt; (b) dass S damit eine n—dim. top. Mfkt. ist.
Bemerkung: Die “1-Punkt—Kompaktifizierung” ldsst sich analog zu jedem lokalkom-
paktem Raum bilden (Alexandrov).

(6) (Fortsetzung) (a) Zeige, dass 2 = {id : R — R™, ¢ : S\ {0} — R™} mit

0 xz=00
o) =9 = . ein C*°—Atlas auf S ist.

22 sonst
P(z):z e R"
(b) Zeige, dass P:S—S":ixr— <0) ein C*°— Diffeomorphismus
ST =00
1

ist, wenn P die stereographische Projektion wie in S. 9 ist.

(7) (a) Zeige, dass die Drehung A, , im R® umdie Achse Az, z € R?, |z| =1, A >0,

um den Winkel ¢ im Rechtsdrehsinn durch
Ay oz =a(z,2)(1 —cosp) + zcosp + x X zsing

gegeben ist.
(b) (Ml [le]),z = 1,2, seien C*¥—Mfkt.en, k& > 1, N C M, eine Untermfkt.
mit induzierter Struktur, f : My — N, f1 : My — Ms : © — f(x). Zeige:
(f C¥ <= f1 C¥) und (Vz € My : Rg.f = Rg.f1).
(c) Zeige, dass f :S? x S' — SO3(R) : (z,y) — A, wobei y = (Zj’sz), Cc>
und surjektiv ist. Schreibe dazu die Matrix von f(z,y) an!

(8) (Fortsetzung) Berechne Rgy, ,f fiir zo=(0,0,1)7, yeS.
Hinweis: Verwende bei z die Karte o3 und auf S! den Winkel ¢, und zeige,

dass %(mo,y), %(xo,y), %(xo,y) € glz3(R) ~ R? fiir y # ((1)) L.u. sind.

(Z1) Es seien p<q und f:RP — RY: 2 +—— y eine C*—Einbettung, k > 1. Zeige,
dass f(RP) Lebesguemafl 0 hat!

Hinweis: Wenn det(g—g;) e #0 in zg, soist f1:U={z €RP: |z —x¢| <
1<i,j<p
e} — RP 1z — (y',...,yP) injektiv fiir ein € > 0 und Fubini ergibt dann

_ +1 1 _
Jroy = I (fﬂf;l(yl,_.,yp)) dy? "'dyq>dy cdy” =0.
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(9) Essei f:(—1,00) — R?:t — (32 3¢2 )T (Cartesisches Blatt).

(10)

(11)

(12)

(13)

(14)

(16)

(22)

T3 T+83
(a) Warum ist f eine Immersion? (b) Warum ist f eine Einbettung?

(¢) Warum ist f keine reguldre Einbettung?

Es seien (M, [22[]), (N, [%]) C*— Mannigfaltigkeiten, k > 1, f: N — M eine
Einbettung, zo € N.

(a) Zeige, dass U C N offen existiert mit 2o € U und f(U) C M C*— Untermfkt.
(b) Zeige: f(N) ist CF¥—Untermfkt. von M <= f~': f(N) — N ist stetig.

Essei f: R — R?: ¢+ e'(5°)) (logarithmische Spirale). Ist f(R) eine

sint

C>°— Untermfkt. von R? (mit Standardstruktur)?

Stelle fiir Kugelkoordinaten wie in S. 18 %, 8%, % durch %, 1 =1,2,3, dar,
und dann mittels T,,R?® ~ R? durch einen Vektor im R3,

9 o 9

Oxd’  Oxd’ dxt’

(b) durch Interpretation als Aquivalenzklasse von Wegen.

(a) mittels der Formel

(Fortsetzung) (a) Wie erhilt man vy, vy, v, fir v =1v'9; € TR3?

(b) Spezialisiere auf zo = (1,2,2)T, v = 40; — 205 € T,,,R* und gib eine Kreiskurve
bei xy an, deren Aquivalenzklasse v ist.

Fiir a € R? festsei X,:S? —R3:2+—a x 2.
(a) Warum kann man X, € 7*(S?) auffassen?

(b) Was ist X, in der Karte ¢34+ von S. 17

(c) Was ist X, in Kugelkoordinaten o, auf S2?

(Fortsetzung) (a) Wasist X,(f), wenn f(z)=z'-22 € C°°(S?) und X, € Der(S?)
aufgefasst wird?

(b) Was ist [Xe,, Xe,] fiir e; = (1,0,0)T, e = (0,1,0)T7?

Zusatzfrage: Was ist allgemein [X,, X3]?

N C M sei eine C®°—Untermfkt. und X; € 7H(M) mit Vzg € N : Xi(xg) €
T.,,N (< T,,M). Essei g € C*(M), f:= g}N. Zeige, dass X (f) = Xl(g)}N,
wenn (X : N — TN : 2z — X;(z)) € TH(N). Wie lésst sich damit Ub. 15
einfacher rechnen?

Es sei sl,(R) := {C € gl,(R) : trC = 0}. Zeige dhnlich wie in Bsp. 4, S. 23, dass
TS, (R) — SI,,(R) x sl,(R) : (A, B) — (A, A"'B) ein C*°— Vektorraumbiindel-
Isomorphismus ist.

Hinweis: tr = Spur. Verwende und zeige, dass fiir eine C'—Kurve A(t) in gl,(R)

gilt (det A(t))" = tr (A24(t) - A'(1)).
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(17) Zeige? dass [fX7gY] = fg[X7 Y] +fX(g) Y_gY(f) - X fir X7Y S Tl<M)7 fag S
C>®(M), M C*>—Mannigfaltigkeit.

(18) Es seien X; = 01 + 02, Xo = (21)20; + (22)%20, € T1(R?).
(a) In welchen Punkten z € R? sind X;(z), X2(x) eine Basis von T,R??
(b) Driicke [X1, Xo] fiir ! +22#0 durch X; und X, aus.

(19) N C M seieine C*®°— Untermannigfaltigkeit, X;,Y; € 71(M) mit X;(N),Y1(N) C
TN (CTM). X :=X|,, Y :=Yi|,. (a) Zeige, dass X,Y € T'(N).

(b) Zeige, dass [X1,Y1](N) C TN und [X,Y]=[Xy,Y1]|,-
(c) Folgere, dass sich fiir eine Lieuntergruppe H < G die Liealgebra TjH bzgl.

Ly : TtH—T'(H) als Lieunteralgebra von T;G bzgl. Lg : TIG—T Q)
ergibt. Was bedeutet dies speziell fiir O,(R) und Sl,(R)?

(20) G sei eine Liegruppe, J:G — G :x+— x~ 1.

(a) Zeige, dass fir x € G : T, J = T o Ty

(b) Folgere, dass T7J = —id : T1G — T;G und dass Yuvy,ve € T1G : [v1,v2|p =
[Uz,’UﬂL.

(21) Bestimme die Gestalt des Vektorfeldes X7 in der ersten Spalte von B(z) in S. 29
in der iiblichen Darstellung von S3 C R*, d.h. berechne P(X;), wenn P :S-—S3
wie in S. 9 und Ub. 6 und P(X;) wie im Lemma in S. 35 ist.

—

Hinweis: Fiir y = (y%) € S?’\{((l))} setze © = P~ (y) = 1_gy4 € R3 und v = X;(z)

und berechne T, P(X;(z)) € S* mittels der Formel fiir TP in S. 33.

(22) Gib ein nirgends verschwindendes Vektorfeld auf S™, n ungerade, an.
Hinweis: Betrachte z.B. das Vektorfeld P(X;) in Ub. 21.

(23) Zeige, dass S” parallelisierbar ist.

Hinweis: Betrachte die folgenden 7 Vektorfelder S7 — T'S7 :
2 3 4 5 7 8

y y y y y° y y
—y! —y* y? —y° y° —y® y’
y* —y! —y? —y" y® y° —y°
Y= _%3 ) yi ) _y; ) ysl ) y72 ) _yg ) _:ZE) < TyS7
y y —y —y —y —y y .
—yP —y8 —y" y? —y? y y° CT,R".
y® —y° y° y? —y* —y! —y?
—y" y° y° —y —y? y? —y!
(24) Essei Mj :=[0,2m)xR und 204 = {1,911} mit p; =id : (0,27)xR — (0, 27) xR
(t,u) 0<t<m

und ¢y 2 ([0,2m)\{r}) xR — (=, m) xR : (£, u) — (t—2m —u):m <t<2m

(a) Zeige, dass 21; die Bedingungen (i), (ii), (iii), (v) in S. 20 erfiillt und dass
(Mi,[24]) eine C°°—Mannigfaltigkeit ist. (co breites Mobiusband)
(b) Zeige, dass p: My — S': (t,u) — (5°7) mit [[2]] ein C*°— VR-biindel ist.

sint
(Z3) Betrachte (R, [{id}]) als C'—Mannigfaltigkeit. Essei {[|z[3/%],[f,]: X € A} eine
Basis von C}(R), sodass r([f2] : A € A) CZ(R) enthilt. (Mittels des Zornschen
Lemmas ldsst sich eine solche Basis finden.) Fiir [f] € Cj(R) sei D([f]) der

Koeffizient von [f] beziiglich des Basiselementes [|z|>/?]. Zeige, dass D eine
Derivation ist! Lésst sich D durch einen Tangentialvektor darstellen?
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(25) Betrachte die C*°—Karte auf R? : ¢ : R?\ {(2,0)7 : 2 <0} — (0,00) x (—m,7) :
r(zsz) — (;) (a) Stelle dz', do? durch dr, dp und umgekehrt dar.
(b) Bestimme Q = dz! Ada? bzw. g= 2?21 dz' ® dz® in Polarkoordinaten!
(26) Essei 7o € S" C R und f:U — RCY, z9€U C R offen.
(a) Wann ist dg,f =0 in T R"1?
(b) Wann ist dg,f =0 in T S"? (d.h. eigentlich dg,(f|s») =0)
(c) In wieviel Punkten verschwinden da/ € 7;S", j=1,...,n+1?
(27) (M, [2]) CF—Mannigfaltigkeit, k > 1, f: M — RP C¥, N = f~(0), Vz € N :

Rg.f = p (= N C M Untermannigfaltigkeit). Es sei weiters (4,0 U — V.

z— (zt,...,2")7) € A und bzgl. ¢ sei f: (zf,... 2T — (¥, yP)T.

oy*
. 0.
ox" ) 1§k,l§p<x0> 7
(a) Zeige, dass dg, (27 |N), ..., da (x77~7|n) eine Basisin T N ist, wenn {iy, ...,

ipy J1y - Jn—pt ={1,...,n}.
(b) Fiir welche xg ist dgxt, ..., dgez' !, dgea'™t, ... dya™ ™! eine Basisin T S™?

Schliefllich sei g € UN N und det (

(28) Es seien Q = w;da’ € T{(R™Y), i:S" «» R*™ 1 und Q =i*(Q).
(a) Fiir welche xg € S* ist Q(zp) =07
(b) Zeige, dass Q = x?dz! —x'd2? +2tda® —23da? € T7(S?) nirgends verschwindet!
(c) Kann man auch in 77(S?) ein nirgends verschwindendes  finden?
(29) Essei Q= z'dz? Ada? + 22da® A dz! + 23da! A d2? € Q2 (S?).
(a) Driicke ©Q in Us  UUs_ durch dz',dz? aus!

(b) Folgere, dass Q auf S? nirgends verschwindet!
(c) Was ist das Analogon auf S"7 (Vgl. S. 50!)

0
(30) Rechne 952 ® dz! € T1(R?) in Polarkoordinaten um! Kontrolliere, dass die
x
Verjiingung 0 ergibt!
(31) Berechne f*(dz!® dz?) in Kugelkoordinaten auf S?, wenn f:S? — R?:2+—
(e’ z'a?)T.

(32) (9, ) sei die Karte der Kugelkoordinaten auf S2. Stelle damit (a) daz® € 7;(S?),
i=1,2,3, (b) daiAdad € Q*(S?), 1<i<j<3, sowie(c) g=> "  dri®ds’ e

75(S?) dar!
(Z4) (a) Zeige, dass daj,...,da7,das,... ... ,dal ... da""! eine Basis in T7Sl,(R)
ist. (Verwende Ub. 27!)
1
(b) Zeige, dass Q(A) = Wda% A--Adal Adai Ao Adal Ao AdaTL €

sz_l(Sln(R)) fiir (A2 #£0. Ist Q auch rechtsinvariant?



(33)

(35)

(36)

(37)

(Z5)

Hinweis:
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rV sei ein zweidimensionaler VR mit Basis e;,es und dualer Basis e',e? € V*.
Weiters seien €] = bej + 3eq, €, = 2e1 + es.

(a) Was ist die duale Basis e, e € V* zu e, eh? (Setze e’ = a%e’, e} = bi'ey!)
(b) Es sei Dy =e' Ae?, Dy =e' Ae?. Gilt [Dy] = [Ds] € O(V)? Wie sieht man

das anschaulich mit einer Skizze?

(Fortsetzung) Es sei w = [¢}, [D1]] € V.

2 1/ 2/

(a) Was sind die Koordinaten w!,w? bzw. w!, w? von w beziiglich der geord-

neten Basen (i) ey, es bzw. (ii) €f,e5?
(b) Bestimme A = (a}) € Glo(R) mit e; = alej (und v” = ale! fir veV).

(c) Uberpriife, dass w = sgn(det A)alw?.

(Fortsetzung) (a) Wieist |D1| € L(V)4 definiert? Wasist |D1|(f) = [, f(z)|D1|(x)

fir f(e;z') = e~1#I"? (Die Schreibung links entspricht den Radonmaﬁen, die rechts
den Borelmaflen. Obwohl f keinen kompakten Tréger hat, ist es integrabel.)

(b) Warum ist |D;| = |D2|?

(c) Es sei o = [Dy1] € O(V). Wie héngen [Di,0|, [D2,0] € //XE(V*) zusam-
men? Welche signierten Lebesguemafe in L(V) entsprechen [Di,0] bzw. [Ds,o0]?
Warum kann man D;, D, keine signierten Lebesguemafle zuordnen?

Essei L =x'dz? Ada? +22dzd Ada! +23dat Ada? € Q%(S?), 9, ¢ seien Kugelko-
ordinaten. (a) Rechne L in Kugelkoordinaten um!

(b) Rechne Q :=[L,[L]] = |L| in Kugelkoordinaten um! (c) Bestimme so Jez Q!
(d) Berechne [, Q=|L|(1) mit der Karte ¢3! sin 9 - - -sin 971 cos ¢
sin®¥! - - -sin ¥ sin ¢
) siny!---cosy 1
Essei ¢ : (0,7)" 1x(0,27) — S"™: (9%, -+, 9771 ) — )
sin 9! cos 92

Dann ist ¢~! eine Karte auf S® (= Kugelkoordinaten). cos !

(a) Driicke die Lerayform L € Q”(S”) durch diese Koordinaten aus.

(b) Berechne damit [, |L|1 |L|(1 f(Sn ) L().- ﬂ P(1s0)
Hinweis: 2! #0 = L = —dx A /\dx”“, s. S. 61; fsm Ydi = f

fi T(1+%)
ur o > —1. 2

Berechne f(SQ’[L])em dz! A dz?!

(M, Oxr), (N,Op) seien orientierte C'—Mfkt.en, f: M — N ein Diffeomorphis-
us, f*Oy =0y, n=dimM, und Q € Q*(N). Zeige, dass dann f(N,ON) 0=

Joar.0u) T2

P:R" — S™ sei die stereographische Projektion wie in S. 9.

(a) Berechne P*(L) € Q"(R"). (b) Berechne damit [, |L| = [,. |[P*(L)|.

~ it JRL(3)

Of (L4723 2nT (L)

Driicke A € Q™*(P") von S. 67 in den Koordinaten

2! 2" N\T
{[Z]Epnzn—i_l?’éo}—)Rn[Z]H(znﬁ?7%) :(x17...,xn)T

aus und berechne so fpn A
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(41) Esseien U ={x € R3: |z] <1} und r,9,¢ Kugelkoordinaten.
(a) Warum ist (z) = (r — 1,9,0)T =y eine Karte wie in (), S. 78?
(b) Was ist v = 8%1 € T,R3 ~ R3? (c) Zeige, dass (2°0;,dz! A da? Adz3) = L.
(d) Was ist also [dz! Adz? A dz?]|&,?
(42) Lose Ubung 38 mit dem Satz von Stokes! Integriere dabei nach 2® ganz auBen!
(43) (a) Wie ergibt sich der Greensche Satz im R? (i.e. §,, (7,dZ) = [, vidz+vydy =
[ (%2 — %) dzdy) aus dem Satz von Stokes?
(b) Wie ist der Ubergang zum Satz von GauBim R? (4, (i@, 7i)ds = [, div @ dzdy)?
(44) Bestimme mit dem Satz von Stokes f(aU,[dml/\dmz/\deHgU)<x2)2dxl A dx? fiir das
Ellipsoid U = {z € R?; a 2(2! —s1)2 +b72(2? - s?)2 +c 2 (23 - s*)2 < 1}, a,b,c€
(0,00), s€R3,
(45) Die Maxwellschen Gleichungen sind

3

0B . 0D .
B0 rotH—j—i—E, divD = p, divB =0,

wobei FE/H = elektrische/magnetische Feldstérke, D/B = elektrische/magnetische
Induktion, ¢ = Ladung, j = Strom. Essei F := (E;da!+ Eydz? + Ezda®) Adt+
By dz? Ada3 + By dz Ada' + Bz dzt Adz? und G := —(H; dat + Hy dz? + Hz da®) A
dt + Dy dz? Ada® + Dy da® Adz! + Dy dat Ada? sowie v := (j; do? Ada3 + jada3 A
dat + jz3da! Ada?) Adt — odat A da? A dad.

(a) Zeige: (%) <= dF = 0,dG = —~. (b) Folgere dy = 0. Was bedeutet das
klassisch? (c) Folgere, dass in einem zu R* diffeomorphen Gebiet U gilt F =
dp, ¢ € QY(U) (elektromagnetisches Vektorpotential). Was bedeutet das klassisch?

(46) M = [0,27) x R sei das Mobiusband in Ub. 24 und ¢, (z) = (mi), P1(x) = (mé)

3 T3

(%) rot B = —

seien wie dort.

(a) Zeige, dass Q € Q*(M) durch Q(t,u) := [dz} Ada?, [dz} Ada?]], wohldefiniert

ist (d.h. unabhéngig von 7). (b) Warum ist Q) eine Basis von Q2(M) (iiber C*°(M))?

(c) Setze U :=[0,27) x (—1,1) C M und wende den Satz von Stokes an.

Hinweis: Q = —dQ, Q) = (27 dz}, [dz} A da?]].

(47) Der Satz von Stokes des R3. Es sei Q = w;dz? € QY(R3), (M,0) Cc R® 2-
dimensionale orientierte Untermannigfaltigkeit, U C M wie im Satz von Stokes
und beschrankt.

(a) Zeige, dass f(8U0|a 1" Q= f;((wl,wg,wg)T,i’) dt, wenn x : [a,b) — OU eine

’ oU

Parametrisierung ist, sodass die Orientierung von T )M durch die angeordnete

Basis nq,4(t) gegeben ist, nj := AuBennormale zu OU in T,M.

(b) Zeige, dass f(U’O|U)dQ = [ (rot (w1, w2, w3)", nz) do, wenn |ng| =1, ng L
ox ox
oer " o¢?

|dét A d€?|, vgl. S. 82. (c) Formuliere die Koppelung von (t),n;,ne anschaulich.

(48) Es seien U = {z ¢ R"™!:|z| <1}, B=U, BC M c R*""! offen, L € Q*(S")
Lerayform. (a) Warum ist d(f*L) =0 in Q""(U) falls f:U — S" C'?

(b) Warum gibt es kein f: M — S* C! mit f|gn = idgn?

(c) Wie folgt daraus der Brouwersche Fixpunktsatz, nach dem ¢g: B — B stetig

immer einen Fixpunkt hat?

Hinweis: Wenn ¢ keinen Fixpunkt hat, lisst es sich durch h : M — U C' ohne

Fixpunkt approximieren. Setze f(x) = h(x)+t(z — h(z)), t > 0.

(Z6) Beweise den Hilfssatz in S. 73! Hinweis: Es geniigt Q = fOdf' A--- Adf? zu
betrachten. Verwende (dQ, X, ® ---® Xg) = det (X5 (f))

T,U, O(x) = [dz! A dz? A dz?]}? in der Notation von S. 78, do =

kvl:07"' 7q.
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(49) Fiir eine C* —Mfkt. M, k > 1, seien QL(M) = {Q; +iQy : Q; € QI(M)},
CE(M)={f: M — C~R2CF}, d(Q;+iQ2) =dQ; +idQs. Speziell sei M C C
offen, f € CL(M). Zeige: (a) f holomorph <= f(z)dz € QL(M) geschlossen'
(b) UC M wiein (x) S.78, UC M kompakt f holomorph = [, f(2)dz=0
(Cauchy); (c) V Kreise U mit U C M : [, f(z)dz = 0= f holomorph (Morera).

(50) Essei i: M ={x € R? 23 =2'2%} — R3 und ¢ die Standardmetrik auf R3.
(a) Bestimme i*g in der Karte v : M — R? : . +—— (;;)'

(b) Bestimme Qi*g in dieser Karte! (c¢) Rechne ;- ¢ in Polarkoordinaten um!

(51) (Fortsetzung) (a) Berechne [, Qi*g fir U ={z € M; (2')? + (2?%)? < 1}. Was ist
das anschaulich?
(b) Berechne f(U,[dml/\daﬂ])i*L’ wenn L die Lerayform auf R3 ist.

(c) Kontrolliere (b) mit dem Satz von Stokes!

(52) P :R™ — S™ sei die stereographische Projektion (S. 9). Bestimme die Metrik auf
R™, die von der Standardmetrik auf S™ (vgl. S. 87) induziert wird.
Hinweis: Betrachte R" —» S" < R"+! gtatt P. Niitze die Rotationssymmetrie
aus!

(53) Die Poincarésche Metrik auf der Kreisscheibe D = {z € C : |z| < 1} ist durch
9(z) = (1= |2*)7?[dz ® dz + dy @ dy] € T} D®? gegeben.
(a) Berechne die Kurvenldnge R, von (0,7) CRCC fir 0<r < 1.
(b) Berechne die Oberfliche F, von {z€ C:|z| <r} fir 0 <r <1
(¢) Berechne die Kurvenlinge U, von {z€ C:|z|=r} fir 0 <r <1
(d) Was passiert fir r /17
( T U, . F.— WR% . U — 27rR,4‘

e) Berechne lim —, lim —, lim ——, lim
) r\,0 R%’ r\,0 R \,0 Rﬁ \,0 R%

(54) g sei die Standardmetrik im R2. (a) Driicke g in Polarkoordinaten aus!
(b) Was ist g~! € 72(R?) in Polarkoordinaten?
(c) Bestimme grad f € 7H(R?) fiir f = f(r,¢)!
(55) (Fortsetzung) (a) Bestimme divX fiir X = X"0, + X¥0, mit der allgemeinen
1 d(+y/] det g| v*
Formel div(v'd;) = R ekg|v )
V| det ¢ Ox

(b) Berechne damit Af = divgrad f in Polarkoordinaten.
(c) Was ist rot X = g~!*dgX in Zylinderkoordinaten fiir X € 71(R3)?

(56) Berechne g, Qg, grad, J, div, A, und rot in Kugelkoordinaten am R3.

(Z7) Auf G = GI,(R) ist eine linksinvariante Riemannnsche Metrik durch g¢(Ag) =
Zijb};b}' da¥ ® daf, Ayt = (b%), gegeben (vgl. S. 88). Zeige, dass Af(A) =

0% f
+ > a"jaéa

2—n)a’
( ) af@aé

und berechne Adet und A tr.

'L
I dat
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(57) Es seien U C C offen und f : U — CCL g = dr ® dz + dy ® dy sei die
Standardmetrik auf C~R?, z=z+iy, dz € QL(C), vgl. Ub. 49. Zeige:

) g—Re(dZ®d2) (b) f*(g9) =Re(df ®df) € B(U).

) d dz—i—afdz wobei %.— (gi 125) und %:z%(af—i—laf)

(a
(c
(d) fholomorph = f*9)=1"*9g
(Fortsetzung) (D, g) sei die Poincarésche Metrik wie in Ub. 53.
(a

(58) L
0 fir

) Zeige, dass die Mobiustransformationen f, ., : D — D : 2z — o T
— 20%

20 € D, 0€C, |p| =1, Isometrien sind.

(b) Was sind die “Kreise” in D, d.h. was ist N = {z; € D : d(z9,21) = R} fir

20 € D, R>07 Wasist |N|?

(59) Berechne die Christoffelsymbole T, ,...,T'%,

(60) Fiir welche Funktionen z(t) : [a,b] — R C? ist f:eo‘x(t”ﬂim dt stationér?
(a, 8 € R\ {0})
(61) Es sei M = {z € R" : |z| < 1} mit der Metrik g = g;;dz* ® da?, g;; = &;; +
xiyd

bzgl. der Polarkoord. r,¢ in RZ

T—af (a) Bestimme d(z1,z2) fir z; € M und die Geodéten.
— |z

(b) Berechne expg(v) fiir v € ToM ~R", |v] < 3.
Hinweis: Zeige, dass M — {x € S" : 2" > 0} : 2 +— (\/lf|—x|2) eine Isometrie
ist, wenn S” mit der Standardmetrik versehen wird.
(62) (D,g) sei die Poincarésche Metrik wie in Ub. 53.
(a) Was ist z,(t) fir ve TpD ~C?  (b) Bestimme exp,: C ~TyD — D.
(

c) Was sind die geodiitischen Normalkoordinaten v = expy ' (z)?

(d) Stelle ¢ in geoditischen Polarkoordinaten r,¢ dar, d.h. v =o' +iv? = rei¥.
(63) Essei M =G =R", Ac R™" veR" und X(z) = Az +v e THR").
(a) Was ist die Integralkurve z(t) zu X mit z(0) = xo?
(b) Was ist der (globale) Fluss F' zu X7
(c) In welchem Fall ist X € 7,'(G) = 7,}(G)? Was ist also Exp : T7(G) = TopR" ~
R" — G =R": v+ F,(1,0)?
(a

) Berechne die Christoffelsymbole in Kugelkoordinaten am R?® mittels der Trans-
formationsformel (%) in S. 117.

(64)

(b) Uberpriife, dass sich dasselbe (und schneller) ergibt, wenn man die Differen-
tialgleichung der Geoditen als Eulersche Differentialgleichung der Lagrangefunktion
L(z, &) = g(x)(&, &) = 72 + 7292 + r2sin® ¥ 2 aufstellt.

(Z8) g sei die linksinvariante Riemannnsche Metrik auf G = Gl,(R) wie in (Z7). Zeige,
dass die Differentialgleichung der Geodaten durch

A=AATTA+ AATA T AL A — AAT AT

gegeben ist.



