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1. Übungsblatt zu Differentialgeometrie, WS 2008/09

(1) Es seien A1 = {id : R −→ R}, A2 = {x3 : R −→ R} und f = id : (R, [A1]) −→
(R, [A2]). (a) Zeige, dass f C∞, aber f−1 nicht C1 ist!

(b) Bestimme Rgxf für x ∈ R. (c) Warum sind (R, [Ai]) C∞−diffeomorph?

(2) Pn und ψj , Uj seien wie in S. 3. (a) Zeige, dass

ψ̂j : Pn −→ Rn ∪̇Pn−1 : [x] 7−→
{
ψj([x]) : xj 6= 0

[x1, . . . , xj−1, xj+1, . . . , xn+1] : xj = 0

}
bijektiv

ist. (Die Punkte in Pn \ Uj = ψ̂−1
j (Pn−1) heißen “∞ ferne Punkte” bzgl. ψj .)

(b) Wie lässt sich die Abbildung ψ̂j geometrisch veranschaulichen?

(3) (Fortsetzung) Es sei V = {[x] ∈ P2 : x1x2 = (x3)2} und j = 1, 2, 3.

(a) Zeichne ψj(Uj∩V ) ⊂ R2 sowie die unendlich fernen Punkte V \Uj als Geraden

durch 0 (d.h. ψ̂j(V \Uj) ⊂ P
1). (b) Warum ist V eine C∞−Untermfkt. von P

2?

(c) Gib einen Diffeomorphismus V ≃ S1 an!

(4) Wie Üb. 3 für V = {[x] ∈ P2 : x1(x2)2 = (x3)3}. Warum ist V eine C0− aber
keine C1−Untermfkt. von P2?

(5) Es sei S = Rn ∪̇ {∞} mit folgender Topologie: U ⊂ S offen ⇐⇒ (U ⊂ Rn offen)
∨ (S \ U ⊂ Rn kompakt). Zeige,
(a) dass dies eine Topologie ergibt; (b) dass S damit eine n−dim. top. Mfkt. ist.
Bemerkung: Die “1–Punkt–Kompaktifizierung” lässt sich analog zu jedem lokalkom-
paktem Raum bilden (Alexandrov).

(6) (Fortsetzung) (a) Zeige, dass A =
{
id : Rn −→ Rn, ϕ : S \ {0} −→ Rn} mit

ϕ(x) =

{
0 : x = ∞

x
|x|2

: sonst

}
ein C∞−Atlas auf S ist.

(b) Zeige, dass P̂ : S −→ Sn : x 7−→






P (x) : x ∈ R
n

(
0

1

)
: x = ∞




 ein C∞−Diffeomorphismus

ist, wenn P die stereographische Projektion wie in S. 9 ist.

(7) (a) Zeige, dass die Drehung Ax,ϕ im R3 um die Achse λx, x ∈ R3, |x| = 1, λ > 0,
um den Winkel ϕ im Rechtsdrehsinn durch

Ax,ϕz = x〈z, x〉(1 − cosϕ) + z cosϕ+ x× z sinϕ

gegeben ist.

(b)
(
Mi, [Ai]

)
, i = 1, 2, seien Ck−Mfkt.en, k ≥ 1, N ⊂ M2 eine Untermfkt.

mit induzierter Struktur, f : M1 −→ N, f1 : M1 −→ M2 : x 7−→ f(x). Zeige:
(f Ck ⇐⇒ f1 Ck) und (∀x ∈M1 : Rgxf = Rgxf1).

(c) Zeige, dass f : S2 × S1 −→ SO3(R) : (x, y) 7−→ Ax,ϕ, wobei y =
(
cos ϕ
sin ϕ

)
, C∞

und surjektiv ist. Schreibe dazu die Matrix von f(x, y) an!

(8) (Fortsetzung) Berechne Rg(x0,y)f für x0 = (0, 0, 1)T , y ∈ S1.

Hinweis: Verwende bei x0 die Karte ϕ3,+ und auf S1 den Winkel ϕ, und zeige,

dass ∂f
∂x1 (x0, y),

∂f
∂x2 (x0, y),

∂f
∂ϕ (x0, y) ∈ gl3(R) ≃ R9 für y 6=

(
1
0

)
l.u. sind.

(Z1) Es seien p < q und f : Rp −→ Rq : x 7−→ y eine Ck−Einbettung, k ≥ 1. Zeige,
dass f(Rp) Lebesguemaß 0 hat!

Hinweis: Wenn det
(

∂yi

∂xj

)

1≤i,j≤p
6= 0 in x0, so ist f1 : U = {x ∈ Rp : |x − x0| <

ǫ} −→ Rp : x 7−→ (y1, . . . , yp) injektiv für ein ǫ > 0 und Fubini ergibt dann∫
f(U)

dy =
∫

f1(U)

(∫
f(f−1

1
(y1,...,yp))

dyp+1 . . .dyq
)
dy1 . . .dyp = 0.
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(9) Es sei f : (−1,∞) −→ R2 : t 7−→
(

3t
1+t3

, 3t2

1+t3

)T
(Cartesisches Blatt).

(a) Warum ist f eine Immersion? (b) Warum ist f eine Einbettung?

(c) Warum ist f keine reguläre Einbettung?

(10) Es seien
(
M, [A]

)
,
(
N, [B]

)
Ck−Mannigfaltigkeiten, k ≥ 1, f : N −→ M eine

Einbettung, x0 ∈ N.

(a) Zeige, dass U ⊂ N offen existiert mit x0 ∈ U und f(U) ⊂M Ck−Untermfkt.
(b) Zeige: f(N) ist Ck−Untermfkt. von M ⇐⇒ f−1 : f(N) −→ N ist stetig.

(11) Es sei f : R −→ R
2 : t 7−→ et

(
cos t
sin t

)
(logarithmische Spirale). Ist f(R) eine

C∞−Untermfkt. von R
2 (mit Standardstruktur)?

(12) Stelle für Kugelkoordinaten wie in S. 18 ∂
∂r ,

∂
∂ϑ ,

∂
∂ϕ durch ∂

∂xi , i = 1, 2, 3, dar,

und dann mittels Tx0
R

3 ≃ R
3 durch einen Vektor im R

3,

(a) mittels der Formel
∂

∂xj′
=

∂xi

∂xj′

∂

∂xi
,

(b) durch Interpretation als Äquivalenzklasse von Wegen.

(13) (Fortsetzung) (a) Wie erhält man vr, vϑ, vϕ für v = vi∂i ∈ TR3?

(b) Spezialisiere auf x0 = (1, 2, 2)T , v = 4∂1−2∂2 ∈ Tx0
R

3 und gib eine Kreiskurve

bei x0 an, deren Äquivalenzklasse v ist.

(14) Für a ∈ R3 fest sei Xa : S2 −→ R3 : x 7−→ a× x.

(a) Warum kann man Xa ∈ T 1(S2) auffassen?

(b) Was ist Xa in der Karte ϕ3,+ von S. 1?

(c) Was ist Xa in Kugelkoordinaten ϑ, ϕ auf S2?

(15) (Fortsetzung) (a) Was ist Xa(f), wenn f(x) = x1 ·x2 ∈ C∞(S2) und Xa ∈ Der(S2)
aufgefasst wird?

(b) Was ist [Xe1
, Xe2

] für e1 = (1, 0, 0)T , e2 = (0, 1, 0)T?

Zusatzfrage: Was ist allgemein [Xa, Xb]?

(16) N ⊂ M sei eine C∞−Untermfkt. und X1 ∈ T 1(M) mit ∀x0 ∈ N : X1(x0) ∈
Tx0

N (≤ Tx0
M). Es sei g ∈ C∞(M), f := g

∣∣
N
. Zeige, dass X(f) = X1(g)

∣∣
N
,

wenn
(
X : N −→ TN : x 7−→ X1(x)

)
∈ T 1(N). Wie lässt sich damit Üb. 15

einfacher rechnen?

(Z2) Es sei sln(R) :=
{
C ∈ gln(R) : trC = 0

}
. Zeige ähnlich wie in Bsp. 4, S. 23, dass

TSln(R) −→ Sln(R) × sln(R) : (A,B) 7−→ (A,A−1B) ein C∞−Vektorraumbündel-
Isomorphismus ist.
Hinweis: tr = Spur. Verwende und zeige, dass für eine C1−Kurve A(t) in gln(R)

gilt
(
detA(t)

)′
= tr

(
Aad(t) ·A′(t)

)
.
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(17) Zeige, dass [fX, gY ] = fg[X, Y ]+fX(g) ·Y −gY (f) ·X für X, Y ∈ T 1(M), f, g ∈
C∞(M), M C∞−Mannigfaltigkeit.

(18) Es seien X1 = ∂1 + ∂2, X2 = (x1)2∂1 + (x2)2∂2 ∈ T 1(R2).

(a) In welchen Punkten x ∈ R2 sind X1(x), X2(x) eine Basis von TxR2 ?

(b) Drücke [X1, X2] für x1 + x2 6= 0 durch X1 und X2 aus.

(19) N ⊂M sei eine C∞−Untermannigfaltigkeit, X1, Y1 ∈ T 1(M) mit X1(N), Y1(N) ⊂
TN (⊂ TM). X := X1

∣∣
N
, Y := Y1

∣∣
N
. (a) Zeige, dass X, Y ∈ T 1(N).

(b) Zeige, dass [X1, Y1](N) ⊂ TN und [X, Y ] = [X1, Y1]
∣∣
N
.

(c) Folgere, dass sich für eine Lieuntergruppe H ≤ G die Liealgebra TIH bzgl.
LH : TIH−̃→T 1

l (H) als Lieunteralgebra von TIG bzgl. LG : TIG−̃→T 1
l (G)

ergibt. Was bedeutet dies speziell für On(R) und Sln(R) ?

(20) G sei eine Liegruppe, J : G −→ G : x 7−→ x−1.

(a) Zeige, dass für x ∈ G : TxJ = −TI l
x−1 ◦ Txr

x−1

.

(b) Folgere, dass TIJ = −id : TIG −→ TIG und dass ∀v1, v2 ∈ TIG : [v1, v2]R =
[v2, v1]L.

(21) Bestimme die Gestalt des Vektorfeldes X1 in der ersten Spalte von B(x) in S. 29

in der üblichen Darstellung von S3 ⊂ R4, d.h. berechne P̂ (X1), wenn P̂ : S−̃→S3

wie in S. 9 und Üb. 6 und P̂ (X1) wie im Lemma in S. 35 ist.

Hinweis: Für y =
(

~y
y4

)
∈ S3 \{

(~0
1

)
} setze x = P−1(y) = ~y

1−y4 ∈ R3 und v = X1(x)

und berechne TxP (X1(x)) ∈ S3 mittels der Formel für TP in S. 33.

(22) Gib ein nirgends verschwindendes Vektorfeld auf Sn, n ungerade, an.

Hinweis: Betrachte z.B. das Vektorfeld P̂ (X1) in Üb. 21.

(23) Zeige, dass S7 parallelisierbar ist.
Hinweis: Betrachte die folgenden 7 Vektorfelder S7 −→ TS7 :

y 7→




y2

−y1

y4

−y3

y6

−y5

y8

−y7




,




y3

−y4

−y1

y2

y7

−y8

−y5

y6




,




y4

y3

−y2

−y1

−y8

−y7

y6

y5




,




y5

−y6

−y7

y8

−y1

y2

y3

−y4




,




y6

y5

y8

y7

−y2

−y1

−y4

−y3




,




y7

−y8

y5

−y6

−y3

y4

−y1

y2




,




y8

y7

−y6

−y5

y4

y3

−y2

−y1




∈ TyS
7

⊂ TyR
8.

(24) Es sei M1 := [0, 2π)×R und A1 = {ϕ1, ψ1} mit ϕ1 = id : (0, 2π)×R −→ (0, 2π)×R

und ψ1 :
(
[0, 2π)\{π}

)
×R −→ (−π, π)×R : (t, u) 7−→

{
(t, u) : 0 ≤ t < π

(t− 2π,−u) : π < t < 2π.

(a) Zeige, dass A1 die Bedingungen (i), (ii), (iii), (v) in S. 20 erfüllt und dass(
M1, [A1]

)
eine C∞−Mannigfaltigkeit ist. (∞ breites Möbiusband)

(b) Zeige, dass p : M1 → S1 : (t, u) 7→
(
cos t
sin t

)
mit [[A1]] ein C∞−VR-bündel ist.

(Z3) Betrachte
(
R,

[
{id}

])
als C1−Mannigfaltigkeit. Es sei

{[
|x|3/2], [fλ] : λ ∈ Λ

}
eine

Basis von C1
0(R), sodass R

〈
[fλ] : λ ∈ Λ〉 C2

0(R) enthält. (Mittels des Zornschen

Lemmas lässt sich eine solche Basis finden.) Für [f ] ∈ C1
0(R) sei D

(
[f ]

)
der

Koeffizient von [f ] bezüglich des Basiselementes
[
|x|3/2

]
. Zeige, dass D eine

Derivation ist! Lässt sich D durch einen Tangentialvektor darstellen?



2008 - 11 - 07
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(25) Betrachte die C∞−Karte auf R2 : ψ : R2 \
{
(x, 0)T : x ≤ 0

}
−→ (0,∞)× (−π, π) :

r
(
cos ϕ
sin ϕ

)
7−→

(
r
ϕ

)
. (a) Stelle dx1, dx2 durch dr, dϕ und umgekehrt dar.

(b) Bestimme Ω = dx1 ∧ dx2 bzw. g =
∑2

i=1 dxi ⊗ dxi in Polarkoordinaten!

(26) Es sei x0 ∈ Sn ⊂ Rn+1 und f : U −→ R C1, x0 ∈ U ⊂ Rn+1 offen.

(a) Wann ist dx0
f = 0 in T ∗

x0
R

n+1?

(b) Wann ist dx0
f = 0 in T ∗

x0
Sn? (d.h. eigentlich dx0

(f |Sn) = 0)

(c) In wieviel Punkten verschwinden dxj ∈ T1Sn, j = 1, . . . , n+ 1?

(27)
(
M, [A]

)
Ck−Mannigfaltigkeit, k ≥ 1, f : M −→ R

p Ck, N = f−1(0), ∀x ∈ N :

Rgxf = p ( =⇒ N ⊂ M Untermannigfaltigkeit). Es sei weiters
(
ϕ : U −→ V :

x 7−→ (x1, . . . , xn)T
)
∈ A und bzgl. ϕ sei f : (x1, . . . , xn)T 7−→ (y1, . . . , yp)T .

Schließlich sei x0 ∈ U ∩N und det
( ∂yk

∂xil

)

1≤k,l≤p
(x0) 6= 0.

(a) Zeige, dass dx0
(xj1 |N ), . . . , dx0

(xjn−p |N ) eine Basis in T ∗
x0
N ist, wenn {i1, . . . ,

ip, j1, . . . , jn−p} = {1, . . . , n}.
(b) Für welche x0 ist dx0

x1, . . . , dx0
xi−1, dx0

xi+1, . . . , dx0
xn+1 eine Basis in T ∗

x0
Sn?

(28) Es seien Ω̃ = ωjdx
j ∈ T1(R

n+1), i : Sn →֒ Rn+1, und Ω = i∗(Ω̃).

(a) Für welche x0 ∈ Sn ist Ω(x0) = 0?

(b) Zeige, dass Ω = x2dx1−x1dx2+x4dx3−x3dx4 ∈ T1(S
3) nirgends verschwindet!

(c) Kann man auch in T1(S
2) ein nirgends verschwindendes Ω finden?

(29) Es sei Ω = x1dx2 ∧ dx3 + x2dx3 ∧ dx1 + x3dx1 ∧ dx2 ∈ Ω2(S2).

(a) Drücke Ω in U3,+ ∪ U3,− durch dx1, dx2 aus!

(b) Folgere, dass Ω auf S2 nirgends verschwindet!

(c) Was ist das Analogon auf Sn? (Vgl. S. 50!)

(30) Rechne
∂

∂x2
⊗ dx1 ∈ T 1

1 (R2) in Polarkoordinaten um! Kontrolliere, dass die

Verjüngung 0 ergibt!

(31) Berechne f∗(dx1 ⊗ dx2) in Kugelkoordinaten auf S
2, wenn f : S

2 −→ R
2 : x 7−→

(ex3

, x1x2)T .

(32) (ϑ, ϕ) sei die Karte der Kugelkoordinaten auf S2. Stelle damit (a) dxi ∈ T1(S
2),

i = 1, 2, 3, (b) dxi∧dxj ∈ Ω2(S2), 1 ≤ i < j ≤ 3, sowie (c) g =
∑3

i=1 dxi⊗dxi ∈
T2(S

2) dar!

(Z4) (a) Zeige, dass da1
1, . . . , da

n
1 , da

1
2, . . . . . . , da

1
n, . . . , da

n−1
n eine Basis in T ∗

I Sln(R)

ist. (Verwende Üb. 27 !)

(b) Zeige, dass Ω(A) =
1

(Aad)n
n

da1
1 ∧ · · · ∧ da1

n ∧ da1
2 ∧ · · · ∧ da1

n ∧ · · · ∧ dan−1
n ∈

Ωn2−1
l

(
Sln(R)

)
für (Aad)n

n 6= 0. Ist Ω auch rechtsinvariant?
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(33) RV sei ein zweidimensionaler VR mit Basis e1, e2 und dualer Basis e1, e2 ∈ V ∗.
Weiters seien e′1 = 5e1 + 3e2, e

′
2 = 2e1 + e2.

(a) Was ist die duale Basis e1′, e2′ ∈ V ∗ zu e′1, e
′
2? (Setze ei′ = ai

je
j , e′k = bmk em!)

(b) Es sei D1 = e1 ∧ e2, D2 = e1′ ∧ e2′. Gilt [D1] = [D2] ∈ O(V )? Wie sieht man
das anschaulich mit einer Skizze?

(34) (Fortsetzung) Es sei w = [e′1, [D1]] ∈ V̂ .

(a) Was sind die Koordinaten w1, w2 bzw. w1′, w2′ von w bezüglich der geord-
neten Basen (i) e1, e2 bzw. (ii) e′1, e

′
2?

(b) Bestimme A = (ai
j) ∈ Gl2(R) mit ej = ai

je
′
i (und vi′ = ai

jv
j für v ∈ V ).

(c) Überprüfe, dass wi′ = sgn(detA)ai
jw

j .

(35) (Fortsetzung) (a) Wie ist |D1| ∈ L(V )+ definiert? Was ist |D1|(f) =
∫

V
f(x)|D1|(x)

für f(eix
i) = e−|x|2? (Die Schreibung links entspricht den Radonmaßen, die rechts

den Borelmaßen. Obwohl f keinen kompakten Träger hat, ist es integrabel.)

(b) Warum ist |D1| = |D2|?
(c) Es sei o = [D1] ∈ O(V ). Wie hängen [D1, o], [D2, o] ∈ Λ̂2(V ∗) zusam-
men? Welche signierten Lebesguemaße in L(V ) entsprechen [D1, o] bzw. [D2, o]?
Warum kann man D1, D2 keine signierten Lebesguemaße zuordnen?

(36) Es sei L = x1dx2 ∧dx3 +x2dx3 ∧dx1 +x3dx1 ∧dx2 ∈ Ω2(S2), ϑ, ϕ seien Kugelko-
ordinaten. (a) Rechne L in Kugelkoordinaten um!

(b) Rechne Ω̂ := [L, [L]] = |L| in Kugelkoordinaten um! (c) Bestimme so
∫

S2 Ω̂ !

(d) Berechne
∫

S2 Ω̂ = |L|(1) mit der Karte ϕ3,+!

(37) Es sei ψ : (0, π)n−1×(0, 2π) −→ Sn : (ϑ1, · · · , ϑn−1, ϕ) 7−→




sinϑ1 · · · sinϑn−1 cosϕ
sinϑ1 · · · sinϑn−1 sinϕ

sinϑ1 · · · cosϑn−1

...
sinϑ1 cosϑ2

cosϑ1



.

Dann ist ψ−1 eine Karte auf Sn (= Kugelkoordinaten).

(a) Drücke die Lerayform L ∈ Ωn(Sn) durch diese Koordinaten aus.

(b) Berechne damit
∫

Sn |L| = |L|(1) =
∫
(Sn,[L])

L(x).

Hinweis: x1 6= 0 =⇒ L =
1

x1
dx2∧· · ·∧dxn+1, s. S. 61;

π∫
0

sinα ϑ dϑ =
√
π

Γ
(

1+α
2

)

Γ
(
1 + α

2

)
für α > −1.

(38) Berechne
∫
(S2,[L])

ex3

dx1 ∧ dx2!

(39) (M,OM), (N,ON) seien orientierte C1−Mfkt.en, f : M −→ N ein Diffeomorphis-
mus, f∗ON = OM , n = dimM, und Ω ∈ Ωn(N). Zeige, dass dann

∫
(N,ON )

Ω =∫
(M,OM )

f∗Ω!

(40) P : R
n −→ S

n sei die stereographische Projektion wie in S. 9.

(a) Berechne P ∗(L) ∈ Ωn(Rn). (b) Berechne damit
∫

Sn |L| =
∫

Rn

∣∣P ∗(L)
∣∣.

Hinweis:
∞∫
0

rn−1 dr

(1 + r2)n
=

√
π Γ

(
n
2

)

2nΓ
(

n+1
2

) .

(Z5) Drücke λ ∈ Ω̂n(Pn) von S. 67 in den Koordinaten

{
[z] ∈ P

n : zn+1 6= 0
}
−→ R

n : [z] 7−→
( z1

zn+1
, · · · , zn

zn+1

)T

= (x1, · · · , xn)T

aus und berechne so
∫

Pn λ.
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6. Übungsblatt zu Differentialgeometrie, WS 2008/09

(41) Es seien U = {x ∈ R3 : |x| < 1} und r, ϑ, ϕ Kugelkoordinaten.

(a) Warum ist ψ(x) = (r − 1, ϑ, ϕ)T = y eine Karte wie in (∗), S. 78?

(b) Was ist v = ∂
∂y1 ∈ TxR3 ≃ R3? (c) Zeige, dass 〈xi∂i, dx

1 ∧ dx2 ∧ dx3〉 = L.

(d) Was ist also [dx1 ∧ dx2 ∧ dx3]|a
S2?

(42) Löse Übung 38 mit dem Satz von Stokes! Integriere dabei nach x3 ganz außen!

(43) (a) Wie ergibt sich der Greensche Satz im R2 (i.e.
∮

∂U
〈~v, d~x〉 =

∫
∂U

v1 dx+v2 dy =∫∫
U

(
∂v2

∂x − ∂v1

∂y

)
dxdy) aus dem Satz von Stokes?

(b) Wie ist der Übergang zum Satz von Gauß im R2 (
∮

∂U
〈~u, ~n〉ds =

∫∫
U

div ~udxdy)?

(44) Bestimme mit dem Satz von Stokes
∫
(∂U,[dx1∧dx2∧dx3]|a

∂U
)
(x2)2 dx1 ∧ dx3 für das

Ellipsoid U = {x ∈ R3; a−2(x1−s1)2 +b−2(x2−s2)2 +c−2(x3−s3)2 < 1}, a, b, c ∈
(0,∞), s ∈ R

3.

(45) Die Maxwellschen Gleichungen sind

(∗) rotE = −∂B
∂t
, rotH = j +

∂D

∂t
, divD = ̺, divB = 0,

wobei E/H = elektrische/magnetische Feldstärke, D/B = elektrische/magnetische
Induktion, ̺ = Ladung, j = Strom. Es sei F := (E1 dx1 +E2 dx2 +E3 dx3)∧dt+
B1 dx2∧dx3+B2 dx3∧dx1+B3 dx1∧dx2 und G := −(H1 dx1+H2 dx2+H3 dx3)∧
dt+D1 dx2 ∧dx3 +D2 dx3 ∧dx1 +D3 dx1 ∧dx2 sowie γ := (j1 dx2 ∧dx3 + j2 dx3 ∧
dx1 + j3 dx1 ∧ dx2) ∧ dt− ̺ dx1 ∧ dx2 ∧ dx3.
(a) Zeige: (∗) ⇐⇒ dF = 0, dG = −γ. (b) Folgere dγ = 0. Was bedeutet das
klassisch? (c) Folgere, dass in einem zu R4 diffeomorphen Gebiet U gilt F =
dϕ, ϕ ∈ Ω1(U) (elektromagnetisches Vektorpotential). Was bedeutet das klassisch?

(46) M = [0, 2π) × R sei das Möbiusband in Üb. 24 und ϕ1(x) =
(x1

1

x2

1

)
, ψ1(x) =

(x1

2

x2

2

)

seien wie dort.
(a) Zeige, dass Ω̂ ∈ Ω̂2(M) durch Ω̂(t, u) :=

[
dx1

i ∧dx2
i , [dx

1
i ∧dx2

i ]
]
, wohldefiniert

ist (d.h. unabhängig von i). (b) Warum ist Ω̂ eine Basis von Ω̂2(M) (über C∞(M))?
(c) Setze U := [0, 2π)× (−1, 1) ⊂M und wende den Satz von Stokes an.

Hinweis: Ω̂ = −dΩ̂1, Ω̂1 :=
[
x2

i dx1
i , [dx

1
i ∧ dx2

i ]
]
.

(47) Der Satz von Stokes des R
3. Es sei Ω = ωi dxi ∈ Ω1(R3), (M,O) ⊂ R

3 2–
dimensionale orientierte Untermannigfaltigkeit, U ⊂ M wie im Satz von Stokes
und beschränkt.

(a) Zeige, dass
∫
(∂U,O|a

∂U
)
i∗Ω =

∫ b

a
〈(ω1, ω2, ω3)

T , ẋ〉 dt, wenn x : [a, b)
∼−→ ∂U eine

Parametrisierung ist, sodass die Orientierung von Tx(t)M durch die angeordnete
Basis n1, ẋ(t) gegeben ist, n1 := Außennormale zu ∂U in TxM.

(b) Zeige, dass
∫
(U,O|U)

dΩ =
∫

U
〈rot (ω1, ω2, ω3)

T , n2〉 dσ, wenn |n2| = 1, n2 ⊥

TxU, O(x) = [dx1 ∧ dx2 ∧ dx3]n2

M in der Notation von S. 78, dσ =

∣∣∣∣
∂x

∂ξ1
× ∂x

∂ξ2

∣∣∣∣ ·
|dξ1 ∧ dξ2|, vgl. S. 82. (c) Formuliere die Koppelung von ẋ(t), n1, n2 anschaulich.

(48) Es seien U = {x ∈ R
n+1 : |x| < 1}, B = U, B ⊂ M ⊂ R

n+1 offen, L ∈ Ωn(Sn)
Lerayform. (a) Warum ist d(f∗L) = 0 in Ωn+1(U) falls f : U −→ Sn C1?
(b) Warum gibt es kein f : M −→ Sn C1 mit f |Sn = idSn?

(c) Wie folgt daraus der Brouwersche Fixpunktsatz, nach dem g : B −→ B stetig
immer einen Fixpunkt hat?
Hinweis: Wenn g keinen Fixpunkt hat, lässt es sich durch h : M −→ U C1 ohne
Fixpunkt approximieren. Setze f(x) = h(x) + t(x− h(x)), t > 0.

(Z6) Beweise den Hilfssatz in S. 73! Hinweis: Es genügt Ω = f0 df1 ∧ · · · ∧ df q zu
betrachten. Verwende 〈dΩ, X0 ⊗ · · · ⊗Xq〉 = det

(
Xk(f l)

)
k,l=0,··· ,q

.
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(49) Für eine Ck −Mfkt. M, k ≥ 1, seien Ωq
C
(M) = {Ω1 + iΩ2 : Ωj ∈ Ωq(M)},

Ck
C
(M) = {f : M −→ C ≃ R2 Ck}, d(Ω1 +i Ω2) = dΩ1 +i dΩ2. Speziell sei M ⊂ C

offen, f ∈ C1
C
(M). Zeige: (a) f holomorph ⇐⇒ f(z) dz ∈ Ω1

C
(M) geschlossen;

(b) U ⊂M wie in (∗) S. 78, U ⊂M kompakt, f holomorph ⇒
∫

∂U
f(z) dz = 0

(Cauchy); (c) ∀ Kreise U mit U ⊂M :
∫

∂U
f(z) dz = 0 ⇒ f holomorph (Morera).

(50) Es sei i : M = {x ∈ R3; x3 = x1x2} →֒ R3 und g die Standardmetrik auf R3.

(a) Bestimme i∗g in der Karte ψ : M −→ R2 : x 7−→
(
x1

x2

)
!

(b) Bestimme Ω̂i∗g in dieser Karte! (c) Rechne Ω̂i∗g in Polarkoordinaten um!

(51) (Fortsetzung) (a) Berechne
∫

U
Ω̂i∗g für U = {x ∈M ; (x1)2 + (x2)2 < 1}. Was ist

das anschaulich?
(b) Berechne

∫
(U,[dx1∧dx2])

i∗L, wenn L die Lerayform auf R3 ist.

(c) Kontrolliere (b) mit dem Satz von Stokes!

(52) P : Rn −→ Sn sei die stereographische Projektion (S. 9). Bestimme die Metrik auf
Rn, die von der Standardmetrik auf Sn (vgl. S. 87) induziert wird.

Hinweis: Betrachte Rn P−→ Sn →֒ Rn+1 statt P. Nütze die Rotationssymmetrie
aus!

(53) Die Poincarésche Metrik auf der Kreisscheibe D =
{
z ∈ C : |z| < 1

}
ist durch

g(z) =
(
1 − |z|2)−2[dx⊗ dx+ dy ⊗ dy] ∈ T ∗

zD
⊗2 gegeben.

(a) Berechne die Kurvenlänge Rr von (0, r) ⊂ R ⊂ C für 0 < r < 1.

(b) Berechne die Oberfläche Fr von
{
z ∈ C : |z| < r

}
für 0 < r < 1.

(c) Berechne die Kurvenlänge Ur von
{
z ∈ C : |z| = r

}
für 0 < r < 1.

(d) Was passiert für r ր 1 ?

(e) Berechne lim
rց0

Fr

R2
r

, lim
rց0

Ur

Rr
, lim

rց0

Fr − πR2
r

R4
r

, lim
rց0

Ur − 2πRr

R3
r

.

(54) g sei die Standardmetrik im R2. (a) Drücke g in Polarkoordinaten aus!

(b) Was ist g−1 ∈ T 2(R2) in Polarkoordinaten?

(c) Bestimme grad f ∈ T 1(R2) für f = f(r, ϕ)!

(55) (Fortsetzung) (a) Bestimme divX für X = Xr∂r + Xϕ∂ϕ mit der allgemeinen

Formel div(vl∂l) =
1√

| det g|
· ∂(

√
| det g| vk)

∂xk
.

(b) Berechne damit ∆f = div grad f in Polarkoordinaten.

(c) Was ist rotX = g̃−1 ∗ d g̃X in Zylinderkoordinaten für X ∈ T 1(R3)?

(56) Berechne g, Ω̂g, grad, J, div, ∆, und rot in Kugelkoordinaten am R3.

(Z7) Auf G = Gln(R) ist eine linksinvariante Riemannnsche Metrik durch g(A0) =∑
i,j b

i
kb

i
l dak

j ⊗ dal
j , A−1

0 = (bij), gegeben (vgl. S. 88). Zeige, dass ∆f(A) =

(2 − n)ai
j

∂f

∂ai
j

+
∑

1≤i,j≤n

ak
ja

l
j

∂2f

∂ak
i ∂a

l
i

und berechne ∆ det und ∆tr.
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(57) Es seien U ⊂ C offen und f : U −→ C C1. g = dx ⊗ dx + dy ⊗ dy sei die

Standardmetrik auf C ≃ R2, z = x+ iy, dz ∈ Ω1
C
(C), vgl. Üb. 49. Zeige:

(a) g = Re (dz ⊗ dz). (b) f∗(g) = Re (df ⊗ df) ∈ T2(U).

(c) df = ∂f
∂z

dz + ∂f
∂z

dz, wobei ∂f
∂z

:= 1
2

(
∂f
∂x

− i∂f
∂y

)
und ∂f

∂z
:= 1

2

(
∂f
∂x

+ i∂f
∂y

)
.

(d) f holomorph =⇒ f∗(g) = |f ′|2 · g.

(58) (Fortsetzung) (D, g) sei die Poincarésche Metrik wie in Üb. 53.

(a) Zeige, dass die Möbiustransformationen f̺,z0
: D −→ D : z 7−→ ̺

z − z0
1 − z0z

für

z0 ∈ D, ̺ ∈ C, |̺| = 1, Isometrien sind.

(b) Was sind die “Kreise” in D, d.h. was ist N = {z1 ∈ D : d(z0, z1) = R} für
z0 ∈ D, R > 0? Was ist |N |?

(59) Berechne die Christoffelsymbole Γr
rr, . . . ,Γ

ϕ
ϕϕ bzgl. der Polarkoord. r, ϕ in R2.

(60) Für welche Funktionen x(t) : [a, b] −→ R C2 ist
∫ b

a
eαx(t)+βẋ(t) dt stationär?

(α, β ∈ R \ {0})
(61) Es sei M =

{
x ∈ Rn : |x| < 1

}
mit der Metrik g = gijdx

i ⊗ dxj , gij = δij +

xixj

1 − |x|2 . (a) Bestimme d(x1, x2) für xi ∈M und die Geodäten.

(b) Berechne exp0(v) für v ∈ T0M ≃ Rn, |v| < π
2
.

Hinweis: Zeige, dass M −→ {x ∈ Sn : xn+1 > 0} : x 7−→
( x√

1−|x|2

)
eine Isometrie

ist, wenn Sn mit der Standardmetrik versehen wird.

(62) (D, g) sei die Poincarésche Metrik wie in Üb. 53.

(a) Was ist xv(t) für v ∈ T0D ≃ C? (b) Bestimme exp0 : C ≃ T0D −→ D.

(c) Was sind die geodätischen Normalkoordinaten v = exp−1
0 (z)?

(d) Stelle g in geodätischen Polarkoordinaten r, ϕ dar, d.h. v = v1 + iv2 = reiϕ.

(63) Es sei M = G = Rn, A ∈ Rn×n, v ∈ Rn und X(x) = Ax+ v ∈ T 1(Rn).

(a) Was ist die Integralkurve x(t) zu X mit x(0) = x0?

(b) Was ist der (globale) Fluss F zu X?

(c) In welchem Fall ist X ∈ T 1
l (G) = T 1

r (G)? Was ist also Exp : TI(G) = T0R
n ≃

Rn −→ G = Rn : v 7−→ Fv(1, 0)?

(64) (a) Berechne die Christoffelsymbole in Kugelkoordinaten am R3 mittels der Trans-
formationsformel (∗) in S. 117.

(b) Überprüfe, dass sich dasselbe (und schneller) ergibt, wenn man die Differen-
tialgleichung der Geodäten als Eulersche Differentialgleichung der Lagrangefunktion
L(x, ẋ) = g(x)(ẋ, ẋ) = ṙ2 + r2ϑ̇2 + r2 sin2 ϑ ϕ̇2 aufstellt.

(Z8) g sei die linksinvariante Riemannnsche Metrik auf G = Gln(R) wie in (Z7). Zeige,
dass die Differentialgleichung der Geodäten durch

Ä = ȦA−1Ȧ+ AȦTA−1TA−1Ȧ− ȦȦTA−1T

gegeben ist.


