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ﬂbungsaufgaben zu Hoherer Analysis, WS 2002/03

Aufgaben zu Doppelintegralen.

Bestimmen Sie den Schwerpunkt des Gebietes 0 <x < 7, 0 <y <cosw.
(Antwort: 5= (5 —1, %))

Berechnen Sie die folgenden Integrale und skizzieren Sie das Gebiet D, {iber das
integriert wird:

1 Yy T T—x
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(a) dzdy (b) sin“ z cos® y dy dz
yi‘o 5510 (1 - 1’2)(1 - y2> zlo y:j;x
(c) fylzo fxlzo ye™ cos vy dz dy (Antwort: 1, ”Tz, Z(esinl —1))

Das Volumen V des Korpers, der iiber dem Viertelkreis D : 2?2 +4y? <1, z,y >0
liegt und von der Sattelfliche z = zy begrenzt wird, ist durch V = [f p rydrdy
gegeben. Berechnen Sie V' (a) in zy— Koordinaten, (b) in Polarkoordinaten.
(Antwort: V = %)

Aufgaben zum Koordinatenwechsel in Doppelintegralen.

Berechnen Sie den Schwerpunkt der Kardioide, die in Polarkoordinaten durch r <
14 cosg gegeben ist. (Antwort: §=(2,0))

Skizzieren Sie das Flachenstiick, das in Polarkoordinaten durch die Kurven r =1,
r=2, r=¢, r=e¥ begrenzt wird und ermitteln Sie seine Grofle. (Antwort:

5T _2In2~1.7)

D sei das Dreieck mit den Eckpunkten (0/0), (0/1), (1/0). Berechnen Sie
| cos(m — y) dzdy, indem Sie w =z —y, v =x+y substituieren. (Antwort:
D Tty

1sinl ~ 0.42)

2 2
Berechnen Sie die Flache der Ellipse — + ?Z_Q < 1 mit der Koordinatentransforma-
a

tion x =ascost, y=bssint. (Antwort: abm)
Berechnen Sie die von der Astroide |z|?/3 + |y|?/3 = 1 (vgl. Skriptum Math. B,

Ub. 25) eingeschlossene Fliche mit der Koordinatentransformation x = pcos® ),
y = psin®1). (Antwort: 37/8)

Aufgaben zur Guldinschen Regel.

Berechnen Sie mit der Guldinschen Regel den Schwerpunkt des Viertelkreises z? +

y* <R, z,y>0! (Antwort: §= (%, %))
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Berechnen Sie das Volumen des Drehkorpers, der durch Rotation des Dreiecks mit
den Eckpunkten (0/0/0), (1/0/0), (1/0/1) um die z— Achse entsteht

(a) als Doppelintegral, (b) mit der Guldinschen Regel, (c) als Differenz von Zylinder-

und Kegelvolumen. (Antwort: %’T)

Berechnen Sie (a) den Schwerpunkt des Kreissegmentes 22 + 4% < 1, z > a,
y>0 (0<a<1 fest) und damit (b) das Volumen der Kugelkappe, welche durch

Rotation um die z— Achse entsteht. (Antwort: A = Z — 1av/1— a2 — Larcsina,

§=4(31-a2?22(2-3a+d3), V=2%(2-3a+d?)

Wenn der Halbkreis (z —2)2+3% <1, z >2 um die y— Achse rotiert, so entsteht
ein “halber Torus”. (Skizze!) Bestimmen Sie mit der Guldinschen Regel sein Volu-
men! (Antwort: V =~ 23.93)

Aufgaben zu Dreifachintegralen.

Berechnen Sie das Tragheitsmoment [I; beziiglich der z— Achse fiir den durch die
3 Koordinatenebenen und x + y 4+ z = 1 begrenzten Tetraeder, wenn die Dichte

p=1 ist. (Antwort: )

Berechnen Sie die Masse des Pyramidenstumpfes (Skizze!), der von den Ebenen
y=1 9y =2, 2z =0, =1y, z = x begrenzt wird und mit der Dichte
plr,y,z) = ﬁ belegt ist! (Antwort: £ In2)

Berechnen Sie die Masse des Korpers im ersten Oktanten, der durch die Ebenen
y=0, 2z=0, z+y=2, 2y+z =06 ausdem Zylinder y?+22 < 4 ausgeschnitten

wird (Skizze!) und mit der Dichte p(z,y,z) =z belegt ist. (Antwort: 2)

Dreifachintegrale in Kugel- und Zylinderkoordinaten.

Berechnen Sie den Schwerpunkt des homogen mit Masse belegten Korpers, der als
Schnitt der Kugel z? + 23 + 22 < R? mit dem Kegel z? + 23 < a?23, 23 > 0,

— CL2
entsteht. (Antwort: §= (0,0, m»

Bestimmen Sie das Trigheitsmoment I; fiir die Halbkugel D : 2 + 23 + 23 < R?,
x3 > 0, welche mit der Dichte p(Z) = z3 belegt ist. (Antwort: % RS)

Eine Halbkugelschale mit Innenradius R ist bis zur halben Hohe mit Wasser gefiillt.
Welche Wassermenge enthalt sie?

Hinweis: Verwenden Sie Zylinder- oder Kugelkoordinaten! (Antwort: 3% R?)

Berechnen Sie das Volumen, das innerhalb des Zylinders (x — a)? + y? = a? und

der Kugel 2 + y? + 22 = 4a? liegt! Skizze! Verwenden Sie Zylinderkoordinaten!
(Antwort: V ~ 9.644a3)
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Aufgaben zum Koordinatenwechsel in Dreifachintegralen.

Berechnen Sie das Volumen des Korpers im 1. Oktanten, der von den hyperbolischen
Zylindern xy =1, zy=9, xzz=4, xz=236, yz=25 yz=49 begrenzt wird.
Setzen Sie u=uzy, v=uzz, w=yz (Antwort: V =64)

Es sei 0 < r < R. Durch Drehung des in der yz— Ebene liegenden Kreises

(y — R)? + 22 < r? um die z— Achse entsteht ein Torus. (Skizze!) Der Kreis
wird parametrisiert durch y = R+ gsina, 2z =pcosa, 0<p<7r, 0<a <27
(Skizze!) und daher der Torus durch die “Toruskoordinaten” z = (R4 gsin«) cos ¢,
y=(R+ psina)siny, z = pcosa.

(a) Bestimmen Sie das Volumselement dV = dzdydz bzgl. o, a,¢.

(b) Berechnen Sie den Schwerpunkt der Torushélfte 0 < ¢ < m, d.h. y > 0.

. — 7‘2 B
(Antwort: dV = o(R + psina)dedady, §= (0, % + 2R7r’0))

Berechnen Sie das Volumen, das von der Fliche |z]?/3 + |y|*/3 + [2]?/% = ¢ (mit
¢ > 0 fest) eingeschlossen wird, mittels der Substitution = = gsin®9cos® ¢, y =

osin® ¥sin® ¢, z = pcos®¥. (Antwort: %7709/2)

Aufgaben zu Kurvenintegralen 1. Art.

Berechnen Sie den Schwerpunkt des folgenden Teils einer Schraubenlinie: x =
acost, y=asint, z=0bt, 0<t<c (a,b,c>0 fest).

(Antwort: §= (%sinc, ¢(1 — cosc), 5bc))
Berechnen Sie die Trigheitsmomente I, I, des Halbkreises z? +y% =12, y >0,
beziiglich der x— und der y— Achse. (Antwort: I, = %7“3 =1,)

Der halbkreisformige Trager C': z = rcosy, y =rsing, 0< o <m, 0<r
fest, wird durch die vertikale Linienlast ¢(¢) = go¢ beansprucht. Bestimmen Sie die
Resultierende R und ihre Wirkungslinie, d.h. R = [, qds, aw =R [,q-xds,

yw =R [,q-yds. (Antwort: R = %Zqor, Tw = —25r, yw = 2r)

Berechnen Sie den Schwerpunkt des Zykloidenbogens Z(t) = a(f:iionsi), 0 <a fest,
0<t<2m (Antwort: §= (ar,3a))

Kurvenintegrale 2. Art und Potential.

Y
Durch ¢(Z) = = ist ein Vektorfeld gegeben.

—2z

(a) Zeigen Sie, dass ¥ wirbelfrei ist und bestimmen Sie ein Potential zu .



(2/2/0)

(b) Berechnen Sie W = [ (7,dZ) entlang der Verbindungsgeraden der 2
(1/0/-1)

Punkte und kontrollieren Sie das Ergebnis mittels (a).

(Antwort: f(%) = zy — 2%, W =5)

(H2) Berechnen Sie [,ydz+ zdy+xdz
(a) entlang der Schraubenlinie #(y) = (cosp,sinp, @), 0< @ <, und
(b) entlang der Verbindungsgeraden der 2 Punkte A = (1/0/0) und B = (—1/0/m).
(c) Warum ergibt sich etwas Verschiedenes, obwohl die 2 Kurven beide von A nach
B gehen?

(Antwort: —2 — 7,0,r0t ¥ # 0)

(H3) Berechnen Sie die Arbeit, die geleistet wird, wenn ein Kérper unter der Wirkung des
Kraftfeldes ¥ = (—2%y,y?z,22%)T um die Ellipse 22+y? =1, z =y transportiert
wird. (Antwort: £% je nach Umlaufrichtung)

(H4) Zeigen Sie, dass (%) = (dxyz + 3x2y?22, 2022 + 223y22, 202y + 223y22) T wirbelfrei
ist und bestimmen Sie ein Potential f durch f(¥) = f(gg/o/o)(z?, dz).

(Antwort: f(T) = 222yz + 23y?2?)

Aufgaben zu Oberflaichenintegralen 1. Art.

(I1) Berechnen Sie die Oberfliche des iiber bzw. unter dem Einheitskreis liegenden Teiles
der Sattelfliche z = xy. (Antwort: F = %”(Qﬂ — 1)~ 1.227)

(I2) Bestimmen Sie den Schwerpunkt der Halbkugeloberfliche z?+y?+2% = R%, 2 > 0.
(Antwort: §= (0,0, £))

(I3) Bestimmen Sie die Oberflache und den Schwerpunkt der Paraboloidflache
z=1224+y? 0<2z<1. (Antwort: F ~5.33, s3=~0.559)

(I4) Bestimmen Sie das Triigheitsmoment der Paraboloidfliche z =2 — 22 —y?, 2 >0

beziiglich der z— Achse. (Antwort: I, = L&)
I5) Bestimmen Sie die GroBe des Teiles der Kugeloberfliche x2 + y2 + 22 = 4a?, der
(15) g Y :
innerhalb des Zylinders (z — a)? + y? = a? liegt (vgl. auch Aufgabe E4).

(Antwort: 8a?(m — 2))

(I6) (a) Zeigen Sie, dass fiir das Flachenelement einer Fliache in Zylinderkoordinaten, d.h.

7 COS . 5
Z(r,p) = [ rsinp | gilt do= \/7"2 - 7“2(%) - (g—:;) drde.
2(r, )

(b) Berechnen Sie damit den Flécheninhalt der Schraubenfliche z = ¢, 0<r <a,
0<¢<b, (0<a,b fest). (Antwort: F = 2(av1+ a®+ arsha))
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Oberflachenintegrale 2. Art.

Berechnen Sie [[(¥,7)do fir ¢=rotd, @=(2z—2y,2z—z,y—22)". D sei
dabei die Ellipsoidhélfte x = sindcosy,y = sintsing,z = 2cosd, 0 <9 < 7,
0 < ¢ < 27. Die Normale weise nach oben, d.h. n3 > 0. (Antwort: 4m)

Berechnen Sie [[,(¥,7)do fir ¥(%) = (z,2y,2 — 32)". Dabeisei D die Parabo-
loidfliche z =1 — 22 —y?, 2z > 0. Die Normale 7 weise nach oben, d.h. ns > 0.
(Antwort: 27)

Das Geschwindigkeitsfeld einer Strémung sei ¥(t,¥) = (tz,t+vy,tz)T. Essei o= 1.
Bestimmen Sie den Flufl zur Zeit ¢ durch das Dreieck mit den Eckpunkten (1/0/0),
(0/1/0), (0/0/1). Die Normale weise in Richtung (1,1,1)”. (Antwort: £(5t+1))

Berechnen Sie fiir das Vektorfeld #(#) = Z den Fluss durch den Zylindermantel
> +y2=1, 0<2z<1. (Antwort: 27)

D sei die Hyperboloidfliche 22 +y? —22 =1, 0 < z < 1. (Skizze!) Berechnen
Sie [[, (% )do, wenn 7 so gewahlt ist, dass (Z,7) > 0. (Antwort: 2m)

Aufgaben zum Satz von Gaufl.

Losen Sie Aufgabe J1 mit dem Satz von Gauf. (Schliefien Sie dazu die Flache D
durch den Kreis Dy : 22 +9y?> <1, 2=0 ab!)

Losen Sie Aufgabe J2 mit dem Satz von GauB. (Hinweis wie in Aufgabe K1.)

Losen Sie Aufgabe J3 mit dem Satz von GauB3. (Ergénzen Sie die Fliche zu einem
Tetraeder!)

Losen Sie Aufgabe J5 mit dem Satz von Gaufl. (Schlieflen Sie die Flache D durch
2 Kreise ab!)

Berechnen Sie {f p(7,7)do, wobei ¥ = (2? — zy,2yz — 3y,z — 2?)7 und D die
Oberflache einer Kugel mit Mittelpunkt (1/2/3) und Radius 2 ist mit dem Satz
von GauBl. (Verwenden Sie die Tatsache, dass der Mittelpunkt einer Kugel auch ihr

Schwerpunkt ist!) (Antwort: 1237)

Berechnen Sie ffzdy Adz — y*dz Adz + 23dz Ady iiber die Kugeloberfliche z? +
y? + 22 = R? direkt und iiberpriifen Sie das Ergebnis mit dem Satz von GauS.
(Antwort: 2 R5m)

Das “archimedische Prinzip” besagt, dass der Auftrieb eines in einer Fliissigkeit
befindlichen Korpers gleich dem Gewicht der verdrangten Wassermenge ist. Be-
weisen Sie das mit dem Satz von GaufB.

Hinweis: Der Wasserdruck ist p = v(h — z), h = Hohe des Fliissigkeitsstandes,
~v = spezifisches Gewicht der Fliissigkeit, und wirkt normal zur Oberfliche des

Korpers, d.h.
Auftrieb = — # pngdo = — # (

, 1) do.

"N O O



Aufgaben zum Satz von Green.

(L1) Uberpriifen Sie die Giiltigkeit des Greenschen Satzes am Integral $o(2zy —2?) dw +
(x+y?)dy, wobei C' derdurch y=22, 0<z<1, und z =92 0<y<1, im

positivem Drehsinn durchlaufene Weg ist. (Antwort: 3—10)

(L2) Berechnen Sie mit dem Satz von Green §, y* cosxdx + 3y*(sinz — 2) dy iiber die

geschlossene Kurve C, welche die Punkte (0/0) und (1/0) durch y = zv1 — 22
und die z— Achse verbindet. C' werde im “positiven” Sinn (d.h. so wie &}, €5 = {ib-
licherweise Gegenuhrzeigersinn) orientiert. (Antwort: —=)

Aufgaben zum Satz von Stokes.

(M1) Uberpriifen Sie die Giiltigkeit des Satzes von Stokes fiir @ = (3y, —zz,yz2)T und
die Fliche D :2z =%+ y?, 2z <2. (Antwort: —20m, wenn nz > 0)

(M2) Bestimmen Sie die Differenz der zwei Kurvenintegrale in Aufgabe H2 mit dem Satz
von Stokes unter Verwendung der Fliche Z(p,t) = ((1—1)( —27“0)+t cos p, tsing, )7,
0<p<m 0<t<1.

) Losen Sie Aufgabe H3 mit dem Satz von Stokes.

) Losen Sie Aufgabe J1 mit dem Satz von Stokes.
M5) Losen Sie Aufgabe J2 mit dem Satz von Stokes.

)

C sei der Rand des Flichenstiickes z2 +y? =1, 22 <2y, x,y,z>0 (Skizze!),
und ¥ = (22, zy,22)T. C werde von (1/0/0) iiber (0/1/0) nach (0/1/+/2) und
zuriick nach (1/0/0) durchlaufen. Bestimmen Sie §, (@, dZ) mit dem Satz von

Stokes. (Antwort: —7)



