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Priifung aus Mathematik A, WS 1996/97

PROBEEXEMPLAR

Zum Bestehen der Priifung miissen 8 der folgenden 15 Fragen korrekt, d.h. insbeson-
dere geniigend ausfiihrlich, beantwortet werden. Die Antworten in Teil (b) sind zu
begriinden. Das Verstandnis der Fragen ist Teil der Priifung.

Wenn nur eine der Teilfragen (a) bzw. (b) korrekt beantwortet ist, so wird diese Frage
negativ gewertet.

Wenn Sie im Teil (a) einer Aufgabe eine ausfiihrliche Begriindung geben, indem Sie
einen diesbeziiglichen Satz beweisen, so erhalten Sie einen Zusatzpunkt. (Dies ist bei
den Fragen (4), (7), (9), (13), (14), (15) moglich.)

Verwenden Sie fiir [hre Antworten nicht dieses Formular, sondern das ausgeteilte Papier.
Sie brauchen die Fragen nicht in der gegebenen Reihenfolge zu beantworten. Geben Sie
bei Ihren Losungen jeweils die Nummer der Aufgabe an!

(In diesem Probeexemplar wurden die Fragen zu den Kapiteln I, II, und III gestellt. In
den Priifungen wird natiirlich auch Kapitel IV abgefragt.)

(1) (a) Was sind, in dieser Reihenfolge, die mathematischen Zeichen fiir “und”, “Vere-
inigung”, “fiir alle”, “aquivalent”?

(b) Bestimmen Sie die Mengen A ={r € N:Jy e N:y>2Az+y =5} und
B={reR:2?—-22x—-8>0}.

(2) (a) Wie erhélt man den Graph von y = 3f(x +2) aus dem von y = f(z)?
(b) Was ist arccot(—+/3) in Radiant? Skizze!

(3) (a) Wieist lim a, =« fiir a € R definiert?

n—oo

-1
(b) Zeigen Sie mit der Definition lim n =1!

n—)oon—|—2

(4) (a) Was besagt der Zwischenwertsatz?

(b) Ist er auf signz am Intervall [—1,1] anwendbar? Warum bzw. warum nicht?
(5) (a) Skizzieren Sie die Funktionen f(z)= ¥z und g(z)=Inz.

(b) Was ist lim (1 - i>n7

n—00 n2



2

(6) (a) Was ist die Definition von f’(xg)?
(b) Berechnen Sie damit (v/x)'(2).

1
(7) (a) Machen Sie ein Bild, aus dem (f~1)(to) = 7o) fir to = f(zg) hervorgeht.
0
b) Berechnen Sie arccos’(ty) mit den Gleichungen in (a).
(8) (a) Was ist die Gleichung der Tangente an f im Punkt (zq, f(z0))?
(b) Wie folgt daraus die Newton’sche Naherungsmethode?
(9) (a) Was sind die wesentlichen Voraussetzungen fiir die Regel von 'Hépital? (In der
Vorlesung (a) und (f).)
(b) Sind sie im Fall h_)m x—lﬂ erfiillt? Was ergibt dieser Limes?

(10) (a) Wann heifit =y Wendepunkt von f7

)

b) Ist 0 ein Wendepunkt von f(z) = 2*?
)
)

Wie ist die untere Darbouxsumme definiert?

(11)

a

b) Was ist UD(Z) fiir f:[0,2n] — R: 2+ sinz und Z = {0, 5,27}7

(12) (a) Welche Substitution verwendet man bei Integralen, die /a2 + 1 enthalten?

(b) Berechnen Sie f5 _dr
y w2 —4dx 4+ 7

(13) (a) Schreiben Sie die Simpsonregel allgemein an!
2
enden ple sie au x° dxr mit Schrittweite = 5 an!
(b)Wd S"ff3d it Schri 'h%‘
0

(14) (a) Wie erhélt man die Kriimmung aus der Bogenldnge s und dem Winkel ¢ der
Tangente zur x— Achse?

(b) Berechnen Sie ¢(s) fiir f:[0,00[— R:x+— chz.

1d
(15) (a) Fir welche « ist [ —f konvergent?
0 T

(b) Berechnen Sie fl de |
o Vo




LOSUNGEN

(1) (a) AUV, <=
b) z+y=5=zx=5—-y; zeN=2>1=y<4 y>2=—yec
{2,3,4} = 2 € {1,2,3}. Alsoist A={1,2,3}.
2?2 —2x —8 = (r—4)(z+2) >0 < x >4V azr < —2 nach Skizze. Also ist
B =]|—o00,-2[UJ4,00].

(2) (a) Durch Verschiebung um 2 nach links und Streckung um den Faktor 3 in y— Rich-
tung.

(b) Nach der Skizze ist cot X = —/3; 5% €]0,7[; arccot ist die Umkehrfunktion

— 57

von ]0,7[— R : 2+ cotz. Daher ist arccot(—v/3) = 2

(3) (a) Ve>0:INeN:Vn>N:|a, —a| <e.

(b) n—1 n—1—(n+2) -3
n+ 2 n+ 2 n+ 2 n+ 2
3<e(n+2) <= 3—2e<en<= 2—2 < n. Daher ist die Bedingung in (a) erfiillt,

wenn N > % — 2 gewahlt wird.

< €<

—1‘<€<:>‘ ’<€<:>’ ‘<€<:>

(4) (a) Wenn f : [a,b] — R stetig ist und f(a) < ¢ < f(b) oder f(b) < c < f(a),
dann gilt: Ja €a,b[: f(a) =c.

(b) Nein. Weil signz in 0 nicht stetig ist.

() (a)



(b) arccos= f~1 zu f:[0,71] — R: 2+ cosz; ty=coszy mit zg €]0,n[=

arccos’(tg) = = = (weil sin(zg) > 0) = =

cos’ (o) — sin(xo) —+/1 — cos?(xp)

1
V-1
(8) (a) g:y=f'(zo)(z — o) + f(zo)
(b) gNz—Achse = {(z1,0)} = f'(z0)(x1 —20) + f(20) = 0 = f'(20)(x1 —20) =

—f(zo) = 21 — 20 = — JJ: /((z(;)) = I = Tg — ;’((Z‘(;)) Iteration ergibt die Formel
Tp41 = Tp — f(@n)
f!(zn)
. fl) 0 00 S
9) (a) (a) lim ist vom Typ = bzw. — und (f) lim existiert
©) @) (o) lin 22 3 bow. 22 und (8) i 2
(b) Hier ist f(x) =x +sinz und g(z) =2z. lim (z +sinz) =00 und lim z =
T—00 T—00
!/
o0o. Also ist («) erfilllt. f'(z) = 14 cosz und ¢'(z) = 1 = lim f/gxi =
z—oo g'(x
1
lim scosy 1+ lim cosz existiert nicht. Also ist (/) nicht erfiillt.
T—r 00 T— 00
lim Z7SRE + lim ot = (EinschlieBungssatz) = 1.
T—r00 T rT—o0 I

(10) (a) Wenn o nicht am Rand des Definitionsbereiches liegt und f’ ein Extremum
in zg hat.

(b) 0 ist kein Extremum von f’ = z3. Alsoist xo kein Wendepunkt von f = z*.
(11) (a) Wenn a = 29 < 21 < --- < o = b und Z = {xg,21,...,73} und f; =
min{f(z) : © € [z;—1,2;]}, dann ist die untere Darbouxsumme von f zu Z

k
gegeben durch UD(Z) = > fi- (x; —xi-1).
i=1



(b)f de f5 dw (Substitution 2, dt = d 2 =
= = upstitution v = r — = dr, r =
p a2 —dx+7 5 (x—2)2+3 ’ ’
3 dt dt
t=0,r=5=1= ):g’t2+3:(Substitutiont:ﬁu,@:ﬁ:,dt:
1 V3
\/gdu,t:0:>u:0,t:3:>u— \/_f32_|_3 ﬁarctanuuzoz

1 s
—— arctan /3 = ——, vgl. die Skizze.
V3 3v3 &

b—a
kj )

) h )
yi = f(x;), soist Sy = g(yo +4y1 + 2yo +4ys + -+ 2yp—2 + dyp—1 +y) die

Néherung von f: f(x)dz nach der Simpsonregel.

(13) (a) Wenn f: [a,b] — R stetig ist, k € N gerade, h =

r; = a+th und

(b) h = % — 29 = 0,21 = %,:cg = 1,23 = %,u =2 = yy=0,y1 = %,yg =
Lys=2,ys=8= 53 =3(0+4x 5 +2x1+4x 2 +8)=4. (Dies ist auch der
Wert des Integrals.)

(14) (a) ﬁ:‘i—f
(b) f(z) = che = s(z) = [ 1+ F®)2dt = [ V1+sh’tdt = [ chtdt =

sht|_,=shz = ¢ = arctanf (x) = arctan sh(z) = arctan s.

(15) (a) Fir a < 1.

1 de 1 2/3 1 12/3 42/3 3
=1 VBdzg =lim —=| =lim(=s—-—5)=2
(b) Of\% Yoy [ 2727 dz = lim a\o<2/3 2/3) 2




BEISPIELE VON FALSCHEN ODER UNZUREICHENDEN ANTWORTEN
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KOMMENTAR: A, B, C sind zu wenig ausfihrlich. D ist nur eine anschauliche Erkla-
rung, keine mathematische Definition. E ist zwar wahr, aber ist nicht die Definition
der Ableitung, sondern ein Teil der Definition der Tangente. (Die Vorstellung von
Sekanten, die sich einer Tangente nahern, wurde in der Vorlesung nur als Motivation
fiir die Definition der Ableitung verwendet, vgl. den Kommentar zu D.) Zu F: Man kann
verschiedener Meinung sein, was “wesentlich” ist. Bei Unsicherheit dariiber, miifite der

Satz mit allen Voraussetzungen hingeschrieben werden. G ist falsch. Zu H: Es gibt

natiirlich Integrale, wo diese Substitution angebracht ist, z.B. [e w3+l Nk Wer
e+
die Vorlesung studiert hat, sollte allerdings wissen, was gemeint ist.

BEISPIELE VON ZUSATZPUNKTEN

(4) (a) Beweis des Zwischenwertsatzes: Der Satz von Bolzano sagt: Wenn ¢ : [a,b] — R
stetig ist und g(a)g(b) <0 (d.h. g(a) und g¢(b) haben verschiedenes Vorzeichen),
dann gilt: Ja: g(a) = 0. (Dies wird mit Intervallschachtelung bewiesen.)

Es sei g(z) = f(z) —c. Dannist g(a)g(b) = (f(a) —¢)(f(b) —¢) < 0 = Fa :
g(a) = 0. Fiir dieses « gilt dann f(«) = c.

(7) (a) Beweis der Ableitungsformel fiir die Umkehrfunktion: 0 # f/(z¢) = lim @) = f(wo)

= (Substitution f(z) =t,z = f71(t), 2 = g = t = f(x) — f(g)m: toaj _:xo
, t—to PR e O e R GO _ 1
Oy ST R A L A T
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1. Priifung aus Mathematik A, WS 1996/97

Zum Bestehen der Priifung miissen 8 der folgenden 15 Fragen korrekt, d.h. insbeson-
dere geniigend ausfiihrlich, beantwortet werden. Die Antworten in Teil (b) sind zu
begriinden. Das Verstandnis der Fragen ist Teil der Priifung.

Wenn nur eine der Teilfragen (a) bzw. (b) korrekt beantwortet ist, so wird diese Frage
negativ gewertet.

Wenn Sie im Teil (a) einer Aufgabe eine ausfiihrliche Begriindung geben, indem Sie
einen diesbeziiglichen Satz beweisen, so erhalten Sie einen Zusatzpunkt. (Dies ist bei
den Fragen (3), (6), (7), (9), (12), (13), (14) méglich.)

Verwenden Sie fiir [hre Antworten nicht dieses Formular, sondern das ausgeteilte Papier.
Sie brauchen die Fragen nicht in der gegebenen Reihenfolge zu beantworten. Geben Sie
bei Thren Losungen jeweils die Nummer der Aufgabe an!

a) Wie ist fiir reelle Zahlen der Betrag definiert?

(1)

b) Bestimmen Sie {z e R:z+1 > |z|}.

(a)
(b)
(2) (a) Zeichnen Sie die Graphen von arccos und arccot !
(b) Bestimmen Sie arccos(—3) !
(a)

a) Was besagt der EinschlieBungssatz fiir Folgen?

(3)

sinn |

(b) Berechnen Sie damit lim
n—oo mn

(4) (a) f:D—R und zg ¢ D. Was heifit, dal f in z( stetig fortsetzbar ist?

tanx

(b) Ist in 0 stetig fortsetzbar?

xT

a) Was erfiillt eine Funktion p(h), die vom Typ o(h) ist?
b) Ist p(h) =+v1+h—1-% vom Typ o(h)?

)
)
a) Schreiben Sie die Kettenregel allgemein an!
)
)

()

(6)
b) Berechnen Sie (tan(evcosx)).

(7)

a) Was besagt der Mittelwertsatz?

b) f:[0,1] — R :x — /z. Wo liegt der Mittelwert zg, dessen Existenz der
Mlttelwertsatz garantiert?

(
(
(
(
(
(

(8) (a) f seidifferenzierbarin xg, P = (zo, f(z0)). Wasist die Gleichung der Normale
in P?



? ~ 1.155, =

3V3

Q

(b) Was ergibt sich speziell fir f(x) = sinz, zy =
0.605)

(75

ox

(9) (a) Was besagt der Hauptsatz der Integralrechnung?

(b) Geben Sie dazu einen anschaulichen Bild-“Beweis” wie in der Vorlesung!

(10) (a) Definieren und zeichnen Sie shx !

(b) Berechnen Sie [ (Sie brauchen arsh nicht durch den Logarithmus

dx
NCZES
auszudriicken!)

(11) (a) Schreiben Sie die Trapezregel allgemein an! (Falls Sie T}, = 3(Ly+Ry) schreiben,
sollten Sie auch Lj und Ry definieren!)

2
(b) Wenden Sie sie auf [ 2?dz mit Schrittweite h =1 an!
0

(12) (a) Wie grof ist das entstehende Volumen, wenn der Graph von f : [a,b] — R um
die z— Achse rotiert?
(b) Was ergibt sich speziell fir f:[0,7] — R: 2+~ sinz ?

(13) (a) Welche Form hat eine Differentialgleichung mit trennbaren Variablen?
(b) Bestimmen Sie die Orthogonaltrajektorien zu A = {y =C/z:C € R} !

(14) (a) Wie ist e¥ definiert und was ergibt sich fiir ¢ € R nach der Euler’schen
Formel?

(b) Driicken Sie cos®p durch cose und cos3p aus.

(15) (a) Welchen Ansatz verwendet man bei homogenen, linearen Differentialgleichungen
mit konstanten Koeflizienten?

(b) Losen Sie y” + 2y’ +y =0 mit den Anfangswerten y(0) =1, ¢'(0)=2.
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2. Priifung aus Mathematik A, WS 1996/97

Zum Bestehen der Priifung miissen 8 der folgenden 15 Fragen korrekt, d.h. insbeson-
dere geniigend ausfiihrlich, beantwortet werden. Die Antworten in Teil (b) sind zu
begriinden. Das Verstdndnis der Fragen ist Teil der Priifung.

Wenn nur eine der Teilfragen (a) bzw. (b) korrekt beantwortet ist, so wird diese Frage
negativ gewertet.

Wenn Sie im Teil (a) einer Aufgabe eine ausfithrliche Begriindung geben, indem Sie
einen diesbeziiglichen Satz beweisen, so erhalten Sie einen Zusatzpunkt. (Dies ist bei
den Fragen (3), (4), (6), (7), (9), (11), (14) moglich.)

Verwenden Sie fiir Ihre Antworten nicht dieses Formular, sondern das ausgeteilte Papier.
Sie brauchen die Fragen nicht in der gegebenen Reihenfolge zu beantworten. Geben Sie
bei Thren Losungen jeweils die Nummer der Aufgabe an!

(1) (a) Wie ist das Intervall |a,b] definiert?
(b) Bestimmen Sie L={z €R:2%2+2—6>0}.

1
(2) (a) Skizzieren Sie die Graphen von f, 7 und f~! fir fi]-%,5[— R:z+—
tan x.
(b) Was ist arctanl ? (Begriindung!)

sin x
?

(3) (a) Was ist ilg})

T

V1 -1
(b) Berechnen Sie ohne die Regel von I'Hopital lim —|——x !
z—0  sin2x

(4) (a) Was ist  lim (1 + £>n fir zeR?

n—00 n

b) Skizzieren Sie die Funktionen Inz und !%logz !
( g

(5) (a) Was ist die Definition von f’(xg)?

(b) Berechnen Sie damit die Ableitung von sinz. (Verwenden Sie die Gleichung

sinz — sinzy = 2sin 52 cos £H20)

(6) (a) Schreiben Sie die Quotientenregel allgemein an!

arccos /z '
(b) Berechnen Sie | ———— | .
tan(2 + e”)

(7) (a) Schreiben Sie die Regel von 'Hopital mit ihren wesentlichen Voraussetzungen
an!

sin(7x) .

(b) Berechnen Sie damit lim
z—1 nx
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(8) (a) f sei differenzierbar, P = (zo, f(z0)), mn., sei die Normale in P, n; die
Normale in (t, f(t)) Wie ist M, der Kriimmungsmittelpunkt zu P definiert?

1 12 /1
(b) Berechnen Sie M fiir f(z) = 2%, 19 = 1 mit der Formel M = p+_+/3//0 ( iyO)_
Yo

(9)

a) Was besagt der Hauptsatz der Integralrechnung? (Definieren Sie auch F'!)

b) Geben Sie dazu einen anschaulichen Bild- “Beweis” wie in der Vorlesung!

(

b) Berechnen Sie fol arctanzdz. (T ~0.785, In2~ 0.69)

9) (a)
)

0) (a) Schreiben Sie die Formel zum partiellen Integrieren allgemein an!
) T~

1) (a)

)

a) Welche Formel liefert die Bogenlange des Graphen einer differenzierbaren Funk-
ion f:[a,b] — R?

(

(

10) (
(

(11)
t

(b) Was ergibt sich fir f:[0,1] — R:ax+—>chx ? (shl~1.18)

12) (

(12) (a) Wie ist das Integral [~ f(z)dz definiert (falls es konvergent ist)?

o dx
b) Berech i — |
(b) Berechnen Sie [~ a2

H
(13) (a) (V((i))> sei die Schnittkraft in der Kettenlinie y = f(z). Was gilt fiir H(x)

Viz)
H(z) -
o
(b) Lésen Sie die Differentialgleichung z' = EV 1+ 221

und was fir

(14) (a) Was ist Re(e¥) bzw. Im(e'?) ?

(b) Folgern Sie aus e(**¥) = ¢ . ¢ und (a) die Summensitze fiir Sinus und
Cosinus!

(15) (a) Schreiben Sie die Schwingungsgleichung allgemein an!
(b) Was ist Zphom(t) zu &4+2&+52 =07
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3. Priifung aus Mathematik A, WS 1996/97

Zum Bestehen der Priifung miissen 8 der folgenden 15 Fragen korrekt, d.h. insbesondere
geniigend ausfiihrlich, beantwortet werden. Die Antworten in Teil (a) miissen nicht
begriindet werden, die Antworten in Teil (b) sind zu begriinden. Das Verstdndnis der
Fragen ist Teil der Priifung.

Wenn nur eine der Teilfragen (a) bzw. (b) korrekt beantwortet ist, so wird diese Frage
negativ gewertet.

Wenn Sie im Teil (a) einer Aufgabe eine ausfithrliche Begriindung geben, indem Sie
einen diesbeziiglichen Satz beweisen, so erhalten Sie einen Zusatzpunkt (unabhéngig
davon, ob Sie Teil (b) richtig beantworten). Dies ist bei den Fragen (2), (4) (ohne
I'Hopital), (6), (7), (8), (10), (11), (12) moglich.

Verwenden Sie fiir [hre Antworten nicht dieses Formular, sondern das ausgeteilte Papier.
Sie brauchen die Fragen nicht in der gegebenen Reihenfolge zu beantworten. Geben Sie
bei Thren Losungen jeweils die Nummer der Aufgabe an!

(1) (a) Skizzieren Sie die Funktionen tanz und arctanz.
(b) Folgern Sie sina +sinb = 2sin “t cos %>° aus dem Summensatz fiir den Sinus

(d.h. sin(a+ B) = sinacos B + cosasin 3 ).
(2) (a) Was ist ILm Vd fir d>07?

(b) Bestimmen Sie lim /6™ + 57!

n— o0
(3) (a) Wann heifit die Funktion f: D — R stetig (schlechthin)?
(b) Ist f(z) = 1 (mit D = {z € R: z # 0} ) stetig (schlechthin)? (Wenn ja,
warum, wenn nein, warum nicht?)

t

?

(4) (a) Was ist 7pme

—0 t

b) Bestimmen Sie mit (a) und der Definition der Ableitung f'(xo) fur f(z) =e" !

(a)
(b)
(a) Was ist die Gleichung der Tangente an f im Punkt (o, f(zo)) ?
(b) Was ergibt sich fir f(z) =+/r und 2o =17

(a)

(6)

4
(5)
6) (a) Welche Art von Extremum (Max. oder Min.) hat f in zg, wenn f/'(z) <0
fir x <zp und f'(x) >0 fir x >zp und f in z stetig ist?
(b) Bestimmen Sie die Extrema und ihre Art fiir f:[-2,2] — R:z+— |z[(1—2) !
(7) (a) Welche Art von Extremum hat f in zp, wenn f'(xg) =0 und f"(x9)>07
(b) Was ergibt sich daraus fiir f(x) = tan(2?) und zg =07
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(8) (a) Wie 1aBt sich f; f(z)dz durch eine Stammfunktion ® von f ausdriicken?

14 202 — (1 4 "
(b) Berechnen Sie [ x4 2z° — (14 2%) arctan

2
I 2+ 2)2(1+ 2% dx, indem Sie iiberpriifen, dafl

arctan x2

eine Stammfunktion ist. ( § ~ 0.52)
24z

9) (a) Welche Substitution verwendet man zur Berechnung von R2 —22dx ?
9) (a) g Vv

dz

1 - 1
(b) Berechnen Sie [ oy

(10) (a) Schreiben Sie die Simpsonregel allgemein an!

dx

. . . _ 1 47 _ : ~
22 mit Schrittweite h = 5 an! ( 35 = 1.56, § ~

1
(b) Wenden Sie sie auf [
“1

1.57 )

(11) (a) Wie gro8 ist das entstehende Volumen, wenn der Graph von f : [a,b] — R um

die — Achse rotiert?
2

(b) Was ergibt sich speziell fiir f:[0, 5] — R:z+—cosxz ? (7 ~2.47)

d
(12) (a) Fir welche « ist [ & konvergent?
1T

oo

T
(b) Berechnen Sie [ — mit einem Grenzwert!
1z

H
(13) (a) (V((i))> sei die Schnittkraft in der Kettenlinie y = f(z). Was gilt fiir H(x)

Viz)
Hz) -
(b) Lésen Sie die Differentialgleichung z' = %\/ 1+ 221

und was fir

a) Was besagt der Hauptsatz der Algebra von Gauf3?
b) Losen Sie 22 —4(1 —i)z+1—-8 =0
a) Wie nennt man A bzw. « in der periodischen Funktion z(t) = Asin(dt—a) ?

(
(
(15) (
(

b) Driicken Sie A,a durch a,b aus, wenn asin(¥t) 4+ bcos(¥t) = Asin(dt — «)
und b < 0! (Summensatz fiir den Sinus: (1) (b))
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4. Priifung aus Mathematik A, WS 1996/97

Zum Bestehen der Priifung miissen 8 der folgenden 15 Fragen korrekt, d.h. insbesondere
geniigend ausfiihrlich, beantwortet werden. Die Antworten in Teil (a) miissen nicht
begriindet werden, die Antworten in Teil (b) sind zu begriinden. Das Verstdndnis der
Fragen ist Teil der Priifung.

Wenn nur eine der Teilfragen (a) bzw. (b) korrekt beantwortet ist, so wird diese Frage
negativ gewertet.

Wenn Sie im Teil (a) einer Aufgabe eine ausfithrliche Begriindung geben, indem Sie
einen diesbeziiglichen Satz beweisen, so erhalten Sie einen Zusatzpunkt (unabhéngig
davon, ob Sie Teil (b) richtig beantworten). Dies ist bei den Fragen (3), (5), (6), (8),
(11), (14) moglich.

Verwenden Sie fiir [hre Antworten nicht dieses Formular, sondern das ausgeteilte Papier.
Sie brauchen die Fragen nicht in der gegebenen Reihenfolge zu beantworten. Geben Sie
bei Ihren Losungen jeweils die Nummer der Aufgabe an!

(1) (a) Wann nennt man eine Funktion f gerade?

(b) Skizzieren Sie f(z) = cotx fir |z| < m! Ist diese Funktion gerade?
(2) (a) Wieist lim a, =a fir o« € R definiert?
n—oo

n_l—ll

(b) Zeigen Sie mit der Definition lim =

(3)

a) Was sagt der Satz von Bolzano?

b) Zeigen Sie, dafl f(x) =23 —3x+1 in ]0,1[ eine Nullstelle hat.

a) Wann nennt man eine Funktion f in zy differenzierbar?

a) Schreiben Sie die Produktregel allgemein an!

()

3
(4)
5

b) Berechnen Sie die Ableitung von tan(z?) - cos®z !
6

a) Was ist die Formel des Newton’schen Naherungsverfahrens?

(a)
(b)
(a)
(b) Ist f(x)=|z| in xo =0 differenzierbar?
(a)
(b)
(6) (a)
(b)

b) Berechnen Sie damit z; fir f(z) =2® —3x+1 und zg = 0.

. y" . "
(7) (a) Geben Sie k(z) = W fir y =e" an!

(b) Fiir welches z ist (z) in (a) maximal? (—2In2~ —0.35 )

(8) (a) Wie 14t sich f; f(x)dx durch eine Stammfunktion ® von f ausdriicken?
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(b) Berechnen Sie [ x4 2z° — (14 2%) arctan

2
I 2+ 2)2(1+ %) dx, indem Sie iiberpriifen, dafl

arctan x2

eine Stammfunktion ist. ( & ~ 0.52)
242

(9) (a) Berechnen Sie fol re® dz !

sin x

(b) Berechnen Sie [tanzdz = [ dz !

COS T

(10) (a) Definieren und zeichnen Sie chx !

(b) Berechnen Sie Sie brauchen arch nicht durch den Logarithmus

[
22 -1
auszudriicken!)
(11) (a) Welche Formel liefert die Bogenldnge des Graphen einer differenzierbaren Funk-
tion f:[a,b] — R ?

(b) Was ergibt sich fiir f:[0,1] — R:z+— 22327 (2(2v2-1)~ 1.22)
(12) (a) Ist fl dt konvergent?
0 Vit '

S T -
(b) Berechnen Sie [; arcsinzdz ! (5 —1~0.57)

(13) (a) Was ist eine Differentialgleichung 1. Ordnung?

T

(b) Losen Sie die Differentialgleichung 3" = —5 zum Anfangswert y(3) = —4.

(14) (a) Geben Sie eine Formel fiir arg(a +1b) an, wenn a <0 und b€ R.
(b) Bestimmen Sie arg(—1+1) !

(15) (a) Welchen Ansatz verwendet man bei homogenen, linearen Differentialgleichungen
mit konstanten Koeflizienten?

(b) Losen Sie y” + 2y’ — 3y =0 mit den Anfangswerten y(0) =1, %/'(0) =0.
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1997 - 10 - 10

5. Priifung aus Mathematik A, WS 1996/97

Zum Bestehen der Priifung miissen 8 der folgenden 15 Fragen korrekt, d.h. insbesondere
geniigend ausfiithrlich, beantwortet werden. Die Antworten in Teil (a) miissen nicht
begriindet werden, die Antworten in Teil (b) sind zu begriinden. Das Verstdndnis der
Fragen ist Teil der Priifung.

Wenn nur eine der Teilfragen (a) bzw. (b) korrekt beantwortet ist, so wird diese Frage
negativ gewertet.

Wenn Sie im Teil (a) einer Aufgabe eine ausfithrliche Begriindung geben, indem Sie
einen diesbeziiglichen Satz beweisen, so erhalten Sie einen Zusatzpunkt (unabhéngig
davon, ob Sie Teil (b) richtig beantworten). Dies ist bei den Fragen (1), (4), (6), (7),
(10), (12) méglich.

Verwenden Sie fiir Ihre Antworten nicht dieses Formular, sondern das ausgeteilte Papier.
Sie brauchen die Fragen nicht in der gegebenen Reihenfolge zu beantworten. Geben Sie
bei Thren Losungen jeweils die Nummer der Aufgabe an!

a) Schreiben Sie die Dreiecksungleichung an!

(1)

1
b) Bestimmen Sie L={z €R: |z + 1| <z + 3}.
(2)
b) Was ist arcsin(—1) ?
3

(a)
(b)
(a) Skizzieren Sie die Funktion arcsinz !
(b)
(a)

Wie ist lim f(z) =a mit € und § definiert?

Tr—rTo

(3)

mit den Grenzwertsatzen!

(b) Bestimmen Sie lim VT -

21 T —
(4) (a) Was besagt der Zwischenwertsatz?
(b) Bestimmen Sie mit Intervallschachtelung ein Intervall der Breite §, in dem eine
Nullstelle von f:[0,1] — R: 2+ 2% — 3z + 1 liegt!
(5) (a) Wie ist e definiert?

(b) Was ist lim (1 - i>n7

n—o0 7?,2

(6) (a) Machen Sie ein Bild, aus dem (f~1)(¢t) = fir to = f(z¢) hervorgeht.

1
f'(xo)
(b) Berechnen Sie In’(tg) mit den Gleichungen in (a).
(7) (a) Welche Art von Extremum (Max. oder Min.) hat f in zp, wenn f/(z) >0
fir £ <xp und f'(x) <0 fiir £ >29 und f in xy stetig ist?

(b) Bestimmen Sie die Extrema und ihre Art fiir f:[-2,3] — R: 2 23—32x+1!
Skizze! Vergessen Sie die Randpunkte nicht!
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(8)

(10)

(11)

(12)

(13)

(14)

(15)

(a) Durch welche Konstruktion wird der Kriitmmungsmittelpunkt definiert? Skizze!

(1 + y/2)3/2

(b) Berechnen Sie den Kriitmmungsradius p = W
Y

im Punkt P = (3, %)
der Kurve y = arccosz. ( 7Tﬁ ~ 4.63)

a) Wie ist die obere Darbouxsumme OD(Z) definiert?

(a)
(b) Was ist OD(Z) fiir f:[0,2n] — R:z+— cosz und Z ={0,%,m, 2L 27} ?
(a)
(b)

a) Schreiben Sie die Formel zur Substitution in Integralen an!
cosx

b) Berechnen Sie [cotxzdr = [ —— dx.
sin x

(a) Schreiben Sie die Linksregel allgemein an!

(b) Wenden Sie sie auf fOQﬁ cosx dx mit Schrittweite h =%

)

) an.
(a) Welche Gleichung gilt zwischen chu und shu ?
(b) Berechnen Sie die Lénge des Parabelbogens y = 22 iiber [0,1]. (ch®u =
1(1+ch(2u)), sh(2u)=2shuchu=2shuv/1+sh’u, \/75 + tarsh2~1.48)

a) Welche Form hat eine Differentialgleichung mit trennbaren Variablen?

b) Bestimmen Sie die Orthogonaltrajektorien zu A = {y = Cz?: C € R} !

(a)

(b)

(a) Wie 1Bt sich siny durch e und e™¥ darstellen?

(b) Driicken Sie mittels der Formel in (a) sin®p durch sing und sin(3¢) aus!
(a) Welchen Ansatz verwendet man bei homogenen, linearen Differentialgleichungen
mit konstanten Koeffizienten?

(b) Losen Sie y” + 2y’ — 3y =0 mit den Anfangswerten y(0) =1, %/(0) =0.
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2001 - 01 - 08

Priifung aus Mathematik A, WS 2000/01

PROBEEXEMPLAR

Zum Bestehen der Priifung miissen 8 der folgenden 15 Fragen korrekt, d.h. insbeson-
dere geniigend ausfiihrlich, beantwortet werden. Die Antworten in Teil (b) sind zu
begriinden. Das Verstdndnis der Fragen ist Teil der Priifung.

Wenn nur eine der Teilfragen (a) bzw. (b) korrekt beantwortet ist, so wird diese Frage
negativ gewertet.

Wenn Sie im Teil (a) einer Aufgabe eine ausfithrliche Begriindung geben, indem Sie
einen diesbeziiglichen Satz beweisen, so erhalten Sie einen Zusatzpunkt. (Dies ist bei
den Fragen 2, 3, 4, 7, 11, 13, 14 mdoglich.)

Verwenden Sie fiir Ihre Antworten nicht dieses Formular, sondern das ausgeteilte Papier.
Sie brauchen die Fragen nicht in der gegebenen Reihenfolge zu bearbeiten. Geben Sie bei
Thren Losungen jeweils die Nummer der Aufgabe an! Beantworten Sie bitte die Fragen
zu Linearer Algebra (1-7) und die zu Analysis (8-15) auf verschiedenen Bléttern.

(In diesem Probeexemplar wurden die Fragen zum Stoff bis Weihnachten gestellt. In
den Priifungen wird natiirlich auch der Stoff des Jénners abgefragt.)

a) Was ist ein k— dimensionaler affiner Raum (AR)?

(1) (a)

(b) Ein wieviel dim. AR ist durch & = (f) + A1 (:é) + A2 (150) gegeben?
(2) (a) Welcher Zusammenhang besteht bei linearen Gleichungssystemen zwischen Ly,
Lyom und einer partikuldren Losung o’ (falls diese existiert)?

(b) Bestimmen Sie Zinn, Zhom sowie 2 partikuldre Losungen zum Gleichungssystem
31‘1 —3(172+I3-|-1’4 = 12, T —1'2-1-175 = 5.

(3) (a) Z sei der Zeilenraum und L der Lésungsraum eines homogenen linearen Gle-
ichungssystems in n Unbekannten. Welche Zusammenhénge bestehen zwischen n,
dim L, dim Z, und der Anzahl der Pivotzeilen im Gauf3’schen Algorithmus?

(b) Bei einem homogenen linearen Gleichungssystem ergaben sich die Pivotzeilen
und [0 3 4|. Was sind dim L, dim Z? Ist (3,0,2) € Z?

(4) (a) Essei A € R™™™. Unter welchen Bedingungen hat das Gleichungssystem AZ =
y fiir jedes 3 genau eine Losung &7

1 2

(b) Es sei A= 3 4

) . Ist AZ =y fiir jedes ¥ eindeutig 16sbar? Wenn ja, was

ist die Losung x7
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(5) (a) Was sind die Grundeigenschaften von det(v1,...,0,) fir o,..., 0, € R"?
(b) Was ist det(@ — b+ 2¢,&— 3@,b), wenn det(a,b,) =57
(6) (a) Was ist die anschauliche Bedeutung von det f fiir f:R"™ — R"™ linear?

(b) Es sei f(&) = :1)) .

5, 2< 2y <T})?

T fir € R2. Welche Fliche hat f({Z7 € R?: 1<z <

(7) (a) Was ist die Matrix der senkrechten Projektion pry auf H : (@, &) = 07

1
(b) Was ergibt sich fir a= | 2 |7
3

(8)
(9)

a) Wie erhélt man den Graph von y = 3f(x +2) aus dem von y = f(z) ?

(a)

(b) Driicken Sie cos3z durch cosz aus.
(a) Wie lautet die Definition von injektiv?
(b)

b) Beweisen Sie die Injektivitit von g(z) =z .

10) (a) Geben Sie Real- und Imaginarteil der komplexen Zahl z = @t ?b an.
+id
c+i

(b) Berechnen Sie die 4-ten Wurzeln von —4 .
11) (a) Was besagt die Konvergenz durch Einschliefung?
(11) (a) g g g

1 2
(b) Berechnen Sie damit = lim tcosen .
n—00 n

(12) (a) Wie ist f’(xzo) definiert?

(b) Berechnen Sie damit (v/x)(3) .
(13) (a) Wie lautet die Kettenregel?

(b) Berechnen Sie die Ableitung von f(z) = (sinz)® bei z =7 .
(14) (a) Wie lauten die de 'Hospital’schen Regeln?

(b) Sind die Voraussetzungen im Fall lim Tt cosy erfillt? Welchen Wert hat

T—00 T

dieser Limes?

(15) (a) Wie bestimmt man Kandidaten fiir lokale Extrema und Wendepunkte einer Funk-
tion f:[a,b] > R 7

(b) Ist # =0 ein Wendepunkt von f(z)=z*7?




(1)

(4)
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LOSUNGEN

(a) Eine Menge von Vektoren der Form Z = p'+ A7 + -+ + AgTk, die nicht mit
weniger als k& Richtungsvektoren dargestellt werden kann.

(b) &= (%) + (M1 — 5)\2)(3); das ist ein 1—dim. AR, d.h. eine Gerade.

(a) Linn = {} oder Liyn ={p+7:7 € Lnom}
(b) L 3-311 0]12

I [1-100 15

[-311;0 0 11 -3|-3

k:5—2:3, l'3+$4—3.%’5:—3, .1642)\1, .%’5:)\2, $3:—3—)\1+3)\2,

5+ A3 — Ao
A3
T1—To+oT5 =5, o =A3, 1 =5+ N3 — A9 = Tinnh = -3 = A1+ 3\ =
A1
A2
5 0 -1
0 0 0
P+ Thom = PHAT1+AeT2+A373 wobei p= | -3 |, M= -1, o= 3 [,
0 1 0
0 0 1
1 5
1 0
r3 = | 0 | ; eine andere partikulare Losung ist z.B. p+ 7 = | —4
0 1
0 0
(a) dimZ = Anzahl der Pivotzeilen; dimL = n —dimZ = n — [ Anzahl der

Pivotzeilen]

(b) dim Z = Anzahl der Pivotzeilen =2 = dim L =3-2=1; Z={\(1,2,3)+
A2(0,3,4) : X e R2}; (3,0,2) € Z < (3,0,2) = A\1(1,2,3)+X2(0,3,4) <= 3 = Ay,
0=2A1+3X2, 2 =3\ +4)y. Die ersten zwei Gleichungen geben A\; = 3, Ay = —2;
in der dritten Gleichung eingesetzt folgt ein Widerspruch: 2 = 3 x 3 +4 x (—2).
Also ist (3,0,2) ¢ Z.

(a) Hier miisste eine der Bedingungen von §4, Satz 4 angegeben werden, z.B. “ A
ist invertierbar” oder “ A hat Rang n ” etc. Auch “det A # 07 (85, Satz 7) wéire
richtig.

O 4 =2\ (2t
b) det A=4-6=-2#0= ja;, £=A"" :_l( :(
(a) det ist linear in #7, d.h. det(v) + AU}, Vs, ..., T,) = det(V1,...,0,)+
Adet(¥, ¥, ..., Uy ); det ist alternierend, d.h. det(2 Vektoren ; vertauscht) =
—det(¥y,...,0,); det ist normiert, d.h. det(é},...,e,) =1 fir die Standardbasis
€1y, En.
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(b) det(@—b+ 27— 3d,b) = det(@,— 3d,b) — det(b, & — 3a, b) +2 det (¢, ¢— 3@, b) =
o

det(@, & b) — 3 det(a, @, b) +2 det(é, &, b) —6 det(C, @, b) = — det(a@, b, &) +6 det(a, &, b) =

)
J/
'
0

—7det(a@, b, &) = —35

ol Oy

(6) (a) det f = +R™ —Volumsverdnderungsfaktor, wobei + je nachdem f die Orien-
tierung erhalt oder umkehrt.

(b) Flichenverinderungsfaktor = |det f| =4 — 6| =2 = f{T € R?: 1 < x; <

5, 2 < x9 < T7}) ist ein Parallelogramm mit Flache 2- (5 — 1) (7 —2) = 40

Flacheneinheiten.
(7) (a) pry hat die Matrix A=1— ||61||2 a-al.
1 1 1 (1 23 1 (1B =2 3
(b) A:I—m z '(1’2’3):I_ﬁ g gl g =1 :; i% —56

(8) (a) Durch Verschiebung um 2 Einheiten nach links und Streckung um den Faktor 3
in y — Richtung.

(b) Aufgrund der Summensétze fiir Sinus sin(z +y) = sinx-cosy +cosz -siny und
Cosinus cos(z +y) = cosx - cosy —sinzx - siny gilt
cos 3x = cos(2z + x) = cos2x - cosx — sin 2z - sinx
= cos®z —sin?z - cosz — 2sinz - cosx - sinx

3 2 3

—cos’x —3sin“x -cosx = 4cos’x — 3cos .

Die letzte Identitit folgt aus sin®z 4 cos?z = 1. (Man konnte das Beispiel auch
mit den Formeln von Moivre 16sen; siche Ubungen.)

(9) (a) Eine Funktion f:X — Y heifit injektiv &
fir alle 1, xo € X gilt: <f(x1) = f(x2) = x1 ::U2>.

(b) Aus g(a) = g(b) , d.h. a® =b3 folgt: 0=a>—b>= (a —b)(a®+ ab+ b?) .
1.Fall. a—b=0,dh. a=5b;

2.Fall: 0=a?+ab+b> = (a+b/2)%+ 3b%/4. Das ist nur moglich fir a =b=0.
Insgesamt also a =b .

ac + bd bc — ad
—— mz=—_—.
2 4d?’ 2 + d?
(b) In Polarkoordinaten gilt —4 = 4e™ |

Somit ist /—4 = {V/2e™/4, \/2e3T/4 \/2e737/4 \/2e7™/4) = {+1 44}, da

e/ = \%(1 i), e i/t = \%(—1 +1) , etc. (Skizze!)

(10) (a) Rez=



(11)

(12)

(14)

(15)
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(a) Seien (an), (b,) und (c,) Folgen mit folgenden Eigenschaften:
(i) lim a, = lim ¢, =a;

(ii) Es gibt einen Index N, sodass fiir alle n > N : a, <b, <c¢, .
Dann gilt auch lim b, =« .
n—oo

1 2 2
(b) Wegen —1 < cos2z <1 gilt: 0 < 1t+cosin < — . Man setzt a, := 0 und
n n
¢n = 2/n . Dann ergibt sich wegen lim ¢, =0 der gesuchte Grenzwert =0 .
n—oo

(a) f'(xg) = lim M.

Tr—Xo xTr — 1}0

im — \/E_\/g zlim—1
z—=3 x—3 r—3 (\/5_\/5)(\/54_\/5) r—3 \/54_\/3

(a) Es sei h(z) = f(g(z)). Falls f und g differenzierbar sind, so ist auch h
differenzierbar und es gilt h'(z) = f'(9(z)) - ¢'(z) .

(b) Fiir 0 <2 <7 gilt die Identitdt (sinz)® = e*™M®) Somit erhiilt man durch
zweimaliger Anwendung der Kettenregel (und der Produktregel)

d . .
f’(x) — " In(sinz) _ et In(sinz) (hl(Sin IL’)-l—CE‘COS:E) _ (ln(sin :L')-|—$C0t l‘) (Slﬂ%)x
Wegen sin g =1 und cot§ =0 ergibt sich f'(5)=0.

dx sinx

(a) Seien f, g: (a,b) - R differenzierbar und gelte fiir alle = € (a,b) : ¢’'(z) #0 .
Gelte weiters (i) f(z) - 0 und g(z) - 0 fir * — b~ (oder f(x) — oo und

!/
g(x) — oo fir x — b~ ); (ii) lim /(@) existiert. Dann gilt lim f) _
z—b- g'(z) z—b- g(x)
!/
lim / (x)
z—b— ¢'(x)

(b) Man hat f(z) =x+cosx, g(x) =z und wihlt b = co . Beide Funktionen sind
differenzierbar, ¢’(z) =1 und f(z) - 0o, g(z) = oo fiir x — oo . Allerdings exi-

/ 1 oo
stiert lim f/(x) = lim — 2 — Jim (1—sinzx) nicht. Somit ist Voraussetzung
T—00 ¢ (1’) T—00 1 T—00
(ii) nicht erfiillt und die Regel ist nicht anwendbar. Nach dem EinschlieSungssatz
gilt jedoch lim THcosT =14 lim ST _q.
T— 00 T r—oo I

(a) Die Kandidaten fiir lokale Extrema sind (i) die Randpunkte des Definitionsinter-
valls, also a und b ; (ii) alle Punkte, in denen f nicht differenzierbar ist; (iii) die
stationdren Punkte (d.h. die Punkte z mit Ableitung f’(xz) =0 ). Kandidaten fiir
Wendepunkte sind (i) alle Punkte, in den f nicht zweimal differenzierbar ist; (ii)
alle Punkte =z mit f”(z)=0.

(b) Nein. Der Graph der Funktion ist {iberall konvex, er liegt stets oberhalb der
Tangente (Skizze!).
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BEISPIELE VON UNZUREICHENDEN ANTWORTEN

(1) (a) =P+ M7+ + AT

(1) (b) 1

(3) (b) 1, 2, nein

(4) (a) Wenn Ly, fiir jedes ¢ aus genau einem Element besteht.
(8) (a) Durch Verschiebung und Streckung.

(9) (a) Eine Funktion ist injektiv, wenn ihr Graph jede Parallele zur

x -Achse hochstens einmal schneidet.
(10) (b) V—4=V4-y—1=v2-Vi=1+i.
(12) (a) f'(zo) ist die Steigung der Tangente.

(15) (a) Kandidat fiir Extremum, falls f'(x) =0 ;
Kandidat fiir Wendepunkt, falls f"”(z) =0 .

H O Q W »

Q =

KOMMENTAR: A, B, C, E sind zu wenig ausfiihrlich. D ist zwar wahr, aber in einer

sehr trivialen, d.h. offensichtlichen Weise, die man in der Logik “Tautologie” nennt.

F

ist nur fiir reelle Funktionen zutreffend. G ist unvollstandig, es waren alle 4-ten Wurzeln
gefragt. H ist nicht die in der Vorlesung gegebene Definition von f’(xg) , sondern eine
Folgerung daraus. Zudem miisste man hier genauer sagen: f’(xg) ist die Steigung der

Tangente an den Graph von f im Punkt (xg, f(xo)) . I ist unvollsténdig.

BEISPIELE VON ZUSATZPUNKTEN

(2) (a) Beweis von Ly, = {p+7U: 7 € Lyom} wenn p eine Losung des inhomogenen
Gleichungssystems Ax =y ist ( Matrixnotation):
() T€ Lyom = AT=0= A(+0) = A+ AT =+ 0= = p+ 7 € Linn.

—

(B) ZE€Lp=—AT=7: 1=0—-p=—= AT=A@—-p)=AT—Ap=7j—-7=0—=

U€ Lyom und £=p+7

(13) (a) Beweis der Kettenregel:
h(z) — h(zo) _ fl9(z)) — fl9(z0)) g(x) —g(z0)

Man verwendet: =
T — T g(x) — g(zo) T — xo

@t 9) = 90)

= ¢'(z9), da g differenzierbar.
T—T0 r — X

(B) Sei y=g(z) und yo = g(xo) . Dann ist
i 10000~ Flow) ) — )

e=wo g(x) — g(zo) S vmw Y — Yo
und f differenzierbar.

= f'(yo) = f'(g(x0)), da g stetig

Somit ist h differenzierbar, und es gilt h'(z¢) = f'(g9(x0)) - ¢’(x0) nach den Rechen-

regeln fiir Grenzwerte.



23

1. Priifung aus Mathematik A, WS 2000/01 2001 — 02 — 02

Zum Bestehen der Priifung miissen 8 der folgenden 15 Fragen korrekt, d.h. insbeson-
dere geniigend ausfiihrlich, beantwortet werden. Die Antworten in Teil (b) sind zu
begriinden. Das Verstdndnis der Fragen ist Teil der Priifung.

Wenn nur eine der Teilfragen (a) bzw. (b) korrekt beantwortet ist, so wird diese Frage
negativ gewertet.

Wenn Sie im Teil (a) einer Aufgabe eine ausfithrliche Begriindung geben, indem Sie
einen diesbeziiglichen Satz beweisen, so erhalten Sie einen Zusatzpunkt. (Dies ist bei
den Fragen 2, 3, 4, 7, 9, 12, 13, 14, 15 mdglich.)

Verwenden Sie fiir [hre Antworten nicht dieses Formular, sondern das ausgeteilte Papier.
Sie brauchen die Fragen nicht in der gegebenen Reihenfolge zu bearbeiten. Geben Sie bei
Thren Losungen jeweils die Nummer der Aufgabe an! Beantworten Sie bitte die Fragen
zu Linearer Algebra (1-7) und die zu Analysis (8-15) auf verschiedenen Bléttern.

(1) (a) Wie ist der Begriff “Koordinaten bzgl. einer Basis” definiert?

(b) Was sind die Koordinaten von (_75) bzgl. der Basis f; = (}), fo = (_21) im
R2?

(2) (a) BEs sei A € R™*" und L der Losungsraum von AZ = 0. Welche Zusam-
menhéange bestehen zwischen n, dim L, rgA, und der Anzahl der Pivotzeilen im
Gaufy’schen Algorithmus?

1 2 3 4
(b) Was sind rg A bzw. dimL, wenn A= 2 8 1 5 |7
-1 2 -8 -7

(3) (a) Es seien f(Z) = AZ, ¢(%) = BZ, f(9(%))=CZ mit AeR™*", BeR"™P.
Wie sind ¢;; durch A, B bestimmt?

(b) Schreiben Sie AZ = b und AT.B =D in Tensorschreibweise an!

(4) (a) Was besagt die Cramer’sche Regel?

(b) Bestimmen Sie damit x5, wenn x7 + 2xo + 3z3 =1, —2x7 —2z3 =2, 21+
6xs + 8xr3 = 3.

(5) (a) Wie ist ¢ x @/ durch die Determinante und (, ) definiert?

1 —1
(b) Welche Fliache hat das von [ 2 | und 2 im R? aufgespannte Parallel-
3 4

ogramm?
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(6) (a) Essei A€ R3*3 und P(—\) =det(A+ ) = A3 +coA2+c1 A +cg. Wie erhilt

man cg,c1,co aus A?

1 -2 3
(b) Bestimmen Sie so das charakteristische Polynom P(A) von A= |2 1 5 |!
0 1 -3

(7) (a) Was gilt fiir die Eigenwerte und Eigenvektoren einer symmetrischen Matrix A?

(b) Uberpriifen Sie die Aussagen in (a) fir A = <§ _21 )!

(8) (a) Wie lautet die Definition von |z| ?

(b) Welche z € R geniigen der Ungleichung |z —1| <z +37
(9) (a) Wie lautet die geometrische Summenformel?

=1 1 1,1 1
(b) Berechnen Sie ;B—k:l+§+§+ﬁ+8_l+....

(10) (a) Skizzieren Sie die Funktionen y = arcsinz und y =Inz .

(b) Schreiben Sie die Zahlen e3™/4 und 3¢~/ in der Form a+ib mit a,b € R.

(11)

a) Was besagt der Zwischenwertsatz?

b) Ist er auf sign2x am Intervall [—1,1] anwendbar? Warum bzw. warum nicht?

11) (a)

(b)
(12) (a) Wie lautet die Produktregel?

(b) Berechnen Sie damit die zweite Ableitung von sinz - cosz .
13) (a)

(13)

a) Was bedeutet quadratische Konvergenz beim Newtonverfahren?

(b) Fiihren Sie zwei Schritte des Newtonverfahrens zur Lésung von 22 = 3 durch.
Verwenden Sie den Startwert zo =1 .

(14) (a) Wie lautet der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung?

2
-2
(b) Berechnen Sie das Integral / 6= 2

1 o dx .

(15) (a) Wie lautet der Satz von Taylor?

(b) Berechnen Sie die ersten 3 Terme des Taylorpolynoms von g¢(x) = +/2x + 1 mit
Entwicklungspunkt O .
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2. Priifung aus Mathematik A, WS 2000/01 2001 — 03 — 30

Zum Bestehen der Priifung miissen 8 der folgenden 15 Fragen korrekt, d.h. insbeson-
dere geniigend ausfiihrlich, beantwortet werden. Die Antworten in Teil (b) sind zu
begriinden. Das Verstdndnis der Fragen ist Teil der Priifung.

Wenn nur eine der Teilfragen (a) bzw. (b) korrekt beantwortet ist, so wird diese Frage
negativ gewertet.

Wenn Sie im Teil (a) einer Aufgabe eine ausfithrliche Begriindung geben, indem Sie
einen diesbeziiglichen Satz beweisen, so erhalten Sie einen Zusatzpunkt. (Dies ist bei
den Fragen 1-7, 9, 11-15 mdoglich.)

Verwenden Sie fiir [hre Antworten nicht dieses Formular, sondern das ausgeteilte Papier.
Sie brauchen die Fragen nicht in der gegebenen Reihenfolge zu bearbeiten. Geben Sie
bei Thren Losungen jeweils die Nummer der Aufgabe an!

(1) (a) V seiein VR, é1,...,€, seieine Basis von V und ﬁ,...,fm € V. Was sagt

der Basissatz jeweils tiber m, wenn ]?1, ceey fm l.u. bzw. ein Erz.system bzw. eine

Basis sind?

(b) Es seien f; = (2], fo = | 0]. Sind f1,fe lu? Sind fi,f2 ein
3 1

Erz.system von R3? Sind fi, fo eine Basis von R3?

(2) (a) Bei der Losung des Gleichungssystems AZ = 0, Z € R”, mit Gauf ergaben
sich j Pivotzeilen und die Losungsmenge L = {17 + -+ Xk : A1, ..., A\ € R}
Wie hédngen j und k£ zusammen?

2 2 21
. : . _ 0
(b) Was sind j,k,L fir A (4 4 4 2).

(3) (a) Wann heifit A € R™*™ invertierbar? Wie ldsst sich das mit der Determinante

feststellen? 9 _1 4

(b) Essei A = |1 2 —=2]. Ist das Gleichungssystem AZ = ¢ fiir jedes
3 1 1

7 € R3 eindeutig 16sbar?

(4) (a) Was gilt fiir det A (a) bei Zeilenvertauschungen, (8) bei Gau$-Schritten?
(

b) Es sei A wie in (3b). Bestimmen Sie det A mit dem GauBschen Algorithmus!

Was ist der Abstand von @ = (1/1/1/1) von der Hyperebene —3z1+ 9+ x3—

=67

)

)
(5) (a) Was ist die Hessesche Normalform von (@, Z) = b7
(b)
OT4
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(6) (a) Die lineare Abbildung f : V — V habe bzgl. €,
fi,..., fn Matrix B, und T seidie Transformationsmatrix von der Basis €7,

zur Basis f1,..., fn. Wie hingen A und B zusammen?

O m=0 A= A= 4= ().

0

..,€yn Matrix A, bzgl.

.
ey En

—

(b) Es sei V =R2, &

Was sind 7' und B?
(7) (a) Was gilt fiir die Eigenwerte und Eigenvektoren einer symmetrischen Matrix A?

(b) Uberpriifen Sie die Aussagen in (a) fir A = <§ _21 )

(8) (a) Essei f: D —Y und B CY . Definieren Sie das Urbild von B .
(b) Essei f:R—R:z+ 2?2 —5. Geben Sie f~1({—4}) und f~!([-1,4)) an.

(9) (a) Wie lautet die Umrechnungsformel von kartesischen in Polarkoordinaten?
(b) Rechnen Sie die Punkte (3,4), (—2,—2) und (—4,3) in Polarkoordinaten um.

(10) (a) Wie ist der Grenzwert von Funktionen definiert?
1—x— 222

2_3z+2
x T und hm?)xQ——Zl

(b) Berechnen Sie lim ————
xr—2 Tz — 2 Tr— 00

(11) (a) Wie lautet das Bisektionsverfahren? Unter welchen Voraussetzungen liefert es
eine Nullstelle?
(b) Machen Sie zwei Schritte des Bisektionsverfahrens fiir die Funktion
f(z) =2* — 2 — 3 auf dem Intervall [0,2] .
(12) (a) Wie lautet die Quotientenregel?
(b) Berechnen Sie damit die Ableitung von ] .
ogx

(13) (a) Wie lautet die Formel fiir partielle Integration?
(b) Berechnen Sie fob xe ¥ dx . Was ergibt sich fiir b — oo ?
(14) (a) Wie lautet die Formel fiir das Volumen eines Drehkorpers?

(b) Berechnen Sie das durch Rotation des Parabelstiicks y = (2 —z)?, 0 <z <1
um die x -Achse entstehende Volumen.

(15) (a) Wie lautet der Satz von Taylor?
(b) Geben Sie die Taylorreihe der Exponentialfunktion mit Entwicklungspunkt 0 an
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2002 - 02 - 05

1. Priifung aus Mathematik A, WS 2001/02

Zum Bestehen der Priifung miissen 8 der folgenden 15 Fragen korrekt, d.h. insbesondere
geniigend ausfiihrlich, beantwortet werden. Die Antworten in Teil (a) miissen nicht
begriindet werden, die Antworten in Teil (b) sind zu begriinden. Das Verstdndnis der
Fragen ist Teil der Priifung.

Wenn nur eine der Teilfragen (a) bzw. (b) korrekt beantwortet ist, so wird diese Frage
negativ gewertet.

Wenn Sie im Teil (a) einer Aufgabe eine ausfithrliche Begriindung geben, indem Sie
einen diesbeziiglichen Satz beweisen, so erhalten Sie einen Zusatzpunkt (unabhéngig
davon, ob Sie Teil (b) richtig beantworten). Dies ist theoretisch bei allen Fragen aufler
(7), (8), (12) moglich und diirfte am ehesten gelingen bei den Fragen (3: Herleitung von
C' als Matrix von fog) (6: §7, Satz 9), (9: Beweis mittels Grenzwert), (13: Pythagoras
und Riemannsummen), (14: Begriindung der iiblichen Losungsmethode) gelingen.

Verwenden Sie fiir [hre Antworten nicht dieses Formular, sondern das ausgeteilte Papier.
Sie brauchen die Fragen nicht in der gegebenen Reihenfolge zu beantworten. Geben Sie
bei Thren Losungen jeweils die Nummer der Aufgabe an!

(1) (a) V seiein VR, é1,...,6, seieine Basis von V und fl, . fm € V. Was sagt
der Basissatz jeweils tiber m, wenn fi,..., f,, Lu. bzw. ein Erz.system bzw. eine
Basis sind?

(b) Es seien fi = (é), fé = (i), f;;, = (2) Sind ﬁ,fé,fé l.u.? Sind fi,fé,f;
ein Erz.system von R2?? Sind fi, fo, f3 eine Basis von R2?

(2) (a) Wie ist der Rang einer Matrix A € R™*™ definiert und welcher Zusammenhang
besteht mit dim L, wenn L = {# € R": Az = 0}?

1 2 3
(b) Was ergibt sich fiir rg A sowie fir dimL, wenn A=| -2 0 —1 | ? Was
2 0 8

ergibt sich fiir L7

(3) (a) Es seien A € R™"™ B € R"? und C = A-B. Schreiben Sie ¢;; in

Summenschreibweise sowie in Tensorschreibweise an!

(b) Essei A= (1,2) e R1*2, B= (i) € R?*!. Bestimmen Sie A-B sowie B-A !

(4) (a) Wie ldsst sich (A™');; durch det A und eine Streichungsdeterminante ausdriicken?
(b) Was ist (A71)a3 fiir A aus Frage (2) (b)?

(5) (a) Essei A€ R™" und P(—\)=det(A+A)=A"+cp, 1 A\ P+ -+ 1A+ cp.
Wie erhalt man ¢y, c¢,_1, und allgemein ¢, aus A?

(b) Bestimmen Sie so das charakteristische Polynom P(A) von A aus Frage (2)

(b).
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(6) (a) Es sei A= AT € R"*". Welche Matrix hat die lineare Abbildung f(¥) = A%
beziiglich einer Basis f1,..., f, aus Eigenvektoren von A7

(b) Bringen Sie die Quadrik 32?2 — 4129 + 623 = 1 in Hauptachsenform und be-
stimmen Sie ihren Typ (Ellipse, Hyperbel,...)!

(7) (a) Skizzieren sie die Graphen von In und arccos!
8

)
(b) Bestimmen Sie arccos(—3) am Einheitskreis!
)

(8) (a) Wieist lim a, =a fir a € R definiert?

n—oo
-1
(b) Zeigen Sie mit der Definition lim n =1!
1
(9) (a) Machen Sie ein Bild, aus dem (f~1)'(¢to) = 7o) fir to = f(z¢) hervorgeht.
0

(b) Berechnen Sie arccos’(tp) mit den Gleichungen in (a).
(10) (a) Welche Art von Extremum (Max. oder Min.) hat f in zp, wenn f'(z) <0
fir £ <xp und f'(x) >0 fir £ >2p und f in xy stetig ist?

(b) Bestimmen Sie entsprechend (a) die Extrema und ihre Art fiir
f:]-2,3] — R:2+— 23— 3x + 1! Skizze! Vergessen Sie die Randpunkte nicht!

(11)

(a) Was besagt der Hauptsatz der Integralrechnung? (Definieren Sie auch F)

(b) Es sei f:[0,71] — R : 2 — sinz. Bestimmen Sie F, skizzieren Sie f und
F' und veranschaulichen Sie in der Skizze die Aussage des Hauptsatzes.

(12) (a) Welche Substitution verwendet man zur Berechnung von [ vR? —z2dx ?

dx

i - 1
(b) Berechnen Sie [ A

(13) (a) Welche Formel liefert die Bogenlénge des Graphen einer differenzierbaren Funk-
tion f:[a,b] — R?
(b) Was ergibt sich fiir f:[0,1] — R:2+—cha ? (shl~1.18)

(14) (a) Welche Form hat eine Differentialgleichung mit trennbaren Variablen?

(b) Bestimmen Sie die Orthogonaltrajektorien zu A = {y = C23: C € R} !

(15) (a) Wie ist e¥ definiert und was ergibt sich fir ¢ € R nach der Euler’schen
Formel?

(b) Driicken Sie cos®p durch cose und cos3p aus.




29
2002 - 03 - 22

2. Priifung aus Mathematik A, WS 2001/02

Zum Bestehen der Priifung miissen 8 der folgenden 15 Fragen korrekt, d.h. insbesondere
geniigend ausfiihrlich, beantwortet werden. Die Antworten in Teil (a) miissen nicht
begriindet werden, die Antworten in Teil (b) sind zu begriinden. Das Verstdndnis der
Fragen ist Teil der Priifung.

Wenn nur eine der Teilfragen (a) bzw. (b) korrekt beantwortet ist, so wird diese Frage
negativ gewertet.

Wenn Sie im Teil (a) einer Aufgabe eine ausfithrliche Begriindung geben, indem Sie
einen diesbeziiglichen Satz beweisen, so erhalten Sie einen Zusatzpunkt (unabhéngig
davon, ob Sie Teil (b) richtig beantworten). Dies ist bei allen Fragen aufler (3), (5),
(12), (14) moglich.

Verwenden Sie fiir Thre Antworten nicht dieses Formular, sondern das ausgeteilte Papier.
Sie brauchen die Fragen nicht in der gegebenen Reihenfolge zu beantworten. Geben Sie
bei Thren Losungen jeweils die Nummer der Aufgabe an!

(1) (a) Wie wurde der Begriff “Basis” in der Vorlesung definiert? Wie héngt er mit den
Begriffen “linear unabhéangig” und “Erzeugendensystem” zusammen?
(b) Sind W, =1—a+22, Wy =3+z—2% wW3=1—4xr+42? linear unabhingig
im Raum P, der Polynome vom Grad < 27 Sind sie eine Basis in P»?

(2) (a) Bei der Losung des Gleichungssystems AZ = b, # € R™, mit GauB ergaben
sich j Pivotzeilen. Was gilt dann fiir rg A und fiir dim Lyom? 5

1 3
(b) Bestimmen Sie rg A, dim Loy, sowie Liy,, wenn A = 1 2 3| und
- -1 1 1
b=(1,2,3)T.
(3) (a) Was sind die Grundeigenschaften von det(1,...,7,) fir op,...,7, € R"?

(b) Was ist det(d@ — b + 2¢,&— 3d,b), wenn det(d,b,&) = 57
(4) (a) Was ist der Abstand des Punktes ) mit Ortsvektor = Uﬁ von der Hyper-
ebene (@,Z) = b?
(b) Was ist der Abstand von @ = (1/1/1) von der Ebene € : x; +2x9 4 323 = 107
(5) (a) f:V — V sei linear. Was bedeutet nach der Definition, dass 0 # @ € V ein

FEigenvektor von f zum Eigenwert X\ ist?

(b) Bestimmen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren von A = (_12 _12) .
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(6) (a) T sei die Transformationsmatrix von der Basis €i,...,&, zur Basis fi,..., f»
und @ = €;x; = f;y;. Wie hangen die Koordinaten Z,%y zusammen7
: - N oo 0 7 3y 7 4 o (=2
(b) Essei V =R? ¢ = (0)7 €2 = (1)7 fi= %(4)’ fo= (3 )7 a= ( 1 ) Was

sind T,Z und ¢?
(7) (a) Es sei A= AT € R"*". Welche Matrix hat die lineare Abbildung f(¥) = A%

beztiglich einer Basis f1,..., f, aus Eigenvektoren von A?

(b) Bringen Sie die Quadrik x3 — 4z129 + 73 = 1 in Hauptachsenform, bestimmen
Sie ihren Typ sowie die Richtungen der Achsen.

(8) (a) Was besagen die Grenzwertsétze fiir Folgen?

3
(b) Bestimmen Sie damit nh_{I;O 2n3n_ ;;LZ—{— 1'

sinx
?

(9) (a) Was ist lim

z—0 X
(b) Zeigen Sie sin’ = cos mit der Definition der Ableitung. (Hinweis: sinz —

sinzp = 2sin 5% cos £H0)

(10) (a) Welche Konstruktion definiert den Kriimmungsmittelpunkt A7 Skizze!

1 + y/ 2 _y/
(b) Berechnen Sie M fiir f = tan, 9 = I mit der Formel M = P+——" < 10)
Yo
(Hinweis: § — 2.5~ —1.7)

(11) (a) Wann nennt man @ Stammfunktion von f? Wie lésst sich dann fab f(z)dz
durch @ ausdriicken?

(b) Bestimmen Sie die Ableitung von arctan(z3/2) und berechnen Sie mittels (a)

das bestimmte Integral f \/— 5 dz. (Hinweis: & ~ 0.52)

(12) (a) Wie ist das Differential df definiert?
(b) Bestimmen Sie df fir f(z)=+/z, dx=0.1 und = =4. Was ist ndherungsweise

V4.17

(13) (a) Wie grof ist das entstehende Volumen, wenn der Graph von f : [a,b] — R um
die x— Achse rotiert?

(b) Was ergibt sich speziell fiir f:[0,10nr] — R : 2+ cosz ? (572 ~ 49.3)
(14) (a) Welche Form hat eine Differentialgleichung erster Ordnung?
(b) Lésen Sie v = ze ¥~*" zum Anfangswert y(0) = 0.
(15) (a)

a) Was besagt die Eulersche Formel?

sowie edim/3

S
o
00
-’

1—
(b) Schreiben Sie 5

in der Form a+ib. (%4~
+ ol
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2002 - 06 - 11

3. Priifung aus Mathematik A, WS 2001/02

Zum Bestehen der Priifung miissen 8 der folgenden 15 Fragen korrekt, d.h. insbesondere
geniigend ausfiihrlich, beantwortet werden. Die Antworten in Teil (a) miissen nicht
begriindet werden, die Antworten in Teil (b) sind zu begriinden. Das Verstdndnis der
Fragen ist Teil der Priifung.

Wenn nur eine der Teilfragen (a) bzw. (b) korrekt beantwortet ist, so wird diese Frage
negativ gewertet.

Wenn Sie im Teil (a) einer Aufgabe eine ausfithrliche Begriindung geben, indem Sie
einen diesbeziiglichen Satz beweisen, so erhalten Sie einen Zusatzpunkt (unabhéngig
davon, ob Sie Teil (b) richtig beantworten). Dies ist bei allen Fragen aufler (7), (8),
(11), (13) moglich.

Verwenden Sie fiir Thre Antworten nicht dieses Formular, sondern das ausgeteilte Papier.
Sie brauchen die Fragen nicht in der gegebenen Reihenfolge zu beantworten. Geben Sie
bei Thren Losungen jeweils die Nummer der Aufgabe an!

(1) (a) Welche Eigenschaft hat die Losungsmenge Ly eines homogenen linearen Glei-
chungssystems im Gegensatz zu Li,p?

(b) Bestimmen Sie zum Gleichungssystem w1 + 2z + 3x3 — 24 = 4, 2x1 + bzo +
2x3 + x4 =1 die Mengen Linn, Lpom sowie dim Lygy,! Ist Liy, ein VR?

(a) Wie sind die Matrixelemente c¢;; von C' = A-B durch a;j,b;; gegeben?
(b) Schreiben Sie B - (¥ +y) — 2 =14 sowie A-B-C = D in Tensorschreibweise!
(

a) Essei A € R™*™. Unter welcher Bedingung an det A hat das Gleichungssystem
AZ =y fiir jedes ¥ € R™ genau eine Losung # € R"? Durch welche Formel ist sie
gegeben?

(b) Hat x1+42wo+3x3+4xy = y1, 2x9—x3—2T4 = Yo, 3T3+5r4 =y3, 214 =Yy
fiir jedes 7 € R* genau eine Losung & € R*? Was ist hier rg A?

(4) (a) Auf welche Vektoren steht o x @ senkrecht und was ist seine Lénge?

1 a
(b) Was ist die Flache desvon | 2 | und [ b | aufgespannten Parallelogramms?
3 c

(5) (a) Durch welche Determinantengleichung bestimmt man die Eigenwerte A von
A € R™™™ und wie erhélt man die zugehorigen Eigenvektoren 7

0

(b) Was sind die Eigenwerte von A = (1

_01)? Warum hat A keine reellen

Figenwerte?

(6) (a) Was sind die maximale bzw. minimale Normalspannung fiir die Spannungsmatrix
S € R3*37
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(b) Was ergibt sich speziell fiir S =

S O N
_— o O
O = O
~

1
(7) (a) Skizzieren Sie die Graphen von f, I und f71 fir fi -3, 3[— R:z—
tan x.

(b) Was ist arctanl ? (Begriindung!)

(8) (a) Wieist lim f(z) =« definiert?

Tr—rT0o
(b) Zeigen Sie mit der Definition hnﬁ vz = 2. (Nehmen Sie 0 < € < 4 an und
T—r

bestimmen Sie d!)
(9) (a) Was besagt die Kettenregel?
3 arccos(a:3))/|

cos3 &

(b) Berechnen Sie <

(10) (a) Was sind die wesentlichen Voraussetzungen fiir die Regel von 'Hopital? (In der
Vorlesung («) und (5).)

1
(b) Sind sie im Fall lim DT orfiillt? Was ergibt dieser Limes?
T—00 €T

(11) (a) Wie ist die untere Darbouxsumme definiert?
(b) Was ist UD(Z) fiir f:[0,27] — R:2+—sinz und Z = {0, §,27}7

(12) (a) Wie berechnet man [ h(g(z)) - ¢'(z) dz mit Substitution?

(b) Bestimmen Sie [ sin V@ dz.
0 VT

(13) (a) Wie sind chz,shz,thx definiert?

!

(b) Zeigen Sie damit ch®z —sh®z =1 und (thz) = 2
ch”z

(14) (a) Welche Form hat eine Differentialgleichung mit trennbaren Variablen?
(b) Lésen Sie 3 = ze ¥~*" zum Anfangswert y(0) = 0.
(15) (a) Was ist Re(e'?) bzw. Im(e¥) ?

(b) Folgern Sie aus e'(®*¥) = ¢ . ¢l und (a) die Summensitze fiir Sinus und
Cosinus!
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2006 - 02 - 02
1. Priifung aus Mathematik 1, WS 2005/06

Zum Bestehen der Priifung miissen 8 der folgenden 15 Fragen korrekt, d.h. insbesondere
geniigend ausfiihrlich, beantwortet werden. Die Antworten in Teil (a) miissen nicht
begriindet werden, die Antworten in Teil (b) sind zu begriinden. Das Verstdndnis der
Fragen ist Teil der Priifung.

Wenn nur eine der Teilfragen (a) bzw. (b) korrekt beantwortet ist, so wird diese Frage
negativ gewertet.

Wenn Sie im Teil (a) einer Aufgabe eine ausfithrliche Begriindung geben, indem Sie
einen diesbeziiglichen Satz beweisen, so erhalten Sie einen Zusatzpunkt (unabhéngig
davon, ob Sie Teil (b) richtig beantworten). Dies ist bei den Fragen (1), (6), (7), (9) —
(15) moglich.

Verwenden Sie fiir Thre Antworten nicht dieses Formular, sondern das ausgeteilte Papier.
Sie brauchen die Fragen nicht in der gegebenen Reihenfolge zu beantworten. Geben Sie
bei Thren Losungen jeweils die Nummer der Aufgabe an!

(1) (a) Gegeben sei ein lineares Gleichungssystem Az = b, A€ Rmxn  pec RmXL
Wann ist dieses Gleichungssystem losbar, wann ist die Losung eindeutig? Welcher
Zusammenhang besteht zwischen n, Rang A und der Dimension k des Losungs-

?
raumes? 1 2 3 . 6
(b) Losen Sie das Gleichungssystem fir A=(12 1 0 und b= O mit
1 0 -1 -2

dem Gaufischen Algorithmus und iiberpriifen Sie die Aussagen von (a).

(2) (a) Geben Sie die drei Grundeigenschaften der Determinante einer 3 x 3 —Matrix A
an und diskutieren Sie die Volumsverédnderung einer linearen Abbildung.

(b) B entstehe aus A von Frage (1) (b) durch Ersetzen von as3 = —1 mit
bs3 = —2. Berechnen Sie det B mit dem Gaufischen Algorithmus. Welches Volumen
stellt det B dar?

(3) (a) Wie lauten die Grundeigenschaften des Standardskalarproduktes im R"™? Defi-
nieren Sie die Begriffe Lange und Winkel mit dem Skalarprodukt.

(b) Berechnen Sie fiir @ = (2,1,2)7 und b= (3,—4,0)7 den Cosinus des Winkels

zwischen @ und b .

(a) Definieren Sie das duflere Produkt @ x 1 zweier Vektoren im R3 mit det und
<'7 >

(b) Berechnen Sie die Fliche des Dreiecks mit den Eckpunkten A = (1/0/0)7,
B=(0/1/0)T, C =(0/0/1)T mit Hilfe des duBeren Produkts.

(5) (a) Begriinden Sie das Verfahren zur Berechnung der Inversen einer n x n —Matrix
A, bei dem man den GauBschen Algorithmus auf das Gleichungssystem (A1)
anwendet.

(b) Berechnen Sie damit A~! fir A= <% _12) .
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(6) (a) Definieren Sie die Begriffe Eigenwert, Eigenvektor, charakteristisches Polynom,
algebraische und geometrische Vielfachheit.

(b) Berechnen Sie diese Ausdriicke fiir die Matrix A = ((2) ;) :

(7) (a) Wie transformieren sich die Koordinaten eines Vektors bzw. die Matrix einer
linearen Abbildung bei Basiswechsel?

; i) seien bezliglich der Standardbasis €7, &5

definiert. Berechnen Sie § und B beziiglich f; = (1,2)7, fo = (=2,1)7.

b) 7= (1,1)T und A = (

(8) (a) f:D — R sei umkehrbar. Welche Formeln gelten fiir die Zusammensetzungen
von f und f~'? Wie ist dabei die “Bildmenge” B definiert?

(b) Was folgt speziell fir f(z) =e® bzw. fir f(z) =cosz, 0<z <x? Warum
ist arccos(cos(—m)) # —n?

sinx

(9) (a) Was ist lim ?
x—0 X
(b) Zeigen Sie cos’ = —sin mit der Definition der Ableitung!
Hinweis: cosz — cosxzg = —2sin “% Shil

(10) (a) Was besagt die Kettenregel?

1
el + arccos(x—2)

(b) Berechnen Sie f/(x) fur f(x) :i/

(11)

a) Wie sind Extrema definiert? Welche Kandidaten fiir Extrema hat f : [a,b] — R?

11) (a)
(b) Bestimmen Sie die Extrema von f(z) = |z| - (1 —z), —2<x <2!

(12) (a) Welche Konstruktion definiert den Kriimmungsmittelpunkt A? Skizze!

(b)

b) Bestimmen Sie fiir zp = 1 die Normale n,, an f(z) = lnz sowie den
Kriimmungsradius o! (v2 ~ 1.4)

(13) (a) Wie sind die Begriffe “Stammfunktion” und “unbestimmtes Integral” definiert?
Wie lasst sich das unbestimmte Integral durch eine einzige Stammfunktion &4
ausdriicken?

3+
————e
VvVt +1
(14) (a) Was ist die Formel fiir die Oberflédche eines Rotationskérpers?

(b) Was ergibt sich fiir f(z) =cosz, 0<2 < 3?
(Hinweis: ch®u = 1(1+ch2u), sh2u=2shuchu, m(v2+arshl)~7.2)

arctan(z?) dx

(b) Differenzieren Sie vz + 1 e%n(**) ynd berechnen Sie

1d
(15) (a) Fir welche o ist [ i konvergent? Skizze!
0 ¢

dz

S als Grenzwert!
22

1
(b) Berechnen Sie [
0
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2006 - 06 - 02
3. Priifung aus Mathematik 1, WS 2005/06

Zum Bestehen der Priifung miissen 8 der folgenden 15 Fragen korrekt, d.h. insbesondere
geniigend ausfiihrlich, beantwortet werden. Die Antworten in Teil (a) miissen nicht
begriindet werden, die Antworten in Teil (b) sind zu begriinden. Das Verstdndnis der
Fragen ist Teil der Priifung.

Wenn nur eine der Teilfragen (a) bzw. (b) korrekt beantwortet ist, so wird diese Frage
negativ gewertet.

Wenn Sie im Teil (a) einer Aufgabe eine ausfiihrliche Begriindung geben, indem Sie
einen diesbeziiglichen Satz beweisen, so erhalten Sie einen Zusatzpunkt (unabhéngig
davon, ob Sie Teil (b) richtig beantworten). Dies ist bei den Fragen (1), (3), (6), (7),
(8). (9), (12), (13), (14), (15) mbglich.

Verwenden Sie fiir [hre Antworten nicht dieses Formular, sondern das ausgeteilte Papier.
Sie brauchen die Fragen nicht in der gegebenen Reihenfolge zu beantworten. Geben Sie
bei Thren Losungen jeweils die Nummer der Aufgabe an!

(1) (a) Gegeben sei ein lineares Gleichungssystem AZ = b mit m Gleichungen in n
Unbekannten. Wann hat dieses Gleichungssystem keine Losung, wann ist die Losung
eindeutig? Welcher Zusammenhang besteht zwischen n, rgA und der Dimension

k des Losungsraumes? 1 9 3 .
(b) Losen Sie das Gleichungssystem fiir A = (1 0 3) und b= ( 3) mit dem
GauBschen Algorithmus und iiberpriifen Sie die Aussagen von (a).

(2) (a) Unter welchen Bedingungen bilden drei Vektoren fl, fg, fg, eine Basis in R3?

(b) Bilden die Vektoren f1= (1,2,3)T, fo = (4,5,6)T, fs = (7,8,9)T eine Basis
in R3?

(3) (a) Wie ist die Abbildungsmatrix A einer linearen Abbildung f : R® — R3
definiert?

(b) Berechnen Sie A fiir f(1,1,0) = (1,1,0)%, f(1,-1,1) = (-1,1,1)T, £(1,0,2) =
(0,1,2)T.

(4) (a) Wie lauten die Grundeigenschaften von det(#, %, v3) fiir @; € R3?

1 2 -1
(b) Berechnen Sie das Volumen des Tetraeders, den die Vektoren | 2 |, | 3 |, | 2
aufspannen! 1 1 -3

(5) (a) Wie lauten die Grundeigenschaften des Standardskalarproduktes im R"™? Defi-
nieren Sie die Begriffe Liange und Winkel mit dem Skalarprodukt.

(b) Berechnen Sie die Arbeit, die die Kraft f= (2,1,2)T entlang des Weges § =
(3,—4,0)7 leistet!

(6) (a) Erkliren Sie die Cramersche Regel zur Lésung von AZ = b.

. . 1 2 z\ (1
(b) Berechnen Sie damit y, wenn (3 4> <y) = (1>

(7) (a) Definieren Sie die Begriffe Eigenwert, Eigenvektor, charakteristisches Polynom,
algebraische und geometrische Vielfachheit.
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(b) Berechnen Sie diese Ausdriicke fiir die Matrix A =

OO =
S W=
w = O

(8) (a) Welche Form hat die Quadrik ¢(Z) = #7 AZ nach Hauptachsentransformation?

(b) Transformieren Sie die Quadrik 2zy =1 im R? auf Hauptachsen! Geben Sie
auch die Transformationsmatrix an!

(9) (a) Welche unbestimmte Typen gibt es bei Grenzwerten?
(b) Berechnen Sie lim (vn2 +2n —vn? —n).

n—oo

(10) (a) Skizzieren Sie die Graphen von f, und f~1 fiir f(x) = e®.

1
f?
(b) Berechnen Sie In(y/e) 4+ Ini +e™2 + 3/0.43 + arccos(—1) + arctan(tan(1007))
auf 2 Dezimalen! (7 =~ 3.14)

(11) (a) Was ist die Definition von f’(z¢)?
(b) Bestimmen Sie damit (z?)’.
(12) (a) Was ist die Formel der Newtonschen N&herungsmethode?

mln /x

arctan x

—-1.5

(b) Bestimmen Sie damit den Schnittpunkt von y = mit y =

Berechnen Sie x; auf eine Dezimale zu g = 1!

(13) (a) Was besagt der Hauptsatz der Integralrechnung? (Definieren Sie auch F!)

(b) Es sei f:[0,71] — R :x — sinz. Bestimmen Sie F, skizzieren Sie f und
F' und veranschaulichen Sie in der Skizze die Aussage des Hauptsatzes.

(14) (a) Schreiben Sie die Formel zum partiellen Integrieren allgemein an!

oo

1
(b) Berechnen Sie [

— -In(z® +1)dz! (In2+ § ~ 2.26)
1

(15) (a) Was ist die Formel fiir die Bogenlénge?
(b) Was ergibt sich fiir f:[0,1] — R:z+—cha? (e~2.72, I ~0.36)

[}
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2007 - 02 - 01
1. Priifung aus Mathematik 1, WS 2006/07

Zum Bestehen der Priifung miissen 6 der folgenden 12 Fragen korrekt, d.h. insbesondere
geniigend ausfiihrlich, beantwortet werden. Die Antworten in Teil (a) miissen nicht
begriindet werden, die Antworten in Teil (b) sind zu begriinden. Das Verstdndnis der
Fragen ist Teil der Priifung.

Wenn nur eine der Teilfragen (a) bzw. (b) korrekt beantwortet ist, so wird diese Frage
negativ gewertet.

Wenn Sie im Teil (a) einer Aufgabe eine ausfithrliche Begriindung geben, indem Sie
einen diesbeziiglichen Satz beweisen, so erhalten Sie einen Zusatzpunkt (unabhéngig
davon, ob Sie Teil (b) richtig beantworten). Dies ist bei den Fragen (2), (4), (5), (7),
(10), (11) moglich.

Sie brauchen die Fragen nicht in der gegebenen Reihenfolge zu beantworten. Verwenden
Sie fiir Ihre Antworten nicht dieses Formular, sondern das ausgeteilte Papier. Schreiben
Sie bitte Thre Losungen zu Analysis (Fragen 1 — 6) bzw. Lineare Algebra (Fragen 7 —
12) auf VERSCHIEDENE Blétter und legen Sie die zwei Teile beim Abgeben auf die

entsprechenden Stapel “Analysis” bzw. “Lineare Algebra”!

(1) (a) Wann heit f : D — R umkehrbar? Welche Formeln gelten dann fiir die
Zusammensetzungen von f und f~1?

as ergibt sich fiir f:[-Z,Z] — R : x +> sinx? Zeichnen Sie “tund 4!
(b) W gibt sich fiir f:[-F, 7] R inz? Zeichnen Sie f, f~! djlt'

sinx

o o
(2) (a) Was ist :llino !
1
(b) Zeigen Sie tan’(zg) = 5 mit der Definition der Ableitung (und ohne
cos?
Quotientenregel)!

(3) (a) Was ist die Gleichung der Tangente an y = f(z) in (xzo/f(x0))?
(b) Welche zwei Tangenten an y = z? gehen durch den Punkt (1/ — 3)? Skizze!
)

3
(4) (a) Welche “Kandidaten” fiir Extrema hat f : [a,b] — R?

(b) Bestimmen Sie die Extrema von f(x) = z-|1 —z|, —2 <z < 2, sowie die
links- und die rechtsseitige Ableitung fiir = = 1. Skizze!

(5) (a) Welche Zusammenhénge bestehen zwischen bestimmtem Integral, unbestimmtem
Integral und Stammfunktion (10.3, Satz 3)?

(b) Bestimmen Sie fol arctan z dx!

(6) (a) Wie sind shx,chz definiert und welche Gleichung erfiillen sie?
(b) Berechnen Sie [ /22 + 1dz. (Hinweis: ch2t = ch®t+sh*¢, sh2t = 2shtcht)
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(7) (a) Wann ist ein lineares Gleichungssytem AZ =b mit A € R™*" eindeutig 16sbar?
Wann besitzt es keine Losung?

(b) Losen Sie AZ=1b fir A=

. 1
und b= | 2
3

[NOJ S
N —

0
2

(8) (a) Welche zwei Eigenschaften charakterisieren eine lineare Abbildung f? Wie wird
die Matrix einer linearen Abbildung f : R™ — R™ beziiglich der Standardbasen
bestimmt?

(b) Bestimmen Sie die Matrix jener linearen Abbildung f : R? — R2, die Vektoren
um 90° im Gegenuhrzeigersinn um den Ursprung dreht!

(9) (a) Es sei A eine n x n-Matrix Wie dndert sich die Determinante det A, falls

zwei Spalten von A vertauscht werden? Fiir welches a € R stimmt die Gleichung
det(2A4) = adet A?

(b) Berechnen Sie die Determinante der Matrix A aus Aufgabe 7!

(10) (a) Welche drei Eigenschaften charakterisieren das Standardskalarprodukt (%, )
im R"™? Wie wird es berechnet?

1 1
(b) Gegeben seien die Vektoren ¢ = [ 0 | und o = 2 | . Berechnen Sie
1 -1

(0, @) und ||7].

(11) (a) Wie sind die Eigenwerte und Eigenvektoren einer n x n-Matrix A definiert?

(b) Berechnen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren fir A = (_32 _32> .

(12) (a) Wie ist der Begriff “Koordinaten beziiglich einer Basis” definiert? Wie wird die

Transformationsmatrix 7' von einer beliebigen Basis €7,...,€, nach einer Basis
f ,...,fn des R" bestimmt?
1 . .o S . .op
b) Gegeben sei der Vektor ¢ = Nk die Standardbasis €7, €é> und die Basis f; =

< ) <_11> des R?. Bestimmen Sie die Transformationsmatrix 7' von

_’1 €3 nach f1 fg Geben Sie die Koordinaten von o beziiglich der Standardbasis
, €2 sowie bezliglich der Basis f1 f2 an.

Hl
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2007 - 03 - 16
2. Priifung aus Mathematik 1, WS 2006/07

Zum Bestehen der Priifung miissen 6 der folgenden 12 Fragen korrekt, d.h. insbesondere
geniigend ausfiihrlich, beantwortet werden. Die Antworten in Teil (a) miissen nicht
begriindet werden, die Antworten in Teil (b) sind zu begriinden. Das Verstdndnis der
Fragen ist Teil der Priifung.

Wenn nur eine der Teilfragen (a) bzw. (b) korrekt beantwortet ist, so wird diese Frage
negativ gewertet.

Wenn Sie im Teil (a) einer Aufgabe eine ausfithrliche Begriindung geben, indem Sie
einen diesbeziiglichen Satz beweisen, so erhalten Sie einen Zusatzpunkt (unabhéngig
davon, ob Sie Teil (b) richtig beantworten). Dies ist bei den Fragen (3), (4), (9), (10),
(12) moglich.

Sie brauchen die Fragen nicht in der gegebenen Reihenfolge zu beantworten. Verwenden
Sie fiir Ihre Antworten nicht dieses Formular, sondern das ausgeteilte Papier. Schreiben
Sie bitte Thre Losungen zu Analysis (Fragen 1 — 6) bzw. Lineare Algebra (Fragen 7 —

12) auf VERSCHIEDENE Blétter und legen Sie die zwei Teile beim Abgeben auf die
entsprechenden Stapel “Analysis” bzw. “Lineare Algebra”!

(1) (a) Wieist lim a, =a fir a € R definiert?

n—oo

6
(b) Untersuchen Sie entsprechend (a) mit e =1, ob lim nto _ 1 wahr ist!

n—oo 3n + 6

(2) (a) Wie ergibt sich der Anstieg der Tangente als Grenzwert von Sekantensteigungen?
Skizze!
(b) Berechnen Sie f’(xg) als Grenzwert wenn f(x) = ¢/z. Was ist also (/x)'?
Hinweis: (a — b)(a? + ab+ b*) = a3 — b3

(3)

a) Schreiben Sie die Kettenregel allgemein an!

b) Berechnen Sie ohne Rechenfehler % fiir f(x) = arccos(a? + 2bsin(z~27))!

3) (a)
(b)
(4) (a) Was ist die Formel der Newtonschen Néherungsmethode?
(b) Bestimmen Sie damit den Schnittpunkt von y = In(e®®) mit y = 2—z auf zwei
Dezimalstellen, indem Sie x5 zu xy = 1 berechnen. Hinweis: In3 ~ 1.1, In2 ~ 0.7

(5) (a) Wie sind die Darbouxsummen definiert?

(b) Bestimmen Sie UD(Z),0D(Z), 077/2 f(z)dx fir f:[0,5] — R:2z+— cosx
und Z = {0, 3,5}
(6) (a) Welche zwei Vi i det Berech / v,
a) Welche zwei Vorgangsweisen verwendet man zur Berechnung von [ ————7
sang & 2 +ax+b

dx

(b) Bestimmen Sle /m
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(7)

(10)

(11)

(12)

(a) Auf drei verschiedene lineare Gleichungssyteme wird der Gauf’sche Algorithmus
angewendet mit Resultaten (i), (ii), (iii).

1 3 19] 1 1 2 31 1 7 130
@ lo 2 —7] 2|, G)[o o —1|2], Gi)|[o o —1/2],
00 3|-1 00 0]1 00 00

Was kann mit Hilfe dieser Resultate (i), (ii) und (iii) iiber die Losbarkeit (l6sbar, ein-
deutig 16sbar, gar nicht 16sbar) der urspriinglichen linearen Gleichungssysteme aus-
gesagt werden? Bei Losbarkeit: Was ist die jeweilige Dimension des Losungsraumes?
0 1 -1 -1
(b) Losen Sie AZ=0b fir A= 1 -2 1 und b= | 1
-1 1 0 1

(a) Erkldren Sie den Begriff linear unabhdngig.
(b) In den folgenden Beispielen sind Vektoren gegeben:

0 () (3 0 GG (@) 6) ()

In welchen Beispielen sind die Vektoren linear unabhdngig? In welchen Beispielen
bilden die Vektoren eine Basis des R2??

a b

. _1 .. _
(a) Was ist A™" fir A= (C J

) mit det A # 07

1 0
(b) Gegeben sei die Matrix A= |1 2 . Berechnen Sie A=! und machen
0 1

[

Sie die Probe.

(a) Es seien o, € R3. Auf welche Vektoren steht @ x @ senkrecht? Was ist
||U x @] geometrisch?

1 2
(b) Berechnen Sie ¢ x @ fiir = | 2 | und W=| 1
2 —2

(a) Welche besonderen Eigenschaften besitzen die Eigenvektoren symmetrischer Ma-
trizen?
1 3

3 1
Sie dazu IThre obige Aussgae iiber Eigenvektoren symmetrischer Matrizen.

(b) Berechnen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren fiir A = ( ) . Uberpriifen

(a) Erklaren Sie den Begriff orthogonale Matriz. Wie kann die Inverse einer ortho-
gonalen Matrix leicht berechnet werden?

(b) Uberpriifen Sie die Orthogonalitét der folgenden Matrix:
1 2 =2

1
A:§ 2 1 2
2 -2 -1
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2007 - 05 - 25
3. Priifung aus Mathematik 1, WS 2006/07

Zum Bestehen der Priifung miissen 6 der folgenden 12 Fragen korrekt, d.h. insbesondere
geniigend ausfiihrlich, beantwortet werden. Die Antworten in Teil (a) miissen nicht
begriindet werden, die Antworten in Teil (b) sind zu begriinden. Das Verstdndnis der
Fragen ist Teil der Priifung.

Wenn nur eine der Teilfragen (a) bzw. (b) korrekt beantwortet ist, so wird diese Frage
negativ gewertet.

Wenn Sie im Teil (a) einer Aufgabe eine ausfithrliche Begriindung geben, indem Sie
einen diesbeziiglichen Satz beweisen, so erhalten Sie einen Zusatzpunkt (unabhéngig
davon, ob Sie Teil (b) richtig beantworten). Dies ist bei den Fragen (3), (5), (6), (7),
(11), (12) moglich.

Sie brauchen die Fragen nicht in der gegebenen Reihenfolge zu beantworten. Verwenden
Sie fiir Ihre Antworten nicht dieses Formular, sondern das ausgeteilte Papier. Schreiben
Sie bitte Thre Losungen zu Analysis (Fragen 1 — 6) bzw. Lineare Algebra (Fragen 7 —

12) auf VERSCHIEDENE Blétter und legen Sie die zwei Teile beim Abgeben auf die
entsprechenden Stapel “Analysis” bzw. “Lineare Algebra”!

Skizzieren Sie die Funktionen arccosz und arctanz.

(1)

a

1) (a)
(b) Bestimmen Sie arccos(cos(997)) sowie {z € R:tanz = 1}!

(2) (a) Wieist f'(xg) als Grenzwert definiert?

(b) Berechnen Sie mit (a) f’ fiir f(z) = cosz. Verwenden Sie dazu die Formel

a—b a+b zl

cosa — cosb = —2sin 457 sin 437, Bestimmen Sie dann die Tangente fiir xzo = 7!

(3) (a) Was besagt der Mittelwertsatz?

(b) Essei f:[l,e] — R:xz+— Inz. Wo liegt der Mittelwert x,, dessen Existenz
der Mittelwertsatz garantiert?

(4) (a) Was besagt die Regel von I’'Hépital?

i 2_1 In(sin(7z))
(b) Bestimmen Sie damit lim arcsin(z ) —|—2e
z—1 tan(3/x — = 1)

(5) (a) Was besagt der Hauptsatz der Integralrechnung? (Definieren Sie auch F)

xT

(b) Hat die Funktion y = g(z) =z — [e! dt, x € R, Extrema? Skizzieren Sie ¢’
0

und machen Sie eine Kurvendiskussion!

(6) (a) Schreiben Sie die Formel zur Substitution in Integralen allgemein an!

/2
(b) Berechnen Sie [ sh(cosz) - sinzdz auf 2 Dezimalen! Verwenden Sie /e ~ 2
w/3

und % ~ 0.065.
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7) (a) Wann ist ein lineares Gleichungssystem A# = b mit A € R™¥" eindeuti
( gssy g
losbar? Wann besitzt es keine Losung?

(b) Lésen Sie AZ = b fiir

1 2 1 - 8
A=12 0 1 und b=\ 5
2 1 1 7

(8) (a) Wie ist der Begriff “Kordinaten beziiglich einer Basis” definiert? Was muss fiir
drei Vektoren im R?® gelten, damit diese eine Basis des R?® bilden?

(b) Es seien drei Vektoren im R? gegeben:

-0 - ()= )

Uberpriifen Sie, ob die zwei Vektoren fl und fé eine Basis des R? sind. Falls ja:
Bestimmen Sie die Koordinaten des Vektors ¢ beziiglisch der Basis f1, fo.

(9) (a) Wie wird die Matrix einer linearen Abbildung f : R™ — R™ beziiglich der
Standardbasis ép,...,€, bestimmt?

(b) Bestimmen Sie die Matrix jener linearen Abbildung f : R? — R?, die Vektoren
um 45° im Gegenuhrzeigersinn um den Ursprung dreht!

(10) (a) Es seien A und B n x n Matrizen. Welche der folgenden Aussagen sind
richtig, welche sind im Allgemeinen falsch?

det(AB) = det(A) det(B), det(A+ B) =det(A) 4+ det(B), det(3A4) =3det(A).
(b) Berechnen Sie die Determinante der Matrix A aus Aufgabe (7).

(11) (a) Wie sind die Eigenwerte und Eigenvektoren einer n x n Matrix A definiert?

(b) Berechnen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren fiir A = (3 i) :

(12) (a) Welche Eigenschaften besitzt eine orthogonale Matriz? Es sei A eine orthogo-
nale Matrix. Was ist dann AT A?

(b) Uberpriifen sie die Orthogonalitit der folgenden Matrix:
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2008 - 02 - 01
1. Priifung aus Mathematik 1, WS 2007/08

Zum Bestehen der Priifung miissen 6 der folgenden 12 Fragen korrekt, d.h. insbesondere
geniigend ausfiihrlich, beantwortet werden. Die Antworten in Teil (a) miissen nicht
begriindet werden, die Antworten in Teil (b) sind zu begriinden. Das Verstdndnis der
Fragen ist Teil der Priifung.

Wenn nur eine der Teilfragen (a) bzw. (b) korrekt beantwortet ist, so wird diese Frage
negativ gewertet.

Wenn Sie im Teil (a) einer Aufgabe eine ausfithrliche Begriindung geben, indem Sie
einen diesbeziiglichen Satz beweisen, so erhalten Sie einen Zusatzpunkt (falls Sie auch
Teil (b) richtig beantwortet haben). Dies ist bei den Fragen (3), (4), (6), (9), (11)
moglich.

Sie brauchen die Fragen nicht in der gegebenen Reihenfolge zu beantworten. Verwenden
Sie fiir Ihre Antworten nicht dieses Formular, sondern das ausgeteilte Papier. Schreiben
Sie bitte Thre Losungen zu Analysis (Fragen 1 — 6) bzw. Lineare Algebra (Fragen 7 —
12) auf VERSCHIEDENE Blétter und legen Sie die zwei Teile beim Abgeben auf die

77'

entsprechenden Stapel “Analysis” bzw. “Lineare Algebra”!

(1) (a) Wann heifit f: D — R monoton steigend?
Fiir welche z gilt dann f~!(f(x)) = x und fiir welche z gilt f(f~!(z)) = 2?

(b) Skizzieren Sie In und arccos!
Berechnen Sie In+/e + €2 4 arccos(cos(57)) + cos(arccos 0)!
e’ —1 . e —1 ) ex—l?

(2) (a) Was sind jeweils lim bzw. lim bzw. lim
z—0 T r—1 T T—00 X

(b) Bestimmen Sie die Ableitung von f(x) = e® mit der Definition durch Zuriickfithrung
¢

!

auf lim
t—0 t

(3)

a) Was besagt die Kettenregel?
b) Berechnen Sie f/(z) fir f(z) = In({/a + arccos(bz?)), a,b konstant.

(4)

2

)

)
a) Welche Konstruktion definiert den Kriimmungsmittelpunkt M? Skizze!
b) Bestimmen Sie die Normale n,, und die Krimmung x fir f(z)=2z*, zy=1!
)

(5) (a) Was ist das Differential df? Skizze!

b2

(
(
(
(
(
(

b) Erganzen Sie den Satz “Man substituiert etwas, wovon ...” und berechnen Sie
1 1

—dz.  (Hinweis: Inj ~0.29)

x

dann
fln :1:—|—31n:1:—}—2

(6) (a) Was ist die Formel fiir die Bogenlidnge?
(b) Was ergibt sich fiir f:[0,1] — R:z+— cha? (e~ 2.72, 1 ~0.36)
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(7)

(10)

(11)

(12)

(a) Wann ist ein lineares Gleichungssystem Ax = b mit A € R" " eindeutig
losbar? Wann besitzt es keine Losung?

(b) Losen Sie Ax =Db fir
1 2

2 1
A = 1 2 2 und b = —1
-2 —4 0 —10

(a) Wie wird die Abbildungsmatriz einer linearen Abbildung ¢ : R™ — R™ beziiglich
der Standardbasis ei,...,e, bestimmt?

(b) Bestimmen Sie die Matrix jener linearen Abbildung g : R? — R2, die Vektoren
an der Geraden x; + x2 = 0 spiegelt.

(a) Esseien eq,...,e, und fi,...,f, beliebige Basen des R™. Wie wird die Trans-
formationsmatriz T von eq,...,e, nach fi,...,f, bestimmt?

(b) Es seien drei Vektoren im R? gegeben:

=)o (he-)

Uberpriifen Sie, dass die zwei Vektoren fi,f, eine Basis des R? sind. Bestimmen
Sie die Koordinaten des Vektors v beziiglich der Basis fi, f5.

(a) Es sei A eine n x n Matrix. Wie &ndert sich die Determinante von A, falls
zwei Spalten von A vertauscht werden? Wie andert sich die Determinante von A,
falls A mit 2 multipliziert wird?

1
(b) Berechnen Sie die Determinante der Matrix A = | 1
-1

= Ot N
W~

(a) Wie sind Eigenwerte und Eigenvektoren definiert?

(b) Berechnen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren fiir A = (Z1’> i’) :

(a) Erklaren Sie die Begriffe Orthonormalbasis und orthogonale Matriz.

(b) Uberpriifen Sie, dass die folgende Matrix eine orthogonale Matrix ist:

1 1 2 2
A = 3 2 1 =2
-2 2 -1
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2008 - 03 - 14
2. Priifung aus Mathematik 1, WS 2007/08

Zum Bestehen der Priifung miissen 6 der folgenden 12 Fragen korrekt, d.h. insbesondere
geniigend ausfiihrlich, beantwortet werden. Die Antworten in Teil (a) miissen nicht
begriindet werden, die Antworten in Teil (b) sind zu begriinden. Das Verstdndnis der
Fragen ist Teil der Priifung.

Wenn nur eine der Teilfragen (a) bzw. (b) korrekt beantwortet ist, so wird diese Frage
negativ gewertet.

Wenn Sie im Teil (a) einer Aufgabe eine ausfithrliche Begriindung geben, indem Sie
einen diesbeziiglichen Satz beweisen, so erhalten Sie einen Zusatzpunkt (falls Sie auch
Teil (b) richtig beantwortet haben). Dies ist bei den Fragen 2 — 6, 8, 11 moglich.

Sie brauchen die Fragen nicht in der gegebenen Reihenfolge zu beantworten. Verwenden
Sie fiir IThre Antworten nicht dieses Formular, sondern das ausgeteilte Papier. Schreiben
Sie bitte Thre Losungen zu Analysis (Fragen 1 — 6) bzw. Lineare Algebra (Fragen 7 —

12) auf VERSCHIEDENE Blitter und legen Sie die zwei Teile beim Abgeben auf die
entsprechenden Stapel “Analysis” bzw. “Lineare Algebra”!

(1) (a) Skizzieren Sie die zwei Funktionen tanz, |z| <, sowie arctanz, z € R.

(b) Bestimmen Sie geometrisch arctan1 sowie arcsin %!

(2) (a) Was sagen die GWS iiber lim (a,, — b,)? Was gilt, falls lim a, = co?

n—oo n—oo

(b) Berechnen Sie lim (vn? 4+ 2n — vn? —n)!

n— oo

(3) (a) Was besagt die Quotientenregel?

In(e® - cos(x?))

eln(sin z)

(b) Vereinfachen Sie die Funktion f(x) = und berechnen Sie f'(z)!

(4) (a) Was ist die Formel der Newtonschen N&herungsmethode?

(b) Bestimmen Sie damit den Schnittpunkt von y =2 — 2z mit y = tanz bei 7.

(Skizze!) Berechnen Sie x; auf zwei Dezimalen zu zo = 7! (Hinweis: § ~ 0.52)
(5) (a) Wann nennt man ¢ Stammfunktion von f? Wie lésst sich dann fab f(z)dx

durch & ausdriicken? VY3

T
13 dz.

(b) Berechnen Sie die Ableitung von arcsin(z3/2) und dann [
Hinweis: I ~ 0.35 0
(6) (a) Was ist die Formel fiir das Volumen eines Rotationskorpers?

(b) Was ergibt sich, wenn der Graph von y = ze”, x € [0,1], um die x— Achse
rotiert?
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(7)

(11)

(12)

(a) Auf drei verschiedene lineare Gleichungssysteme wird der Gaufl’sche Algorithmus
angewendet mit Resultaten (i), (ii), (iii).

3 -3 19| 11 5 7 1] -1 07 3|1
@lo 1 -7/ 1 ],@G@ [0 0 =1 2 |, @i [0 0 —1] 2
0 0 4|-2 00 0] 0 00 0]-=2

Was kann mit Hilfe dieser Resultate (i), (ii) und (iii) tiber die Losbarkeit (16sbar,
eindeutig 16sbar, gar nicht 16sbar) der urspriingliche linearen Gleichungssysteme aus-
gesagt werden. Bei Losbarkeit: Was ist die jeweilige Dimension des Losungsraumes?

1 2 1 1
(b) Losen Sie Ax=Db fir A=|1 0 1| und b=| 2
3 2 3 0

(a) Was ist A™! fir A = (Z Z) mit det A # 07
1 1 0
(b) Gegeben sei die Matrix A = | 0 2 1 |. Berechnen Sie A~! und machen
1 0 1
Sie die Probe.
(a) Erkléren Sie den Begrift Basis.
1 0
(b) Untersuchen Sie, ob die Vektoren f; = [ 0], f» = [ 1] (i) linear un-
2 1

abhiingig, (ii) eine Basis des R3, (iii) ein Erzeugendensystem des R3 sind.

(a) Wie wird die Abbildungsmatriz einer linearen Abbildung ¢ : R™ — R™ beziiglich
der Standardbasis ei,...,e, bestimmt?

(b) Bestimmen Sie die Abbildungsmatrix jener linearen Abbildung g : R? — R2,
die Vektoren um 45° im Gegenuhrzeigersinn dreht.

(a) Es seien v und w Dbeliebige Vektoren im R™ und A € R.

Was ist richtig, was ist falsch?

@) AV =Alvll, G vl = [M[[vll i) [Jav]] = A2 v]].

Was ist richtig, was ist falsch?

(V) [v+wll < [Ivl[+llwl, (v) [[v+wl = lvi+liwl, (1) llv+wl = [[vi+]w].

1 1

(b) Gegeben seien die Vektoren v= | —2 |, w= | 3 |. Berechnen Sie (v,w),
1 —1

vxw und |v|.

(a) Es seien A und B n x n—Matrizen und A invertierbar.

Was ist richtig, was ist falsch?

(i) det(A +B) =det A +detB, (ii) det(AB) =det A -detB, (iii) det(\A) =
Adet A, (iv) det(A™1) = (det A)~1L.

(b) Berechnen Sie die Determinante der Matrix A = durch Entwickeln

O N =
= Ot N
W~ =

nach der ersten Spalte.
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2008 - 06 - 13
3. Priifung aus Mathematik 1, WS 2007/08

Zum Bestehen der Priifung miissen 6 der folgenden 12 Fragen korrekt, d.h. insbesondere
geniigend ausfiihrlich, beantwortet werden. Die Antworten in Teil (a) miissen nicht
begriindet werden, die Antworten in Teil (b) sind zu begriinden. Das Verstdndnis der
Fragen ist Teil der Priifung.

Wenn nur eine der Teilfragen (a) bzw. (b) korrekt beantwortet ist, so wird diese Frage
negativ gewertet.

Wenn Sie im Teil (a) einer Aufgabe eine ausfithrliche Begriindung geben, indem Sie
einen diesbeziiglichen Satz beweisen, so erhalten Sie einen Zusatzpunkt (falls Sie auch
Teil (b) richtig beantwortet haben). Dies ist bei den Fragen 3 — 6, 8, 11 moglich.

Sie brauchen die Fragen nicht in der gegebenen Reihenfolge zu beantworten. Verwenden
Sie fiir IThre Antworten nicht dieses Formular, sondern das ausgeteilte Papier. Schreiben
Sie bitte Thre Losungen zu Analysis (Fragen 1 — 6) bzw. Lineare Algebra (Fragen 7 —
12) auf VERSCHIEDENE Blitter und legen Sie die zwei Teile beim Abgeben auf die
entsprechenden Stapel “Analysis” bzw. “Lineare Algebra”!

(1) (a) Wieist lim a, =« fiir o € R definiert?

n—oo
n—1

Machen Sie eine Probe!
2n+1

und € =

(b) Bestimmen Sie N fir a, =

=

F' und veranschaulichen Sie in einer Skizze die Aussage des Hauptsatzes.

()
(6)

a) Schreiben Sie die Formel fiir die partielle Integration allgemein an!

(a)
(b) Berechnen Sie fol/ % arccos z dz! Bestimmen Sie auch arccos 3!
(a) Was ist die Formel fiir die Oberfliche eines Rotationskorpers?
(

b) Was ergibt sich, wenn der Graph von y = chz, x € [0,1], um die x— Achse
rotiert? (7~ 3, e ~ 8, e 2 ~0)
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(7) (a) Wann ist ein lineares Gleichungssystem Ax = b mit A € R™*™ eindeutig
losbar? Wann besitzt es keine Losung?

(b) Losen Sie Ax =Db fir

(8) (a) Wie ist die Inverse einer n x n—Matrix A definiert? Es seien A und B
beliebige invertierbare n x n— Matrizen. Was ist richtig, was ist falsch?
i) (A+B)"'=A"14+B7! (i) (AB)"'=A"'B7!, (i) (AA)"!=1A"L

1 1 0 1
(b) Gegeben sei die Matrix A= | 2 0 1 | undder Vektor b= | 2 | . Berech-
0 1 1 3

nen Sie A~! und lésen Sie damit das Gleichungssystem Ax = b.

(9) (a) Wie wird die Abbildungsmatriz einer linearen Abbildung ¢ : R — R”™ beziiglich
der Standardbasis ei,...,e, bestimmt?

(b) Bestimmen Sie die Abbildungsmatrix jener linearen Abbildung g : R3 — R3,
die Vektoren im R3 um den Faktor a streckt.

(10) (a) Welche drei Eigenschaften muss (, ) besitzen, damit es ein Skalarprodukt ist?

(b) Berechnen Sie (v,w), |v|| und v xw fiir

1 2
v=| 2 und w = 2
1 -1

(11) (a) Wie sind Figenwerte und Eigenvektoren definiert?

(b) Berechnen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren fiir A = (1 8) .

(12) (a) Erkldren Sie die Begriffe Orthonormalbasis und orthogonale Matriz.
(b) Gegeben sind drei Vektoren im R3 :

Zeigen Sie, dass die drei Vektoren eine Orthonormalbasis des R? sind und bestim-
men Sie die Koordinaten des Vektors v = (1 — 1 2)T beziiglich dieser Basis.
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2012 - 02 - 10
1. Priifung aus Mathematik 1, WS 2011/12

Zum Bestehen der Priifung miissen 3 der 6 Fragen aus Analysis sowie 3 der 6 Fragen
aus Linearer Algebra korrekt beantwortet werden. Die Antworten in Teil (a) miissen
nicht begriindet werden, die Antworten in Teil (b) sind zu begriinden. Das Versténdnis
der Fragen ist Teil der Priifung.

Wenn nur eine der Teilfragen (a) bzw. (b) korrekt beantwortet ist, so wird diese Frage
negativ gewertet.

Wenn Sie im Teil (a) einer Aufgabe eine ausfithrliche Begriindung geben, indem Sie
einen diesbeziiglichen Satz beweisen, so erhalten Sie einen Zusatzpunkt (falls Sie auch
Teil (b) richtig beantwortet haben). Dies ist bei den Fragen 3, 4, 6 moglich.

Schreiben Sie bitte auf jedes Blatt Thren Namen. Verwenden Sie bitte fiir [hre Losungen
zu Analysis (Fragen 1 — 6) bzw. Lineare Algebra (Fragen 7 — 12) verschiedene Blétter
und legen Sie die zwei Teile beim Abgeben auf die entsprechenden Stapel “Analysis”
bzw. “Lineare Algebra”!

(1) (a) Wann heit f : D — R monoton steigend? Welche Formeln gelten dann fiir
die Zusammensetzungen von f und f~1?

(b) Zeichnen Sie f,f~! sowie % fir f:R — R : 2~ e®! Vereinfachen Sie fiir

x>0 die Funktion g(z) = y/In(ve®) + Ve + ln(

VeVz
Jzr
(2) (a) Wie ergibt sich f’(z¢) als Grenzwert von Sekantensteigungen? Skizze!

(b) Berechnen Sie f’(zg) als Grenzwert fiir f(z) = \/z. Bestimmen Sie dann die
Tangente fiir zg = %! Skizze!

) + Jim (1)

(3) (a) Was ist die Formel des Newtonschen N#herungsverfahrens?

(b) Bestimmen Sie damit den Schnittpunkt von y = arccos(Ilnz) und y = arctanz.
Berechnen Sie z; auf eine Dezimale zu o =1! (7~ 3)

(4) (a) Was besagt der Hauptsatz der Integralrechnung? (Definieren Sie auch F!)
T q1 t
(b) Bestimmen Sie die Extrema von g¢ : [0,7] = R : 2 — 2y/zsinz — [ ST g,

0 Vit

(Berechnen Sie nicht g sondern ¢’ und untersuchen Sie, wo ¢’ >0 bzw. < 0!)

d
(5) (a) Welche zwei Vorgangsweisen verwendet man zur Berechnung von / 2—:1:?
q % +ar+0b
x

Zrard G0

(b) Bestimmen Sie /
0

(6) (a) Was ist die Formel fiir die Oberfliche eines Rotationskoérpers?

(b) Was ergibt sich, wenn der Graph von y = e*, z € [0,1], um die x— Achse
rotiert? (Ch 2u = ch?u + sh?u, sh2u = 2shuchu, arshx = In(z + Va2 + 1),
m[In(e + vVe2 +1) + eve? + 1 — In(1 + v2) — V2] =~ 22.9)
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(7) (a) Wann ist ein lineares Gleichungssystem Ax =b mit A € R™" und b € R”
emndeutig 16sbar? Wann besitzt es keine Losung?

(b) Lésen Sie das lineare Gleichungssystem Ax =b fiir

0o -1 1 -2
A=]10 1 -1 und b = 2
0 0 0 0

(8) (a) Es seien v,w € R". Was ist richtig, was ist falsch?

@ =vl==lvll, @) (v,v)=Iv]*
1 1

(b) Berechnen Sie ||v||,(v,w) und vxw fir v=| -1 | und w= | -2
3 2

(9) (a) (a) Erkldren Sie den Begrift Orthonormalbasis.
(b) Gegeben sei der Vektor v = <_11) . Bestimmen Sie die Koordinaten xgzr

1
von v beziiglich der Orthonormalbasis F — (fi,f,) mit fi — — (1) Oy =

5\ 2
L (-2)
sl

(10) (a) Es seien & = (eq,...,e,) und F = (f1,...,f,) beliebige Basen eines Vek-

torraums V. Wie ist die Transformationsmatrix Tg r von £ nach F allgemein
definiert? Achtung: V muss nicht notwendigerweise R™ sein!

(b) Es sei £ = (e1,e3) die Standardbasis des R? und JF aus Aufgabe (9b) eine
weitere Basis. Bestimmen Sie die Transformationsmatrix Tg r.

(11) (a) Essei g:R™ — R™ eine lineare Abbildung, v,w € R” und \ € R. Ergénzen
Sie die folgenden 2 Ausdriicke unter Verwendung der Linearitdt von g :
(i) glv+w)=......... (ii) g(Av)=.........

(b) Es sei F = (f1,f2) die Orthonormalbasis aus Aufgabe (9b) und ¢ : R? —
R? jene Abbildung, die Vektoren an der von f; aufgespannten Geraden speigelt.
Bestimmen Sie die Abbildungsmatrix Mz(g).

(12) (a) Wie sind FEigenwerte und Eigenvektoren einer linearen Abbildung ¢ definiert?

(b) Berechnen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren fiir A = (3 ?) .
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2012 -03 - 09
2. Priifung aus Mathematik 1, WS 2011 /12

Zum Bestehen der Priifung miissen 3 der 6 Fragen aus Analysis sowie 3 der 6 Fragen
aus Linearer Algebra korrekt beantwortet werden. Die Antworten in Teil (a) miissen
nicht begriindet werden, die Antworten in Teil (b) sind zu begriinden. Das Versténdnis
der Fragen ist Teil der Priifung.

Wenn nur eine der Teilfragen (a) bzw. (b) korrekt beantwortet ist, so wird diese Frage
negativ gewertet.

Wenn Sie im Teil (a) einer Aufgabe eine ausfithrliche Begriindung geben, indem Sie
einen diesbeziiglichen Satz beweisen, so erhalten Sie einen Zusatzpunkt (falls Sie auch
Teil (b) richtig beantwortet haben). Dies ist bei den Fragen 2 — 5, 10, 11 moglich.

Schreiben Sie bitte auf jedes Blatt Thren Namen. Verwenden Sie bitte fiir [hre Losungen
zu Analysis (Fragen 1 — 6) bzw. Lineare Algebra (Fragen 7 — 12) verschiedene Blétter
und legen Sie die zwei Teile beim Abgeben auf die entsprechenden Stapel “Analysis”

bzw. “Lineare Algebra”!

(1) (a) Wie ist hm anp =« fir o € R definiert?

-1
(b) Zeigen Sie mit der Definition lim n
n—oo 1N, +

= 1! Was ist speziell N fiir e =0.17

(2) (a) Schreiben Sie die Kettenregel allgemein an!
VoS T

arctan x

(b) Vereinfachen Sie f(x) = ln(

Sie Thre Rechnung ganz genau!

) und bestimmen Sie f’(z). Kontrollieren

(3) (a) Welche “Kandidaten” fiir Extrema hat f : [a,b] — R?

(b) Bestimmen Sie die Extrema von f(z) = z-|z —1|, -2 < z < 2, sowie

f'(1+), f'(1—). Skizze!

(4) (a)
(

a) Was sind die Formeln fiir die Normale n,, und die Krimmung «?

b) Berechnen Sie n,, und s fir f(z) =2%+shz und zo = 0. Bestimmen Sie
daraus den Kriimmungsmittelpunkt M. Skizze!

(5) (a) Schreiben Sie die Formel zum partiellen Integrieren allgemein an!

(b) Berechnen Sie damit fol arccos x dz. Skizze! (Wenn Sie wollen, kénnen Sie das

Ergebnis mittels Spiegelung und foﬂ/ ?coszdr iberpriifen.)

(6) (a) Wie ist Tf(a:) dz definiert?

(b) Bestimmen Sie [ do

) m! (Verwenden Sie Ina—Inb=1n$%; In2~0.7)
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(7)

(10)

(11)

a) Gegeben sei ein lineares Gleichungssystem Ax =b mit A € R"*™ und b €
R™. Welche Aussagen sind richtig, welche sind falsch?

(i) Falls det A #0 ist Ax =b eindeutig losbar.

(ii) Ein lineares Gleichungssystem Ax =b mit n Gleichungen und n Unbekann-
ten ist immer losbar.

(iii) Ein homogenes lineares Gleichungssystem Ax = 0 ist immer 19sbar.

(

b) Losen Sie das lineare Gleichungssystem Ax = b fiir

0 -1 1 -2
A=10 2 =2 und b = 2
0 O 1 0

(a) Erkldren Sie den Begriff orthogonale Matriz.

11—20

(b) Ist die Matrix A=-—= [0 0 +/5 | orthogonal? (Begriindung)
V5 2 1 0

Bestimmen Sie die Inverse von A.

(a) Es seien A, B € R™*™ Matrizen mit det A =4 und detB = 3.
Was ist dann det(AB) und det(A™1)?

0 1 2
(b) Berechnen Sie die Determinante der Matrix A =12 7 -3 durch Ent-
wickeln nach der ersten Spalte. 0 4 3
(a) Essei g:V — W eine lineare Abbildung, € = (ey,...,e,) eine beliebige Basis

von V und F = (fi,...,f,) eine beliebige Basis von W. Wie ist die Abbildungs-
matrix Mg r(g) bezliglich der Basen £ und F definiert?

(b) Es seien g:R? — R? und h:R? — R? lineare Abbildungen mit Abbildungs-
matrizen

Mg(g>=(§ g) und Ms<h>=(} _11)

beziiglich der Standardbasis £.
Bestimmen Sie die Abbildungsmatrizen Mg (g™!) und Mg(go h).

(a) Wie werden die Figenwerte und Figenvektoren einer Matrix A berechnet?

(b) Berechnen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix A = (g i) :

(a) Es sei A € R"™ " eine symmetrische Matrix.
Wann ist eine quadratische Form ¢:R™ — R : x + q(x) = xT Ax positiv definit?

(b) Ist die quadratische Form ¢:R? — R:x + ¢(x) = x ' Ax fiir A aus Aufgabe
(11b) positiv definit? (Begriindung)
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2012 - 06 - 29
4. Priifung aus Mathematik 1, WS 2011/12

Zum Bestehen der Priifung miissen 3 der 6 Fragen aus Analysis sowie 3 der 6 Fragen
aus Linearer Algebra korrekt beantwortet werden. Die Antworten in Teil (a) miissen
nicht begriindet werden, die Antworten in Teil (b) sind zu begriinden. Das Versténdnis
der Fragen ist Teil der Priifung.

Wenn nur eine der Teilfragen (a) bzw. (b) korrekt beantwortet ist, so wird diese Frage
negativ gewertet.

Wenn Sie im Teil (a) einer Aufgabe eine ausfithrliche Begriindung geben, indem Sie
einen diesbeziiglichen Satz beweisen, so erhalten Sie einen Zusatzpunkt (falls Sie auch
Teil (b) richtig beantwortet haben). Dies ist bei den Fragen 1, 3, 6 moglich.

Schreiben Sie bitte auf jedes Blatt Thren Namen. Verwenden Sie bitte fiir [hre Losungen
zu Analysis (Fragen 1 — 6) bzw. Lineare Algebra (Fragen 7 — 12) verschiedene Blétter
und legen Sie die zwei Teile beim Abgeben auf die entsprechenden Stapel “Analysis”
bzw. “Lineare Algebra”!

(1) (a) Wann heifit f monoton fallend? Wann heifit es umkehrbar? Welches folgt aus
welchem?

(b) Es sei f :[0,7] = R : 2 — cosx. Skizzieren Sie die drei Graphen von f, f~!

sowie % Berechnen Sie arccos(cos(3m)) + cos(arccos(0.3)) + cos(2F) + cos(%)!

(2) (a) Bringen Sie die Gleichung der Tangente an y = f(x) in xo in die Form
y = kx +d!
(b) Fiir welche Tangente an y = /x gilt d = 17 Skizzieren Sie den Graph von f
und diese Tangente! (§ = 0.125)

(3) (a) Schreiben Sie die Quotientenregel allgemein an!

1
(b) Berechnen Sie ohne Rechenfehler die Ableitung fiir y = M!

sin(2x?)
(4) (a) Wie sind die Darbouxsummen definiert?

(b) Bestimmen Sie UD(Z), OD(Z) sowie f;f(x)dx fir f(x)=cosz, [a,b]=
[0,7] und Z ={0,%,%, 7}. Skizze!

’) 399

(5) (a) Welche Substitutionen macht man in Integralen mit /P(z), wenn P(x) ein
quadratisches Polynom ist?

(b) Berechnen Sie [ v4x — 22 — 3da!

(6) (a) Wie erhdlt man die Kriimmung  aus der Bogenldnge s und dem Winkel ¢
der Tangente zur x— Achse?

(b) Berechnen Sie ¢(s) fir f:[0,00] & R: 2z — chz! Bestimmen Sie daraus &
und iiberpriifen Sie es mit der Formel x = |y”|(1 + y'2)~3/2!
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(7) (a) Wann ist ein lineares Gleichungssystem Ax =b mit A € R™" und b € R”
emndeutig 16sbar? Wann besitzt es keine Losung?

(b) Lésen Sie das lineare Gleichungssystem Ax =b fiir

0o -1 1 -2
A=]|10 2 =2 und b = 4
0o 1 -1 2

(8) (a) Es seien fi,...,f, Vektoren im R™. Was ist richtig, was ist falsch?

(i) Falls n =m, dann sind die Vektoren fi,...,f, immer eine Basis des R™.

(ii) Falls n > m, dann sind die Vektoren fp,...,f, niemals eine Basis des R™.
1 -1 0

(b) Sind die Vektoren fy = | 2 |, fo = 0 | und f3 = | 2 | eine Basis des R3?
3 1 4

(9) (a) Es sei A € R"™"™ eine Matrix mit det A = 3. Weiters sei B jene Matrix, die
wir erhalten, wenn wir die ersten beiden Spalten von A vertauschen. Was ist dann
die Determinante von B?

3 -2 0
(b) Berechnen Sie die Determinante der Matrix | =3 1 2 | durch Entwickeln
0 1 1

nach der 3. Spalte.

(10) (a) Erklaren Sie den Begrift orthogonale Matrix.

(b) Bestimmen Sie die Inverse A~! der folgenden orthogonalen Matrix:

L [2 1 2
A=g(2 -2 -1
1 2 -2

(11) (a) Essei g:V — V eine beliebige lineare Abbildung, A ein Eigenwert von g
und v ein zum Eigenwert A gehoriger Eigenvektor. Was ist richtig, was ist falsch?

(i) g(Av) = v, (ii)) g(v) = Av, (iii) g(Av) = Ag(v).

(b) Berechnen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix A = (i ;1) :

(12) (a) Erkldren Sie die Begriffe
e symmetrische Matrix,
e positiv definite Matrix.

(b) Ist die Matrix A aus Aufgabe (11) positiv definit?
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2013 - 02 - 08
1. Priifung aus Mathematik 1, WS 2012/13

Zum Bestehen der Priifung miissen 6 der folgenden 12 Fragen korrekt, d.h. insbesondere
geniigend ausfiihrlich, beantwortet werden. Die Antworten in Teil (a) miissen nicht
begriindet werden, die Antworten in Teil (b) sind zu begriinden. Das Verstdndnis der
Fragen ist Teil der Priifung.

Wenn nur eine der Teilfragen (a) bzw. (b) korrekt beantwortet ist, so wird diese Frage
negativ gewertet.

Wenn Sie im Teil (a) einer Aufgabe eine ausfithrliche Begriindung geben, indem Sie
einen diesbeziiglichen Satz beweisen, so erhalten Sie einen Zusatzpunkt (falls Sie auch
Teil (b) richtig beantwortet haben). Dies ist bei allen Fragen aufler 6, 7, 11 moglich.

Verwenden Sie fiir Ihre Antworten nicht dieses Formular, sondern das ausgeteilte Papier.
Sie brauchen die Fragen nicht in der gegebenen Reihenfolge zu beantworten. Geben Sie
bei Thren Losungen jeweils die Nummer der Aufgabe an!

(1) (a) Wie wird der Begriff “Basis” mit Linearkombinationen definiert?

(b) Zeigen Sie so, dass fi = (}),fé = (‘;’) eine Basis im R? sind! Was sind die
Koordinaten von v bzgl. ]?1, fé?

(2) (a) Wann nennt man f: R™ — R™ linear? Wie erhélt man aus f die zugehorige
Matrix A € R™*"?

(b) Was ist die Matrix der Spiegelung im R? an der Geraden zy = —x;? Skizze!

(3) (a) Welche Formel fiir det A ergibt sich bei Entwicklung nach der i—ten Zeile?
(b) Berechnen Sie det A in Frage (5) (b) durch Entwicklung nach der 2. Zeile!

(4) (a) Geben Sie eine Formel fir £ (v, w)
(b) Berechnen Sie £ (¥,w) fir v = (;),w = (:3) exakt in Grad!

(5) (a) Welche Determinantengleichung gilt fiir die Eigenwerte A von A € R™*",
welche Gleichung gilt fiir einen Eigenvektor & zu A?

2 =2 1
(b) A= -2 5 —2 | hat den doppelten Eigenwert 1. Bestimmen Sie
1 -2 2

(o) aus spA den dritten Eigenwert, (3) die Eigenvektoren von A!
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(6) (a) Wieist lim a, =« fiir a € R definiert?
n—oo
n+7 3

(b) Zeigen Sie entsprechend (a) mit €= g, dass nl;rgo o falsch ist!

(7) (a) Wieist f'(zg) als Grenzwert definiert?

(b) Berechnen Sie f’ fiir f(z) = e® mit der Definition und bestimmen Sie die
Tangente fiir zo = 1! Skizze!

(8) (a) Was ist die Formel des Newtonschen Naherungsverfahrens?

(b) Bestimmen Sie damit den Schnittpunkt von y = arccosz und y = In(ve?®).
Berechnen Sie z; auf zwei Dezimalen zu zo =0. (7~ 3)

(9) (a) Was sind die Formeln fiir die Normale n,, bzw. fiir die Krimmung x?

(b) Essei y = 22 und z9 = 1. Bestimmen Sie #,n,, sowie den Kriimmungsmittelpunkt
M, indem Sie von P = (1/1) aus die Lange o auf n,, gehen! Skizze!

(10) (a) Wie lassen sich f; f(z)dz bzw. [ f(z)dz durch eine Stammfunktion ® ausdriicken?

w/2

b) Berechnen Sie
(b) g sin?z + 4sinz + 3

(5 + sinx) cos z dx

' (In3~1.1)

(11) (a) Wie sind shz,chz definiert und welche Gleichung erfiillen sie?

2

(b) Berechnen Sie die Bogenldnge L von y =%, 0<z <1!
(Hinweis: ch2t = ch®t +sh®#, sh2t =2shtcht, arshz =In(z+ 22+ 1))

(12) (a) Was ergibt Re(el@t19)?) bzw. Im(e(@+®)*) fiir a,b € R?
(b) Berechnen Sie [;° e sin(bz)dz fir a <0 mittels (a)!
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2013 - 03 - 01
2. Priifung aus Mathematik 1, WS 2012/13

Zum Bestehen der Priifung miissen 6 der folgenden 12 Fragen korrekt, d.h. insbesondere
geniigend ausfiihrlich, beantwortet werden. Die Antworten in Teil (a) miissen nicht
begriindet werden, die Antworten in Teil (b) sind zu begriinden. Das Verstdndnis der
Fragen ist Teil der Priifung.

Wenn nur eine der Teilfragen (a) bzw. (b) korrekt beantwortet ist, so wird diese Frage
negativ gewertet.

Wenn Sie im Teil (a) einer Aufgabe eine ausfithrliche Begriindung geben, indem Sie
einen diesbeziiglichen Satz beweisen, so erhalten Sie einen Zusatzpunkt (falls Sie auch
Teil (b) richtig beantwortet haben). Dies ist bei allen Fragen aufler 7 moglich.

Verwenden Sie fiir Ihre Antworten nicht dieses Formular, sondern das ausgeteilte Papier.
Sie brauchen die Fragen nicht in der gegebenen Reihenfolge zu beantworten. Geben Sie
bei Thren Losungen jeweils die Nummer der Aufgabe an!

(1) (a) Essei A€ R™ " und L= {ZecR": A% =0}. Wie hiingen n, dimL, rgA
und die Anzahl der Pivotzeilen im Gauf’schen Algorithmus zusammen?

5 1 3
(b) Bestimmen Sie rg A,dimL und L fir A= _11 ? i1’> !
5 4 7

(2) (a) Wie erhélt man die Matrix C von fog wenn f(Z¥)= AZ und ¢(¥) = B?

(b) Schreiben Sie AZ = b sowie AB = C in Summen- und in Tensorschreibweise
an (fir Ae R™*" e R, beR™ BeR"P C e R™*P).

(3) (a) Was ist die anschauliche Bedeutung von det f fiir f:R"™ — R™ linear?
(b) Welche Fliche hat f({Z € R?:1 <) <5,2<z <7}) wenn

f:RQHRQ:fI—)<; Z)a_f?

(4) (a) Wie erhélt man die Koordinaten von @ bzgl. einer ONB' fi, ..., fn?

(b) Warum ist f; = %(i),f; = %(_34) eine ONB im R?? Bestimmen Sie die

Koordinaten von ¥ = (3) und machen Sie eine Probe!

(5) (a) Essei A€ R3*3 und P(\) =det(A— M) = —X3+ 202 — e\ +¢p. Wie erhilt

man cg,c1,co aus A?

(b) Bestimmen Sie so P(\) zu A=
det A =0 erhalten; /15 ~ 3.9)

und die Eigenwerte! (Sie sollten

N = O
W N =
e\



58

(6) (a) Wann heifit f monoton steigend? Wann heiit f umkehrbar (= injektiv)?

(b) Skizzieren Sie die 3 Graphen von f, f~! und % fir f:]—-5,5[— R: 2z~ tanz!
Berechnen Sie arctan(tan ) + arctan(tan0.3) 4+ 3 arctan(7 ) + tan %!

(7) (a) Was ist die Gleichung der Tangente an y = f(z) in (zo, f(z0))?
(b) Fiir welches xg geht die Tangente an y = Inz durch den Ursprung? Skizze!

(8) (a) Was besagt die Kettenregel?
(b) Berechnen Sie ohne Rechenfehler f’ fiir f(z) = arctan(In(a® 4 7b%¢/z))!

(9) (a) Welche “Kandidaten” fiir Extrema hat ¢ : [a,b] — R?

1
29

T et
2] — R : 2z — emlnx—f7dt.
1
(Berechnen Sie nicht g sondern ¢’ (mit dem Hauptsatz der Integralrechnung) und

untersuchen Sie, wo ¢’ >0 bzw. <0 ist.)

(b) Bestimmen Sie die Extrema von ¢ : [

*d * d
(10) (a) Fur welche « ist [ e konvergent? Skizze! (b) Berechnen Sie [ i 5!
1 T 3 24z

(11) (a) Was ist die Formel fiir die Oberflache eines Rotationskérpers?

(b) Was ergibt sich fiir f(z) =cosz, 0<z <57
(Hinweis: ch®u = 1(1+ch2u), sh2u=2shuchu, m(vV2+arshl)~7.2)

(12) (a) Wieist e'® definiert und was ergibt sich fiir ¢ € R nach der Eulerschen Formel?

(b) Zeigen Sie mit (a) die Summensétze fiir sin und cos!
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2013 - 04 - 08
3. Priifung aus Mathematik 1, WS 2012/13

Zum Bestehen der Priifung miissen 6 der folgenden 12 Fragen korrekt, d.h. insbesondere
geniigend ausfiihrlich, beantwortet werden. Die Antworten in Teil (a) miissen nicht
begriindet werden, die Antworten in Teil (b) sind zu begriinden. Das Verstdndnis der
Fragen ist Teil der Priifung.

Wenn nur eine der Teilfragen (a) bzw. (b) korrekt beantwortet ist, so wird diese Frage
negativ gewertet.

Wenn Sie im Teil (a) einer Aufgabe eine ausfithrliche Begriindung geben, indem Sie
einen diesbeziiglichen Satz beweisen, so erhalten Sie einen Zusatzpunkt (falls Sie auch
Teil (b) richtig beantwortet haben). Dies ist bei allen Fragen aufler 6 und 11 méoglich.

Verwenden Sie fiir Ihre Antworten nicht dieses Formular, sondern das ausgeteilte Papier.
Sie brauchen die Fragen nicht in der gegebenen Reihenfolge zu beantworten. Geben Sie
bei Thren Losungen jeweils die Nummer der Aufgabe an!

(1) (a) Welcher Zusammenhang besteht bei linearen Gleichungssystemen zwischen Liyp,
Lyom und einer partikuldren Losung p’ (falls diese existiert)?

(b) Bestimmen Sie &, und Zhem fiir das lineare Gleichungssystem 3z — 3z +
T3+ x4 =12, 1 — T2+ x5 = 5.

(2) (a) Was sagt der Basissatz, wenn dimV =n und fi,...,f, Lu. im VR V sind?
(b) Es seien fi = (;), fa = (Z), fy = (3) € R? = V. Sind («) fi,f> Lw? (B)

—

fl,f:;, Lu.? () ﬁ,fg eine Basis? (0) fl,f;,fg eine Basis?

(3) (a) Was gilt fiir det A (a) bei Zeilenvertauschungen, (5) bei Gauf-Schritten?

1 2 3
(b) Essei A=[a a a |. Bestimmen Sie det A mit dem Gaufischen Algorith-
0 2 2

mus! (Wenn Sie wollen, konnen Sie mit Sarrus eine Probe machen.)

(4) (a) Wieist ¢ x @ durch die Determinante und (, ) definiert?

(b) Welche Fliche hat das von (1,2,3)7 und (-1,2,4)7 im R?® aufgespannte
Parallelogramm?

(5) (a) Welche (im Skriptum eingerahmte) Gleichung gilt fiir einen Eigenvektor Z einer
Matrix A zum Eigenwert A?

(b) Bestimmen Sie «, 3,y so, dass # = (1,1,1)7 ein Eigenvektor von
0 -2 «

S=1-2 3 (| zum Eigenwert —1 ist!
a B
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(6) (a) Geben Sie zumindest 3 unbestimmte Typen bei Grenzwerten an!

(b) Berechnen Sie lim (\/n2 +2n —+/n? — n)!

n— o0

(7) (a) Was besagt die Quotientenregel?

2 .

b) Berechnen Sie ohne Rechenfehler f' fir f(z) = tan(a” + sin \/E)' a ist eine
12
n°x

Konstante.)

(8) (a) Was ist die Formel fiir die Kriimmung k7

(b) Bestimmen Sie k£ und den Kriimmungsmittelpunkt A zum Punkt P = (0/0)
auf der Parabel y = 22! Skizze!

(9) (a) Schreiben Sie die Formel zum partiellen Integrieren allgemein an!

(b) Berechnen Sie fol arctan x dz!

(10) (a) Was ist die Formel fiir das Volumen eines Rotationskorpers?

(b) Was ergibt sich, wenn der Graph von y = /z - e$2/2, 0 <z <1, um die
x— Achse rotiert?

oo 00 d
(11) (@) Wieist ] f(e)do definiert?  (b) Berechnen Sie | ——2 )

(12) (a) Wieist e'? definiert und was ergibt sich fiir ¢ € R nach der Eulerschen Formel?

(b) Zeigen Sie mit (a) die Summensétze fir sin und cos!
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1. Priifung aus Mathematik 1, WS 2013/14

Zum Bestehen der Priifung miissen 6 der folgenden 12 Fragen korrekt, d.h. insbesondere
geniigend ausfiihrlich, beantwortet werden. Die Antworten in Teil (a) miissen nicht
begriindet werden, die Antworten in Teil (b) sind zu begriinden. Das Verstdndnis der
Fragen ist Teil der Priifung.

Wenn nur eine der Teilfragen (a) bzw. (b) korrekt beantwortet ist, so wird diese Frage
negativ gewertet.

Wenn Sie im Teil (a) einer Aufgabe eine ausfiihrliche Begriindung geben, indem Sie
einen diesbeziiglichen Satz beweisen, so erhalten Sie einen Zusatzpunkt (falls Sie auch
Teil (b) richtig beantwortet haben). Dies ist bei allen Fragen aufler 6 moglich.

Verwenden Sie fiir [hre Antworten nicht dieses Formular, sondern das ausgeteilte Papier.
Sie brauchen die Fragen nicht in der gegebenen Reihenfolge zu beantworten. Geben Sie
bei Ihren Losungen jeweils die Nummer der Aufgabe an!

(1) (a) Wie wird der Begriff “Basis” mit Linearkombinationen definiert?

(b) (o) Warum sind f; = (;),fz = (f) eine Basis im R2? (B) Was sind die
Koordinaten von ¢ = (_41) bzgl. fl, ﬁ? (7) Machen Sie eine Probe!

(2) (a) Wie erhdlt man die Spalten der Matrix A zur lin. Abbildung f:R"™ — R™?

(b) Berechnen Sie A fiir f:R? — R? linear mit f(1,1) = (1,2,3)T, f(-2,1) =
(07 17 _1)T!

(3) (a) Wie ldsst sich (A™');; durch det A und eine Streichungsdeterminante ausdriicken?

(b) Bestimmen Sie damit (A7 !)e3 fiir A in Aufgabe 4.

a) Wie sin e un en fir A€ efiniert? Was ist a.V. bzw g.V.7
4 Wie sind EWe und EVen fiir A € R"*" definiert? Was i V.b V.?

3 0 0
(b) Bestimmen Sie EWe, EVen, a.V. und g.V. fir A= |0 4 !
0 0

2
4

(5) (a) Welche Matrix B hat eine lineare Abbildung f : R™ — R™ bzgl. einer Basis
aus EVen?

(b) Was ist B, wenn f:R3 — R3 eine Spiegelung ist?



62

(6) (a) Wieist lim a, = « fiir eine Folge a,, definiert?
n—oo

-3
(b) Ab welchem N ist der Abstand von a, = 2n 1 und 3 kleiner als e = 0.17
n
: . v _ 1
(7) (a) Was sind jeweils lim smx’ lim (1 + f) , lim © ?

z—0 X n—00 n z—=0 T

(b) Zeigen Sie (e”)’ = e® mit der Definition von f/(z¢)!

(8) (a) Was besagt die Kettenregel fiir (f(g(z))'?
(b) Differenzieren Sie z(t) = cos?(a? +te’") ohne Fehler! (a,b sind Konstante.)

(9) (a) Welche Art von Extrema hat f in xg, wenn f'(x) < 0 fiir < 2y und
f'(z) >0 fir >z (und f stetigist)?

(b) Hat f(x) = 2el* 1 4 zarctanz (mit D = R) in zp = 1 ein Extremum?
Wenn ja, Minimum oder Maximum? (Berechnen Sie f'(1—) sowie f’(1+)!)

(10) (a) Was sind die Formeln fiir die Normale n,, sowie fiir die Krimmung x?

(b) Fiir welches @ geht ng, zu y =/ durch (3/2)? Wasist s fiir dieses x0?

(11) (a) Was ist die Formel fiir die Kurvenlédnge des Graphen von y = f(z), a <z < b?
(b) Was ergibt sich fiir f(z) =chz, 0 <z <b?
*®dz x dx

12) (a) Fiir welche « ist — konvergent? b) Berechnen Sie !
(12) (a) {xa & (b) 0f(2:v—|—1)(m+2)
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2. Priifung aus Mathematik 1, WS 2013/14

Zum Bestehen der Priifung miissen 6 der folgenden 12 Fragen korrekt, d.h. insbesondere
geniigend ausfiihrlich, beantwortet werden. Die Antworten in Teil (a) miissen nicht
begriindet werden, die Antworten in Teil (b) sind zu begriinden. Das Verstdndnis der
Fragen ist Teil der Priifung.

Wenn nur eine der Teilfragen (a) bzw. (b) korrekt beantwortet ist, so wird diese Frage
negativ gewertet.

Wenn Sie im Teil (a) einer Aufgabe eine ausfithrliche Begriindung geben, indem Sie
einen diesbeziiglichen Satz beweisen, so erhalten Sie einen Zusatzpunkt (falls Sie auch
Teil (b) richtig beantwortet haben). Dies ist bei allen Fragen aufler 3, 6, 7 moglich.

Verwenden Sie fiir Thre Antworten nicht dieses Formular, sondern das ausgeteilte Papier.
Sie brauchen die Fragen nicht in der gegebenen Reihenfolge zu beantworten. Geben Sie
bei Thren Losungen jeweils die Nummer der Aufgabe an!

(1) (a) Essei A€ R™" und L= {Z € R": A¥ = 0}. Wie ist der Zeilenraum Z von
A definiert und wie hangt rg A = dim Z mit dim L zusammen?

: 1 2 3
(b) Es sei A—(4 5 6>'
(o) Was sind hier m,n,rg A,dim L? (B) Ist (1,1,1) € Z? Ist (1,1,1)T € L?

(2) (a) Wie erhélt man die Matrix C' von fog wenn f(Z)= A% und ¢(Z¥) = BZ?

(b) Schreiben Sie AZ = BCY in Summen- und in Tensorschreibweise an (fiir
A B,C e R"™" Z e R").

(3) (a) Wie ist det(y, 0, 03) definiert fiir oy, ¥, U3 € R3?

2 1 1
(b) Berechnen Sie det A fir A= |1 —1 1] wund erkliren Sie das Vorzeichen
mittels (a) und einer Skizze. 0 2 1

(4) (a) Wann heiBt f1,...,f, ONBin R"? Wie erhélt man die Koordinaten von @
bzgl. dieser Basis?

(b) Bestimmen Sie so die Koordinaten von o = (3) bzgl. ﬁ = %(i), fg = %(_34)
und machen Sie die Probe!

(5) (a) Was gilt fiir die EWe und EVen von symmetrischen Matrizen?

1 6 4
(b) Es sei f(¥) =A% mit A=6 2 2
4 2 =3

(o) Uberpriifen Sie, dass (2,2,1)7 und (1,-2,2)7 EVensind! (f) Bestimmen Sie
eine ONB f1, fa, f3 aus EVen! (y) Wasist die Matrix B von f bzgl. fi, fo, f37
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(6) (a) Wann heifit eine Funktion f: D — R injektiv? Was ist die Bildmenge B?

(b) Essei f:[0,7] > R: x> cosz. Warumist f injektiv? Wasist B? Berechnen

Sie arccos(cos i) — In V/e™ und skizzieren Sie f, f7, %!

(7) (a) Wann heifit eine Funktion f: D — R stetig? Wann lésst sich f stetig fortset-
zen in xg € D7

(b) Kann man f :]0,00[— R: 2+ x-Inx stetigin zo =0 fortsetzen? Skizze!

Hinweis: z-Inz = }En_‘ﬁ" , I’Hopital verwenden!

(8) (a) Was ist (f~1)(tg) fiir tg = f(x0)?

(b) Bestimmen Sie damit die Ableitung von arccos!

(9) (a) Wann nennt man ® Stammfunktion von f? Wie lisst sich damit [ f(x)dx
ausdriicken?

(b) () Bestimmen Sie durch Integrieren eine Stammfunktion ® von f(z) = ———!

244
(8) Uberpriifen Sie, dass &' = f! Hinweis: arshu = In(u + Vvu? + 1)

(10) (a) Wie berechnet man [ h(g(z)) - ¢’(x) dz mit Substitution?

1

2
(b) Berechnen Sie [ cos” (6 arctan )

dz!
o 1+ a2 v

(11) (a) Was ist die Formel fiir die Oberfliche eines Rotationskorpers?
(b) Bestimmen Sie die Oberfliche einer Kugel mit Radius R!

(12) (a) Wie ist e¥ definiert und was besagt die Eulersche Formel?
(b) Stellen Sie damit sin*z durch cos(4x) und cos(2z) dar!
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3. Priifung aus Mathematik 1, WS 2013/14

Zum Bestehen der Priifung miissen 6 der folgenden 12 Fragen korrekt, d.h. insbesondere
geniigend ausfiihrlich, beantwortet werden. Die Antworten in Teil (a) miissen nicht
begriindet werden, die Antworten in Teil (b) sind zu begriinden. Das Verstdndnis der
Fragen ist Teil der Priifung.

Wenn nur eine der Teilfragen (a) bzw. (b) korrekt beantwortet ist, so wird diese Frage
negativ gewertet.

Wenn Sie im Teil (a) einer Aufgabe eine ausfiihrliche Begriindung geben, indem Sie
einen diesbeziiglichen Satz beweisen, so erhalten Sie einen Zusatzpunkt (falls Sie auch
Teil (b) richtig beantwortet haben). Dies ist bei allen Fragen aufier 6, 7, 10 moglich.

Verwenden Sie fiir [hre Antworten nicht dieses Formular, sondern das ausgeteilte Papier.
Sie brauchen die Fragen nicht in der gegebenen Reihenfolge zu beantworten. Geben Sie
bei Ihren Losungen jeweils die Nummer der Aufgabe an!

(1) (a) Welcher Zusammenhang besteht bei linearen Gleichungssystemen zwischen Ly,
Lyom und einer partikuldren Losung o' (falls diese existiert)?

(b) Bestimmen Sie Zinn, Zhom sowie 2 partikuldre Losungen zum Gleichungssystem
31 —3xs+x3+ 214 =12, 1 — 29+ 5 = 5.

(2) (a) Was passiert mit det A (a) bei Zeilenvertauschungen, () bei GauB-Schritten?

3 -1 2 4
(b) Bestimmen Sie det _21 ? _21 ; mit dem Gauf’schen Algorithmus!
0O -1 3 0

(3) (a) Auf welche Vektoren steht o x & senkrecht und was ist seine Lange?

1 a
(b) Was ist die Flache desvon | 2 | und | b | aufgespannten Parallelogramms?
3 &

(4) (a) Essei A € R3**3 und P(A\) =det(A— M) = —X3+ A% — ;A +¢g. Wie erhilt
man cg,c1,co aus A?

(b) A € R3*3 hat die Eigenwerte A\; = Ay = 2, A3 = —5. Bestimmen Sie das
charakteristische Polynom P(\) sowie det A und sp A!

(5) (a) T seidie Transformationsmatrix von der Basis éj,...,€, zur Basis fi,..., f,
und a@ = €;x; = f;y;. Wie hangen die Koordinaten &,y zusammen?

(b) Essei V =R? ¢ = ((1)), €y = ((1)), ﬁ = (;), fg = (i), a= (2) Was sind 7
bzw. T7 Bestimmen Sie y mit der Formel in (a) und machen Sie die Probel!



66

(6) (a) Wann heifit eine Funktion f: D — R injektiv? Was ist die Bildmenge B?

(b) Es sei f:]— 5,5 — R : x ~ tanz. Warum ist f injektiv? Was ist B?
Berechnen Sie arctan(tan 27) 4 e™("/3) und skizzieren Sie f, f~1, %!

(7) (a) Durch welchen Grenzwert ist f’(xg) definiert?

(b) Bestimmen Sie die Ableitung von f(z) = tanz = S2& a]s Grenzwert (und nicht
mit der Quotientenregel)!

(8) (a) Welche “Kandidaten” fir Extrema hat f : [a,b] — R?

(b) Es sei f :[1,4] - R : 2z +— |z — 3| +2Inz. Untersuchen Sie, wo f nicht
differenzierbar ist, wo f' =0, f’ >0, bzw. f’ <0 und bestimmen Sie dann die
Extrema von f!

(9) (a) Was ist die Formel des Newtonschen Naherungsverfahrens?

(b) Bestimmen Sie damit den Schnittpunkt von y = arccos(lnz) und y = arctan /.
Berechnen Sie z7 auf eine Dezimale zu zp = 1! (7 = 3)

1
(10) (a) Welche zwei Methoden verwendet man zur Berechnung von / —7
) x?2+ar—+b
b) Besti Si —_!
(b) Bestimmen Sie /x2—4x+3

(11) (a) Was ist die Formel fiir die Oberfliche eines Rotationskorpers?

(b) Was ergibt sich, wenn der Graph von y = cosz, 0 <z < 7, um die z— Achse
rotiert?
Hinweise: ch®v = (14 ch(2v)), sh(2v) =2 shvchv, n[v2+arsh1] ~ 7.2

(12) (a) Wie ist e'¥ definiert und was besagt die Eulersche Formel?
(b) Stellen Sie damit sin*z durch cos(4z) und cos(2z) dar!
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1. Priifung aus Mathematik 1, WS 2017/18

Zum Bestehen der Priifung miissen 6 der folgenden 12 Fragen korrekt, d.h. insbesondere
geniigend ausfiihrlich, beantwortet werden. Die Antworten in Teil (a) miissen nicht
begriindet werden, die Antworten in Teil (b) sind zu begriinden. Das Verstdndnis der
Fragen ist Teil der Priifung.

Wenn nur eine der Teilfragen (a) bzw. (b) korrekt beantwortet ist, so wird diese Frage
negativ gewertet.

Wenn Sie im Teil (a) einer Aufgabe eine ausfithrliche Begriindung geben, indem Sie
einen diesbeziiglichen Satz beweisen, so erhalten Sie einen Zusatzpunkt (falls Sie auch
Teil (b) richtig beantwortet haben). Dies ist bei allen Fragen aufier 1 und 8 moglich.

Verwenden Sie fiir [hre Antworten nicht dieses Formular, sondern das ausgeteilte Papier.
Sie brauchen die Fragen nicht in der gegebenen Reihenfolge zu beantworten. Geben Sie
bei Thren Losungen jeweils die Nummer der Aufgabe an!

(1) (a) Wann heifit f: D — R umkehrbar (injektiv)? Was ist die Bildmenge B?

(b) Es seien Dy = [0,00[, Dy =] — 00,0], D3 = R und f;(z) = 2? fiir = € D;,
i=1,2,3. (o) Wasist B? (8) Welche f; sind umkehrbar? () Bestimmen

und skizzieren Sie dafiir fi_l!

(2) (a) Es seien A € R™*", beR™, Ly = {f e R": A¥ = Z;}, Lyom = {Z €R":
AZ = 6}, j=r1rgA, k=dim Lyoy,. Wie hingen 7 und k zusammen?

1 2 3

(b) Esseien A = (2 16

> und b = (g) . Bestimmen Sie m, n, Linh, Lhom, J, k!

(3) (a) Wann nennt man f : R™ — R™ linear? Wie erhélt man aus f die Spalten
der zugehorigen Matrix A?

(b) A, sei die Matrix der Drehung im R? um den Winkel ¢ im Gegenuhrzeiger-
sinn. Folgern Sie aus A, - Ag = An4+p den Summensatz des Cosinus!

(4) (a) Welche Formel fiir det A ergibt sich bei Entwicklung nach der i—ten Zeile?
1 2 b

(b) Berechnen Sie det 2

a
0
T

-1 1

&
)
Y

(5) (a) Was ist die Matrix A der Spiegelung sy an H : (ad,z) = 07
(b) Was ist A, wenn H :x1 + 2x9 + 3z3 = 07 Welche Eigenwerte hat A?
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(6) (a) Was gilt fiir die Eigenwerte und Eigenvektoren von symmetrischen Matrizen?

2 =2 1
(b)) A= -2 5 —2 | hat den doppelten Eigenwert A\; = Ao = 1.
1 -2 2

(o) Bestimmen Sie aus sp A den dritten Eigenwert As!
(8) Bestimmen Sie die Eigenvektoren zu A3 und machen Sie eine Probel!

(v) Welche Gleichung folgt aus (a) fiir die Ebene der Eigenvektoren zu A\ = Ay?

(7) (a) Es sei A = AT € R™" und ¢(%) = T AF. Wie schreibt sich g in den
Koordinaten y1,...,y, bzgl. einer ONB fy,..., f, aus Eigenvektoren von A?

(b) Bringen Sie die Quadrik 3z —4x122+623 = 1 in Hauptachsenform, bestimmen
Sie ihren Typ und die Richtungen der Hauptachsen! Skizze!

(8) (a) Durch welchen Grenzwert ist f'(xo) definiert?
(b) Bestimmen Sie die Ableitung von f(z) =+/z als Grenzwert!

(9) (a) Was ist die Formel fiir die Ableitung der Umkehrfunktion? (Was ist (f~1)(to),
was ist tg7)

(b) Bestimmen Sie damit die Ableitung von y = ¥/x!

(10) (a) Was sind die Formeln fiir die Normale n,, bzw. fir die Krimmung x?

(b) Essei y =Inz und zp = 1. Bestimmen Sie x,n,, sowie den Kriimmungsmit-
telpunkt M, indem Sie von P = (1/0) aus die Ldnge o auf n,, gehen! Skizze!

(11) (a) Wie lassen sich fab f(z)dz bzw. [ f(z)dz durch eine Stammfunktion @ aus-

driicken?
2+V3 dx
(b) Berechnen Sle L2f m'

(12) (a) Was ist die Formel fiir die Oberflache eines Rotationskérpers?

(b) Was ergibt sich fiir f(z) =chz, 0<z <17

(Hinweis: ch(2z) = ch®z +sh®z, 7[l + 1(e? —e™?)] ~ 8.8)
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2. Priifung aus Mathematik 1, WS 2017/18

Zum Bestehen der Priifung miissen 6 der folgenden 12 Fragen korrekt, d.h. insbesondere
geniigend ausfiithrlich, beantwortet werden. Die Antworten in Teil (a) miissen nicht
begriindet werden, die Antworten in Teil (b) sind zu begriinden. Das Verstdndnis der
Fragen ist Teil der Priifung.

Wenn nur eine der Teilfragen (a) bzw. (b) korrekt beantwortet ist, so wird diese Frage
negativ gewertet.

Wenn Sie im Teil (a) einer Aufgabe eine ausfithrliche Begriindung geben, indem Sie
einen diesbeziiglichen Satz beweisen, so erhalten Sie einen Zusatzpunkt (falls Sie auch
Teil (b) richtig beantwortet haben). Dies ist bei allen Fragen aufier 6 moglich.

Verwenden Sie fiir [hre Antworten nicht dieses Formular, sondern das ausgeteilte Papier.
Sie brauchen die Fragen nicht in der gegebenen Reihenfolge zu beantworten. Geben Sie
bei Thren Losungen jeweils die Nummer der Aufgabe an!

(1) (a) Was sagen die Summensétze iiber sin(a+ §) bzw. iiber cos(a+ )7

(b) Leiten Sie daraus sina — sinb = 2cos 2 sin 452 her!

(Hinweis: Setzen Sie o= %2 und B = b')

(2) (a) V seiein VR, €1,...,€, eine Basis (dh dimV =n) und fi,...,fm € V.
Was gilt nach dem Basissatz, (a) wenn fl, e fm EZS? (B) wenn fi,..., fm
Lu.? (y) wenn m=mn und fi,..., fn Lu.?

(b) Es seien fi = (5). 2= (), s = () € R* =V. Sind (o) fi,fo Lu? ()
ﬁ,fg Lu.? () fl,fg eine Basis? (0) fl,fg,fg eine Basis?

(3) (a) Wie erhélt man die Matrix C von fog wenn f(Z¥)= AZ und ¢(Z) = BZ?

(b) Schreiben Sie AB = C' in Summen- und in Tensorschreibweise an!

(4) (a) Was gilt fiir det («) bei Zeilenvertauschungen, (5) bei GauB-Schritten?

3 -1 2 4
2 0 2 1
-1 1 -1 2
0o -1 3 0

(b) Berechnen Sie det mit dem Gaufischen Algorithmus!

(5) (a) Geben Sie eine Formel fiir «(¢,%) im R™ an!

(b) Berechnen Sie £(¥,w) fiir v = 1),u7 = (:i’) exakt in Grad!
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(6)

(a) Welche (im Skriptum dreifach eingerahmte) Gleichung gilt fiir einen Eigenvektor
Z einer Matrix A zum Eigenwert A7
(b

) Bestimmen Sie «a, 3,7 so, dass &= (1,1,1)T ein Eigenvektor von

0 -2 «
S=1-2 3 B | zum Eigenwert —1 ist!
a By

(7) (a) Es sei A = AT € R™" und ¢(%) = T AF. Wie schreibt sich g in den
Koordinaten y1,...,y, bzgl. einer ONB fq,..., f, aus Eigenvektoren von A?

(b) Bringen Sie die Quadrik 3z —4x122+623 = 1 in Hauptachsenform, bestimmen
Sie ihren Typ und die Richtungen der Hauptachsen! Skizze!

int int
(8) (a) Was ergeben lim Y baw. lim 2207
t—0 ¢ t—oo ¢

(b) Zeigen Sie (sinz)’ = cosz mit der Definition der Ableitung!
(Verwenden Sie Aufgabe (1) (b)!)

(9) (a) Was sagt die Kettenregel fiir f(g(z))'?

(b) Differenzieren Sie z(t) = arccos(a? + cos®t) ohne Fehler! (a ist konstant.)

(10) (a) Wie sind Extrema definiert? Welche Kandidaten fiir Extrema hat f : [a,b] — R?

(b) Bestimmen Sie die Extrema von f(z) =|z|- (1 —z), —2<zx <2!

(11) (a) Wie berechnet man das Integral [ h(g(z))-¢'(x)dz mit Substitution?

/6
(b) Berechnen Sie [ —; oSt dx!
0 sin“xz+3sinx + 2

(Hinweis: In1.2~0.18)

(12) (a) Was ist die Formel fiir das Volumen eines Rotationskorpers?

(b) Welches Volumen ergibt sich, wenn der Graph von y = sinx, = € [0, 7], um die
x— Achse rotiert?
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3. Priifung aus Mathematik 1, WS 2017/18

Zum Bestehen der Priifung miissen 6 der folgenden 12 Fragen korrekt, d.h. insbesondere
geniigend ausfiihrlich, beantwortet werden. Die Antworten in Teil (a) miissen nicht
begriindet werden, die Antworten in Teil (b) sind zu begriinden. Das Verstdndnis der
Fragen ist Teil der Priifung.

Wenn nur eine der Teilfragen (a) bzw. (b) korrekt beantwortet ist, so wird diese Frage
negativ gewertet.

Wenn Sie im Teil (a) einer Aufgabe eine ausfithrliche Begriindung geben, indem Sie
einen diesbeziiglichen Satz beweisen, so erhalten Sie einen Zusatzpunkt (falls Sie auch
Teil (b) richtig beantwortet haben). Dies ist bei allen Fragen aufler 2, 3 mdglich.

Verwenden Sie fiir Ihre Antworten nicht dieses Formular, sondern das ausgeteilte Papier.
Sie brauchen die Fragen nicht in der gegebenen Reihenfolge zu beantworten. Geben Sie
bei Thren Losungen jeweils die Nummer der Aufgabe an!

(1) (a) Bei der Losung des Gleichungssystems AZ = b, # € R”, mit Gauff ergaben
sich 7 Pivotzeilen. Was gilt dann fiir rg A und fiir dim Lyo,?

5

(b) Bestimmen Sie rg A, dim Ly, sowie Liy,, wenn A = 1

b und
b=(1,2,1)7T. —1

—_ N
— W W

(2) (a) Wie lauten die Grundeigenschaften von det(#), ¥, v3) fiir o; € R3?

(b) Berechnen Sie det(2d@ + 3b — &,¢,b — 3@), wenn det(a, b, ) = 2.

(3) (a) Wie lauten die Grundeigenschaften des Standardskalarprodukts im R™?

(b) Berechnen Sie fiir die Kraft F = (1,2,1)7 und den Weg §= (1,—1,-2)T die
geleistete Arbeit W sowie den Winkel « zwischen F und 5!

(4) (a) Essei A€ R™™ und P(—\) =det(A+ ) =A"+c, 1\ 1+ +ci X+
Wie erhéalt man c¢g, c¢,_1, und allgemein ¢, aus A?

(b) Bestimmen Sie so das charakteristische Polynom P(A) und die Eigenwerte fiir
die Matrix A aus Frage (1) (b).

(5) (a) T sei die Transformationsmatrix von der Basis é1,...,€, zur Basis fi,..., fn
und a@ = €;x; = f;y;. Wie hangen die Koordinaten &,y zusammen?

(b) Bssei V=R & =(), &=(), i=0) L=() a=()
() Bestimmen Sie T,Z und ¢! (8) Machen Sie eine Probe fir yi,ys!



72

(6) (a) Welche unbestimmten Typen gibt es bei Grenzwerten?

(7)

(12)

(b) Berechnen Sie lim (x — vz2 + 3z) !

r—r

(a) Was besagt die Quotientenregel? .
ln(eaI‘CSIH ZC)

b) Vereinfachen Sie die Funktion ) = ——— und berechnen Sie f'(z
(v f@) = S e

ohne Fehler! (a ist eine Konstante.)

(a) Was ist die Formel der Newtonschen Néherungsmethode?

mln Yz | 1

(b) Approximieren Sie damit den Schnittpunkt von y = ——— mit y = .
arctan Jr

Berechnen Sie x7 auf zwei Dezimalen zu zg = 1!

(a) Was ist die Gleichung der Normalen n,, an y = f(x) durch (zo, f(z0))?

(b) Es sei y = Inz. Bestimmen Sie den Schnittpunkt S = (zg,ys) der Normalen
ny und n,, und berechnen Sie dann den Grenzwert M = ({,n) von S fiir
rog — 1. Skizze!

(a) Was besagt der Hauptsatz der Integralrechnung? (Definieren Sie auch F!)

(b) Bestimmen Sie die Extrema der Funktion ¢(z) = 3|z| — f Vi3 4+ 1dt mit der

Definitionsmenge D = [—1, 3]!

(a) Was ist die Formel fiir die Oberfliche eines Rotationskorpers?

(b) Was ergibt sich, wenn der Graph von y =cosz, 0 <z < 5
rotiert?
Hinweise: ch®v = (14 ch(2v)), sh(2v) =2 shvchv, n[v2+arsh1] ~ 7.2

, um die x— Achse

00 o0 d
(a) Fiir welche o ist { x_:j konvergent?  (b) Berechnen Sie 3f T orTE 2:23 - !




