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1. ﬂ'bungsblatt zu Algebraische Geometrie, WS 2006/07

(1) Esseien R>0, A={z€C; |z|<R}, z€A, und f(w)=Rew.
fw) |

oA W — 2

Berechne —

dwAdw und kontrolliere

(2) Fiir A,z f wiein Ubung 1 berechne — //
die Cauchysche Integralformel in Satz 1 AG 3.

ow w— 2

(3) Zeige, dass sich fir z € C\ A in Satz 1, AG 3,

1 fw // 1
2T aAw—z 27‘(’1 w— 2z

ergibt.

(4) Berechne fi(z) : / / f d A dw und kontrolliere Oh _ =f fur A,z f
T 2mi —z 0z

wie in Ubung 1.

(5) Warum gilt in Satz 2, AG 5, f(z) = // dw Adw fiir z € A,
2 ow w—z

wéahrend in Satz 1, AG 3, noch ein Kurvenlntegral auftritt?

(6) Zeige, dass der Fortsetzungssatz von Hartogs (Satz 3, AG 8) auch fir A := {z €
C% |zl <r} DA :={2 € C?; |z]2 < '} gilt.

Zusatzfrage: Lasst sich auch jedes holomorphe f:{z € A; |z|; > r} — C holo-
morph nach A fortsetzen?

(7) Zerlege f(z) = 2125+ 21+ 2o entsprechend dem WeierstraBschen Vorbereitungssatz
(Satz 4, AG 9).

(8) Es seien «aq,...,q, paarweise verschieden, p(w) := [\, (w —«a;), f(z) = 25 —

p(z1), und N = {z € C?; f(z) = 0}. Betrachte N als zweiblittrige Uberlagerung
der z;—Ebene (wie in AG 11). Zeige:
(a) n=2= N Kugel \ 2 Punkte; (b) n=4=—= N =~ Torus \ 2 Punkte.

top.

(Z1) Esseien 0 <a<b<e, 0<a<fB, U={zeC?|zn|€(ab),|n <pBlu{zc
C% |21 < ¢, |22] € (o,B)} und f : U — C holomorph. Zeige, dass sich f
holomorph in {z € C%; |21] < ¢, |22] < B} fortsetzen lisst.
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(9) Zeige, dass die Resultante v von u = ag[[;~,(t — z;) und v = bo [T, (t — yk)
fir ag,bo, i,y € R, ag#0, by #0, R Integritatsbereich, durch

v = agbg’ H H(fﬁz‘ — k)

gegeben ist. i=1k=1
(10) (a) Berechne die Resultante von agt? + ait + az und bot? + byt + bs.

(b) Fiir welche z; schneiden sich die beiden Kegelschnitte agz3 + (a121 + ag)zs +
0432% + 421 + a5 — 0 und boZ% + (ﬁlzl —+ /82)22 + 532% + ﬂ421 + 55 = 0?

(11) Essei f=2"+a12" '+ -+a, € C[z]. Zeige, dass die Resultate von f und f’
gleich (—1)"™=1/2 mal der Diskriminante von f ist.

(12) (a) Essei f € O,, f(0)=0. Zeige, dass Vf(0) A0 (= N = f~1(0) ist bei 0
eine komplexe Untermannigfaltigkeit) dquivalent ist zu f=wu-g, uwe O, g WP
vom Grad 1 in geeigneten Koordinaten. (Speziell ist dann f prim in O,,.)

(b) Was ist die Primfaktorzerlegung von 23 — 2329 in Os ., fiir 29 € C2? Unter-

scheide drei Falle!

(13) Zeige, dass das WeierstraBpolynom g = 23 — 32125 + 25 € O nicht prim ist!
Hinweis: Das cartesische Blatt N = {z € C?; g(z) = 0} lésst sich durch 2; =

3w
14+w3?

2 . .
2o = 1iww3 parametrisieren.

Zusatzfragen: Was gilt in O, ,, fiir 29 # 07 Wie sieht N topologisch aus?

(14) Dividiere e*2 durch das WP 23 — z; entsprechend dem Weierstraischen Divisions-

satz (Satz 9, AG 18). Zeige, dass v(z) = 29 Sh(T\/f_l) + ch(y/z1).

(15) Essei W ={z¢€ C?; f1(2) = 253 + 2123 + 22 = 0, fo(2) = 23 + 2023 + 21 = 0}.
(a) Bestimme mit Resultanten 7(W) und (W) fiir 7:C? — C?: 2 — (21, 22)
und 7:C3 — C?: 2 — (21, z3), und iiberpriife das Ergebnis mit f; — f.
(b) Zeige, dass W reduzibel ist und W = (CUC*)/ ~, wobei ~ 1 identifiziert.

(16) Es sei g(z) € Oz \ Of. Zeige, dass ¢g~'(0) bei 0 homdomorph ist zur disjunk-
ten Vereinigung von m Einheitskreisen {t € C; |[t| < 1} mit Identifikation des
Nullpunktes.

Hinweise: (a) OEdA ist ¢g ein WP; nach AG 17 ist ¢g = H;nzl ggj , gj paarweise
verschiedene irreduzible WP; gj_l(O) Ng; ' (0) = {0} bei 0 fiir j##k (s. AG 13);
(b) wenn g(z) = Hle(ZQ —b;i(z1)) oEdA irreduzibel ist, so sind b;(z1) paarweise
verschieden fiir 0 # z; bei 0;

(c) wenn z bei 0 # a startet und z; um 0 lauft, hingt zo mit g(z1,22) =0
holomorph von z; ab und nimmt nach d Umléufen in «; alle b;(ay) an;

(d) f:{teCt| <e} — C?:tr— zmit g(z) = 0,21 = t%, f(a1) = (af, a)
ist holomorph und injektiv fiir kleines ¢ > 0. (Die Potenzreihe von zs = fa(t) in
t= z}/ ¢ heiBt “Puiseuxreihe”.)

(Z2) Zeige, dass fiir ein Weierstraipolynom ¢ € O,,_1[z,] das folgende dquivalent ist:
(i) v = (Diskriminante von g) =0 in O,_1;

(ii) ¢ hat einen mehrfachen Primfaktor in O,.
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Zeichne die reellen Teile von V = {[Z] € P?; Z?Zy = Z3} in den drei Karten ¢;,
1 =0,1,2. Stelle dabei die Punkte im Unendlichen jeweils durch Geraden durch 0
dar!  Zusatzfragen: Was ist V7 Wie sieht V' topologisch aus?

Betrachte die projektive Vervollstandigung N des cartesischen Blattes N.
(a) Welche unendlich fernen Punkte liegen in N, d.h. was ist N\ N?

(b) Betrachte N in der Karte o1, d.h.setze Z1 =1, Zy =wy, Zy= ws, und
zeichne den reellen Teil!

(¢) Bestimme die Tangente an N im Wendepunkt [0,1,—1] in der Karte ¢; und
iiberpriife, dass sich in der Karte ¢y die Asymptote ergibt!

(a) Essei V = f71(0) bei 0 fiir f e 0,\O;. Der Keim f habe keine mehrfachen
Primfaktoren in O,,. Zeige: 0 € V* <= Vf(0) # 0. Wie findet man in diesem
Fall eine Karte auf V* bei 07 (Vgl. AG 32)

(b) N sei wie in Ubung 8. Zeige, dass N eine komplexe Untermannigfaltigkeit
von C? ist, d.h. N = N*. Wo lasst sich z;, wo 2, als Karte verwenden?

N sei wie in Ubung 18 das projektiv vervollstandigte cartesische Blatt und f :
C — N:wr— [1+w3 3w,3w?. Die Riemannsche Fliche N := N U{oco,} mit

- flw) :w # oo
dervon f:C—N :w+—

} iibertragenen Mannigfaltigkeitsstruk-
00y W =00

tur heift “Desingularisierung” von N. Gib einen komplexen Atlas auf N an!

idz Adz
2m(1 4 |2|%)2
(b) Warum gibt w die Standardorientierung (s. AG 28) auf C? (c) Berechne [-w.

(a) Zeige, dass sich zu w € AVL(C) fortsetzen lisst!

N sei wie in Ubung 8 und V = N die projektive Vervollstandigung.

(a) Was ist V' \ N? (Unterscheide n=1,n=2 und n>3.) (b) Wasist V*?
(c) Zeige, dass sich dz—‘zl AVIRGRS Zé’O(N) fortsetzen lasst!

(d) Warum gibt ip A @ die Standardorientierung auf N7

)
(a) M seieine n— dimensionale komplexe Mannigfaltigkeit. Warum ist HZ(M) =
0, wenn p>n oder ¢>n? (b)Bestimme HZ(C) fiir p,q € {0,1}!

Aly..., Aoy sei eine R—Basis von C", A=MZ+ - -+ A9,Z, und M = C"/A.
Weiters sei 0 < e < 2min{|z[; z€ A\ {0}}, 2€C", A, ={weC;|z—w|<e},
U, =kan(A;), kan:C" — M : w+— [w].

(a) Warum ist ¢, = kan|a, : A, — U, bijektiv?
(b)
(c) Bestimme Hg’O(M), 0<p<n.

Warum ist {1, 1; 2 € C} ein komplexer Atlas auf M?

N sei wie in Ubung 8 fiir n > 4. Desingularisiere N beim singularen Punkt
[0,0,1] (vgl. die Ubungen 16 und 20)! Gib eine bzw. zwei Karte(n) auf N an
beim bzw. bei den unendlich fernen Punkt(en), wenn n ungerade bzw. gerade ist.

(Schreibe f(z) =0 fiir grofies 21,22 als Gleichung in v = %,vg = i an.)
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Beweise im Detail die zweite Aussage im Lemma in AG 44, d.h. dass eine positive
(1,1)—Form w eine hermitesche Metrik h liefert.

w sei die zur Fubini-Study Metrik auf P" assoziierte (1,1)—Form und ¢o([Z]) =
(%7’%) = (21, .-, 2n).

. i dz AdE A Adz, AdE,
(a) Zeige, dass w/\" = (%) n!- 1)

(b) Zeige, dass [p, w"" = 1.

Berechne vol(S) fiir S = {[Z]; ZoZ2 = Z?} bzgl. der Fubini-Study Metrik auf
P2,

Zeige dw =0 fiir die Fubini-Study Metrik (die also eine kdhlersche Metrik ist).

Hinweis: Es geniigt, dies im Punkt [1,0,...,0] zu zeigen. (Warum?)
(a) Schreibe g = Reds? fiir die Fubini-Study Metrik auf P™ in den Koordinaten
zj = g—g, j=1,...,n, an!

A

(b) Bestimme das Volumsmaf§ do = -, fiir ¢ : R" < C” — P™ und berechne
vol(R™) = [, do.

(c) Zeige i*(w) = 0 und folgere, dass 0 = WL[]R” w2 < vol(R") fiir n
gerade.

rV sei ein euklidischer Vektorraum mit dimgV =2d und 6:V xV — R sei
bilinear und alternierend. Zeige:

d
JONB e1,...,€a, f1,.., fain V*:3an,...,aq €ER:D=D aje; Afj.
j=1
Hinweise: Eine reelle schiefsymmetrische m xm Matrix B hat nur rein imaginére
Eigenwerte und daher ist det B =0 fiir ungerades m. Fiir v € V'\ {0} bestimme
ein ONSystem ey, f1 € V* mit e;(v) #0 und (b—aze; A f1)(v,—) =0.

(Fortsetzung) ¢H sei ein Hilbertraum mit innerem Produkt h = ¢ + iw und
i:W — H ein reeller, 2d— dimensionaler Unterraum. Zeige, dass |5 i*(w)"?| <
do = Qi*g mit Gleichheit nur, wenn W < ¢H, d.h. wenn W ein komplexer
Unterraum ist. (Man nennt das die “Wirtingersche Ungleichung”.)

Folgere aus Ubung 31, dass fiir eine 2d— dimensionale reelle orientierte Unter-
mannigfaltigkeit S von M (komplexe Mannigfaltigkeit mit hermitescher Metrik)
vol(S) > 5 | [¢w™?|, und dass fiir vol(S) < oo Gleichheit nur fiir komplexe Un-
termannigfaltigkeiten gilt.

Nach dem klassischen Poincaréschen Lemma und wegen Ubung 28 muss w exakt
sein auf C" C P". Bestimme 1 € A'(C") mit dn = w|c» und kontrolliere vol(S)
in Ubung 27 mit dem Satz von Stokes.
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(33) Zeige direkt, dass das Mittag-Leffler Problem auf S = P! = C fiir beliebige o €
PP(S) losbar ist!

(34) Bestimme H'(U,0) fir S = P' = C und U = {C,C\ {0}}. (Ubrigens gilt
HY(U,0O) = HY(P!,O) aufgrund des Satzes von Leray.)

(35) Fir @ # U C C offen sei B(U) := {f : U — C holomorph und beschréankt},
TV,U(f) = f’U fir U CV.
(a) Warum ist B eine Pragarbe von C— Algebren auf X = C?
(b) Zeige, dass YU1,Us C C offen mit Uy NUy # 0 :Vf; € B(U;) mit fi|ly,nv, =
f2|U1ﬂU2 . E|1f - B(Ul U UQ) VZ = 1,2 . f’Uz = fl
(c) Warum ist B dennoch keine Garbe?

(36) (a) Wie muss man Keime bei =z € X fiir eine Pragarbe F definieren, damit sich
z.B. fiir O das uibliche ergibt?

(b) Der “Halm” F, sei die Menge der Keime bei  und F := U Fr mit {V, =
zeX
{lo]le € Fos 2 € Ul; 0 € F(U),0 # U C X offen} als Basis der Topologie. Zeige,

dass m: F — X : [0], — x stetig und ein lokaler Homéomorphismus ist, bzw.
genauer, dass 7|y, : V, % U fir o € F(U).
op.

(c) Was ist Z bzw. R zur Garbe Z bzw. R auf X?

(37) (Fortsetzung) (a) Warum ist F(U) := ['(U,F) := {f : U — F stetig mit 7o f =
idy} mit der tiblichen Einschrénkungsabbildung eine Garbe?

(b) Zeige, dass F(U) — F(U) : 0 — (x — [0],) ein Garbenisomorphismus ist,
wenn F eine Garbe ist!

(¢) Welche Garbe B ergibt sich zu B in Ubung 357?

(38) (Fortsetzung) Zeige, dass fiir eine Prigarbe F gilt, dass F(U) ~ A(U)/~, wobei

AU) = {(o0) € [[ FWU:); U= Ui, V2 € U;NT; -
iel iel
Je e V.CU;NU; offen : o;|y = oj|v}
und (0y)ier ~ (0p)kex <= (04,04)icrkex € AU). (Vgl. AG 59 bzgl. F(U) =
c).)

(39) Es sei S' = R/Z und 7 : R — S' : 2 —— [z]. Bestimme H'(S',Z) =
liénHl(Q,Z) durch Betrachtung von U™ = {r((£,%2));i=0,...,n—1}, ne N,

(40) Essei M =C, B=exp: 0 — O*: fr— >/ und C(U) = 0*(U)/Bi(By) fiir
) £U c C offen.

(a) Was ist C(U), wenn U einfach zusammenhéngend ist?

(b) Was ist C,, z € C, und was ist C? (c) Bestimme C(C\ {0}) direkt!

(Z5) C sei wie in Ubung 40. Bestimme C(C\ {0}) aus der langen exakten Folge zu
0—2Z—0-L50" —0. (Vgl. AG 66.)
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(41) - —V, On, Vi—1 — ... sei ein Kettenkomplex von Vektorraumen iiber einem
Kérper K (d.h. 0,—1 00, =0). Betrachte den dualen Komplex
8p_1:=07T .
coe— VE TS VL «— . und zeige, dass

H" :=Kerd, /Bid,—1 ~ H, := (Ker0,,/Bi0y11)* : [f] — ([v] — f(v)).

idz Adz
(42) Es sei w = m e AVY(P1) die (1,1)—Form zur Fubini-Study Metrik.
. 1z
(a) Zeige, dass in C gilt w=dmn, m = % | j_ |ZZ|2 € AY(C), und in P\ {0} gilt

i zdz

L__2E e {o)).

an e <4 D

(b) Bestimme [u] = 6*([w]) € HY (P, Z'), wenn §* der Verbindungshomomor-

phismus zur exakten Garbensequenz 0 — Z' < Al % 22 0 auf P! ist, d.h.
5 . HO(PL, 22) — H'(P', Z1).

w=d7me, To=-—

(43) (Fortsetzung) Bestimme &*([u]) € H*(P',C), wenn §* der Verbindungshomomor-
phismus zur exakten Garbensequenz 0 — C — C™ 42150 auf P! oist. (Ver-
feinere U = {C,P!\ {0}} zu V; =C\[l,0), Vo =C\(~00,0], V3=P\[0,1].)

(44) C werde als Tetraeder mit den Ecken Dy = {0,1,00,—i} (mit der Anordnung
0<1<oo0< —i) trianguliert. Bestimme

01:CH K, Z)= @ Z-(v1,10) ~2° — C*(K,Z)= P Z-(v1,v0,v3) ~ 7
v1<va v1<vo<vs3

2 N
und folgere H*(K,Z) — Z : (A vovs) — Q01,00 — Q0,1,—i + G0.00,—i — O1,00,—i-

(45) (Fortsetzung) (a) Zeichne die zugehérige Uberdeckung W = {St(v)},ep, (AG 69).
(b) Schreibe den Isomorphismus C?(W,Z) — C?(K,Z) aus!

(46) V. sei wie in Ubung 43 und A € Z2(V,R) gegeben durch Aja5 = Y(Imz). Was
entspricht [\] € H2(P',R) in HE(P',R)* unter dem Isomorphismus in AG 737
Was ist speziell [A([o]), wenn o die Triangulierung entsprechend Ubung 44 ist,
d.h. 0= g(0,1,00) = 9(0,1,—i) T 9(0,00,—i) — Y(1,00,—i) 7 Was ist der Zusammenhang mit
dem Satz von de Rham?

(47) Zeige, dass das Cousin—Problem auf M := {z € C?; |z|» > 1} nicht 16sbar ist, d.h.
gib eine analytische Hyperfliche V in M an, diesich nicht als f~1(0), f € O(M),
schreiben lasst.

(48) w e Zé’l(IP’l) sei wie in Ubung 42. (a) Bestimme ¢*([w]) € H'(P', Q') bzgl. der
exakten Garbensequenz 0 — Q! < AL0 2, Z{%’l — 0 auf P!, vgl. AG 76.
(b) Was entspricht §*([w]) unter dem Isomorphismus H!(P!,Q!) ~ C in AG 80?

(Z6) Zeige wie in AG 79, 80, dass H?(P?, QF) ~ C fiir p =2 und ansonsten verschwindet
durch Betrachtung der azyklischen Uberdeckung U = {{[Z] € P?; Z; # 0};i =
0,1,2}.
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(a) Zeige, dass U = {C, P!\ {0}} eine azyklische Uberdeckung zur Garbe O* ist
durch Betrachtung der langen exakten Folge zur exponentiellen Garbensequenz auf

C\ {0}.

(b) Bestimme H'(P',©*) mittels des Satzes von Leray sowie Ubung 40.

(Fortsetzung) Bestimme den Verbindungshomomorphismus §* = ¢; : H (P!, 0*) —

H?(P',7Z) zur exponentiellen Garbensequenz auf P'. (c; ordnet einem “Gera-
denbiindel” [L] € Pic(P!) = H(P!,0*) seine “Chernklasse” zu.)

Hinweis: Verfeinere U wie in Ubung 43.

Essei V ={[Z] € P% P(Z) = Y. anZ% =0} mit a, € C nicht alle 0 und P
|a|=m

quadratfrei, und P! — P? : [Z] — [Z,0]. Unter welcher Bedingung schneiden sich

P! und V iiberall transversal und was ist dann #(P!-V)? Was ist #([P']-[V])

bzw. vol(V) = [, w?

V; seien analytische Kurven in P2 vom Grad m; wie in Ubung 51.

(a) Was st [i] := F~1([Vi]) € Hip (P2)?

(b) Folgere aus #([V1] - [Va]) = [p2 1 A w2 (vgl. AG 95) den Satz von Bezout!

(a) Unter welcher Bedingung gilt der Satz von Kiinneth auch fiir den Ring R = Z7

(b) Uberlege, dass diese Bedingung fir X = S! = 9A, erfiillt ist! Konstruiere
Z—Basen wie in AG 93 in Z;(X,Z) < C1(X,Z) und in By(X,Z) < Zy(X,Z) <
CO(X7 Z)

(a) Verallgemeinere den Satz von Kiinneth fiir ein direktes Produkt von endlich
vielen Faktoren. (b) Bestimme damit H,,((S')"*,Z), 0<m <n.

(Fortsetzung) S' = {z € C;|z| = 1} sei durch g¢; : A; — S! : z —— ™01
orientiert und gg: Ag — St : 1+ 1. (a) Warum ist g; € Z1°(St,Z)?

(b) Warum ist {[ge] = [ge;, X -+ X ge,]; € € {0,1}", ey = m} eine Basis von
H,,((SHY™,Z) fiir 0 <m <n? Bestimme #([gc] - [gs]), wenn |e|y + |0]1 = n.

(¢) Bestimme [w.] := F~!([ge]) € Hr™(S') und kontrolliere Jigtyn we Aws =
#(1ge] - [9s])!

Esseien V = {z € C% 22 = 23}, W = {z € C% 22 = 23}, und V,W die
projektiven Vervollstandigungen von V' bzw. W.

(a) Bestimme V NW! Wo schneiden sich V,W transversal?

(b) Bestimme mo(V-W) und kontrolliere #([V]-[W]) = 3. m,(V-W) (vgl. §3,
) peVNW
Satz 5, AG 105) mittels des Satzes von Bezout (s. Ubung 52).

Fiir eine komplexe Mannigfaltigkeit M sei die multiplikative Gruppengarbe M*
durch M*(U) = M(U) \ {0} gegeben und M*/O* = Coker(O* — M*). Zeige
M*/O*(PY) = Z®) und bestimme 6% : M*/O*(PY) — HY(PL,0*) zu 0 —
O* — M* — M*/O* — 0 auf P!. (§* ordnet einem “Divisor” D sein “Gera-
denbiindel” [D] zu.)
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(a) Zeige, dass eine C°°— Mannigfaltigkeit M genau dann orientierbar ist, wenn
das Determinantenbiindel des reellen Tangentialbiindels TrM trivial ist.

(b) Sind die reellen VB TgS? — S? bzw. A2TRS? — S? trivial?
M sei eine C°°— Mannigfaltigkeit bzw. eine komplexe Mannigfaltigkeit.

(a) Zeige, dass die Menge der Isomorphieklassen von KVBn bzw. HVBn vom Rang
1 (d.h. Geradenbiindel) auf M mit ® eine abelsche Gruppe bildet, die isomorph
zu HY(M,A*) bzw. HY(M,0*) ist (wobei A*(U)={f:U — C* C>}).

(b) Zeige, dass O* — A* einen Isomorphismus H!(P!, A*) ~ HY(P!, O*) ~ Z
(vgl. Ub. 49) induziert. Was bedeutet das fiir die KVB bzw. HVB vom Rang 1 auf
P17

Das “universelle Biindel” J auf P" ist das durch J = {(p, W); W € p € P"}
gegebene Subgeradenbiindel des trivialen Biindels E = P" x C**1,

(a) Zeige, dass J die Biindelkarten ¢, (p,W) = (p,Wa), p € Uy = {[Z] €

P Z, #0}, a=0,...,n, hat, und bestimme die Ubergangsfunktionen g,z.

(b) Bestimme die Ubergangsfunktionen des Determinantenbiindels des Cotangen-
tialbiindels (d.h. des “kanonischen Geradenbiindels”) auf P™ zu geeigneten Biindel-
karten auf 7—'(U,) und zeige damit, dass A"T*P" ~ jor+1),

Essei M =P!, J wiein Ubung 59, und J®K .= j*®k fiir ke N.
(a) Warum sind die Isomorphieklassen von KVBn bzw. HVBn vom Rang 1 auf P!
durch {J®*; k € Z} gegeben? Warum ist T'P' ~ J®(=2) ynd T"P! = J®27

(b) Bestimme O(J®*)(P!), k € Z, d.h. die globalen holomorphen Schnitte zu J®*!

Das triviale Bindel E =P"xC"*! werde mit der Standardmetrik h = >""_, dW,®

dW, versehen, h|; sei die induzierte Metrik auf dem universellen Biindel, und
Dpg, D; die metrischen Zusammenhange.

(a) Was ist 0; = 0;; € AYO(U,), U, wiein Ub. 59, bzgl. des holomorphen Frames
e1 mit ei1([Z]) = ([Z],Z/Z.)? (b) Uberpriife D; = prjo Dg|o..

(Fortsetzung) (a) Uberlege, dass fiir ein hermitesches Geradenbiindel F — M aus
O = gOg~! auf UNU’ folgt, dass © € ALY(M). (O heifit “Kriimmungsform”.)

(b) Zeige, dass © = 2wiw fir J wie oben, wenn w die (1,1)—Form zur Fubini-
Study Metrik ist.

(c) Folgere, dass © negativ definit ist, wie es nach AG 134 sein muss.

Essei M =P" und EF =T'P" mit der Fubini-Study Metrik und dem metrischen
Zusammenhang D, Uy ={[Z] € P"; Zy #0}, =z = g—é

(a) Berechne 6 im holomorphen Frame e;([Z]) = ([Z], %)’ i=1,...,n, auf U,.
(b) Uberlege, dass © = 96, bestimme © € AL (Uy)"*", und zeige, dass © > 0.
(c) Kontrolliere © fiir n = 1 mit der Formel © = —290logh, wenn ds? =
h?dz @ dz (s. AG 129).

Es seien E,J wie in Ubung 59 und n = 1. Zeige, dass fiir das Quotientenbiindel
gilt E/J ~ J*. Zeige weiters TS? ~ J®2 @ J®(-2) ~ §2 x C? als KVB.
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E =T'P? — P? sei das hermitesche VB zur Fubini-Study Metrik.
= \/F(1‘+|\z|2) (z161 + 2’262), Vo = W (2281 — 5162) mit

2 = 75, 0= 7= ein unitiires Frame auf U = {[Z] € P%; Zo # 0,(2] # [0,0,1]}

ist. (b) Bestimme das duale Coframe ¢1, !

(a) Zeige, dass vy

(Fortsetzung) (a) Stelle dz; durch @i, @y dar, und bestimme so *dz; € A%1(U).
(b) Berechne Agf fiir fe A%U)!

(¢) Uberpriife, dass Asf = -2 23:1 f3; = —2 25:1 v;j(v;f) entsprechend der
Weizenbockschen Identitat.

M sei eine kompakte komplexe Mannigfaltigkeit mit hermitescher Metrik ds? =
Zj’k hjr dz; ®dZz; in der Karte z = (21,...,2,), € die Volumsform, dim M = n.
(a) Zeige, dass 2 =du =1 = C, det(h)dz Adz, wobei dz =dz; A--- Adz,.

(b) Zeige, dass *dz; = 2C, Yp_ (=)™ 1hgddz Adz A Adzg A+ A dz.

2 0 (had- of

Zeige Ajf=——">> — — ) fu A°(M).
(©) Zeige Bof = —3om S ) fii f e A°(M)

ik 0z,
(d) Bestimme mit (¢) Agf in der Karte ¢o (s. AG 24) auf P™ und kontrolliere
das Ergebnis von Ubung 66.

(68) M, z,ds? Q,n seien wie in Ubung 67.

(a) Zeige direkt As(fdet(h)dzAdz) = —23 -0 (h,&;;i - ﬁ)dzAdz, f e AO(M).
ik Oz 0z;

(b) Zeige * Az = Azx und Az(fQ) = Asf - Q= Ayf-Q. Folgere dann aus Ubung
67 (c) die Formel in (a).

(c) Folgere H1(M,QP) ~ H"~9(M, Q" P)aus den Sitzen von Hodge und Dolbeault!
(d) Zeige Az(fQ) =Asf-Q auf M =P"!

(69) M,z ds?,Q,n seien wie in Ubung 67; M sei zusammenhéngend.

(a) Zeige, dass x* : AP9(M) — A" P"=9(M) die Norm erhalt!
(b) Berechne |[|€2|| und folgere mit Cauchy—Schwarz, dass

vp e )| [ o] < el - ol

mit Gleichheit nur fiir ¢ € C- Q.

(c) Zeige, dass (b) ein Spezialfall von Satz 1, AG 138, und dem Satz von Hodge ist.
Verwende A™" = Z2" =CQ® dA™" 1.

(70) M, ds? n seien wie in Ubung 67, w sei die assoziierte (1,1)—Form zu ds2.

k!
(n—k)!

(b) Folgere Agw”* =0 falls w geschlossen ist (d.h. ds? eine Kihlermetrik ist).
(

k — WwN=R) fiir k=0,...,n.

(a) Zeige, dass xw”"

c) Bestimme HP?(P™) bzgl. der Fubini-Study Metrik unter Zugrundelegung von
p

5 4(P™) entsprechend AG 80.



