UBUNGEN zu Mathematik 2 SS 2022

65)
66)

Ubungsblatt 9:
Plots

Losung des Anfangswertproblems & + 9z =0, z(0) =2, #(0) =6:
M4+9=0 = \=243i = 2(t) = dj cos(3t) + dy sin(3t).
Das Anfangswertproblem x(0) =2, 4(0) =6 fithrt zum Gleichungssystem

(0) =dy
3do

und zur Losung z(t) = 2 cos(3t)+2sin(3t) . Die gesuchte Darstellung als A cos(wt—¢)
zerlegt man per Summensatz und macht einen Koeffizientenvergleich:

2 - cos(3t) + 2 - sin(3t) = A cos(wt — €) = A(cos(wt) cos(e) + sin(wt) sin(e))
= (Acos(g)) - cos(wt) + (Asin(e)) - sin(wt)

und man sieht: w =3, Acos(e) =2 und Asine =2 und ¢ liegt im 1. Quadranten.
Um A und e zu berechnen, quadriert und addiert man die beiden Beziehungen:

A?sin(e)? + A%cos(e)2 =224+ 22 =8 — A2 =8 — A =22
und dividiert die 2 Gleichungen:

Asin(e)
A cos(e)

2
:tan(s):§:1 — 6:%
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67) & + 24 + bz = sin(3t). Das charakteristische Polynom ist y = A2 4+ 2\ — 5 mit
den Nullstellen A; > = —1 &+ 2¢. Bei linearen Diffentialgleichungen mit konstanten

Koeffizienten und Inhomogenitéiten der Form Polynom(t) - e macht man einen
Ansatz der Form

T, = shnliches POlyIlOHl i talgebraische Vielfachheit von p et

dhnliches Polynom ist ein unbestimmtes Polynom vom selben Grad wie das Polynom

3it 4 o—3it
der Inhomogenitét. sin(3t) = — sodass wir 2 Inhomogenitéten der Form
7
ett-Polynom rechts stehen haben, einmal mit p = 37 und einmal mit p = —3i . Beides

sind keine Nullstellen von x (also keine Resonanz, die Vielfachheit ist 0). Das Polynom
ist jeweils eine Konstante, sodass das &hnliche Polynom auch eine Konstante sein
muss. Wir machen den Ansatz z,(t) = ae3*+be™3" in komplexer Form oder aber den
dquivalenten rellen Ansatz x,(t) = ¢ sin(3t)+ca cos(3t) , &, = 3¢ cos(3t) —3ca sin(3t)
und &, = —9¢; sin(3t) — 9cg cos(3t) :

Zp + 24, + 5xp = [—9¢1 — 6 + Heq]sin(3t) + [—9ca + 6¢1 + Hea] cos(3t)
= 1sin(3t) 4 0cos(3t)

Der Koeffizientenvergleich liefert das Gleichungssystem
(I) 1= —4.01 - 662
(II) 0:661—462

. . _ — 3
mit den Losungen c; = 13 und ¢y = 36
68) Losung des Anfangswertproblems & + 24 + 5x = sin(3t), z(0) = 1, #(0) = —1: Die

allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung ist nach dem vorigen Beispiel

x(t) = e (dy cos(2t) + dy sin(2t)) — % sin(3t) — 236 cos(3t).

Das Anfangswertproblem x(0) =1, #(0) = —1 fithrt zum Gleichungssystem

3
1=2(0)=d; — —
#0) = di =5
1= #(0) = —dy + 2y — >
R E
und zur Losung x(t) = e_t(@ cos(2t) + 9 sin(2t)) — 1 sin(3t) — 3 cos(3t)
TS 52 13 26 ‘
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69) #(t) + 2i@(t) + 10x2(t) = 0 hat das charakteristische Polynom x = A2 + 2\ + 10
mit den Nullstellen A\ = —1 4+ +/1 — 10 = —1 £ 37. Die allgemeine Losung ist daher
zp(t) = e t(dy cos(3t) + da sin(3t)) . Diese Losungen verschwinden fiir ¢ — oo, d.h.
die stationére Losung ist die noch zu bestimmende partikuldre Losung! Fiir die rechte
Seite cos(t) macht man analog zu Beispiel 73) den Ansatz z,(t) = acos(t) + bsin(?) :

Zp(t) + 22, (t) + 10z, (t) = (—a + 2b + 10a) cos(t) + (—b — 2a + 10b) sin(¢)
=1-cos(2t) +0-sin(2t) =
9a +2b=1

9
-2 b= = — b= —.
a+9 0 = a =5 S5

Aus acos(t ) + bsin(t) = Acos(t —¢) = Acos(t)cos(e) + Asin(t)sin(e) folgt wieder
a = Acos(e) und b = Asm und e liegt im 1. Quadranten: Die Amplitude ist

b
A=+Va>+b? = \/ und die Phasenverschiebung tan(e) = P

8 = e= arctan(9
70) @(t) + @(t) — 62(t) = 0 hat das charakteristische Polynom x = A? + A\ — 6. Die
Inhomogenitit ist von der Form Quadratisches Polynom -e° , weshalb der Ansatz

z, = at? + bt + ¢ Erfolg verspricht:

&p + &p — 62, = 2a + (2at + b) — 6(at® + bt +¢) = t* - (—6a) +t - (2a — 6b) + (2a + b — 6¢)

1 7 5
Der Koeffizientenvergleich hat die Losung a = —=, b= ——, c = —
6 18 108
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71) Um eine partikuliire Losung von i(t)+4z(t) = t zufinden (y = \2+4 = X\ = +2i),
kann man einen Ansatz oder die Variation der Konstanten machen:
a) Ansatz: x, = at +b (Polynom ersten Grades:
1 t
Zp(t) +4ap(t) =4dat+b=t = a= 7 b=0, z, = 7

b) Variation der Konstanten: Die allgemeine Losung der homogenen Gleichung ist
xp(t) = acos(2t) + bsin(2t) . Also macht man fiir die Losung der inhomogenen
Gleichung den Ansatz

x(t) = a(t) cos(2t) + b(t) sin(2t).

Durch Differenzieren erhélt man

i(t) = a(t) cos(2t) — 2a(t) sin(2t) + b(t) sin(2t) + 2b(t) cos(2t).
Durch die willkiirliche Wahl a(t) cos(2t) + b(t) sin(2t) = 0 vereinfacht sich das zu

x(t) = —2a(t) sin(2t) + 2b(t) cos(2t).
Man differenziert das noch einmal:
i(t) = —2a(t) sin(2t) — 4a(t) cos(2t) + 2b(t) cos(2t) — 4b(t) sin(2t).
i(t) + 4z(t) = [—4a(t) + 2b(t) + 4a(t)] cos(2t) + [—2a(t) — 4b(t) + 4b(t)] sin(2¢)]

Man bekommt daher folgendes Gleichungssystem fiir a(t) und b(¢):

a(t) cos(2t) + b(t) sin(2t) = 0, 2b(t) cos(2t) — 2a(t) sin(2t) = ¢.
Dieses Gleichungssystem 16st man nach @ und b auf: Multipliziert man die 1.
Gleichung mit 2sin(2¢), die 2. Gleichung mit cos(2¢) und addiert:

. 1

b(t)(2sin(2t)? + 2 cos(2t)?) = tcos(2t) = b(t) = §t cos(2t).

Das integriert man mittels partieller Integration:
4

Multipliziert man die 1. Gleichung mit 2cos(2t), die 2. Gleichung mit sin(2t)
und subtrahiert:

b(t) = isin(%) — / i sin(2t) dt = L sin(2t) + %cos(?t)

1
a(t)(2sin(2t)® + 2cos(t)?) = —tsin(t) = a(t) = —515 sin(2t).
Das integriert man analog:

a(t) = %cos(?t) - / i cos(2t) dt = icos(%) - ésin(Qt)

Die partikuldre Losung ist somit
t

rplt) = [ cos(2t) - ésin(Zt)] cos(2t) + [i sin(2t) + %cos(%)] sin(2t) = fl.
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72) Man multipliziert die Federgleichung 0 = &(¢) + z(t) + 2¢ - z(t)® mit @(t):

0 =&(t) - @(t) + @(t) - 2(t) + 2ci(t) - 2(t)3 = %(ﬁc(t)?/z +2(t)?/2 + cz(t)*/2)

und erhalt daraus
d=2t)* +zt)> +c-2(t)* = 2(t)  =d—z({t)® —c-z(t)*

Die Anfangsbedingungen sind z(0) =0 und #(0)’=1=d—-0-0 = d=1.
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