UBUNGEN zu Mathematik 2 SS 2022
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57) @ = — = iz =t = [dzdt = [dt = T =g te = o=
T

t>+c (Hyperbelschar mit den Koordinatenachsen als Symmetrieachsen). Die einzelnen

Hyperbeliste, die als Losungen in Frage kommen, sind x = ++/t? + ¢. Die Auswahl
des Astes erfolgt durch das Vorzeichen des Anfangswertes:

x(0) =2 2=y = c=4 = z=12+4
z(0)=1: l=ye = c=1 = z=Vt2+1

r0)=-1: —l=—Ve=c=1= z=—-V12+1

t

58) i=—— = xi=—t = [zidt=— [tdt = 2?/2=—t?/24+c = 2> +* =
x

2¢ = C' (Kreisbogen um den Ursprung). Das Vorzeichen des Anfangswertes bestimmt

das Vorzeichen in x = ++v/c — t2:

z(0)=R=1: l=vVe = ¢c=1 = z=V1-12, te[-1,1]
z(0)=R=2: 2=\c = c=4 = x=\4—12 te[-22]
z(0)=R=—1: —1=—Vec = c=1 = z=—V1-#2, te[-1,1]

59) & =1+22 = 1f$2:1 SN flfxzzfdt — arctan(z) =t +c¢ —

r =tan(t +c¢). Mit z(0) =0 = 0 = tan(c) = ¢ = kr erhélt man die Losung
x(t) = tan(t + km) = tan(t) fir ¢t € (—7/2,7/2), mit z(n/2) =0 =tan(n/2+c¢) =
¢ = —7/2+ kr ist die Losung z(t) = tan(t — n/2 + km) = tan(t — 7/2) = — cot(t)
fir t € (0,m).
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60) Mit der Substitution y = 2’ erhilt man die Differenzialgleichung 1. Ordnung

Y =v1-9y? = %:1 = arcsin(y) =z +c¢ = y =sin(z +¢).
-y

Man kann sofort den Anfangswert fiir y einsetzen:
y(0) =0 = 0=sin(c) = ¢=0 = y =sin(x)
und damit weiterrechnen:
z=—cos(z)+d: 0=-14d = d=1 = z=1-cos(x),
oder sofort integrieren und dann beide Anfangswerte von z verwenden:

z=—cos(x+c)+d und 0 = —cos(c) +d, 0 =sin(c)...
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61) i+ 3z = e'. Die Losung der homogenen Gleichung ist mit Trennung der Variablen:

Ty + 3z, =0 = x—h:—3 — log(zp) = —3t+c = x, = - e 3 = Ce™™
Th

oder mit Exponentialansatz:

At

zp=eM = A4+3=0 = A\=-3 = x=ce

t

1) Ansatz fiir partikuldre Losung fiir e* (keine Resonanz!):

1
z,=c-e" = i,+3r,=(c+3c) ef=1-¢ = de=1 = c=7

1
Die allgemeine Losung ist daher = = zj, + x, = ce 3! + Zet .

2) Variation der Konstanten: Ansatz: x(t) = c(t) - e3¢ lése die inhomogene DG:
el=i+3r=(¢-e +c-(=3)e ) +3ce ¥ =¢-e
daraus folgt:

1 1
=" = 62164t+0 = x(t)zzet—i—C’-e_gt

C bestimmt man aus der Anfangsbedingung;:

(et o 6—3t>

A

1 1
0=2(0)=C+; = C=—7 = a(t) =

62) Das charakteristische Polynom erhilt man aus dem Ansatz

z(t)=eM: N —3142=0 = A\=_+ %—QZgi

1
2

Do | W

Die allgemeine Losung ist daher z(t) = c¢; - e + ¢o - €?*. Aus den Anfangs- oder
Randbedingungen bestimmt man die Konstanten:

(1) 1=2(0)=c1+c
(II) 0:.7.3(0)201+262

mit den Losungen c¢; =2 und ¢ = —1.
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63) a) Das charakteristische Polynom von Z(t) 4+ 2&(¢t) + 5x(t) = 0 ist
NMA4+22+5=0 = A=-1£v/1-5=—-1+2i
Es liefert die allgemeine komplexe Losung

z(t) = Ce(FIR20E 4 (12008 e~t(cr - et ¢y - e ).

1 e2it 4 o—2it
b) Mit ¢; =co = 3 erhilt man die reelle Losung e™* 5 = e ' cos(2t) und

1

mit ¢ = —cg = % erhélt man die reelle Losung
i
2it _ ,—2it
x(t) = e_t% = e 'sin(2t).
i

Die allgemeine Losung in der reellen Form ist z(t) = e~ !+ (dy-cos(2t)+ds-sin(2t)) .
c) Das Anfangswertproblem z(0) =1, #(0) = —1 fiithrt zum Gleichungssystem

(I) 1=2(0) = dy
(II)  —1=2(0) = —dy + 2ds

mit den Losungen d; =1 und dy =0 und z(t) = e~ cos(2t) .
64)

P42 —32=0 = N+21-3=0 = A=-1+V/1+3 =
Ne{-3,1} = z(t)=c1-e P 4y

F4+204+102=0 = N +224+10=0 —= A\=-1+V/1-10 =
ANe{-1+£3i} = z(t) =e " (d1 - cos(3t) + dy - sin(3t))

i42t+r=0 = N+22+1=0 = A=-1+V1-1 =
Ne{-1} = 2(t)=ci-e " +cy-tet
P+20=0 = N+22=0 =

ANe{-2,0} = z(t)=ci-e P Hey-eV=ci-eH 4oy

Blatt 4



