UBUNGEN zu Mathematik 2 SS 2022

Ubungsblatt 7:
49) Flicheninhalt der Wendelfliche X (u,v) = [ucos(v), usin(v),v]T, 1 <u <2, 0 <v <

2m:
B cos(v) . —usin(v) | ~ sin(v) .
Xy = |sin(v) |, Xy = | ucos(v) | ,N =X, xX, =|—cos(v) |,||N||=+V1+u?,
0 1 U

somit ist die Flache

2 27 2 27 2
//1d(x,y):/ / 1-(||]\7||dvdu):/ \/1—|—u2dvdu:27r'/ vV 1+u?du.
G 1 Jo 1 Jo 1

Mit der Substitution w = sinh(¢), v1+4u? = cosh(t), du = cosh(t)dt wird das
Integral zu

arsinh(2) arsinh(2) h(2t 1 inh(2t " .
/ COSh(t)2 dt = / M dt = [Sln ( ) _]Ziziﬁﬁgg
arsinh(1) arsinh(1) 2 4 2

Wegen sinh(2¢) = 2sinh(¢) cosh(t) = 2sinh(t)4/1 + sinh(¢)? gilt offenbar

sinh(2arsinh(x)) = 22/ 1 + 22,

somit gilt:

sinh(2 ) ]arsinh(g) 2:2./5-2-1-/2 arsmh( ) — arsinh(1)

[ 4 arsinh(1) — 4 9
Den Areasinus kann man auch noch vereinfachen, indem man y = sinh(z) nach =z
auflost:
T—e™" t—-1/t
y = sinh(z) = € 26 = 5 / mit t = e".

Ay =1 -1 = * =2y —1=0 = Lp=y+Vy>+1.

Da t als Exponentialfunktionswert positiv sein muss, kommt nur die Losung mit +

in Frage:
y+vVyP+l=t=¢" = z=n(y+Vy>+1).
arsinh(1) = In(1 + v/2), arsinh(2) = In(2 + v/5).

Das Integral wird damit zu

2ﬂ.(\/g_?+ln(2+\/5);ln(1+\/§))
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50) Die Oberfliche O einer Kugel mit Radius R:
X (u,v) = [Rsin(u) cos(v), Rsin(u) sin(v), Rcos(u)]”, u € [0,7], v e [0,2n] :
R cos(u) cos(v) —Rsin(u) sin(v) R? sin(u)? cos
c

. . L. )° cos(
X, = | Rcos(u)sin(v) | , X, = | Rsin(u)cos(v) | ,N = X, xX, = | R?sin(u)?sin(v)
—Rsin(u) 0 R?sin(u) cos(u)

|N| = R?sin(u)/sin(u)? cos(v)? + sin(u)2 sin(v)? + cos(u)2 = R?sin(u).
Somit ist die Oberflache

T 2m
/ / R*sin(u) dvdu = 27 R? - [~ cos(u)|] = 4n R?
o Jo
51) Die Strecke in der zz-Ebene von 0 nach (R,h) ergibt bei Rotation einen Drehkegel.

Die Strecke kann mit u + u-[R, h|T, u € [0,1] parametrisiert werden. Der Drehkegel
wird somit durch

_ uR cos(v)
X(u,v) = | uRsin(v) | , u € [0,1], v € [0, 27]
uh
parametrisiert:
. R cos(v) . —uRsin(v)
X, = | Rsin(v) |, X, = | uRcos(v) |,
h 0
o ~ —uRh cos(v) —h cos(v)
N =X, x X, = | —uRhsin(v) | =uR | hsin(v) |,
uR? R

also gilt | N|| = uRvVE2 + R? . Die Fliche ist somit

1 27
// 1dS = / / uR\/h2 + R2dvdu = 2r R\ 2 + R? - [u*/2]5 = RV A2 + R2m.
G 0 0

Blatt 2
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52) Der Schwerpunkt der Mantelfliche hat die z-Koordinate

1 1 27
— zdS:—-/ / uh - uR\/h? + R2dvdu
w(S) //s TRVRZ+R2 Jo Jo

1
= ———— 2rRVh2 4+ R?[u’/3]} =
N e A b7/3lo

Den Kegel K parametrisiert man mit X (r, ¢, z) = [r cos(¢),rsin(¢), 2|7, 0 <z < h,,
0<r<zR/h, 0<¢<2r.Somit ist dessen Volumen

h rzR/h p27 h r2 R/h R2
/// 1d(a:,y,z):/ / / rdédrdzz?w/ [—1220 dz:7r—2-[z3/3]g
K o Jo 0 0o 2 h

=h-R*1/3

(das ist Grundfliche mal Hohe Drittel!). Der Schwerpunkt des Kegelkorpers hat die
z-Koordinate

] st — //““ /Q”Zrdqsdrdz

r? zR/h o 4
7TR2h 27T/0 Z[Q]T:O dz = 7rR2h h2 z dz— [t /4)h = 4h

Man sieht, dass der Schwerpunkt des Kegels nicht Schwerpunkt des Kegelmantels ist.

53) Der Fluf von F durch die Wendelfliche B : X = [ucos(v), usin(v),v]T, 1 < u <
2, 0 <v<2m ist:

27
//<FV>dS // <FX ><X > dudv

or [ucos(v)| [cos(v) —usin(v)
/ / usin(v) |, | sin(v) | X | wcos(v) | > dudv
v | | 0 1
2 son  |ucos(v)] [ sin(v) 2 son
:/ / < | usin(v) |, | —cos(v) | > dudv:/ / uv du dv
1 Jo v u 1 Jo
2 27 2
4—-1 4
:/ udu/ vdvz[uz/Q]?[vQ/?]g“:—-l:3772
1 0 2 2

Blatt 3
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54) Der FluB von F = [z, y, 2|7 durch B: X = [u4v, u—ov, 2u]T, =1 < u <
1, -1 <v <1 ist:

1 1
//<ﬁ,ﬁ>d8:/ / < FX, x X, > dudy
B —1J-1

[+ v ] 1 1

1,1

=/ / <|lu—v|,| 1] x]|—-1]|>dudv
“Ue | 2w || 20 2u
1 1 [u+ov] [ 2u+2v

:/ / < |lu—v|,|—2u+2v| > dudv
-1J-1 2uv -2

Lo - 11
= / / (2(u +v)? = 2(u —v)? — 4uv) dudv = / / duv du dv
—1J-1 —1J-1

1 1
:4/ udu/ v dv =4-0-0=0
-1 -1

Blatt 4
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Sei S die Drehparaboloidfliche mit Randkurve 05 :

. u cos(v) cos(t)
S:[0,1] x [0,27] = R>*, X = | usin(v) |,  85:[0,27r] = R3 &= |sin(t) |,
1—u? 0

und G sei das Vektorfeld é(m,y,z) = [~y, z, 0T
55) a)

//<roté,17>d5
S
1 2
k-
o Jo
1 or 0 2u? cos(v) 1 por
:// <101, |2u?sin(v) >dvdu:// 2udv du = 2n[u?]} = 27
o Jo 9 o Jo

[—y] [COS(U)] |:—u sin(v)]
x | x |, |sin(v) | x | ucos(v) | > dvdu
0 —2u 0

Vel

u

. 27 —sin(t) — sin(t) o
/85<G,dx>:/0 <|:co%(t)],!co%(t)]dt>/o dt = 2

Blatt 5
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56) a) ///V divF d(z,y, z) = ///Vsd(x,y,z) = 3-Volumen(V) = 3-%2% =327 .

Zur expliziten Berechnung des Integrals kann man Zylinderkoordinaten, Kugelko-

ordinaten oder kartesische Koordinaten verwenden.

Zylinderkoordinaten (= ebene Polarkoordinaten (r,¢) und z-Koordinate:

V = {[rcos(¢), rsin(¢), z]T | r€[0,2], ¢ €[0,27], |z| < V4 —r2}:

///Vdivﬁd(x,y, / /%/ iii’)dz (rde dr)
:/Q/QWGT\/Eakbdr

Substitution u =4 — 72, du = —2rdr, u € [4,0]

=621 /0 Vu (—du/2) = 127 - [—/u /3]0 = 127 - 8/3 = 321
4

Alternativ Kugelkoordinaten:

V = {[rsin(u) cos(v), rsin(u)sin(v),rcos(u)]’ | r €[0,2], u € [0,7], v € [0,2n]:

Das Volumselement ist 2 sin(u) dr du dv :

2 pm P27
/// divE d(z,y, z / / / 3r? sin(u) dv du dr
o Jo Jo

_ /0 32 dr /0 sin(u) du - /0 T o = PR - [ cos(w)]s - 2

=327

Blatt 6
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Alternativ kartesische Koordinaten, ich berechne das Integral nur iiber den positiven
Teil (z,y,z > 0)und nehme das mal 8:

. 2 oVI—2Z  pnfA—ai—y?
/// dide(x,y,z)zS/ / / 3dz dy dx
v 0o Jo 0
2 pVa—z?
:24/ / V4 — 22 —y?dydx
o Jo
Substitution y = v4 — 22 - sin(u) , dy = V4 — 22 - cos(u) du, u € [0, g]
2 pm/2
= 24/ / V4 — 22 — (4 — 22) sin(u)2v/ 4 — 22 cos(u)du dx
o Jo
2 pmw/2
= 24/ / V(4 — 22)(1 — sin(u)2v/4 — 22 cos(u)du dz
o Jo
2 pmw/2
= 24/ / V4 —2x2y/1 —sin(u)?v4 — 22 cos(u)du dx
o Jo

2 /2 2 /2
=24 / / (4 — 2%) cos(u)?du dx = 24/ (4 —2%) dx - / cos(u)? du
o Jo 0 0

. 1
=24 - [4z — 23/3]2 - [sin(2u) /4 + u/2)7/* = 24 - 36 :

=327

N

— —

B} X, x X,
b) // <F,z7>d8:// <P, SER0 o (1K x Xl dudv)
ov ov X0 x Xy

:// <P X, x X, > dudv
ov

2 cos(u) cos(v) —2sin(u) sin 4sin(u) cos(v)
Xy x Xy = | 2cos(u)sin(v) | x | 2sin(u) cos(v 4 sin(u)? sin(v)
—2sin(u) 4 sin(u) cos(u)
o B 2sin(u) cos(v) 4sin(u)? cos(v)
<F, X, xX,>=<|2sin(u)sin(v) |, | 4sin(u)?sin(v) | >

2 cos(u) 4 sin(u) cos(u)
= 8sin(u)? cos(v)? + 8sin(u)? sin(v)? + 8sin(u) cos(u)?
= 8sin(u)? + 8sin(u) cos(u)? = 8sin(u)

s 27
// <13,ﬁ>dS:/ / 8sin(u) dvdu = 8 - 2w - [— cos(u)]f = 327
oV o Jo

Blatt 7



