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Übungsblatt 7:

49) Flächeninhalt der Wendelfläche X⃗(u, v) = [u cos(v), u sin(v), v]T , 1 < u < 2, 0 < v <
2π :

X⃗u =

 cos(v)
sin(v)

0

 , X⃗v =

−u sin(v)
u cos(v)

1

 , N⃗ = X⃗u × X⃗v =

 sin(v)
− cos(v)

u

 , ∥N⃗∥ =
√
1 + u2,

somit ist die Fläche∫∫
G

1 d(x, y) =

∫ 2

1

∫ 2π

0

1 · (∥N⃗∥ dv du) =
∫ 2

1

∫ 2π

0

√
1 + u2 dv du = 2π ·

∫ 2

1

√
1 + u2 du.

Mit der Substitution u = sinh(t),
√
1 + u2 = cosh(t), du = cosh(t) dt wird das

Integral zu∫ arsinh(2)

arsinh(1)

cosh(t)2 dt =

∫ arsinh(2)

arsinh(1)

cosh(2t) + 1

2
dt = [

sinh(2t)

4
+

t

2
]
arsinh(2)
arsinh(1).

Wegen sinh(2t) = 2 sinh(t) cosh(t) = 2 sinh(t)
√

1 + sinh(t)2 gilt offenbar

sinh(2arsinh(x)) = 2x
√

1 + x2,

somit gilt:

[
sinh(2t)

4
+

t

2
]
arsinh(2)
arsinh(1) =

2 · 2 ·
√
5− 2 · 1 ·

√
2

4
+

arsinh(2)− arsinh(1)

2
.

Den Areasinus kann man auch noch vereinfachen, indem man y = sinh(x) nach x
auflöst:

y = sinh(x) =
ex − e−x

2
=

t− 1/t

2
mit t = ex.

2ty = t2 − 1 =⇒ t2 − 2ty − 1 = 0 =⇒ t1,2 = y ±
√

y2 + 1.

Da t als Exponentialfunktionswert positiv sein muss, kommt nur die Lösung mit +
in Frage:

y +
√

y2 + 1 = t = ex =⇒ x = ln(y +
√

y2 + 1).

arsinh(1) = ln(1 +
√
2), arsinh(2) = ln(2 +

√
5).

Das Integral wird damit zu

2π · (
√
5−

√
2

2
+

ln(2 +
√
5)− ln(1 +

√
2)

2
)
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50) Die Oberfläche O einer Kugel mit Radius R :

X⃗(u, v) = [R sin(u) cos(v), R sin(u) sin(v), R cos(u)]T , u ∈ [0, π], v ∈ [0, 2π] :

X⃗u =

R cos(u) cos(v)
R cos(u) sin(v)

−R sin(u)

 , X⃗v =

−R sin(u) sin(v)
R sin(u) cos(v)

0

 , N⃗ = X⃗u×X⃗v =

R2 sin(u)2 cos(v)
R2 sin(u)2 sin(v)
R2 sin(u) cos(u)


∥N⃗∥ = R2 sin(u)

√
sin(u)2 cos(v)2 + sin(u)2 sin(v)2 + cos(u)2 = R2 sin(u).

Somit ist die Oberfläche∫ π

0

∫ 2π

0

R2 sin(u) dv du = 2πR2 · [− cos(u)]π0 = 4πR2

.

51) Die Strecke in der xz -Ebene von 0⃗ nach (R, h) ergibt bei Rotation einen Drehkegel.

Die Strecke kann mit u 7→ u · [R, h]T , u ∈ [0, 1] parametrisiert werden. Der Drehkegel
wird somit durch

X⃗(u, v) =

uR cos(v)
uR sin(v)

uh

 , u ∈ [0, 1], v ∈ [0, 2π]

parametrisiert:

X⃗u =

R cos(v)
R sin(v)

h

 , X⃗v =

−uR sin(v)
uR cos(v)

0

 ,

N⃗ = X⃗u × X⃗v =

−uRh cos(v)
−uRh sin(v)

uR2

 = uR

−h cos(v)
h sin(v)

R

 ,

also gilt ∥N⃗∥ = uR
√
h2 +R2 . Die Fläche ist somit∫∫

G

1 dS =

∫ 1

0

∫ 2π

0

uR
√

h2 +R2 dv du = 2πR
√

h2 +R2 · [u2/2]10 = R
√

h2 +R2π.
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52) Der Schwerpunkt der Mantelfläche hat die z -Koordinate

zS =
1

ω(S)

∫∫
S

z dS =
1

πR
√
h2 +R2

·
∫ 1

0

∫ 2π

0

uh · uR
√

h2 +R2 dv du

=
1

πR
√
h2 +R2

· 2πR
√
h2 +R2[u3/3]10 =

2

3
h

.

Den Kegel K parametrisiert man mit X⃗(r, ϕ, z) = [r cos(ϕ), r sin(ϕ), z]T , 0 < z < h ,
0 < r < zR/h , 0 < ϕ < 2π . Somit ist dessen Volumen

∫∫∫
K

1 d(x, y, z) =

∫ h

0

∫ zR/h

0

∫ 2π

0

r dϕ dr dz = 2π

∫ h

0

[
r2

2
]
zR/h
r=0 dz = π

R2

h2
· [z3/3]h0

= h ·R2π/3

(das ist Grundfläche mal Höhe Drittel!). Der Schwerpunkt des Kegelkörpers hat die
z -Koordinate

zK =
1

ω(K)

∫∫∫
K

z d(x, y, z) =
3

πR2h
·
∫ h

0

∫ zR/h

0

∫ 2π

0

zr dϕ dr dz

=
3

πR2h
· 2π

∫ h

0

z[
r2

2
]
zR/h
r=0 dz =

3

πR2h
· πR

2

h2

∫ h

0

z3 dz =
3

h3
· [z4/4]h0 =

3

4
h

.

Man sieht, dass der Schwerpunkt des Kegels nicht Schwerpunkt des Kegelmantels ist.

53) Der Fluß von F⃗ durch die Wendelfläche B : X⃗ = [u cos(v), u sin(v), v]T , 1 < u <
2, 0 < v < 2π ist:∫∫

B

< F⃗ , ν⃗ > dS =

∫ 2

1

∫ 2π

0

< F⃗ , X⃗u × X⃗v > dudv

=

∫ 2

1

∫ 2π

0

<

u cos(v)
u sin(v)

v

 ,

 cos(v)
sin(v)

0

×

−u sin(v)
u cos(v)

1

 > dudv

=

∫ 2

1

∫ 2π

0

<

u cos(v)
u sin(v)

v

 ,

 sin(v)
− cos(v)

u

 > dudv =

∫ 2

1

∫ 2π

0

uv du dv

=

∫ 2

1

u du

∫ 2π

0

v dv = [u2/2]21 · [v2/2]2π0 =
4− 1

2
· 4π

2

2
= 3π2
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54) Der Fluß von F⃗ = [x, y, z]T durch B : X⃗ = [u + v, u − v, 2uv]T , −1 ≤ u ≤
1, −1 ≤ v ≤ 1 ist:∫∫

B

< F⃗ , ν⃗ > dS =

∫ 1

−1

∫ 1

−1

< F⃗ , X⃗u × X⃗v > dudv

=

∫ 1

−1

∫ 1

−1

<

u+ v
u− v
2uv

 ,

 1
1
2v

×

 1
−1
2u

 > dudv

=

∫ 1

−1

∫ 1

−1

<

u+ v
u− v
2uv

 ,

 2u+ 2v
−2u+ 2v

−2

 > dudv

=

∫ 1

−1

∫ 1

−1

(2(u+ v)2 − 2(u− v)2 − 4uv) du dv =

∫ 1

−1

∫ 1

−1

4uv du dv

= 4

∫ 1

−1

u du

∫ 1

−1

v dv = 4 · 0 · 0 = 0
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Sei S die Drehparaboloidfläche mit Randkurve ∂S :

S : [0, 1]× [0, 2π] → R3, X⃗ =

u cos(v)
u sin(v)
1− u2

 , ∂S : [0, 2π] → R3, x⃗ =

 cos(t)
sin(t)
0

 ,

und G⃗ sei das Vektorfeld G⃗(x, y, z) = [−y, x, 0]T

55) a)∫∫
S

< rotG⃗, ν⃗ > dS

=

∫ 1

0

∫ 2π

0

<


∂

∂ x
∂

∂ y
∂

∂ z

×

−y
x
0

 ,

 cos(v)
sin(v)
−2u

×

−u sin(v)
u cos(v)

0

 > dv du

=

∫ 1

0

∫ 2π

0

<

 0
0
2

 ,

 2u2 cos(v)
2u2 sin(v)

u

 > dv du =

∫ 1

0

∫ 2π

0

2u dv du = 2π[u2]10 = 2π

b)

∫
∂S

< G⃗, dx⃗ >=

∫ 2π

0

<

− sin(t)
cos(t)
0

 ,

− sin(t)
cos(t)
0

 dt >=

∫ 2π

0

dt = 2π
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56) a)

∫∫∫
V

divF⃗ d(x, y, z) =

∫∫∫
V

3 d(x, y, z) = 3·Volumen(V ) = 3· 4
3
23π = 32π .

Zur expliziten Berechnung des Integrals kann man Zylinderkoordinaten, Kugelko-

ordinaten oder kartesische Koordinaten verwenden.

Zylinderkoordinaten (= ebene Polarkoordinaten (r, ϕ) und z -Koordinate:

V = {[r cos(ϕ), r sin(ϕ), z]T | r ∈ [0, 2], ϕ ∈ [0, 2π], |z| ≤
√

4− r2} :

∫∫∫
V

divF⃗ d(x, y, z) =

∫ 2

0

∫ 2π

0

∫ √
4−r2

−
√
4−r2

3 dz (r dϕ dr)

=

∫ 2

0

∫ 2π

0

6r
√
4− r2 dϕ dr

Substitution u = 4− r2, du = −2r dr, u ∈ [4, 0]

= 6 · 2π ·
∫ 0

4

√
u (−du/2) = 12π · [−

√
u
3
/3]04 = 12π · 8/3 = 32π

Alternativ Kugelkoordinaten:

V = {[r sin(u) cos(v), r sin(u) sin(v), r cos(u)]T | r ∈ [0, 2], u ∈ [0, π], v ∈ [0, 2π] :

Das Volumselement ist r2 sin(u) dr du dv :

∫∫∫
V

divF⃗ d(x, y, z) =

∫ 2

0

∫ π

0

∫ 2π

0

3r2 sin(u) dv du dr

=

∫ 2

0

3r2 dr ·
∫ π

0

sin(u) du ·
∫ 2π

0

dv = [r3]20 · [− cos(u)]π0 · 2π

= 32π
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Alternativ kartesische Koordinaten, ich berechne das Integral nur über den positiven
Teil ( x, y, z > 0 )und nehme das mal 8:

∫∫∫
V

divF⃗ d(x, y, z) = 8

∫ 2

0

∫ √
4−x2

0

∫ √
4−x2−y2

0

3 dz dy dx

= 24

∫ 2

0

∫ √
4−x2

0

√
4− x2 − y2dy dx

Substitution y =
√
4− x2 · sin(u) , dy =

√
4− x2 · cos(u) du , u ∈ [0,

π

2
]

= 24

∫ 2

0

∫ π/2

0

√
4− x2 − (4− x2) sin(u)2

√
4− x2 cos(u)du dx

= 24

∫ 2

0

∫ π/2

0

√
(4− x2)(1− sin(u)2

√
4− x2 cos(u)du dx

= 24

∫ 2

0

∫ π/2

0

√
4− x2

√
1− sin(u)2

√
4− x2 cos(u)du dx

= 24 ·
∫ 2

0

∫ π/2

0

(4− x2) cos(u)2du dx = 24

∫ 2

0

(4− x2) dx ·
∫ π/2

0

cos(u)2 du

= 24 · [4x− x3/3]20 · [sin(2u)/4 + u/2]
π/2
0 = 24 · 16

3
· π
4
= 32π

b)

∫∫
∂V

< F⃗ , ν⃗ > dS =

∫∫
∂V

< F⃗ ,
X⃗u × X⃗v

∥X⃗u × X⃗v∥
> ·(∥X⃗u × X⃗v∥ du dv)

=

∫∫
∂V

< F⃗ , X⃗u × X⃗v > dudv

Xu ×Xv =

 2 cos(u) cos(v)
2 cos(u) sin(v)

−2 sin(u)

×

−2 sin(u) sin(v)
2 sin(u) cos(v)

0

 =

 4 sin(u)2 cos(v)
4 sin(u)2 sin(v)
4 sin(u) cos(u)


< F⃗ , X⃗u × X⃗v > =<

 2 sin(u) cos(v)
2 sin(u) sin(v)

2 cos(u)

 ,

 4 sin(u)2 cos(v)
4 sin(u)2 sin(v)
4 sin(u) cos(u)

 >

= 8 sin(u)3 cos(v)2 + 8 sin(u)3 sin(v)2 + 8 sin(u) cos(u)2

= 8 sin(u)3 + 8 sin(u) cos(u)2 = 8 sin(u)∫∫
∂V

< F⃗ , ν⃗ > dS =

∫ π

0

∫ 2π

0

8 sin(u) dv du = 8 · 2π · [− cos(u)]π0 = 32π
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