UBUNGEN zu Mathematik 2 SS 2022

Ubungsblatt 5:

= x2—|—y2 - = 0 0
33) F(m,y)—{ 9y ,rotF—VXF—%FQ—a—yFl—Zy—Zy—O

a) I':[0,1] >R t— Z(t) =t- [21 ist Weg von #(0) = 0 nach Z(1) = {;} . Es

gilt di = [Z } dt . Somit:

wen= [ <ar [ <[] [} e
3

1
0

b) Ansatz: F = V® = 8690

3

0
(1) x2+y2:%<1> (/dx) — @z%—i—myQ—FCl(y).

0 0
@) =@ =2yt G (2 [d) = C)=C

(2,2) 8 1 1
c) / <F,dz>=®(2,2) —®(1,0) = (5 +8)— (5 +0) =10= .
(1,0) 3 3 3
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= x2 — 92 = 0 0
34) F(x,y) = 2% — 21y ,rotF:VxF:a—xFQ—a—yFlz—Qy—(—Qy):O

a) T':[0,1] = R> t s Z(t) =t- [Z} ist Weg von #(0) = 0 nach Z(1) = Eﬂ . Es

gilt d7¥ = [g} dt . Somit:

®(z,y) :/F<]3,da? >= /01 < {z(tgﬁ)i;((fg))zty)} , [ﬂ dt >

1 3 2 4
~3
= / (t22® — Pay? + 2683y — 20%2y?) dt = e + v
o 3 2
3 4
_r L2y
R
0
~ —d
b) Ansatz: F=V® = 8690
T o
Ay

(1) x2—y2:i® (/da:) — & =2%/3—2y® + C1(y).

0 0
(2) 2% — 2y = a—y@ = 2zy+ —C (+2zy, /dy)

0y
y4
— C’l(y) = Z—f—CQ.
(2,2) . 8 1 7
c)/ < Fodd>=9(2,2) —0(1,0) = (S —8+48)— (- —0+40) =
0 3 3 3
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. x4+ 2y +4z . . -1+4+1
35) F(z,y,2)= |20 —3y—z|, 0tF =VxF=|-444|=0
dor —y+ 2z 2—-2

x
a) I':[0,1] > R3 t+— Z(t) =t- |y | ist Weg von #(0) = 0 nach #(1) =
z

INEENSIR

x
Es gilt dZ = |y | dt. Somit:
z

Y

1 tr + 2ty + 4tz x
@(x,y,z):/<F,di’>:/ < | 2tz — 3ty — tz y | dt >
r 0 dtx — ty + 2tz z

1
:/ (22 4 22y + dxz + 2xy — 3y — yz + 4oz — yz + 22°%) - tdt
0

1
:/ (22 — 3y + 22 + 4oy + 8xz — 2yz) - tdt
0

2 2
-3
:%+22+2my+4x2—yz

9
ox
b) Ansatz: F=V®d= | —&
dy
9
0z

a 2
(1) x+2y+4z:%<b (/dm) — @:%+2xy+4x2+01(y72)-

(2) 20 —3y —z = 6%(1) =2z + %C’l (—2z, /dy)

2

3
— Ci(z,y) = —% —yz + Cs(2).

0 0 0
(3) 4:(;—y—|—22_%®—4x+%01—4$—y+%c2 (—4x+y,/dz)
— (C(2) =224+ C4
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= Cly+1 - =_ 0 . 0.
36) F(a:,y)—{ 2y ],1"otF—V><F_—axF2 _8yF1_y 1+40
I':0,1] =R*, t— Z(t) = [ 0 } ist gerader Weg von (—1,0) nach (1,0):

, ! 1 9
/F<F,da:>:/0 < [_1+2t1,[0] dt >=2

(0,7 — R% ¢ — Z(t) = {COS(” - t))} - {_COS’(“] ist (oberer) Halbkreis von

sin(m — t)) sin(t)

(—=1,0) nach (1,0):
frefaze= [T<[ i) [ >
= /()7T(sin(1k)2 + sin(t) — sin(t) cos(t)? dt

= /ﬁ(LOS(%) + sin(t) — sin(t) cos(t)? dt

0 2
t  sin(2t) cos(t)3.
=2 - oy 4+ <
m 1 1 T 4
= (2 —04+1-2)—(0-0—1+4-)=2=+=
(2 0+ 3) (0-0 +3) 53

Was passiert, wenn man das Potential trotzdem berechnen will?
Mit Wegintegral:

und man sieht, dass V& # F ist.

mit Ansatz: 9
~ —d
Ansatz: F=Vo = 8856
—®
dy
0
(1) y+1:%<1>(/dw) = b =zxy+ax+Ci(y).
0 0 0
2 = —¢ = — —_ — _
(2) Ty 3y x + 8ycl (/dy) = 8ycl Yy — T,

und C7 héngt verbotenerweise von z ab.
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37) Sei B = {(z,y) | 2? +y?> <1} der Einheitskreis, ¥(z,y) = {x N 2y} ein Vektorfeld.

2z +y
Es gilt:
divﬁ—i(m—Q )+i(2x+ )=14+1=2
rotﬁ:%(21’4—3;)—%(33—234):2—1—2:4:
Somit

/ rot¥ d(z,y) = 2 - (Fliche von B) = 47
B

/ dive' d(z,y) = / 2d(z,y) = 2 - (Flache von B) = 27.
B B

Berechnung der Kreisfliche B in Polarkoordinaten:

B = {(rcos(¢),rsin(¢)) | r € [0,1], ¢ € [0,27]} :

A:/Blszf()l/O%l(rdrd(b):/Olrdr-/o%dqﬁ:[r2/2](1)-27r:7r

Berechnung der Kreisfliche in kartesischen Koordinaten:

B={(z,y) | —1<z<1, —V/1—-22<y<+1-22}:
1 pV/1I—22 1
A:/ ldF:/ / ldydx:/ 2V 1 —x2dx
B —1 1

Wi _
Substitution: x = sin(u), u € [—g, g] , dx =cosudu, V1 —x? = cos(u)

/2 /2 9 1 (2
= 2/ cos(u)? du = 2/ M du — [Sm( u) —|—u]7:/22 _
—m/2 —m/2 2 2 w/
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38) T:[0,27] = R?, t— &(t) = {Z?ﬁ((f))] ist eine Parametrisierung des Einheitskreises.
Es gilt:
- sm | cos(t)
[ cos(t di n [sin(t)] dt,

wobei dii die &ulere Normale ist (d.h. der Tangentenvektor gedreht um 90 Grad im
Uhrzeigersinn!).

[ <ars= [T [t 2] 0]

/ 7r(— sin(t) cos(t) + 2sin(t)? + 2 cos(t)? + sin(t) cos(t)) dt

/271'
0

2
I, ﬁﬁ=4<hm—:ﬁﬁhﬁﬂﬁ
= /027r (cos(t)? — 2sin(t) cos(t) + sin(t)? + 2sin(t) cos(t)) dt
-
z? P 2
39) E={(z,y) | 5+ 73 2 < 1} sei die Ellipse, deren Rand mittels [0,27] — R*, t —
Z(t) = [Z;O;((Z)) } parametrisierbar ist. Das Vektorfeld o(x,y) = [2} erfiillt offenbar

roty = 1 und ist die einfachste solche Funktion! Es gilt

A:/Eld(w)=/E(rotﬁ)d(x,y):/6E<ﬁ,d:z>
B /:W < {acC?S(t)] ' [_baczlsrzz(f])f)l dt > /027T abcos(t)® dt = ab - [sinfu) + g]g” = abr.

Blatt 6



UBUNGEN zu Mathematik 2 SS 2022

40) Direkte Berechnung des Flicheninhaltes durch Integration:
a) mit kartesischen Koordinaten:

={(z,y) | —a<z<aq, —bm<y<bm}
Vi-(a/a)? a

1— (av/a)2

Mit der Substitution z = asin(t), de = acos(t)dt, t € [—g, g] erhélt man

daraus

w/2 : w/2
Qb/ \/1 — (asm(t) )2 - acos(t)dt = 2ab/ cos(t)? dt = 2ab - T — abr
—m/2 a —m/2 2

b) Mit elliptischen Koordinaten: x = arcos(¢), y = brsin(¢), d(z,y) = abrdrdg:

1 2m 2m 1 1
// 1-ab7°drd¢:ab-/ d¢-/7°dr:ab-27r-—:ab7r
o Jo 0 0 2
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