UBUNGEN zu Mathematik 2 SS 2022

Ubungsblatt 4:
25) Fiir die Spirale [0,27] = R®: X(t) = [tcos(t) tsin(t) t]7 berechnen wir

. cos(t) — tsin(t) cos(t) — sin(t) .
X(t) = |sin(t) +tcos(t) | =2 |sin(t) | /V24+1t | cos(t) | = | X(@)|| =V2+1t2
1 1 0
. —2sin(t) — t cos(t) L —2cos(t) + tsin(t)
X(t)=| 2cos(t) —tsin(t) |, X x X = | =2sin(t) — tcos(t) |,
0 t? 42

denn die z-Koordinate des Kreuzprodukts ist

(cos(t) — tsin(t))(2cos(t) — tsin(t)) — (sin(t) + tcos(t))(2sin(t) + ¢ cos(t))
= 2cos(t)? — tsin(t) cos(t) — 2t sin(t) cos(t) + % sin(t)*+

2sin(t)? + tsin(t) cos(t) + 2t sin(t) cos(t) + t* cos(t)?
=2+t

Damit ist

1X x X|| = /(—2cos(t) + tsim(t)2 + (—2sin(t) — tcos(t))® 1 (2 + £2)2
= VA2 4+ (4+ 42+ 1) = Vt+ + 512 + 8

Das 3-Bein ist somit

cos(t) — tsin(t) —2cos(t) + tsin(t)

= 1 = 1
T= sin(t) + tcos(t) | , B= ————— | —2sin(t) — t cos(t)
12 +2 1 VI + 52 + 8 D

und N = B x T'. Die Kriimmung ist

-

| X(t) x X(t)] V¥ + 562 +8
= - 3
X (@) t2 +2
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26) Fiir die gegebene Raumkurve [0,1] — R® X (¢) = [t £2 t3]7 erhilt man analog

. 1 . o] . . 6> 3¢
Xt)y=|2t|,Xt)=|2]|,XxX=|-6t|=2]|-3t],
3t? 6t 2 1
das 3-Bein T ~ X éw)}xj} N=BxT als
2
- 1 3t
T = , —3t
S 1 —2t — 9¢3
N=BxT= 1—9tt

VI+42 490 VI + 92+ 981 | g, 1 g8

und die Kriimmung

—

X () x X(1)] _2V1 4982 + 9t
X ()] VI T4 1ot

KR =

27) Die Linge der Raumkurve ¢ € [0,47] berechnet man mittels Ubung 25 als L =

f047r V2 + t2dt . Mit der Substitution

V2sinh(u), V2 + t2 = v/2cosh(u = V2 cosh(t) du, u € [0, arsinh(47/v/2)]

erhalt man

L=

arsinh(47/v/2)
/ 2 cosh(u)? du

0
wegen 2cosh(u)? = 2[(e* + e ")/2]* = (e** + e ?*)/2 4+ 1 = cosh(2u) + 1

= [sinh(2u)/2 + 2TV o 89 336
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28) Fiir den Schwerpunkt von ¥ = [cos(t) sin(t) t]T braucht man zuerst die Linge:

— sin(t)

2
= cos(t) |, ds=|z|dt =+2dt, L= / ds = 2v/27.
1 0

Der Schwerpunkt ergibt sich sodann als (Achtung! das ds wird (von uns nicht!)
gerne iibersehen!)

1 1 2r | cos(t) 5 sin(t) 1 0 0
— | Z(t)ds = —- sin(t) | v2dt = L —cos(t) | |37 = — 0 =10
L L 2/2 0 " op

0 t T t2)2 472 /2 ™

29) Aus der Parametrisierung Z(t) = [Rcos(t) Rsin(t)]T (Kreis I' um 0 mit Radius R)

erhalt man
L 2. | —Rsin(t)
di¥ =z dt = [ Recos(t) } dt

und man bekommt fiir die Wegintegrale
2 .
o Rcos(t) —Rsin(t) _
£<F,dx >_/0 < [Rsin(t)} ' [ Rcos(t) dt =0,
2 . .
j{ < G,d# >=/ < [_Rsm(t)} : [_Rsm(t)} > dt = 21 R?
r 0

Rcos(t) R cos(t)

30) Die Wegintegrale des Vektorfeldes F = [z + 1 22]7 sind:

1 1
/ <F,df>:/ < {Ht},{l} > dt>:/ Atdt =2
r, 0 2t 1 0

1 2 1
= — t+t 1 2 13
F - = —_ —
/F2< ,dZ > /0 <{ of },{Qt}>dt /O(t+5t)dt G

Blatt 3



UBUNGEN zu Mathematik 2 SS 2022

31) Die Raumkurve

efeos(t) | e (- cos(t) — sin(t)) — cos(t) — sin(t)
= elt Sin_(f) , x=|et(— sin(t_)t+ cos(t)) | =e "t | - sin(t)l—l— cos(t)

liegt am Kegel, denn

1—Va2+y2=1—+/(e~tcos(t))? + (e~tsin(t)2=1—e' =2

Sie durchschneidet die zy-Ebene bei ¢t = 0 mit dem Tangenvektor [—1 1 1]7 und
dem Winkel
-1
1>
1
V3

1-v3

A
— o O

arcsin ¢ =

S~

Die Kurvenlénge ist

L= /0 ’ et/ (= cos(t) —sin(t))2 + (—sin(t) + cos(t))2 + 12 = \/5/0 ' e tdt
= —VBeTI[§T = —V3(e TP 1) = V3(1 —e7?)

32) Fiir das Arbeitsintegral lings T' = [z(t) y(t) 2(¢)]7 erhilt man

L b 0 a:(t) b ‘
W=L<F,da:>z/a < _Sng ; ZE;&; dt>:/a —mgZ(t) dt = —mg(z(b) — z(a))

= &(['(b)) — @(I'(a)),

wenn man das Potential ®(z,y,z) = —mgz nimmt (es gilt V& = F ).
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