UBUNGEN zu Mathematik 2 SS 2022

Ubungsblatt 3:
17) Fiir die Kurve [—1,1] = R?:

X(t) = Bm = [cosil(t)l X =) = Lm}ll(t)}
gilt || X(#)]| = /1% + sinh(£)Z = cosh(t) und somit

= Lini( t)} Jeosh(t), N = {_Shllh“)] / cosh(t)

18) Die Liinge des Kurvenstiicks von X (a) nach X (b) ist

I :/ 1X ()] dt = /_lcosh(t) dt = [sinh(£)]L, = 2sinh(1) = e — ~.

e

s=s(t) = /0 cosh(t) = [sinh(¢)]§ = sinh(t) = t = arsinh(s)
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19) Fiir die Spirale [0,27] — R?:

(1) = {m(t)} _ [cos(t)] , ;{(t) _ () = [cos(t)] e [—sin(t)])

sin(t) sin(t) cos(t))

gilt wieder ||7]| = /12 +12 = /1 +¢2. Die Linge ab a =0 ist

0= [1Xolar= [ ViTrar

T = sinh(z), z € [0,arsinh(t)], V1 + 72 = cosh(z), dr = cosh(z)dz

arsinh(t) arsinh(t) h(2 1
= / cosh(z)? dz = / cosh(2z) + 1 dz
0 0

2
sinh(22) = 2 arsinn@)  tV1+1t2  arsinh(?)
e 1 e T

Wir benutzten dazu die Identitat:

et_i_e*t)z_ 62t+2+672t B 1 (
2 N 4 2 2

cosh(t)? = ( +1) = = - (cosh(2t) + 1)

N | =

sowie
sinh(2z) = 2sinh(z) cosh(z) = 2sinh(z)+/1 + sinh(z)?

mit z = arsinh(¢) : sinh(2arsinh(t)) = 2tv/1 + ¢2
20) Fiir die Astroide gilt:

£01= [sntip ) £ = [ ooty ] = 9snt0eoso- [ 5|

\)}\ = 3| sin(t) cos(t)|

Die Lénge des ersten Viertels (dort ist sin und cos positiv) ist demnach

/2
/ 3sin(t) cos(t) dt = ;sin(t)2 n2 = ;
0
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21) Die Kriimmung der Kurve y = 22 berechnen wir als Kriimmung der parametrischen
Kurve

oo X0 = | S] X =[] B g 1% = viTe
Die Kriimmung k erhélt man daher als

_XXX_ 6t
= —= = »
| X[ V1+ 9t

K
Das Vorzeichen éndert sich bei K =0, hier ¢ =0. Fiir ¢t =1 ergibt sich somit

6 z 1 — 1 e -3
Der Kriimmungkreis in ¢t =1 hat den Radius 1/|k| = \/1_03 /6 und den Mittelpunkt

sty {5 3] ] 23] - 5

22) Kriimmung der Hyperbel mit Halbachsen a > 0 und b > 0

£ = [5m0] e oo

Ko = [ | &= [honit)] 11 = Vs ey

Die Kriimmung x erhélt man daher als

B )} X )} B —ab
||)2'||3 \/a2 sinh(t)? + b2 (:osh(t)23

k(T

De Kriimmungskreis im Scheitelpunkt ¢ = 0:

—ab a = 1 - a b2 [ -1

{a+(l)>2/a]
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23) Ein Massepunkt fahrt entlang der Kurve y = /222 mit konstanter Geschwindigkeit
v(t) = ||0(t)|| = vo . Es gilt G=X=0- T+ v%5- N . Wegen © =0 und

7 [ 1 } 1 y" o
— . —_— K = =
ar | /14 o?x? \/1+y/23 VIt a2

erhilt man

2
Vg

V1+ oz2:1;23

eine reine Zentrifugalbeschleunigung. Der maximale Betrag liegt dort, wo der Nenner
minimal ist, d.h. bei =0 im Scheitelpunkt der Parabel und hat den Wert v3c .

a= -N,

24) Seien 7(t),$(t) die Polarkoordinaten einer Bewegung X (¢) im R?. dann sind die

Vektoren
0= (st ] w0 = [

ein ortoghonales Koordinatensystem, und es gilt

s _ [=sin(e®)e) ] _ gy [-sine®)] _ g o
er = [ cos((t))d(t) } ¢(t) [ cos(é(t)) ] #-%

> [—cos(@()g(t)] _ o [—cos(a(t)] _
o= | Zamtpets) =00 | mtory) =4 %
Man differenziert mit der Produktregel, die fiir alle Arten von Produkten gilt!

(1) = [r(t) c.os(t)} e

r(t) sin(t)
X() =8 7 Grmiertr ($-8)) =7 8+ (1) -2,
)?(t):f-€r+f-§r+(7‘~g'b+r<}§)-€¢+r¢-§¢
=7 & 47 Ey+ (PO +1P) - &y —rd? - Er
= (i —71¢%) - & + (2 + 1) - &
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