UBUNGEN zu Mathematik 2 SS 2022

Ubungsblatt 12:

Eine auf [—P, P| periodische Funktion f(x) kann man in eine Fourierreihe entwickeln:

flx) ~ Ay + Z(Ak COS(k%QZ) + By, sin(k%x)

k=1

entwickeln. Die Koeffizienten sind gegeben durch

1 P
Ao:ﬁ/_Pﬂx)da:,

17 17
A = 5 /P f(x) Cos(k%x) dx, By = 5 /Pf(x) sin(k%x) dr, beik>=1

89) Entwickeln Sie die 27 -periodische Funktion f(z) = x, [—m,n] in eine Fourierreihe.
Hier gilt P = 7w und die Funktion f(z) ist ungerade, sodass alle Ay = 0 sind.
Das Integral iiber [—m, 7| kann man auch als doppeltes Integral iiber [0, 7] mittels
partieller Integration berechnen:

2 cos(kx T cos(kx
- o) g " _cosla)
0

-2/0 xsin(kx) dx = ;[—x ? .

SYECEE-

B cos(kw) sin(kz), ., cos(km)  _(—1)F L 2
= 2 ppothn) kD) peosthn) R gy 2
@) = %sin(t)—;sin(%)—l—gsin(Bt)—zsin(élt)—F...

f(z) ist eine Sagezahnfunktion und unstetig. Daher gibt es an den Periodengrenzen
nahezu konstante Uberschwinger der Fourierreihen (Gibb’sches Phénomen).



UBUNGEN zu Mathematik 2 SS 2022

90) Entwickeln Sie die 27 -periodische Funktion f(x) = |z|, [-m, 7| in eine Fourierreihe.
Hier gilt P = m und die Funktion f(x) ist gerade, sodass alle By = 0 sind.
Das Integral tiber [—m, 7| kann man auch als doppeltes Integral tiber [0, 7] mittels
partieller Integration berechnen:

1 T 1 22 ™
A = — . 2 = —_—— T = —
0% or /0 vdr =25l =5
1 T 2 sin(kx) ™ sin(kx)
Ap=— 2 kr)de = — e r — [ TR g
B= /0 x cos(kx) dx W[x o /0 ’ x]
2 cos(kz) . 2 ——— fiir ungerades k.
=T ‘0]:?'[(_1)k—1]: { mk?
i 7T 0 fiir gerades k.

91) Wir stellen die Losung durch eine allgemeine Fourierreihe dar und entwickeln auch die
rechte Seite in eine Fourierreihe (sie ist es eigentlich schon!). Die linke Seite:

2(t) = Ao+ > _(Agcos(kt) + Bysin(kt)) =

k=1
B4 2= (—Apk®cos(kt) — Bpk®sin(kt)) + Ao+ » (Ag cos(kt) + By sin(kt))
k=1 k=1

= Ao+ Z(Ak(l — k%) cos(kt) + By (1 — k?) sin(kt))
k=1

Die Fourierreihe auf der rechten Seite hat genau 2 Terme. Der Koeffizientenvergleich
ergibt:

Ay =0, Ay(1—2%) =1, Ay(1 —4%) =1, Ap(1 - k?) = Bi(1 — k*) = 0 sonst =
1 1

3 Ay =——, A1-0=0, B;-0=0, Ay = By = 0 sonst.

A
2 157

Wir haben damit alle Koeffizienten aufler A; und B; berechnet und die Losung ist

x(t) = Ay cos(t) + By sin(t) — %cos(2t) — % cos(4t)

Alternativ kann man mit der Fourierreihe auch nur eine spezielle Losung berechnen
und die allegemeine homogenen Losung dazuaddieren.

Blatt 2
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92) Wir stellen Die Losung durch eine allgemeine Fourierreihe (keine Fouriersinusreihe wie
in der Angabe) dar und entwickeln auch die rechte Seite in eine Fourier(sinus)reihe
(sie ist es eigentlich schon!). Die linke Seite:

x(t) = Ao + Z(Ak cos(kt) + By sin(kt)) =

k=1
T4z = Z(—Aka cos(kt) — Bpk?sin(kt)) + Ao + Z(Ak cos(kt) + By sin(kt))
k=1 k=1

= Ay + i(Ak(l — k?) cos(kt) + Br(1 — k?) sin(kt))
k=1

Die Fourierreihe auf der rechten Seite hat genau 2 Terme. Der Koeffizientenvergleich
ergibt:
Ag=0, A1 - 0=0, Ay(1 -k =0 = A, =0fiir k> 1

B;1-0=0, B3(1-3%) =1, B5(1-5%) =1, Br(1—k*) =0 sonst =

1 1
By=— Br=—— B -0=0,B. = .
3 3 D5 o1 B 0 =0, Br = 0 sonst

Wir haben damit alle Koeffizienten aufler A;, B; berechnet und die Losung ist

1 1
z(t) = A cos(t) + Busin(t) — < sin(3t) — o sin(5¢)

Blatt 3



UBUNGEN zu Mathematik 2 SS 2022

93) Die rechte Seite haben wir bereits in Aufgabe 98 in eine Fourierreihe entwickelt. Wir

rechnen analog zu 99):

F+2x = i —k% Ay cos(kt) — k* By, sin(kt))] + 2[Ag + i(Ak cos(kt) + By sin(kt))]

k=1 k=1
=24+ Z[(Q — k%) Ay, cos(kt) + (2 — k?) By, sin(kt)]
k=1
s = 4
=3 + Z 3 cos(kzx)

k=1, k ungerade

4

woraus B =0, Ay = % , A = 0 fiir gerade k und Ay = m fiir ungerade

k folgt:

4
cos(t) + 3 cos(3t) + - cos(bt) + ...

4
x = —
Tl

m
4
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94) Wir rechnen analog zu 99):
¥+ 43¢+ bx = Z (—k* Ay cos(kt) — k? By, sin(kt))]
k=1
A “(~kAysin(kt) + kBj cos(kt))]
k=1

5[4 + i(Ak cos(kt) + By sin(kt))]
k=1

=540 + Z —k? 4 5) A + 4k By,) cos(kt) + ((—k? 4 5) By — 4k Ay,) sin(kt)]
= cos(2t).

Ein Koeffizientenvergleich liefert alle Koeffizienten, da fiir £ >= 1 das Gleichungs-
System
(=K% +5)Ay +4kBy, =7, —4kAy + (—k®> +5)B), =

eindeutig nach Ay, By auflésbar ist (die Determinante ist (—k? + 5)% + 16k% > 0).
Alle Koeffizienten sind demnach 0 aufler A, und Bs:

1
A2—|—8B2:1, —8A2—|—B2:0 — A2:—5, B2:_
Die Losung ist somit

1 8
x = — cos(2t) + i sin(2t) = cos(2t — arctan(8))

1
65 V65
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95) Zuerst brauchen wir die Fourierreihe der rechten Seite, die leider weder gerade noch
ungerade ist.

1 T 1

Ag= — dr = =
2w 2
L (" 1 sin(kx)

A = - k d = — T — O

k 7T/Ocos(:zc)x W[k]o
2

1 & 1 1—(=1 k L e

B, — _/ sin(ka) do = _[_Cos(kx)]g _ (—-1) _ { — fiir ungerade k
™o T k k 0 fiir gerade k

1 1
Eine andere Moglichkeit besteht darin, die Identitdt f(z) = Esign(ac)+§ auszunutzen

und die Signumsfunktion in eine Fouriersinusreihe zu entwickeln:

1 . 2 cos(kx),, 21— (=1)k
By = —-2/0 sin(kx) dx = —[—#]0 = ;%,

s s

woraus man natiirlich zu denselben Fourierkoeffizienten von f(x) kommt. Wir rechnen
jetzt analog zu vorher:

L1 - .
it qr= [k;(—kmk cos(kt) — k?By, sin(kt))]
1 - :
+ 5[40 + Z(Ak cos(kt) + By sin(kt))]
1
— 2 ;
= —A0+Z Ak cos(kt) + (—k? + 7) By sin(kt)]
= f(t).
Ein Koeffizientenvergleich liefert alle Koeffizienten Ay = 2, Ay = 0 fiir £k >= 1,
2
B =0 fiir k gerade, B = m fiir k£ ungerade.
= 2

8 8
=2 —————sin(kt) =2 — —sin(¢) — in(3t
B Igggeradeﬁk<1/4—k2) sin(kt) g SI0(0) ~ g5 Sn(30) +

96) Fiir die Torsionsfunktion

gilt
a?b®  2b% + 242

a’b? 2 2
0/2 + b2 ( a2b2

arple t )=

Au = —
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