UBUNGEN zu Mathematik 2 SS 2022

Ubungsblatt 11:
81) Die Koppelschwingungen ergeben das Gleichungssystem

mid = —kixy + ka2 (o — x1)
meg = —]422(372 — .’L'l) + kg(x:; — .’EQ)
mads = —ks(z3 — x2) — kaxs
Hier
.’i’l = —21'1 + (.’L’Q — 1'1) -3 1 0
Gp=—(xg—a)+ (w3 —a0) = &=|1 -2 1 |.-&
22‘3 = —(1'3 — 213'2) — 2:13‘3 0 1 —3
Die Eigenwerte sind
—-3—-A 1 0
det( 1 —2-A 1 [)=(-3-X*(-2-))—2(-3-))
0 1 —-3—-A

A= -3 oder (=3 —-A)(-2-X)—-2=0 = M +5\+4 =0, insgesamt \ €
{—4,—-3,—1}. Dazu berechnet man noch die Eigenvektoren

1 1 0 1
A =—4: 1 2 1| -91=0 = v7=|-1
0 1 1 1]
[0 1 0] [ 1
Ay = —3: 1 1 1 '172:0:>172: 0
0 1 0 =1
(-2 1 0 1 1 1
A3 =—1: 1 -1 1 '173:0:>173: 21 =|-11| x 0
0 1 =2 1 1 -1

Mit den Eigenwerten und Eigenvektoren macht man nun den Ansatz

T = uz(t) . UZ (Z = 1, 2, 3) — U,Z = )‘zuz —— U; = d1 COS(\/ _)‘zt) + d2 sin(\/ —)\it).
Daraus bekommt man die allgemeine Losung & =

1 1
(a1 cos(2t)+agsin(2t)) | —1 | +(by cos(V3t)+bysin(v/3t)) | 0 | +(cy cos(t)+c sin(t))
1 —1

—_ N =
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82) Wir berechnen e4 mit der Potenzreihe e'4 = E — (tA)" . Im ersten Fall ist tA
n!
n=0

eine Diagonalmatrix und es werden daher nur die Diagonalelemente potenziert:

(tA)? = {2075 _OJ ' {2; _Ot] - [(28)2 (—2)2]

usw. Man erhalt daher

ear =[5 5 =% Gl

Setzt man das in die Reihe ein:

Mzgmwngﬂﬂlﬁdmm
_ {ZZ—O(%)”/“! 0 1
0 ZZZO(—t)”/n!

0 0

Im zweiten Fall ist A2 = A3 =...= [0 0

} , was daher auch fiir tA gilt:

etA:I+(tA)+%(tA)2+é(tA)3+~-:I+(tA): B ﬂ
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83) a) Wir losen das inhomogene System mit der Formel

t
Z(t) = e 2 + / e=DA h(7)dr
0

Im 1. Fall:

o[t 8 (1.2, 8] (&[] £ 1]
SHRERTRNEIN
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84) Das Anfangswertproblem & (t) = A - Z(t), Z(0) = &, hat die Losung Z(t) = ' - .
Man sieht: )
2 [0 —t] [0 —t] _[-t* 0
(t4) |t 0} {t 0]_{ 0 —t

(tA>3=:—f2 0 0 —t}:[ 0 ﬂ

0 —t2] [t 0 —t* 0
2 0] [=t2 o0 t* 0
4 ) _
(tA)" = 0 —t*] | 0 —t2} [0 t4}

In beiden Diagonalelementen stehen dieselben Potenzreihen

2
1—§+Ei~--:cos(t).

In der Nebendiagonale steht unten

A
t—§+5+~--:sm(t)

und oben die negative Variante. Man erhélt somit

| cos(t) —sin(?)

- Linu) cos() ] |

Alternativ diagonalisiert man die Matrix tA:

x(\) = det {‘t :A} = AN+t = \=+it
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Aus F71 A - F=A folgt A=F-A-F~ ! und e =F -} . F1:

A1) fet 0] 1[i —1
= 0 e | 92;/li 1
B 1 eit efz't Z -1
T 9 | —ie™ je it i 1

_ 1 e +iem™ —e e | _ [cos(t) —sin(t)
2 | et —e i jett +ie | T |sin(t) cos(t)

Die Losung des Anfangswertproblems ist daher

. [cos(t) —sin(t)] _ {1} _ [cos(t) —sin(t)}

sin(t)  cos(t) 1 cos(t) + sin(t)

85) Wir diagonalisieren die Matrix A = “ ” :

() = det {1;A liA]:(1—A)2—1 — re{0,2)

1 1 - S |1
-1 1 ~ o 1 .
Ao =2 {1 _1}-v2=0:>v2:[1}:vf

Die nicht-orthogonale Transformationsmatrix F (da nicht normiert) ist daher

11 411 41
F_{—l 1}’ E _5[1 1}

a1 1) [ o] 11 —1]_1]1 1][1 -1
€711 0 €| 2|1 1] 2|=1 1]/e2t o

Die allgemeine Losung ist et - {301 )
0
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86) Mit der Losungsformel:

:?:’(t)—l 1+e* —1+e*] [0
T2l —14e2  14e? 1
N tl 1+ 62(t_T) 14+ 62(t_T) ' e27’ ir
o 2 _1_|_€2(t—7') 1+62(t—‘r) 0
__]_+62t_ 1 t 627+62t
_1+62t_+§/0 2Ty o2 dr
__1—|—€2t- +1 627/2+T62t |t
14 | T 2| —e?T /24 7e? |0
_—1—|—62t_+ (€2t —1)/4 + te? /2
14 (—e?t +1)/4 + te? )2

3 .2t | t 2t
43 +2€1

w
B>

1

‘|‘Z€t+ €2t

/N = N = N

|
N |+
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87) Fir A= [(1) ﬂ erhélt man

o [t 2t] [t 2]  [t? 4t
(tA)__O t]'[o t]_[o £
(12 442 t 2t 3 6t3
3 _ ) _
(tA)__o tQ] {o t]_{o t3]
3 613 t 2t t* 8t
4 . — 9
(t4) |0 t3} {0 t] {0 t4]

woraus marn

folgert. Die unbekannte Reihe ist

oo e 9] oo oo oo

2nt™ 2nt™ 2t" gt " ¢
DT DT Dl VRO D e D BTk
n=0 n=1 n=1 n=1 n=0

Die Losung ist daher

[s -1
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88) Wir berechnen die Potenzen von tA

0 t 2t 0 t 2t 0 0 3t2
(tA)*=10 0 3t 0 0 3|=|00 0
00 0 0 0 0 00 0
[0 0 32 0 t 2t 00 0],
(tA)? =10 0 0 0 0 3|=|0 0 0
0 0 0 00 0 00 0
woraus man
1 1t 2t+3/2t2
etA:I+tA+§(tA)2= 0 1 3t
0 0 1
bekommt. Mit der Losungsformel erhédlt man
1t 2t+3/2t2 e [1 t—7 2(t—7)+3/2(t — 7)* 0
=10 1 3t -0+/ 0 1 3(t—7) | T | dr
0 0 1 10 0 1 —1
¢ [t —7% =2t 427 —3/2(t — 7)? 3/2 —t3/3 — 2% + 12 — 132
:/ T—3(t—1) = t2/2 — 3/2t2
0 -1 —1
—t3/3 — 12
= — 2

-t
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