UBUNGEN zu Mathematik 2 SS 2022

Ubungsblatt 11:

73) Fiir die Durchbiegung eines Balkens gelten die Formeln Elw”(z) = —M(z) und
M"(z) = —F(x) . Fiir die Dreieckslast F(z) = —%x gilt bei einem gelenkig gelagerten
Trager M(0) = M(¢) =0, somit

M(z) = éx3+clx+c2 = 0=0cy, 0= é€3+61€ — ¢ = —%é.
D g 5 . :
as Moment M (z) = 5’ "% erzeugt die Durchbiegung
EIw(ﬂf) = 120633 + 3633 +cix+co, 0= w(O) co, 0 w(() 120 + 36 +c
Man erhélt
1 1 7 7
(= (— — )t = ———qt* = ¢y = ———ql°.
art = (135 ~ 36 360 T 73607
Die Durchbiegung ist daher
q¢ 5, 9 5 Tqf’
El = —— —r® - =
W) = =100 T 367~ 360"
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74) Fiir eine Gleichlast F'(z) = —q gilt bei einem beidseitig eingespannten Tréiger
EIw"'(z) = F = —q, w(0) =0, w'(0) =0, w(?) =0, w'({) =0

Man erhalt

Elw(z) = —%x‘l + 323 + o + 1z + o

Die Nebenbedingungen sind
co=0, ¢; =0, —21464 Foesl® ol =0, —%63 +3c30% + 20l = 0

Das Gleichungssystem fiir c3 un d co lautet

_ 9 p
0364_02— 24£ qe q£2
q — C3 = E, Co = _ﬂ
363£ —|— 202 = 662
Die Durchbiegung ist daher
q 4 ql 3 q€2 2 qx2 2 2 me(x - E)Z
Elw(z) = — % s R . . e (g YY) S L A
wz) = o T o op (7~ 2wt 1) 24
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75) w"’(x) + 4w(z) = 0 hat das charakteristische Polynom A* 4+ 4 mit den Nullstellen
+1+47. Denn M\ = —4 = )\? = £2i. Fiir die erste Gleichung \?> = 2i kann man
den Ansatz A = u + iv machen und erhéalt:

M= (u+iv)? = (u? —v?) + 2uwi =2 = u® —v* =0, 2uv =2

1 1
Aus der 2. Gleichung folgt v = — und das in die erste eingesetzt liefert u? — — =0
u u
oder u* = 1. Mithin ist u = &1 und die 2 Losungen sind 1 +4 und —1 — 4. Die 2.
Gleichung liefert die anderen beiden Nullstellen! Mithin:

2 (t) = e ey cos(t) + casin(t)) + e (dy cos(t) + da sin(t)).

1
Eine partikulire Losung finden wir mit dem Ansatz z,(t) = ¢ = ¢ = 1 Die

allgemeine Losung ist somit
x(t) = xp(t) + zp(t) = i + e (ey cos(t) + cosin(t)) + €' (dy cos(t) + do sin(t))
mit der Ableitung
e~ (—c1 cos(t) —co sin(t) —cy sin(t) +c2 cos(t)) +e’ (dy cos(t) +da sin(t) —dy sin(t)+da cos(t)).

Das Einsetzen der Randbedingungen liefert

1
0= 1 4+ c1 + dy
1
0= 1 +e " (—c1) +e"(—dy)

0=—c14+co+di +do
0= 6_77(61 — Cz) + e”(—dl — dg)
Das muss man jetzt ‘nur’ noch 16sen! Immerhin kann man aus den ersten beiden

Gleichungen ¢; und d; ausrechnen. Die 3. und 4. Gleichung kann man umschreiben

PALE
cp—cy=di +do

c1 — ¢y = 2™ (dy + d),

woraus sofort ¢ —coy =0 und dy +dy =0, d.h. ¢ =¢; und do = —d; folgt.
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76) Das charakteristische Polynom der Matrix ist

[0 =6 ] e e
X(A)—det[ 6 10_)\}—(10 A)—6

mit den Nullstellen (10 —\)?2 —62=0 = (10 —\) = +6 = X € {4,16}.

6 —6 = 1
)\_4:>{—6 6}1}-0:@—{1]

Daraus gewinnt man die allgmeine Lésung

{a:(t” = (c1 cos(2t) + ¢ sin(2t)) [ﬂ + (dy cos(4t) + dy sin(4t)) {_11}

Die Anfangsbedingungen lauten nun

|:1:|:cl |:1:|—|—d1|:_11:| = Cl+d1:1, Cl—dlzl — Clzdlzl

|:8:| = 2¢9 |:1:| +4d2 |:_11:| — 262+4d220, 262—4d220 — CQZdQZO

mit den Losungen z(t) = y(t) = cos(2t) .
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77) Die Koppelschwingungen ergeben das Gleichungssystem

mid = —kixy + ka(z2 — x1)
MmaZe = —ka(r2 — x1) — k3x2
Hier
1 = —8x1 + 3(x2 — x1) - {_11 3 1 ~
> I = - L
i‘g = —3(232 - 1‘1) 3 -3
Die Eigenwerte sind
det({_llg_ A _33_ A}) = (=11 =M\ (=3-X)—-9=X>+14\+24
A= -T+ty49-24=-7+5 = )\ € {—12,—-2}. Dazu berechnet man noch die
Eigenvektoren
1 3| . = L | -3
A= —12: [3 9:| 1=0 = 1 = |: 1 }

Mit den Eigenwerten und Eigenvektoren macht man nun den Ansatz
r= uz(t) . 171 (’L = 1,2) == U; = \u; — u; =di COS( —)\Zt) + do sin( —)vﬂf)

Daraus bekommt man die allgemeine Lésung

7 = (ay cos(vI2E) + az sin(v/120)) - {—13} + (by cos(V/2t) + by sin(v/2t)) - [H
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78) Das charakteristische Polynom ist

X(A) = det ll__lA 1__1A] =(1-X)*-1

mit den Nullstellen (1 -X)?2-1=0 = (1-\)=+1 = )€ {0,2}.

1 -1 - 1
A_O:>[—1 1]'U—O:>v—{1]

-1 -1 — 1
)\—2:>{_1 _1:|'U—O:>U—|:_1:|

Wir machen wieder den Ansatz Z(t) = wu;(t) - ¥; und erhalten die 2 Gleichungen
ii; + A\ju; = 0 mit den Losungen u; = ¢1 + cot und ug = dy cos(v/2t) + dy sin(v/2t) .
Die allgemeine Losung ist demnach

—1

(1) = (c1 + eat) - H 1 (dy cos(V2t) + dy sin(v/2t)) - [ ! } .
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79) Die gesuchte orthogonale Matrix F (also I = F - FT)mit FT .- A.-F = A ist

1 o
F = E E _11} . Multipliziert man f = £+ A-Z von links mit F7T , so erhilt man
FT . f=FT .24+ FT"A.2=F" .24+ (FTA)-(FF"). &
d? d?
_ T - T T = _ T = T =
=y+A-7

mit ¢ = FT#. Das System beziiglich ¢ ist entkoppelt und lautet:

[ Yol A - %)

Da wir in der vorigen Ubung bereits die homogene Lésung berechnet haben, bréuchten
wir eigentlich nur die partikuldre Losung auszurechnen.

i1 =V2sin(t) = y1(t) = 1 + cat — V2sin(t)

yg + 2y2 =0 = Yo (t) = d1 COS(\/§t) + dg sin(\/it)

Die allgemeine Losung fiir 4 ist demnach

L [ —V/2sin(t) + ¢ + et }
=4 cos(v/2t) 4 dy sin(v/2t) |’

woraus man mit & = F' -y die Losung fiir £ erhalt!

1 {1 1 } . [ —V/2sin(t) + ¢1 + cot }
V21 -1 dy cos(\/it) + doy sin(\/it)

_ 1 {—\/ﬁsin(t) + ¢1 + cat + dy cos(v/2t) + da Sin(\/it))]
T V2 | —V2sin(t) + 1 + et — dy cos(V/2t) — da sin(v/2t))
B {— sin(t) + ¢ + cht + d cos(V2t) + df sin(x/ﬁt))}

T | —sin(t) + ¢} + cht — d} cos(v/2t) — df sin(v/2t))

Tr =
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80)

2 3/1 1) - (10 -6\ . -
H5(1 1)'”“(6 10)'”0_0

lasst sich entkoppeln (im Allgemeinen lésst sich so ein System nicht entkoppeln!), weil
beide Matrizen dieselben Eigenvektoren und damit dieselbe diagonalisierende Matrix

F haben: 2[} 1]-[1}22'[1}’§[1 ”[_11}:6.

6
Die Eigenwerte dieser Matrix sind offenbar = und 0. Fiir y = FT - % ergibt sich wie

(a4

vorhin folgendes entkoppeltes System:
S |14 0 L {0
i[5 w) o= o)

6 6
Die 1. Gleichung 4 + 591 + 4y, = 0 hat das charakteristische Polynom A2 4 5)\ +4

3, Vo1

mit den Nullstellen — + TZ und damit die Losung

6
5
0

—

Y+

y1 = e~ 5t[cy cos(VILL) + cp sin(VO11)).

Die 2. Gleichung ¢ 4+ 16y2 = 0 hat die Losung yo = (d; cos(4t) + d2 sin(4t)) . Daraus
erhélt man wieder die Losungen fiir ©: x1 =y1 +y2, T2 =y1 — Y2 .
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