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Inhaltsangabe — Vorschau

1. Einfiihrung
Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik in den Technischen Wissenschaften.

2. Beschreibende Statistik eindimensionaler Daten
Grundgesamtheit, Stichprobe, relative Hiaufigkeit, Histogramm, Mittelwert, Median, Quan-
tile, Spannweite, Viertelweite, Ausreifler, Boxplot, Stichprobenvarianz, Summenhé#ufigkeit.

3. Beschreibende Statistik zweidimensionaler Daten
Gemeinsame Verteilung, Randverteilung, Unabhéngigkeit, Kovarianz, Korrelation.

4. Eindimensionale Zufallsgrofien

Diskrete /kontinuierliche Zufallsgroen, Wahrscheinlichkeit, Dichte, Verteilungsfunktion,
Erwartungswert, Varianz; Alternativ-, Binomial-, Poisson-, Normal-, Beta-, Exponential-,
Lognormalverteilung. Funktionen von Zufallsgroen, Zentrierung der Normalverteilung.

5. Mehrdimensionale Zufallsgrofien
Gemeinsame Verteilung, Randverteilung, Kovarianz, Kovarianzmatrix, Korrelationskoef-
fizient; zweidimensionale Normalverteilung; Unabhéngigkeit und Unkorreliertheit.

6. Summen von Zufallsgréfien

Erwartungswert, Varianz und Verteilungsdichte der Summe unabhéngiger Zufallsgrofien;
die mathematische Stichprobe, Erwartungswert und Varianz des Stichprobenmittels, die
Gesetze der groflen Zahlen, der zentrale Grenzwertsatz und seine Anwendung.

7. Schitzen von Parametern
Punktschétzung, Konfidenzschéatzung, Konfidenzintervall fiir den Erwartungswert normal-
verteilter Grofien bei bekannter und bei unbekannter Varianz.

8. Statistische Testverfahren

Null-, Alternativhypothese, Signifikanzniveau, Irrtumswahrscheinlichkeit, Test fiir den
Erwartungswert einer normalverteilten Gréfie, y2-Anpassungstest, die x2-, t- und F-
Verteilung.

9. Stochastische Bemessung

Widerstédnde und Belastungen als Zufallsgrolen, Versagenswahrscheinlichkeit p; und Si-
cherheitsindex 8 , Bemessungspunkt, Teilsicherheitsfaktoren, der Sicherheitsnachweis nach
den Normen.

10. Bayes’sche Konnzepte
Bedingte Wahrscheinlichkeiten, Bayes’sche Parameterschétzung, der Begriff der subjekti-
ven Wahrscheinlichkeit, Ereignisbdume.

11. Lineare Regression
Univariate lineare Regression, multivariate lineare Regression, Statistik der Regression.



Kapitel 1

Einfiihrung

1.1 Die Rolle der Wahrscheinlichkeitstheorie und
Statistik in den Technischen Wissenschaften

Das Einbeziechen von Risiko und Unschérfe in Projektplanung, Entwurf und Bemessung
gewinnt zunehmend an Bedeutung in den Technischen Wissenschaften, nicht zuletzt we-
gen des probabilistischen Sicherheitskonzepts, das in den neuen Normen (Eurocode EN
1990:2002) festgeschrieben ist. Die Wahrscheinlichkeitstheorie bietet einen Rahmen, in
dem Unsicherheiten und Unschérfen abgebildet und in mathematisch/technischen Be-
rechnungsmodellen weiterverarbeitet werden kénnen.

Eine dhnliche Entwicklung findet in den Naturwissenschaften statt, etwa in der Biologie
und den Atmosphérenwissenschaften, unter dem Schlagwort ,,Uncertainty Quantificati-
on“, siche etwa Smith(2014).

Andere Aspekte der Statistik und Modellierung mit Wahrscheinlichkeitstheorie treten in
den Wirtschaftswissenschaften, der Soziologie, der Medizin und der Psychologie in den
Vordergrund. Einen wieder anderer Blickwinkel hat die Physik in der Statistischen Me-
chanik und in der Quantenmechanik, wo der Wahrscheinlichkeitsbegriff Teil des physika-
lischen Modells ist.

Ziel dieser Vorlesung ist es, die allgemein giiltigen Grundkonzepte zu vermitteln, wobei
wir vornehmlich von Anwendungen in den Technischen Wissenschaften geleitet werden.
In dieser Einfiihrung sollen einige typische Anwendungsbereiche vorgefiihrt werden. (Die
zu verwendenden Methoden werden in den néchsten Kapiteln erarbeitet. )

1. Messen, Datenerhebung: Beispiele dazu sind Vermessung in der Geodésie, Material-
kunde, Parameterbestimmung (zum Beispiel Druckfestigkeit, E-Modul), Qualitatspriifung.

Eine Priifung von 5 Betonwiirfeln B30 einer Betonerzeugung habe etwa die folgenden
Werte ergeben:
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r =285, 26.0, 30.2, 26.6, 29.9 [N/mm?]

Der Mittelwert ist
7 = 28.24 [N/mm?|

Wir fragen: Ist die Qualitit des Betons als zureichend zu bewerten, wenn der Sollwert
30 [N/mm?] ist? Ist die Abweichung im Rahmen der zufilligen Schwankungen oder weist
sie auf einen Qualitdtsmangel hin?

2. Bemessen: Ein Einfeldtriger unter zufillig variierender Belastung (zum Beispiel
Schneelast) soll bemessen werden.

S
po/\/\"/\__l
B,

= 1.

Abbildung 1.1: Balken unter variierender Streckenlast.

Der Triager ist einer Belastung S ausgesetzt, die zufillig schwankt. Die Belastbarkeit
entspricht der Bruchlast R. Diese kann ebenfalls zuféllig schwanken, etwa aufgrund un-
bekannter Materialfehler. Sicherheit liegt vor, wenn

R>S

erfiillt ist. In den alten Normen wurden zur Bemessung Sicherheitsbeiwerte aufgeschla-
gen, um Absicherung gegeniiber Versagen zu gewéhrleisten. Die neuen Normen — mit
dem (semi-)probabilistischen Sicherheitskonzept — setzen stattdessen ein wahrscheinlich-
keitstheoretisches Modell an. Die Gréflen R und S werden als Zufallsgrofien aufgefasst.
Dementsprechend gibt es keine absolute Sicherheit gegen Versagen, sondern eine Versa-
genswahrscheinlichkeit

Py = P (S > R)

Das Bauwerk muss so bemessen werden, dass die Versagenswahrscheinlichkeit einen ge-
wissen Wert nicht iiberschreitet, etwa

py < 0.000001.
Zufillige Lasten ergeben sich etwa durch Verkehrslasten, Wind, Wellen, Erdbeben usw.

3. Zusammenhinge ermitteln: Als ein Beispiel nehmen wir eine Messreihe des Durch-
messers D [mm] und der Druckfestigkeit R [N/mm?] von Steinsalzkérnern. Die Messer-
gebnisse sind in einem Streudiagramm dargestellt:
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Abbildung 1.2: Durchmesser vs. Druckfestigkeit von Steinsalzkérnern, nach Stoyan(1993).

Offensichtlich besteht ein Zusammenhang zwischen den beiden Messgrofien. Die Stati-
stik kann beantworten, wie stark die Groflen korreliert sind. Sie kann aber auch bei der
Entscheidung helfen, ob und was fiir ein funktionaler Zusammenhang vorliegt. In der
Abbildung wurde eine lineare und eine quadratische Funktion mittels Regression an die
Daten angepasst.

R[N/mm?]
A

20
1

2 3 4 D[mm] 4 D[mm]

Abbildung 1.3: Regression mit linearer bzw. quadratischer Formfunktion.

Es handelt sich eigentlich um eine Aufgabe Ausgleichsrechnung, doch bietet die Statistik
zusitzlich Indikatoren zur Modellwahl und Beurteilung der Anpassungsgiite an.

Ein weiteres typisches Anwendungsbeispiel der Regression im Bauwesen ist die Bestim-
mung von Materialparametern. Der E-Modul E etwa einer Stahlsorte im linear-elastischen
Bereich ist durch das Hooke’sche Gesetz

o= Fe

mit der Spannung o und der Dehnung ¢ verbunden. Nimmt man einen Stahlstab der
Lange L mit Querschnittsfliche A und legt eine Zugkraft F' an, so bewirkt diese eine
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Langendnderung AL. Der Zusammenhang mit Dehnung und Spannung ist

AL F

£=—", o= —.

L A
Legt man im Zugversuch mehrere Spannungen an, so ergibt sich eine Punktwolke von
Messpunkten, die ungefdhr auf einer Geraden liegen. Passt man nun mittels Regression
eine Gerade durch den Ursprung an, so liefert deren Anstieg eine Schéitzung fiir den

Elastizitatsmodul E.

AC AC
* *
*
5 ¥ E3
*
*
* *
* *
*

* > >
€ €

Abbildung 1.4: Ermittlung des E-Moduls als Anstieg der Regressionsgeraden.

4. Zeitreihen, Hochwasserstatistik: Die folgende Abbildung zeigt die Uberschreitungsdauern
des Inns 1971 — 1980, Pegel Innsbruck.

9200

800

Abfluss

0 50 100 150 200 250 300 350 400
Tage

Abbildung 1.5: Uberschreitungsdauern des Inns 1971 — 1980.
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Wie kann daraus das 100- oder 1000-jéhrige Hochwasser abgeschéitzt werden? Dies ist eine
Aufgabe der Extremwertstatistik. Man verwendet dazu die Zeitreihe der Jahresmaxima

HQ [m?/s]:

Jahr 1971 1972 1973 1974 1975 1976 1977 1978 1979 1980
HQ 550 490 590 660 1030 445 713 797 702 778

Aus theoretischen Uberlegungen kann die Reihe der Jahresmaxima durch eine so genannte
Gumbelverteilung beschrieben werden. Die folgende Abbildung zeigt das Histogramm der
zehn Jahresmaxima und die angepasste Dichte der Gumbelverteilung:

Inn 1971 - 1980: Jahresmaxima - HQ [m3/s]

0.003F — — rel. Haufigkeit
— Gumbelverteilung

0.0025

0.0021 .

0.0015F

0.001 1

0.00051

200 400 600 800 1000 1200 1400 1600

Abbildung 1.6: Jahresmaxima: Histogramm und Gumbelverteilung.

Trégt man die zugehorige Summenkurve (kumulative Verteilungsfunktion) auf, so kann
daraus auf die Jahrlichkeit geschlossen werden. Das 100-jahrige Hochwasser erhélt man als
das 99%-Quantil der kumulativen Verteilungsfunktion, das 50-jéhrige als das 98%-Quantil
usw.

Inn 1971 - 1980, Jahresmaxima und Gumbelverteilung kumulativ

1t

0.9+
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4r
0.3
0.2
0.1

0

200 460 660 860 1600 12‘00 14‘00 1660

—— Daten
—— Anpassung

Abbildung 1.7: Jahresmaxima: Empirische Summenkurve, Verteilungsfunktion.
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Am 23. August 2005 wurde am Pegel Inn die Spitze von 1540 m?/s gemessen. Die grobe
Abschitzung mittels Gumbelverteilung ergibt dafiir eine Jihrlichkeit von 1150 [a].

5. Planung und Risikoabschéitzung: Wahrscheinlichkeitstheoretische Modelle gewin-
nen in der Projektplanung und Abschétzung des Kostenrisikos zunehmend an Bedeutung.
Bei Ausschreibungen von Grofiprojekten wird von den Bietern bereits haufig eine beglei-
tende Risikoanalyse verlangt.

Betrachten wir als Beispiel die Abschétzung der Dauer eines einfachen Vorgangs der
Schottergewinnung: Laden — Transportieren — Brechen. In einem deterministischen Netz-
plan sind die geschétzten Dauern (in Minuten) eingetragen:

Abbildung 1.8: Netzplan Schottergewinnung.

Unter Vernachlissigung zufilliger Schwankung ergibt sich fiir die Gesamtdauer des Vor-
gangs 22 [min|. Tatséchlich wird diese Dauer variieren; eine zuverlissige Leistungsangabe
sollte Aussagen iiber die Schwankungsbreite machen. Wir fithren drei verschiedene Mo-
dellierungsméglichkeiten fiir die Unschérfe der Einzeldauern vor.

Fiir den Ladevorgang wird eine Dreiecksverteilung postuliert.

Laden
0.8

0.7
0.6
0.5
0.4

0.3

Wahrscheinlichkeit

0.2

0.1

0 1 2 3 4 5
Dauer [min]

Abbildung 1.9: Laden: Dreiecksverteilung.

Fiir den Transportvorgang sei eine statistische Erhebung (Stichpobe vom Umfang 100)
vorgenommen worden und eine Normalverteilung angepasst worden.

Fiir den Brechvorgang sei eine subjektiven Wahrscheinlichkeitsverteilung mittels Delphi-
Methode (Expertenbefragung) erhoben worden, mit nachfolgender Anpassung einer Log-
normalverteilung.
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Transportieren Transportieren
0.25f m=9.8156 0.25f p= 9.8156
3 . — % o2 o-
£ 02 s= 1888 2 02 o=1.888 TN
2 <
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g o § 0.1
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Abbildung 1.10: Transportieren: Histogramm und Normalverteilung.

Brechen Brechen

0.6} ] 0.6}
0.5 — ] 0.5} '[i

0.4r 0.4F
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Abbildung 1.11: Brechen: Verteilung nach Expertenbefragung und Lognormalverteilung.

Die statistische Verteilung der Gesamtdauer kann mittels Monte-Carlo-Simulation nume-
risch berechnet werden:

Simulation der Gesamtdauer Gesamtdauer, kumulative Verteilung

0.2
- 1
_ 0.15| = 226839 B =08
© 2
2 s
£ £ 0.6
© 0.1} 0=22253 2
] [53
2 2]
< <04
©
£ =
0.05¢
0.2
0 0 : :
10 15 20 25 30 35 10 15 20 25 30 35
Dauer [min] Dauer [min]

Abbildung 1.12: Simulation der Gesamtdauer.

In einem weiteren Anwendungsbeispiel soll das Schadensrisiko durch Hochwasser wéhrend
des Baus eines Erddamms in einem Hochgebirgstal abgeschétzt werden, und zwar in seinen
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Auswirkungen auf die Baukosten und auf die Bauzeit. Das Beispiel befasst sich mit der
Baustelle Moosbach/Kartell (2004).

Fiir die Schiittphase des Damms wurde eine Bauwasserumleitung auf HQ50 dimensio-
niert. Betrachtete Risiken waren: Verklausung des Umleitungsstollens; Bauzustand des
Damms (Kerngraben offen/nicht offen); Beschiddigung der Dammkrone. Die kausalen Zu-
sammenhénge wurden mit Hilfe eines Ereignisbaums dargestellt (Ausschnitt):

= |Asthummer:

i |Eintretens-
wahrscheinlichkeit
entstehende Kosten

™ |langerungen [Wo]

-
P
=2
L)
- |Bauzeitver-

23.000

Kerngraben offen

Kerngraben nicht Hochwasser steigt Giber
offen derzeitige Dammkrone

z| 0,37% |€ 54.ooo| 3,2 |

67%

keine Verklausung

Hochwasser steigt nicht iber
derzeitige Dammkrone

Verklausung 3] 0,18% | € 13.000| 0,7 |

{4| 0,14% |€ 33.ooo| 18 |

Kerngraben offen

69%

Kerngraben nicht Hochwasser steigt tber
offen derzeitige Dammkrone

5| 0,04% | € 106.000| 64 |

67%

31%
Hochwasser steigt nicht iber

derzeitige Dammkrone

s| 0,02% |€ 13.ooo| 07 |

33%

Abbildung 1.13: Ereignisbaum Hochwasserrisiko bei Dammschiittung (Ausschnitt)

Die Gesamtbewertung des Risikos erhélt man durch statistische Auswertung der Ko-
sten/Bauzeitverlangerung mit zugehorigen Wahrscheinlichkeiten. Erste Indikatoren sind
der Erwartungswert der Schadenssumme/Bauzeitverlingerung und die Varianz. Ein deut-
licheres Bild der Risikoverteilung liefert ein Histogramm.

6. Regionalisierte Variable: Regionalisierte Variable — ein Begriff aus der Geostati-
stik — sind ,regional“ verteilte Zufallsgroflen. Genauer gesagt, wird jedem Punkt P eines
Gebiets G eine Zufallsgrofie Xp zugeordnet. Man spricht auch von einem rdumlichen
Zufallsfeld. Beispiele sind etwa die Niederschlagsmenge oder die Windstérke. Diese wird
natiirlich nur in einigen wenigen Punkten (Messstationen) gemessen, hat aber in jedem
Punkt des betrachteten Gebiets einen Wert. Andere Beispiele sind die Schneehohe, die
Bodenfeuchte, der ¢rtlich verteilte Erzgehalt von Gestein im Bergbau, die Konzentration
einer Verunreinigung im Grundwasser, Bodenparameter in der Geotechnik u.a.m.
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Eine der Aufgaben der regionalisierten Statistik ist die Extrapolation der Werte auf die
Bereiche, in denen keine Messdaten vorliegen.

mittlere Versickerung

Abbildung 1.14: Aus dem alpS-Projekt A3.1, 2006: Bodenfeuchte und Messstellen, Extra-
polation der mittleren Versickerung (Stampfangerbach, Tirol).

7. Spezielle probabilistische Modelle: Einige speziellere Anwendungen statistischer
Methoden seien hier aufgelistet; diese sind jedoch nicht Gegenstand der Vorlesung.

e Verkehrszdhlung und Verkehrsplanung;

e Lagerhaltung;

e Zuverlassigkeitstheorie;

e Leistungsminderung durch Warteschlangen;

e stochastische Strukturmechanik (Erdbeben — Schwingungen von Bauwerken);

e statistische Zeitreihenanalyse von Briickenschwingungen zur Erkennung von Sché-
digungen;

e Sensitivitidtsanalysen in der Strukturmechanik und Festigkeitslehre;

e Markow-Ketten in Simulation und Wettermodellen.

(Die Liste der aktuellen Anwendungen von wahrscheinlichkeitstheorischen Modellen in
den Technischen Wissenschaften ist damit keineswegs erschopft .. .)

1.2 Grundsatzliches zur Methodik

Die beschreibende Statistik erhebt Daten, stellt diese zusammenfassend dar und berech-
net daraus Indikatoren. Dies reicht nicht aus, um Erklarungsmodelle, Prognosen und
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Giiteaussagen aufzustellen oder Simulationen vorzunehmen. Dazu braucht es ein mathe-
matisches Modell fiir die Verteilung der Daten. Gerade in den Technischen Wissenschaften
bildet daher das Zusammenspiel von Empirie (Datenerhebung und Expertenbeurteilung)
und Theorie (mathematische Modellierung) den Kern der wahrscheinlichkeitstheoreti-
schen Vorgangsweise. Erst die Kombination von Empirie und Theorie bringt aussage-
kraftige Ergebnisse. Die Vorgangsweise besteht im Wesentlichen aus fiinf Schritten:

e Datenerhebung und Beschreibung;

Aufstellen eines wahrscheinlichkeitstheoretischen Modells;

Schatzung der Modellparameter aus den Daten;

Uberpriifung der Anpassungsgiite des Modells;

e Prognose und Simulation.

Ziel der Vorlesung ist es, die Begriffe, die fiir diese fiinf Schritte benotigt werden, ein-
zufithren und ihre Anwendung mit einigen Beispielen zu belegen, die Thnen im Studium
mit ziemlicher Sicherheit begegnen werden. In Anbetracht der zunehmenden Bedeutung
der Probabilistik ist Kenntnis der richtigen Ausdrucksweise unverzichtbar geworden.

1.3 Was ist Wahrscheinlichkeit?

Die Interpretation oder Semantik der Wahrscheinlichkeitstheorie ist die Frage, wie die
wahrscheinlichkeitstheoretischen Begriffe in der Realitdt zu interpretieren sind. Von den
zahlreichen Interpretationen der Wahrscheinlichkeit sind fiir das Ingenieurwesen vor allem
drei von grofler Wichtigkeit: die klassische, die frequentistische und die subjektivistische.

Klassische Wahrscheinlichkeit:

Dieser Wahrscheinlichkeitsbegriff wird mit dem Namen Laplace verbunden und koénnte
auch als kombinatorisch bezeichnet werden. Kurz gesagt postuliert dieser Zugang, dass
die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses A wie folgt anzugeben ist:

_ Anzahl giinstige Fille

P(A) =
(4) Anzahl mogliche Félle

Beispiel: Wird beim Zahlenlotto 6 aus 45 das Ereignis des Auftretens eines Sechsers mit
A bezeichnet, so ist die Anzahl der giinstigen Félle gleich 1, die Anzahl der méglichen
Fille gleich der Anzahl aller moglichen Sechser unter 45 Zahlen, also gleich

(45) ~45-44-43-42-41-40

= 8145060.
6 1-2-3-4-5-6

Somit ist die Wahrscheinlichkeit fiir einen Sechser gleich

P(A) — 0.00000012. ..

= 8145060
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Die kombinatorische Wahrscheinlichkeit hat allerdings weitere zahlreiche Anwendungen,
wie zum Beispiel den Entwurf von Qualitétspriifverfahren oder die Herleitung der Expo-
nentialverteilung fiir die Lebensdauer radioaktiver Partikel aus dem radioaktiven Zerfalls-
gesetz.

Frequentistische Interpretation:

Dabei wird die Wahrscheinlichkeit P(A) eines Ereignisses A durch die relative Haufigkeit
des Auftretens von A in einer Stichprobe hinreichend groflen Umfangs angenéhert. In der
frequentistischen Interpretation nimmt man also folgende Entsprechung vor:

Wahrscheinlichkeit & relative Haufigkeit.

In der Idealvorstellung ist dazu eine grofie Zahl von Messwerten, die unter identischen
Bedingungen erhoben wurden, zur Verfiigung. Solche Daten sind gerade im Bauwesen
meist nicht vorhanden oder nicht gewinnbar (man denke an Bodenproben). Daher muss die
Datenlage in der Regel durch Expertenwissen (zum Beispiel des/der Geologen/Geologin)
erginzt werden; damit begibt man sich in den Bereich der so genannten subjektiven
Wahrscheinlichkeit.

Subjektivistische Interpretation:

In dieser Interpretation wird die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses A als Vertrauensgrad
in sein Auftreten gedeutet. Hier wird bewusst in Kauf genommen, dass dieser Vertrau-
ensgrad eine subjektive Einschiatzung bedeutet und daher von verschiedenen Experten
verschiedene Werte zugewiesen bekommen kann. Selbstverstdndlich muss die Bewertung
rational und unter Zuhilfenahme aller verfiigharen Information erfolgen. Um eine ope-
rative Methode zu erhalten, den subjektiven Vertrauensgrad zu quantifizieren, wurde
vorgeschlagen, diesen als Indifferenzpreis fiir ein gedachtes Wettspiel anzusetzen. Diese
Vorgangsweise wird Introspektion genannt. Wichtiger fiir die Risikoanalyse ist allerdings
die Expertenbefragung, auch Mediation, Delphi-Methode oder auf Englisch elicitation ge-
nannt. Dabei werden Einzelwahrscheinlichkeiten und Verteilungsfunktionen in einem Dis-
kussionsprozess festgelegt. Es konnen dabei unter anderem

e statistische Daten,
e Erfahrungswerte, Normwerte,

e Bewertungstabellen,

e Ereignisbdume

herangezogen werden.
Mathematisches Modell:

Das mathematische Modell ist in allen drei Interpretationen dasselbe und kann auf dem
Begriff der Zufallsgréfie und deren Verteilungsfunktion aufgebaut werden. Diesem Begriff
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werden gewisse Axiome zu Grunde gelegt, eben die Axiome der Wahrscheinlichkeitstheo-
rie, die besagen, wie Verkniipfungen vorzunehmen sind. Ein typisches Beispiel dafiir ist
die Additivitat:

P(A)+ P(A°) =1,

die Wahrscheinlichkeiten eines Ereignisses und dessen Komplementérereignisses miissen
sich zu Eins addieren.

Fiir manche Anwendungen werden diese Axiome als zu strikt betrachtet, gerade wenn es
um die Festlegung subjektiver Bewertungen geht. In neuerer Zeit sind einige Verallgemei-
nerungen von oder Alternativen zur Wahrscheinlichkeitstheorie entwickelt worden. Dazu
gehoren intervallwertige Wahrscheinlichkeiten (imprecise probabilities), zufillige Mengen
(random sets) und unscharfe Mengen (fuzzy sets). Diese sind nicht Gegenstand der Vor-
lesung. Es sei dazu au Fellin et al.(2005) oder Oberguggenberger(2012) verwiesen.



Kapitel 2

Beschreibende Statistik
eindimensionaler Daten

2.1 Datenerhebung und Darstellung

Aufgabenstellung: Die Aufgabenstellung besteht in der Aufnahme und Analyse von
Daten mit zufilligen Schwankungen. Dazu gehort die Schitzung der Parameter einer
Grundgesamtheit aus einer Stichprobe. Die schlieBende Statistik baut darauf auf und
erlaubt zum Beispiel die Prognose von Uber- und Unterschreitenswahrscheinlichkeiten,
das Erstellen eines Risikobildes sowie das Testen der Addquatheit von Eklarungsmodellen.

Wir fiithren nun einige der grundlegenden Sprechweisen ein.

Grundgesamtheit: Diese kann real oder fiktiv sein; zum Beispiel eine Menge von In-
dividuen, wie alle Osterreichischen Arbeitnehmer (real), oder alle potentiell moglichen
Messungen der Druckfestigkeit von Beton B35 (fiktiv).

Merkmal: Jedes Element der Grundgesamtheit besitzt ein oder mehrere Merkmale mit
zugehoriger Ausprdagung. Uber die Merkmalauspragung hinaus besitzen die Individuen
keine Individualitét. Einige Beispiele:

Grundgesamtheit Merkmal Auspriagung
Einwohner Osterreichs Geschlecht m/w

Partei 0/ OVP /SPO /...

Alter* 0,1,2,3,...
Erwerbstitige Osterreichs | Einkommen* |0, 1,2, ..., 1000, ...Euro
Gemeinden Tirols Einwohnerzahl* 1, 2,3, ...

Fléche 1,2, 3, ...km?
Versuche einer Messreihe Messwert Zahl der Messskala

* Zeitabhiingige Merkmale, Zeitraum ist zusiitzlich anzugeben, also etwa ,, Einkommen im Jahre 2016

13
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Merkmaltypen: (1) Qualitative Merkmale z. B. Geschlecht, Parteibuch. Messung durch:
(i) Nominalskala (= Benennung), z. B. m/w; OVP / SPO / ...

(ii) Ordinalskala (= Anordnung) z. B. , Akzeptanz des EU-Beitrittes“

dagegen (4) — eher dagegen (3) — eher dafiir (2) - dafir (1)

(2) Quantitative Merkmale, z. B.: Einwohnerzahl, Einkommen, physikalische Parameter.
Die Auspréigung ist durch eine Zahl charakterisiert. Messung durch:

iii) Kardinalskala (= Zahlenwerte), z. B. 1000, 2000 km?; 1, 2, 3, 4 Millionen
(ii)

Zufilliger Versuch: Herausgreifen eines Individuums und Feststellung des Merkmals
bzw. Messung.

Stichprobe vom Umfang n: Die n-fache Wiederholung eines Versuches unter identi-
schen Bedingungen (z. B. Erhebung unter 1000 Arbeitnehmern oder 10 Druckversuche an
verschiedenen Wiirfeln derselben Betonsorte).

In der Folge beschrénken wir uns auf quantitative Merkmale. Die Ausprdgungen des Merk-

mals seien
T1,...x) diskret oder

z € R kontinuierlich.

Beispiel: Schiilernoten in einer Klasse:
r1=1, 29=2 x3=3, x4 =4, x5 =5.

Das Ergebnis der Stichprobe ist zundchst die Urliste &1, . . ., &,, zum Beispiel (mit n = 31)

/1]
/111171
1111111111
??///////

Tk~ W N~

Beispiel: Mittlere Tagestemperaturen im Jénner in Innsbruck (Tabelle 2.1). Die Tem-
peratur besitzt die Auspriagung einer kontinuierlichen Grofle; die Messdaten sind selbst-
verstandlich diskret, werden aber zur besseren Darstellung und Auswertung in Klassen
unterteilt (wie stets bei kontinuierlichen Gréfien). Beginnen wir mit dem Merkmal X =
Temperatur Janner 2001. Die Daten bilden zunéchst die Urliste &, ..., &, (mit n = 31).
Wir nehmen eine Klasseneinteilung der Temperatur vor, hier in Klassen von —10° bis 10°
in Schritten von zwei Grad.
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—5° bis —3° | 4
—3° bis —=1° | 7
—1° bis +1° | 5
+1° bis +3° | 7
+3° bis +5° | 5
+5° bis +7° | 3

Die Wahl der Klassenbreite bleibt den Bearbeitenden iiberlassen. Ist die Klassenbreite zu
gering, zerflattert die Darstellung; ist sie zu groff, verschwimmen die Eigenschaften der
Datenverteilung.

Die Auswertung der Stichprobe liefert zunéchst die Haufigkeitsverteilung als Grundlage
fiir alles Weitere:

Absolute Haufigkeit:

o H(X = x;) ... Anzahl derFille, in denen z; aufgetreten ist;
7 H(X €Klasse j) ... Anzahl derFélle, in denen Klasse j aufgetreten ist.

Relative Haufigkeit:

1
h; = —H; ... Anteil des Auftretens von z; (bzw. der Klasse j)
n

Beispiel Schiilernoten:

.%'j‘l
H; |3

2 3 4 5
7 10 9 2

Graphische Darstellungen: Man verwendet meist ein Sdulendiagramm fiir die absolu-
ten Haufigkeiten (lingentreue Darstellung, Hohe ~ absolute Haufigkeit) und ein Histo-
gramm fiir die relativen Hiufigkeiten (flichentreue Darstellung, Flidche = relative Haufig-

keit).

11

0.35

=
o
T

0.3r

0.25¢-

0.2r

0.15r

0.1r

0.05r

o P N ®Ww N O o N o ©
T T T T T T T T T

1 2 3 4 5

Abbildung 2.1: Sdulendiagramm und Histogramm fiir das Schulnotenbeispiel.
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Janner 2001, Innsbruck
Janner 2001, Innsbruck
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Abbildung 2.2: Sdulendiagramm und Histogramm, mittlere Tagestemperatur Janner 2001.

Die empirische Verteilungsfunktion/Summenhiufigkeit: Wir brauchen dazu das
Konzept des FEreignisses.

FElementarereignisse: Auftreten eines Merkmales, also X = z;. Die H; sind dann die
Auftrittshaufigkeiten der Elementarereignisse.

Zusammengesetzte Ereignisse: Vereinigung von Elementarereignissen, zum Beispiel “Note
zwischen 2 und 4”7, 2 < X < 4. Im Beispiel ist die absolute Haufigkeit davon H(2 < X <
4) =74 10+ 9 = 26, die relative Héufigkeit h(2 < X < 4) =26/31.

Die empirische Verteilungsfunktion, kumulierte- oder Summenhé&ufigkeit ist die fiir alle
x € R definierte Stufenfunktion

Femp(x):h(xgx):Zhj:%ZHj.

z; <z z; <z

Man summiert also einfach die Héufigkeiten links von jedem x;. An der Stelle x; macht
Femp(x) einen Sprung der Hohe h;. Bei Verwendung von Klasseneinteilungen wird z; als
Klassenmitte gewihlt (siche Abbildung 2.3).

Wir brauchen die empirische Verteilungsfunktion einerseits zur graphischen Kurvenan-
passung, andererseits fiir das Konzept der Uberschreitungswahrscheinlichkeiten.

2.2 Datenbeschreibung: Lageparameter

Die wichtigsten Lageparameter sind der Mittelwert (das Stichprobenmittel), Maximal-
und Minimalwert, der Median und die Quantile.
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Janner 2001, Innsbruck
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Abbildung 2.3: Summenhé&ufigkeit im Notenbeispiel (links) und fiir die mittleren Tages-
temperaturen (rechts).

Der Mittelwert: Das arithmetische Mittel der aufgetretenen Werte,
1
T = E(€1+§2+"'+5n)

1
= ﬁ(lel +ZL’2H2 + - +ZEka)

1 k k
= ﬁZl’jHj = Zl’jh]‘.
j=1 j=1

Im Notenbeispiel:

T = 3—1(1-3+2-7+3~10+4-9+5-2)
1 7 10 9 2
( ETRRRE TR TR TR 0 A

Mazimalwert und Minimalwert: Tyax » Tmin -

Median (Zentralwert): Gibt die Mitte der Urliste bei grofenméfliger Anordnung an. Zur
Ermittlung stellt man die Variationsreihe (geordnete Urliste) auf,

<6< <6,

Falls n = 2041 ist, so ist der Median x gleich &1 ; falls n = 2( ist, so ist = = (£g+€z+1)/2 .
Im Notenbeispiel ist die Variationsreihe

1,1,1,2,2,2,2,2,2,2.3,3,3,3,3,3,3,3,3,3,4,4,4,4,4,4, 4,4, 4,55
An 16. Stelle findet sich der Median 7 = 3.

Im Beispiel der mittleren Tagestemperaturen Janner 2001 ergibt sich:
T=0.76, Zmax = 95.80, T = —4.50.

Die Variationsreihe ist
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-4.5,-4.5,-3.4,-3.4,-2.8,-1.6,-1.5,-1.5,-1.2,-1.1,-1.0,-0.6,-0.4,-0.2,0.3,
0.4,1.3,1.3,1.5,1.8,2.1,2.1,2.8,3.7,3.9,4.0,4.3,5.0,5.2,5.8,5.8

An 16. Stelle findet sich der Median z = 0.40.

Quantile: Das ¢%-Quantil @ ist dadurch gekennzeichnet, das ¢% der Werte unter ¢ und
(100 — q)% dariiber liegen. Der Median ist somit das 50%-Quantil.

Viertelwerte: V,, = unterer Viertelwert = 25%-Quantil, V,, = oberer Viertelwert = 75%-
Quantil.

Die folgenden Groflen sind eigentlich Streuungsmafe, leiten sich aber unmittelbar aus den
Lageparametern her:

Spannweite: A = Tmax — Tmin ;
Viertelweite: dy =V, — V,, .

Im Notenbeispiel:
V=2, Vo=4, A=4, dy =2.

Im Beispiel Temperatur Janner 2001:
V, = —1.4250, V, = 3.4750, A =10.30, dy = 4.90.

Ausreiffer sind Messwerte, die augenfillig deutlich abseits der Mehrzahl der iibrigen
Messwerte liegen. Der Begriff bleibt vage; ein Ausreifler kann auf einen Mess- oder Aufnah-
mefehler hinweisen oder in der breiten Streuung der Daten begriindet sein. Dies muss in je-
dem Einzelfall untersucht werden; die statistische Ausreiflertheorie geht iiber den Rahmen
der Vorlesung hinaus, siche etwa Barnett et al. (1994). In der Datenanalyse behilft man
sich mit einer empirischen Definition von Ausreifiern, indiziert durch das Uberschreiten
gewisser Grenzen im Vergleich zu den iibrigen Lageparametern. Ublicherweise legt man
diese Grenzen wie folgt fest.

Ausreiffergrenzen: Obere Ausreiflergrenze: A, = V,+1.5dy ; untere Ausreiflergrenze: A, =
V.—1.5dy.

Vergleich Median-Mittelwert: Der Median ist stabil gegeniiber Ausreiflern, der Mittelwert
nicht. Einzelne grofle Messwerte konnen den Mittelwert deutlich nach oben verschieben.
Beispiel:

1
T =3, T:3—1(1-3+2-7+3-10+4-9+20-1+21-1):4.

Darstellung im Boxplot: Das Boxplot besteht aus einem Rechteck, begrenzt durch V,,
und V,; der Median wird durch einen Strich gekennzeichnet. Links und recht schliefen sich
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die “Whiskers” (Katzenhaare) an, die 2, und ., andeuten. Im Falle von Ausreifiern
geben die Whiskers den minimalen bzw. maximalen Wert unter Entfernung der Ausreifler
an, welche ihrerseits durch zusétzliche Ringe oder Sterne gekennzeichnet werden.

F —{ *

\/ V X

X .
min u o] max

Median Ausreil3er

Abbildung 2.4: Schema eines Boxplots.

Boxplots in zwei Darstellungsmoglichkeiten fiir das Notenbeispiel und das Temperatur-
beispiel sind der Abbildung 2.5 zu entnehmen.

Janner 2001, Innsbruck

6f -

_ —

Mittlere Tagestemperatur [°]
o

1 2 3 4 5 “ .

Abbildung 2.5: Boxplot fiir Notenbeispiel (links) und Temperaturen (rechts).

Boxplots sind auch zum Vergleich verschiedener Gesamtheiten von Interesse. Wir fithren
den Vergleich der Temperaturen im Jénner 2001 und im Janner 2002 mit Hilfe verschie-
dener Darstellungsmethoden vor.

Zunéchst die Darstellung der mittleren Tagestemperaturen im Janner 2002:
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Janner 2002, Innsbruck
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Abbildung 2.6: Tagestemperaturen Janner 2002: Sdulendiagramm und Histogramm.

Janner 2002, Innsbruck
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Abbildung 2.7: Tagestemperaturen Janner 2002: Summenh#ufigkeit und Boxplot.

Und hier die vergleichende Darstellung;:

Vergleich Janner 2001/2002, Innsbruck Vergleich Janner 2001/2002, Innsbruck

8 0.12} 6
2 017 - —_
3 0.8 — ! |
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Q
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Abbildung 2.8: Vergleich 2001/2002: Histogramm und Boxplot.
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2.3 Datenbeschreibung: Varianz

Die Stichprobenvarianz: Die Stichprobenvarianz s? ist ein Streuungsmafl und gibt an, wie
sehr die Messwerte im Quadratmittel um den Mittelwert schwanken.

(z; —7)%... quadratische Abweichung des Messwertes x; vom Mittelwert Z

Mittelwert der Abweichungsquadrate:

1
§2 = n—l((zl —f)QHl—|—(:Ez—f)2H2_|_...+($k_T)2Hk>

1
n—1

J

n

k k
(l’j — E)2HJ’ = (i[)j — f)th.

n—1H4%
1

J

—

Der Faktor (n—1) statt n wird in der Schétztheorie erklért (Erwartungstreue des Schétzers
s? fiir die Varianz einer Zufallsgrofie).

Die Standardabweichung Die Quadratwurzel s der Stichprobenvarianz heifit Standardab-
weichung.

Der Variationskoeffizient: Er gibt die relative Grofie der Streuung in Bezug auf den Mit-
telwert an und ist definiert durch

v=s/T - 100 %.

In der Ingenieurliteratur findet man auch die Bezeichung CoV, was aber zur Verwechslung
mit der Kovarianz (COV) fithren kann.

Beispiele zur Bedeutung der Standardabweichung, Notenverteilungen vom Umfang n:

7|1 2 3 45 L
Hi[2 2 2 2 2 T=2=23, s~ 1.5 (groB)
;|1 2 3 45 . ‘
Hj‘() 1 8 1 0 x—x—375~0.67(klem)

Die Wichtigkeit der Stichprobenvarianz ergibt sich erst bei der Parameterschéitzung und
Anpassung von Verteilungen. Mit der Stichprobe allein kann man ja keine schlieffende
Statistik machen. Dies geht erst nach Anpassung eines wahrscheinlichkeitstheoretischen
Modells.

Vorschau: Wie die Anpassung mit Hilfe des Stichprobenmittels und der Stichprobenvari-
anz vorgenommen wird, konnen wir beispielhaft anhand des Modells einer Normalvertei-
lung N (p, 0%) vorfiihren. Die Normalverteilung wird durch die Parameter p (Erwartungs-
wert) und o2 (Varianz) gesteuert.
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S

+ 0.3989/c

Abbildung 2.9: Dichte der Normalverteilung: Bedeutung der Parameter p und o.

Nach der Momentenmethode erfolgt die Anpassung durch Schétzung aus den entsprechen-
den Stichprobenparametern, also u =~ 7, 0 &~ s. Im Falle der Temperaturen im Jénner 2001
erhilt man die angepasste Normalverteilung N (0.76,9.1085). Die Anpassungsgiite ist zu-
friedenstellend, wie aus dem Diagramm der kumulativen Verteilungsfunktionen ablesbar.
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Abbildung 2.10: Temperaturdaten und angepasste Normalverteilung, Jénner 2001.

Als erste Anwendung konnen wir damit Wahrscheinlichkeiten fiir Temperaturbereiche
naherungsweise berechnen (unter der Annahme der Giiltigkeit des Normalverteilungsmo-
dells), welche aus dem Histogramm nicht ablesbar sind.

Beispiel: Die Wahrscheinlichkeit, dass im Jénner eine Temperatur gréfler als 5° auftritt,
ist nach dem Modell gleich 0.08, also 8%, und kann als Flacheninhalt der rot schraffierten
Fliche abgelesen werden (eine robuste langjahrige Aussage wiirde verlangen, Tempera-
turdaten im Jénner einer grofleren Zahl von Jahren zu verwenden).
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Janner 2001, Innsbruck
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Abbildung 2.11: Darstellung einer Uberschreitenswahrscheinlichkeit.

Ein Blick auf die kumulativen Verteilungsfunktionen zeigt {ibrigens, dass das Normalver-
teilungsmodell fiir Janner 2002 nicht addquat ist:

Janner 2002, Innsbruck
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Abbildung 2.12: Summenhéufigkeit und angepasste Normalverteilung, Temperaturdaten
Janner 2002.
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Tabellen

Datum  Temperatur Temperatur Bedeckung

2001 2002 2002

1 -3.4 -6.8 13

2 3.7 -7.1 0

3 2.8 -7.8 0

4 1.5 -8.2 10

5 4.0 -7.1 27

6 5.8 -5.7 10

7 5.0 -5.0 27

8 1.3 -4.5 10

9 0.4 -4.4 7

10 -0.4 -5.1 27
11 .1 -6.0 73
12 1.8 -4.1 53
13 .3 -2.7 33
14 -2.8 -1.5 10
15 -3.4 -5.5 10
16 -4.5 -4.5 33
17 -4.5 -2.8 7
18 -1.5 -4.4 90
19 -1.1 -4.7 73
20 -0.2 0.9 70
21 -0.6 2.4 53
22 2.1 1.9 57
23 4.3 3.0 97
24 5.8 5.2 53
25 5.2 5.6 50
26 3.9 4.1 97
27 1.3 4.3 100
28 -1.2 4.3 30
29 -1.6 4.1 40
30 -1.5 3.2 73
31 -1.0 3.2 40

Tabelle 2.1: Mittlere Tagestemperaturen [°] und Bewolkungsgrad [%]. Innsbruck, Jénner
2001 und 2002 (aus: http://www.zamg.ac.at).
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Beschreibende Statistik
mehrdimensionaler Daten

3.1 Gemeinsame und Randhiufigkeiten

Aufgabenstellung: Es geht um die Analyse der gemeinsamen Verteilung von zwei oder
mehreren Groflen; wir beschranken uns hier auf den zweidimensionalen Fall und die zu-
gehorigen Methoden der beschreibenden Statistik. Eine solche Situation tritt etwa in der
Sozialstatistik auf, wenn jedes Individuum hinsichtlich zweier Merkmale (X,Y’) unter-
sucht wird, oder im Laborversuch, in dem zwei Groflen (X,Y) gemessen werden. Ziel ist
die Analyse der Abhéngigkeit der beiden Gréflen. Beispiel: X = Schulnote in Mathematik,
Y = Schulnote in Englisch; X = Durchmesser, Y = Druckfestigkeit von Steinsalzkoérnern;
X = Tagestemperatur, ¥ = Bewolkungsgrad.

Die Auspriagungen der Grofle X seien xq, ..., xy, die von Y seien yq, ...,y Ein Messwert
(z;,y;,) stellt also einen Punkt in der (z, y)-Ebene dar. Die Menge {(z;,y;) i =1,...,k,j =
1,...,1} bezeichnet man als bivariaten Datensatz. Es interessieren die gemeinsamen ab-
soluten und relativen Haufigkeiten
1
Hy=H(X=ux,Y =y;), hj= ﬁHij
beim Stichprobenumfang n; bei Klasseneinteilung in X- bzw. Y-Klassen auch
H;; = H(X € X—Klasse 7,Y € Y—Klasse j).

Beispiel 3.1 Schiilernoten, n = 31, X = Note Mathematik, Y = Note Englisch.

X\Y|1 2 3 45
1 |2 1] 3
2 |4 2 1 7
3 12 5 21 10
4 |4 4 1 9
5 1 1|2
12 12 4 1 231

25
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Dabei werden in der i-ten Zeile, j-ten Spalte aufgetragen:
H;; = H(Mathematik = 4, Englisch = j) = H(X =z;,Y =y;).
Die Randspalte bzw. Randzeile stellt die so genannte Randverteilung dar:

i-te Zeile: z

H; = H(X = x;,Y beliebig) = Y~ H;;

=1

j-te Spalte:
k
H; = H(X beliebig,Y =y;) = Z i
i=1

Im Allgemeinen hat eine zweidimensionale Haufigkeitstabelle die folgende Form:

X\Y Yj
H,j n

(%)

Analog kann man die relativen Haufigkeiten darstellen:

1 1 1
n

179 T -
J n n

h

ij

Die Randverteilungen geben sozusagen das Verhalten der Messgrofien X, Y einzeln wieder.
Gegeniiberstellung der Verteilungen im Boxplot:

St - e
! I
! I
4t L I
I
) I
o 3 .
p
2t T
I
I
1 1 1
Mathematik Englisch

Abbildung 3.1: Boxplots fiir Notenbeispiel.
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Berechnung der Parameter der Gréflen X und Y:
=130 aH, = 3 y=13 yH, = 2

k — ! m
57 = ﬁ Yo (r —T)H;. = % 312/ - ﬁ Zj:l(yj —yPH, = %

Was kann noch {iber die gemeinsame Verteilung gesagt werden? Es interessieren die wech-
selseitigen Abhéngigkeiten. Zunéchst der Extremfall der Unabhdngigkeit. Dies sollte be-
deuten, dass — ganz gleich, was der Wert fiir X ist — die Verteilung von Y stets dieselbe ist,
und umgekehrt. Daraus folgt aber, dass die Zeilen und Spalten in der Haufigkeitsmatrix
proportional sein miissen.

Beispiel 3.2 Ein Beispiel zweier unabhéngiger Merkmale:

X\Y|1 2 3 45
1 |1 2 1] 4
2 |3 6 3|12
3 |2 4 2] 8
4 0
5 |1 2 1] 4

7 14 0 0 728

Insbesondere muss jede Zeile ein Vielfaches der Randverteilungszeile sein. Es gilt dann
etwa fiir die erste Zeile:
hlj:C'h.j,jzl,...,l.

Summation iiber j ergibt

! !
hl.:Zhlj:ZC'h.j:C'lzc,
j=1 j=1
und es folgt
hij="hy.-hj,j=1,...,1

Das Entsprechende gilt fiir alle Zeilen. Damit ist gekléart, dass fiir die Unabhéngigkeit
notwendig und hinreichend ist, dass die relativen Haufigkeiten die Produkte der jeweiligen
Randhéufigkeiten sind:

Es ist klar, dass die Unabhéngigkeit eine sehr starke Eigenschaft ist (bei Schiilernoten
wohl kaum jemals zutreffend, wie das erste Notenbeispiel zeigt). Es werden abgestuftere
Begriffe benétigt.

3.2 Kovarianz und Korrelation

Betrachten wir die Produkte der Abweichungen vom jeweiligen Mittelwert

(i =7)(y; = 7) -
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Diese sind positiv, wenn gleichzeitig ; > 7,y; > ¥ oder x; < T,y; < ¥ ist. Sie sind
negativ, wenn x; > 7,y; <y oder x; < 7,y; > ¥ ist. Das Ergebnis fiir das Schiilernoten-
beispiel (Beispiel 3.1) steht in der Tabelle unten (in Klammern sind die Haufigkeiten # 0
angegeben).

Yi 1 2 3 4 5
yi — 7y | -1 0 1 2 3
T | Ty — T
1 -2 2@ 0 -2 -4 -6 (1)
2 —1 1 (4) O (2) —1 (1) —2 -3
3 0 0@ O O0r O@w O
4 1 —1 (4) O (4) 1 (1) 2 3
5 2 -2 0w 2 4 6 (1)

Im Falle der “Unkorreliertheit” sollten sich diese Produkte in Summe weg heben. Ist dies
nicht der Fall, so treten also tendenziell Abweichungen von den Mittelwerten in derselben
Richtung auf.

Die empirische Kovarianz ist definiert als

1
Sxy:n—lz

i=1 j

(zi = T)(y; — Y) Hyj

k l
=1

Wenn s, = 0 ist, so heiflen X, Y unkorreliert, andernfalls korreliert. Im Schiilernotenbei-
spiel ist
Szy = 4/30 = 0.1333,

die Leistungen in Englisch und Mathematik sind korreliert.

Um ein Ma8 fiir die Korrelation zu erhalten, das die Gréflenordnung der gesamten Schwan-
kungsbreite herausskaliert, wird der Pearson-Korrelationskoeffizient

Szy
Sz Sy

R=1ry =

eingefiithrt. Im Notenbeispiel ist

4/30
R = / = 0.1081 =~ 0.11,

\/36/304/38/30
es liegt also eine schwach positive Korrelation vor. Die Extremfille R = 1 bzw. R = —1
erhélt man, wenn Y eine lineare Funktion von X mit positivem bzw. negativem Anstieg
ist.

Bemerkung: Unabhdingige Grifien sind unkorreliert. Wir werden dies im Kapitel 5 be-
weisen. Die Umkehrung gilt jedoch nicht.

Beispiel 3.3 Ein Beispiel eines bivariaten Datensatzes, der unkorreliert, aber nicht un-
abhéngig ist:
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X\Y |1 2 3 45
1 2 113
2 0
3 |4 2 9 4 3|22
4 4 2] 6
5 0

48 9 4 63l

Beispiel 3.4 Wir betrachten den Bewolkungsgrad X (in %) und die mittlere Tagestem-
peratur Y (in °) im Jénner 2002 in Innsbruch (Tabelle 3.1). Die Abbildung zeigt das so
genannte Streudiagramm der beiden Messgrofien.

Janner 2002, Innsbruck

*x
— 47 * ok **
= * * %
5 *
§ 2r *
g *
€ Or
9
S ol ¥
S * *
o
§—4f $ N % * " %
= 6 ¥ «
* * *
_8% . . . . .
0 20 40 60 80 100

Bewdlkungsgrad [%]

Abbildung 3.2: Streudiagramm Bewdlkungsgrad/Temperatur, Innsbruck, Jéanner 2002.

Offensichtlich gibt es eine Tendenz zu hoheren Temperaturen bei hoherem Bewolkungsgrad.
Um diese Tendenz zu untermauern bzw. zu quantifizieren, berechnen wir den Pearson-
Korrelationskoeffizienten. Sein Wert ist

R =0.569

und belegt eine deutliche Korrelation im positiven Sinn.

Beispiel 3.5 Altersabhéingige Unfallshdufigkeiten. Die Tabelle unten enthélt die im Inns-
brucker Strafenverkehr im Jahre 1992 Verunfallten nach Altersgruppe (Quelle: Statisti-
sches Jahrbuch der Stadt Innsbruck 1992).

Altersgruppe | Gruppenmitte | Verunfallte | Gesamtzahl | Anteil
15 - 25 20 442 19296 0.02291

25 - 35 30 367 21492 0.01708
35 - 45 40 166 15671 0.01059
45 - 55 50 203 15621 0.01299
55 - 65 60 81 10557 0.00767

65 - 75 113 19083 0.00592
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Um einen etwaigen Zusammenhang feststellen zu kénnen, vergleichen wir die Groflen X
= Gruppenmitte und Y = Anteil. Dazu das Streubild:

0.025

0.02f

0.015¢

0.01f

0.005f

0 L . . L . . .
10 20 30 40 50 60 70 80 90

Abbildung 3.3: Altersgruppe gegen Unfallhadufigkeit.

Die statistischen Kennwerte sind:
s, = 20.1039, s, = 0.0063, s, = —0.1177, 75, = —0.9293.
Es liegt also tatséichlich eine stark negative Korrelation vor.

Beispiel 3.6 Aus der Geotechnik — Reibungswinkel und Kohésion. Zur Ermittlung der
Scherfestigkeit von Geschiebemergel wurden an vierzehn aus unterschiedlichen Bohrungen
stammenden Sondierproben Kreisringversuche durchgefiihrt. Die Ergebnisse sind in der
Tabelle unten angefithrt (0 = Normalspannung [kPa|, 7 = Grenzscherspannung [kPal;
aus: B. Schuppener, Die Festlegung charakteristischer Bodenkennwerte - Empfehlungen
des Eurocodes 7 Teil 1 und die Ergebnisse einer Umfrage. Geotechnik, Sonderheft 1999).

0‘150 200 300 100 150 250 300 100 150 250 100 150 200 250
7‘130 135 205 70 125 145 195 75 80 170 70 100 125 160

220

T
*
200
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180}
o *
2 1601 *
=
g *
@ L
% 140 N *
@ * *
@ 1201
(0]
100} *
80 *
*
*
60 -
100 150 200 250 300

Normalspannung

Abbildung 3.4: Normalspannung gegen Grenzscherspannung im Kreisringversuch.
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Das Streubild zeigt eine deutliche Tendenz. Die statistischen Kennwerte sind:
s, = T1.1947, s, = 44.8823, s,y = 3048.1, ry, = 0.9539.

Es besteht also tatséchlich eine stark positive Korrelation zwischen ¢ und 7. Dies ist
im Einklang mit der im Mohr-Coulombschen Stoffgesetz postulierten linearen Beziehung
T = o tan(p) 4+ ¢ (Reibungswinkel ¢, die Kohésion c¢).

3.3 Rangkorrelation

Die Rangstatistik setzt sich zum Ziel, den Einfluss der Skalenwahl zu entfernen, also zu
erreichen, dass die statistischen Indikatoren nicht von den absoluten Zahlenwerten der
Messungen abhéingen. Dies erfolgt, indem die Messwerte durch ihre Rangnummern nach
GroBenordnung ersetzt werden. Die Rénge etwa der Messgroflen Bewdlkungsgrad und
Temperatur sind in Tabelle 3.1 berechnet worden. Nicht ganzzahlige Rénge ergeben sich
durch Mittelbildung der Rénge bei Auftreten von Bindungen (gleichen Messwerten).

Die Vorgangsweise gewinnt erst bei zwei- und mehrdimensionalen Messgréfien an Bedeu-
tung. Abhéngigkeiten werden dann allein durch Beziehungen zwischen den Réngen darge-
stellt und konnen durch den Spearman-Rangkorrelationskoeffizienten p bewertet werden.
Der Spearman-Koeffizient p ist nichts anderes als der Pearson-Korrelationskoeffizient R,
berechnet aus den Réngen des Datensatzes. Er betrédgt hier

p=0.570

und unterscheidet sich in diesem Beispiel nicht wesentlich vom Pearson-Koeffizienten.
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Tabellen

Bedeckung Temperatur Rang-Bedeckung Rang-Temperatur
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Tabelle 3.1: Bewolkungsgrad, mittlere Tagestemperaturen und deren Réange. Innsbruck,

Janner 2002.



Kapitel 4

Eindimensionale Zufallsgréflen

4.1 Der mathematische Wahrscheinlichkeitsbegriff

In diesem Kapitel werden wir das mathematische Modell der Wahrscheinlichkeit einfiihren.
Die Begriffe Grundgesamtheit, Merkmal, relative Haufigkeit, Mittelwert, Stichprobenvari-
anz, Summenhdufigkeit usw. finden ihre Entsprechung in den Begriffen Wahtrscheinlich-
keitsraum, Zufallsgroffe, Wahrscheinlichkeit, Erwartungswert, Varianz, Verteilungsfunk-
tion usw.

Beginnen wir mit dem Begriff einer Zufallsgrofie. Eine Zufallsgrofie oder Zufallsvariable ist
eine Grofle, die zufillig verteilte Werte annimmt. Die Verteilung muss spezifiziert werden
und gibt an, welche Werte mit welcher Wahrscheinlichkeit auftreten.

Eine Zufallsgrofle X heiflt diskret, wenn ihr Wertebereich eine diskrete Menge von reel-
len Zahlen {zq,xs,x3,...} ist; sie heifit kontinuierlich, wenn sie beliebige reelle Werte
annehmen kann.

Schreibweise: Fiir die Zufallsgrofie verwenden wir Grofibuchstaben, etwa X, fiir ihre
Realisierung (= aufgetretener Wert) den entsprechenden Kleinbuchstaben z.

Ereignisse: Wir sprechen auch hier wieder von Ereignissen. Ein Elementarereignis ist zum
Beispiel X = zy, also das Auftreten des Wertes x. Zusammengesetzte Ereignisse sind
etwa X € {x1, 29,23} oder a < X <b.

Wahrscheinlichkeit: Jedem Ereignis wird eine Wahrscheinlichkeit P zugeordnet (P von
probability aus dem Englischen), eine Zahl zwischen 0 und 1. In der frequentistischen
Interpretation der Wahrscheinlichkeit, auf die wir uns hier beziehen, entspricht die Wahr-
scheinlichkeit eines Ereignisses der relativen Héufigkeit seines Auftretens in einer Stich-
probe.

Die Verteilung einer diskreten Zufallsgrofle ist durch die Angabe der Punktwahrschein-
lichkeiten
pr=P(X =x), k=1,2,3,...

33
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spezifiziert. Kontinuierliche Zufallsgroen X werden durch eine Dichtefunktion fx(z) be-
schrieben. Diese erlaubt es, die Intervallwahrscheinlichkeiten

P(agXSb)—/be(x)dx

als Integral anzugeben. Dabei muss f(z) > 0 und ffooo f(z) dz = 1 sein. Daneben gibt es
noch gemischte Verteilungen mit diskretem und kontinuierlichem Anteil.

Pla< X <b)= [ fx(z) da
- X

a b
Abbildung 4.1: Intervallwahrscheinlichkeit fiir eine kontinuierliche Zufallsgrofe.

Beispiel: Es bezeichne X die Augenzahl eines idealen Wiirfels. Der mogliche Wertebereich
ist X € {1,2,3,4,5,6}. Alle Augenzahlen werden als gleich wahrscheinlich betrachtet. Die
Punktwahrscheinlichkeiten sind demnach

Als Beispiel eines zusammengesetzten Ereignisses nehmen wir etwa

11 1
P(X=1loder X =2)=—-+4-=—.
( oder ) 5 + 5=3
Die Wahrscheinlichkeit der Vereinigung von Ereignissen, die sich gegenseitig ausschlieflen,

ist die Summe der Wahrscheinlichkeiten.

4.2 Axiome der Wahrscheinlichkeit

Wir wollen nun die Aziome der Wahrscheinlichkeit etwas formaler einfithren. Man geht
von einer Grundmenge 2 aus (dem Wahrscheinlichkeitsraum) und sondert ein System
von Teilmengen ¥ aus, die Ereignisse (formal auch als messbare Mengen bezeichnet) und
betrachtet eine Funktion

P:¥—10,1].

P ordnet also jeder Teilmenge A von €2, welche zu ¥ gehort, eine Zahl P(A) zwischen 0
und 1 zu. In der statischen Sprechweise ist P(A) die Wahrscheinlichkeit oder das Wahr-
scheinlichkeitsmaf$ der Menge A. In der dynamischen Sprechweise denkt man mehr an das
Auftreten eines Wertes w € Q) (etwa als Ausgang einer Messung oder eines Experimentes)
und spricht von dem Ereignis, dass w in A zu liegen kommt. Dann ist P(A) = P(w € A)
die Wahrscheinlichkeit dieses Ereignisses.

Wir besprechen zunéchst das Verkniipfen von Ereignissen, die Ereignisalgebra.
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Ereignisalgebra: Wir bezeichnen Ereignisse mit A, B, C' usw.; wichtig sind die folgenden
Kombinationen von Ereignissen:

AUB = A oder B
ANB = A und B

A€ = das Komplementdrereignis zu A

Beispiel Wiirfeln: Wir betrachten etwa die Ereignisse A : X € {1,2} und B: X € {2,3}.
Dann gilt:
AUB : X €e{1,2,3}
ANB : Xe{2}, dh. X =2
AS . X €{3,4,5,6)
0 unmogliches Ereignis
0 : stets eintretendes Ereignis, also X € {1,2,3,4,5,6}
=

ANB disjunkte Ereignisse (schliefien sich gegenseitig aus).

Axiome der Wahrscheinlichkeit: Eine Mengenfunktion P : 3 — [0, 1] wird als Wahr-
scheinlichkeitsmafl bezeichnet, wenn sie folgende Eigenschaften hat:

P®) =0, P(Q) =1,
ANnB=0 = P(AUB)=P(A)+ P(B).
Wenn ¥ aus unendlich vielen Mengen besteht, ist allgemeiner zu fordern:
P(UA,-) =Y P4y
sofern die Mengen A; zu ¥ gehoren und paarweise leeren Durchschnitt haben; dabei sind
endliche und abzahlbar unendliche Vereinigungen zugelassen. Es folgt dann zum Beispiel:
P(A%)=1—-P(A)
da ANA°=0, AU A° = Q und damit P(A) + P(A°) =1 ist.

Eine Zufallsgriffe wird formal prézisiert als eine Abbildung
X:Q—R

mit der Eigenschaft, dass die Urbilder aller Abschnitte (—o00,al, a € R, Ereignisse sind
(also zum ausgesonderten System von Teilmengen 3 gehoren). In der Praxis arbeitet man
allerdings kaum je mit dem zu Grunde liegenden Raum (2, sondern definiert die Punkt-
oder Intervallwahrscheinlichkeiten der auftretenden Werte direkt.

4.3 Beispiele fiir diskrete Zufallsgroflen

Beispiel 4.1 (Die diskrete Gleichverteilung) Eine gleichverteilte diskrete ZufallsgroBe X
nimmt k& Werte xq,xo, ...,z mit gleicher Wahrscheinlichkeit P(X = x;) = 1/k an. Ein
typisches Beispiel ist der ungezinkte Wiirfel mit k = 6.
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Pl

1/6+
| |
1 2

I | 1.
3 9

4 B X%
Abbildung 4.2: Diskrete Gleichverteilung, k = 6.

Beispiel 4.2 (Die Alternativverteilung) Es handelt sich um die diskrete Verteilung mit
zwei Ausgédngen xo = 0,1 = 1. Sie ist vollstdndig charakterisiert durch die Erfolgswahr-

scheinlichkeit
P(X =1)=p,

da dann notwendigerweise
P(X=0=1-p

ist. Die Darstellung als Sdulendiagramm ist aus der Abbildung unten ersichtlich.

P.l

0 1

Abbildung 4.3: Wahrscheinlichkeitsfunktion einer Alternativverteilung.

=Y

Weitere Anwendungsbeispiele fiir Alternativverteilungen sind der Miinzwurf und Umfra-
gen mit zwei Antwortmoglichkeiten:

Minzwurf: p = %
Umfrage: p... ja-Anteil; 1 —p... nein-Anteil

Beispiel 4.3 (Die Binomialverteilung) Diese diskrete Verteilung ergibt sich durch n-
malige Beobachtung einer alternativverteilten Grofle. Thre Werte sind o =0, 1 = 1,.. .,
x, = n. Sie gibt die Anzahl der Erfolge (Ausgang 1) bei n Beobachtungen an.

Im Wiirfelbeispiel ist ein Erfolg das Werfen eines Sechsers; dessen Wahrscheinlichkeit ist
p = 1/6. Misserfolg tritt sonst auf; die Wahrscheinlichkeit dafiir ist 1 — p = 5/6. Bei
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zweimaligem Wiirfeln (n = 2) ergeben sich folgende Wahrscheinlichkeiten:

Allgemein, bei beliebigem n, ist die Wahrscheinlichkeit einer Serie aus k& Erfolgen und
n — k Misserfolgen gerade gleich p*(1 — p)"~*. Die Anzahl derartiger Serien entspricht der
Anzahl der Moglichkeiten, k Elemente aus n auszuwéhlen und ist daher gleich

() -t

Somit erhélt man fiir die Wahrscheinlichkeit von k& Erfolgen unter n Versuchen

n

P(X = k)= (k) 1= )

P4

0.69+

0.28+
vonr | |
1

0

2 %

Abbildung 4.4: Binomialverteilung mit n = 2, p = 1/6.

Wir werden im Abschnitt 4.5 herleiten, dass eine binomialverteilte Zufallsgrofie im Mittel
den Wert p = np annimmt (genauer: als Erwartungswert besitzt).

Beispiel 4.4 (Die Poissonverteilung) Ist von einem wiederkehrenden Ereignis eine mitt-
lere Rate bekannt, so erlaubt die Poissonverteilung, eine Aussage iiber die Zahl der zu
erwartenden Eintritte zu machen. Man erhélt die Poissonverteilung durch Grenziibergang
n — oo in der Binomialverteilung unter Konstanthalten von p = np.

Zur Herleitung diene das Beispiel der Wahrscheinlichkeit von Verbriichen im Tunnelvor-
trieb. Nehmen wir an, eine Geologin oder ein Geologe erwarte p Verbriiche pro Kilometer
Tunnel (also eine Rate). Was ist die Wahrscheinlichkeit, dass auf einer Lénge von einem
Kilometer 0,1, 2,3, ... Verbriiche auftreten?
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Stellen wir uns vor, dass der Tunnel in Sektionen der Lénge 100 m unterteilt ist. Die
mittlere Anzahl von Verbriichen in einer Sektion von 100 Metern ist nach Angabe dann
1/10. Ein Verbruch kann in der ersten 100-Meter-Sektion oder in der zweiten 100-Meter-
Sektion oder in der dritten auftreten, usw. Das Ergebnis ist eine Binomialverteilung fiir
die Anzahl der , Erfolge in den 100-Meter-Sektionen

rx=n= (1) (8 02"

Wir wiederholen die Rechnung mit n Sektionen und erhalten

R RION

Im Grenzwert ergibt sich

i (1) () (-0)" = O () )

Bei einer Rate von p Verbriichen pro Kilometer ergibt sich die Wahrscheinlichkeit dafiir,
dass tatsédchlich k& Verbriiche auf einem Kilometer erfolgen, zu

"

— ) — —u

P(X =k)= o e M,

k=0,1,2,3,... Das ist die allgemeine Formel einer Poissonverteilung mit Parameter pu.

Beispiel einer Poissonverteilung mit ¢ = 0.25: P(X = 0) = 0.78, P(X = 1) = 0.195,
P(X =2) = 0.024, P(X = 3) = 0.002.....

P A

0.78 1
0.195 ¢ |
0.024_.

0

Abbildung 4.5: Poissonverteilung mit Parameter = 0.25.

u >
1 2 3 4 5 X
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Bemerkung: Wir schreiben oft

Dabei muss gelten: ), p, = 1, da dies die Wahrscheinlichkeit des sicheren Ereignisses ist
(der Vereinigung aller méglichen Ergebniswerte).

Beispiel 4.5 (Die geometrische Verteilung) Sie beschreibt die Anzahl der Misserfolge bis
zum ersten Erfolg bei Wiederholung eines 0-1-Versuches. Es gilt:

PX =k =1-pPp, p=0,1,23,...

Beispiel 4.6 (Die hypergeometrische Verteilung) Sie ist eine typische Verteilung fiir die
Qualititskontrolle. Unter N Bauteilen seien M defekt (0 < M < N). Wir entnehmen eine
Probe von K Stiick. X bezeichne die Anzahl der defekten Teile unter den K entnommenen.

Dann gilt:
() (ki)
()

Die Entnahme geschieht dabei ohne Zuriicklegen.

P(X =k) = 0<k<K

Wiirde man jedes entnommene Teil wieder zuriicklegen, so entspréche das der K-maligen
Wiederholung eines Versuches mit Erfolgswahrscheinlichkeit p = % , also einer Binomial-

verteilung P(X = k) = (I]:) (%)k(l — %)l_k.

4.4 Beispiele fiir kontinuierliche Zufallsgréfien

Beispiel 4.7 (Die Normalverteilung) Nach dem zentralen Grenzwertsatz sind Summen
unabhéngiger Zufallsgroffen asymptotisch normalverteilt (das heifit, mit wachsender An-
zahl der Summanden ndhert sich die Verteilung der Summe einer Normalverteilung).
Insbesondere sind die Mittelwerte von Stichproben beliebiger Zufallsgrofien bei hinrei-
chend grofem Umfang niherungsweise normalverteilt. Die Normalverteilung N (1, o?)
wird durch die zwei Parameter 1 und o spezifiziert. Ihre Dichtefunktion ist die Gaufy’sche
Glockenkurve

(r—u)2 /202
f(z) = lee( n)*/20°

Die Spitze des Graphen (der Modalwert) liegt bei x = u, die Wendepunkte bei z = p+o.

Die Substitution %% = y zeigt, dass die Gesamtfliche gleich Eins ist:

* 1 (o0=w)? * 1 2
e 22 dx —/ — e ¥V dy=1.
/_oo oV 2w oo VT Y

Die Bedeutung des Streuparameters o kann genau angegeben werden (Abbildung 4.7).
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r Y

1 0.3989%c

Y

AT
Abbildung 4.6: Gaufi’sche Glockenkurve — Dichte der Normalverteilung.
Plu—o<X<pu+o0)=0.68 (In68% der Fille liegt X zwischen p — o und u + o)

P(u—20 < X < ji+20) =095
P(p—30 <X < pu+30)=0.9975

v

68 %

95 %

99.75 %

Abbildung 4.7: Gaufi’sche Glockenkurve — Prozentanteile und Streuung.

N (0, 1) heiit Standardnormalverteilung. Das so genannte Zentrieren ermoglicht die Riick-
fithrung jeder normalverteilten Gréfle auf die Standardnormalverteilung:

X ~Npo?) < Y =22~N0,0).

Die Standardnormalverteilung N(0,1) mit g = 0 und o = 1 ist tabelliert. Fiir die Herlei-
tung der Umrechnung sieche Abschnitt 4.7.

Beispiel 4.8 (Kontinuierliche Gleichverteilung) X hat Werte in einem Intervall [a, b].
Dort sind diese ,,gleichméfig verteilt. Daraus ergibt sich die Dichtefunktion

fa) = { ﬁ, x € |a, b

0, sonst
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£(x)

| |}1Kb—a)

| O

a b X

Abbildung 4.8: Kontinuierliche Gleichverteilung.

Beispiel 4.9 (Dreiecksverteilung) Die Dichte hat eine Dreiecksform:

Abbildung 4.9: Dreiecksverteilung.

a

Aus der Forderung, dass die Gesamtfliche gleich Eins ist, ergibt sich =1 = h - % und

damit h = b%
a

Beispiel 4.10 (Betaverteilung) Sie ist im Intervall [a, b] konzentriert und hat eine (even-
tuell unsymmetrische) Hutform, Formparameter r, s > 0:

(x —a)" ' (b—z)!
(b—a)+s=1B(r,s) ’

Die Zahl B(r,s) = fol vy 11 — y)* tdy wird — in Abhiingigkeit von r und s — als Beta-
funktion bezeichnet. Sie muss hier eingefithrt werden, damit ff f(z)dz = 1 ist: Mittels
der Substitution y = 7= gilt ndmlich

a<ax<hb.

fx) =

b 1
/ (x . a)rfl(b o x)sfl dr = / yrfl(l o y)sfl dy A (b— a)r71+571+1 — (b— a)rJrsle(r’ S).
a 0

Fiir ganzzahliges r,s > 0 ist das Integral explizit berechenbar. Sonst ist es eine héher
transzendente Funktion von 7, s und kann numerisch approximiert werden.

f(x) 4 f(x) 4 f(x) 4

> : » : >
a b X a b X a b X

Abbildung 4.10: Betaverteilungen mit r =2, s =2; r =3, s =2 und r = %, s =4.
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Durch Nullsetzen der Ableitung erhélt man die Lage des Modalwerts:

(s—=Da+(r—1)b
B r+s—2 '

Beispiel 4.11 (Die Exponentialverteilung) Diese einparametrige kontinuierliche Vertei-
lung dient zur Modellierung von Lebenszeiten und Zeitliicken zwischen wiederholten
zufilligen Ereignissen. Thre Dichtefunktion ist

Ae ™Mt >0
— Y — Y >
f(t) { 0, b2 0 (Parameter A > 0)
f(x)4
X
0 X

Abbildung 4.11: Dichte einer Exponentialverteilung.

Der Urtyp einer exponentialverteilten Gréfle ist die Lebensdauer T' eines radioaktiven
Atoms. Wir kénnen die Verteilung aus dem radioaktiven Zerfallsgesetz herleiten. Es be-
zeichne N(t) die Anzahl der Atome einer radioaktiven Substanz zum Zeitpunkt ¢. Die
Zerfallsrate ist proportional zur jeweiligen aktuellen Zahl:

N'(t) = =AN(1).

Die Losung dieser Differentialgleichung ist

N(t) = Noe ™.
Der Parameter A kann aus der Halbwertszeit 7 berechnet werden:
1 1 In2
N(7) = = No, Nye™ ==Ny: M=In2 = n_
2 92 -

Fiir das Einzelteilchen ergibt sich

P(T >t) = P(Teilchen noch nicht zerfallen zum Zeitpunkt )

Anzahl nicht zerfallener Teilchen

Anzahl aller Teilchen
_ N _ e

No

Es ist aber P(T > t) = [~ f(s)ds. Aus dem Hauptsatz der Integralrechnung folgt

ft) = _%/too f(s)ds = —%ekt — e M
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Beispiel 4.12 (Die Gumbelverteilung) Die Gumbel-Verteilung ist eine der Standardver-
teilungen zur Beschreibung von Extremwerten. Sie beschreibt néherungsweise die Ver-
teilung des Stichprobenmaximums, also des grofiten Werts einer Stichprobe beliebigen
Umfangs n. Das heifit, nimmt man N Stichproben vom Umfang n und ist X; der grofite
Wert der Stichprobe Nummer j, so sind die Xj,..., Xy ungefahr Gumbel-verteilt. Die
Gumbelverteilung wird zum Beispiel in der Hochwasserstatistik angewendet. Dabei wird
etwa die Liste der Monatswerte fiir HQ eines Jahres als Stichprobe vom Umfang n = 12
betrachtet. Beobachtet man N Jahre, so erhélt man fiir Jahr Nummer j das Jahresma-
ximum Xj. Diese Jahresmaxima konnen durch eine Gumbel-Verteilung ndherungsweise
beschrieben werden. Das 100-jahrige Hochwasser erhélt man als das 99%-Quantil der ku-
mulativen Verteilungsfunktion, das 50-jahrige als das 98%-Quantil usw. Die Dichte der
Gumbelverteilung wird durch zwei Parameter A und x( beschrieben:

fx(x) = Ao M@—w0) g (e 7m0
Die Transformation y = \(x — zg) ergibt die Standardform

fr(y) = e e,

F f{x}

0

Abbildung 4.12: Dichte der Standardform der Gumbelverteilung.

4.5 Wichtige Kennzahlen von Zufallsgréflen

Die wichtigsten Kennzahlen von Zufallsgréfen sind der Erwartungswert und die Vari-
anz. In der frequentistischen Deutung der Wahrscheinlichkeit sollen diese dem Stichpro-
benmittel und der Stichprobenvarianz entsprechen. Wir erinnern an die Definition des

Stichprobenmittels
k k
_ 1
xr = EZQZJ'HJ' = ijhj
j=1 j=1

mit den relativen Haufigkeiten h; Fiir diskrete Zufallsgréfien X definieren wir den Erwar-
tungswert E(X) geméfl der Entprechung h; ~ P(X = x;):

E(X) = Z%’P(X = z;)
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Beispiel — die Alternativverteilung: Hier ist P(X = 1) = p und P(X =0) = 1 — p, daher
E(X)=0-(1-p)+1-p=p,

und wir erkennen die wichtige Tatsache, dass der Erwartungswert der Alternativverteilung
gerade gleich der Wahrscheinlichkeit des Ereignisses X =1 ist.

Um den Erwartungswert fiir kontinuierliche Zufallsgréfien zu definieren, gehen wir von
der Beobachtung aus, dass
Z z;h; = 2 zihy
> hj
im Histogramm den Schwerpunkt der Rechtecksflichen darstellt, wenn man fiir z; die
Klassenmitten wahlt. Bei Verfeinerung der Klasseneinteilung néhert sich der so berechnete
Flachenschwerpunkt dem Stichprobenmittel Z.

Dies legt nahe, den Erwartungswert als den Schwerpunkt der Flache unter der Dichtekurve
zu definieren:

B(X) = /_ " o) da.

o0

Da ffooo f(z)dz =1 ist, ist das erste Moment tatséchlich gleich dem Schwerpunkt.

Beispiel — die Normalverteilung N (p1, 02): Es ergibt sich

e (z—p)? o (z—u)? (z—m)?
E(X) =& / ze =t dz = / <($—M)e’ w7 e 27 )dx:0+u-1:ﬂ;

2mo 2no

der Erwartungswert stimmt mit dem Modalwert der Dichtekurve iiberein.

In derselben Weise wollen wir nun die Varianz als Gegenstiick zur Stichpobenvarianz

k k
n _ _
§* = — 5 (z; —7)*h; ~ E (z; — 7)%h,
=1 j=1

einfithren. Die Stichprobenvarianz ist die mittlere quadratischen Abweichung vom Mittel-
wert. Entsprechend definieren wir die Varianz V(X)) einer Zufallsgrofie X als den Erwar-
tungswert der quadratischen Abweichung von E(X), also:

V(X) = E((X - E(X))2>
Fiir diskrete Zufallsgréfien ergibt sich demnach

V(X) = (2; — B(X)) P(X = 1),

J

fiir kontinuierliche Zufallsgréfien:
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Wir fassen zusammen: Der Erwartungswert einer Zufallsgrofie X ist das erste Moment

oder der Massenmittelpunkt der Verteilung:
> xiDj, X diskret,
E(X) = px = Oi S
f_oo xfx(r)dx, X kontinuierlich.

Die Varianz ist das zentrierte zweite Moment oder der Erwartungswert der quadratischen
Abweichung von pux:

V(X) 2 > (@5 = px)?py X diskret,
= 0 —
* fjooo(ﬂf — ux)*fx(x) dz, X kontinuierlich.

Die Standardabweichung oder Streuung ox ist die Quadratwurzel der Varianz, der Varia-
tionskoeffizient vx der Quotient aus Standardabweichung und Erwartungswert:

ox =V V(X), vx= X
X

Beispiel 4.13 (Alternativverteilung) Es gilt P(X =1) =p, P(X =0) =1 — p und
EX)=0-(1-p)+1-p=p, VX)=(0-p 1-p)+1-p)° p=p-p)

Beispiel 4.14 (Diskrete Gleichverteilung) Falls die Werte einer gleichverteilten diskreten
Zufallsgrofie die natiirlichen Zahlen x; = 1, ..., 2 = k sind (mit Wahrscheinlichkeiten
P(X =j) =1/k), kann man den Erwartungswert und die Varianz explizit berechnen:

E+1

k
o1 (k+1)k 1
B =20 5 ="5 5

k
o 1 (E+1)* kk+1DRk+1) 1 (B+1)* k-1
V(X) = 2. - = N =

(X)=2 73 4 6 k: 4 12

letzteres unter Verwendung der Formel V(X) = E(X?) — (E(X))? (Anwendung 4.26).

Beispiel 4.15 (Binomialverteilung) Ihr Erwartungswert ergibt sich aus

B(X) = Y jP(X =j) = j()p/(L—p)

Jj=0 j=0
w n(n—1)---(n—j5+1 n—
= EOJ (12)(34(,1)].;)]7](1_]9) !
]:
= np 21 ()P (= p)n
]:
n—1
= npy, (") —p)" T =np(p+1—pn
=0
= np.

Analog erhélt man fiir die Varianz

n

V(X)=> (G —np)*(})p' (1 — p)" = np(1 - p).

J=0
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Beispiel 4.16 (Poissonverteilung) Es gilt:

J= J1= 1=

Bei der Poissonverteilung stimmen also Erwartungswert und Varianz iiberein und sind
gleich dem Parameter p.

Beispiel 4.17 (Normalverteilung N (i, 0%)) Den Erwartungswert haben wir oben zu
E(X) =u

berechnet. Fiir die Varianz ergibt sich

1 * z—p)?

Die Parameter p, 0% der Normalverteilung bedeuten also gerade Erwartungswert und Va-
rianz.

Beispiel 4.18 (Kontinuierliche Gleichverteilung) Simple Integrationen ergeben die fol-
genden Formeln:

BX) = [lo hdo=2 [ ;o= Lot
VX) = [Jo—t)" tde =gl L@ — 4)° )

_ 1 b—a\3 a—b\3) _ 1 (b—a)® __ (b—a)?
- 3(bfa)<(7) B (T) ) 12 (b—a) 12
Beispiel 4.19 (Exponentialverteilung) Partielle Integration ergibt:

B(X) = [ A de=A|=Fe [ 4 ¥ Lo da| = —fed | —

V(X) = |

OOO )\(1’ — l)Qe’M de = 4

p) A2
Der Erwartungswert einer exponentialverteilten Grofle ist der Kehrwert des Parameters
A

Beispiel 4.20 (Dreiecksverteilung) Mit den Bezeichnungen von Beispiel 4.9 gilt:
E(X) = %(a—l— m+0b), V(X)= %(GQ +m?+b* —ma —mb— ab).

Beispiel 4.21 (Betaverteilung) Hier gilt

B = 222 V() - (r + 3)2(:1 s+ 1)

b—a)?.
r+s’ (b—a)

Beispiel 4.22 (Gumbelverteilung) Durch Riickfithrung auf Standardform und Integrati-
on erhélt man:

E(X) =z0+ /A, V(X) = 7%/(6)?).
Dabei ist

R
7%0.577216...:7119010;%—1%71

die so genannte Fuler-Mascheroni’sche Konstante.
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4.6 Die Verteilungsfunktion einer Zufallsgroéfle

Die kumulative Verteilungsfunktion oder kurz Verteilung einer Zufallsgrofie X ist die reelle

Funktion
Fx(z)=P(X <z)=P({we Q: X(w) <z}).

Fiir die Verteilungsfunktion einer diskreten Zufallsgrofle gilt
Fx(z)=P(X <z)= ij;

<z

diese ist stiickweise konstant und springt jeweils beim Wert x; um p;. Die Abbildung 4.13
zeigt die Einzelwahrscheinlichkeiten und die Verteilungsfunktion einer Alternativvertei-
lung.

P(X=x) F. ()
: L —
X t X
0 1 0 1

Abbildung 4.13: Verteilungsfunktion einer diskreten Zufallsgrofie.

An der Verteilungsfunktion lassen sich die Einzelwahrscheinlichkeiten bei den Sprungstel-

len ablesen:
P(X ==xz;) = Sprung von F(x) bei x = x;

= F(a:j—i—) - F(l’j—).

Kenntnis der Verteilungsfunktion ist also gleichbedeutend mit Kenntnis der Einzelwahr-
scheinlichkeiten.

Fiir die Verteilungsfunktion einer kontinuierlichen Zufallsgrofie gilt:

fix)

Fx(z) = / ’ fx(t) dt, im Bild: F{x)
- ,

Aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung folgt die Beziehung

d
T Px(@) = fx(a);

die Dichtefunktion kann durch Ableiten der Verteilungsfunktion gewonnen werden.
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Die Abbildung 4.14 zeigt die Dichte und Verteilungsfunktion der Standardnormalvertei-
lung.

o(x) P(x)
10 1 "X 10 1 "X

Abbildung 4.14: Verteilungsfunktion einer kontinuierlichen Zufallsgrofie.

Zusammenfassend halten wir fest, dass eine Zufallsgréfle durch Angabe ihrer Verteilungs-
funktion vollstédndig charakterisiert ist.

4.7 Funktionen von Zufallsgréfien

Die Aufgabe, Funktionen von Zufallsgréoflen auszuwerten, tritt haufig auf, zum Beispiel
bei der Ermittlung der Verteilung der Antwort eines mechanischen Systems, wenn die Ein-
gabewerte Zufallsgrofien sind. Man spricht auch von Transformationen von Zufallsgrofien.
Wir beginnen mit dem diskreten Fall.

Sei X eine Zufallsgrofie mit Werten xq,--- , 2, und u = U(x) eine bijektive Funktion
(eineindeutige Zuordnung). Die Werte von U = U(X) sind dann

uy =U(x1),...,ur = Ulxg).

Im einfachen Beispiel der Quadratfunktion ist u = U(x) = 2?; die funktionale Zuordnung
ist im Bereich x > 0 eineindeutig, vergleiche Abbildung 4.15.

u +

Ugtmmmmmmmmmmmm oo

v

Abbildung 4.15: Transformation einer Zufallsgréfie.



KAPITEL 4. EINDIMENSIONALE ZUFALLSGROSSEN 49

Wir suchen die Einzelwahrscheinlichkeiten P(U = w;). Diese lassen sich leicht mit Hilfe
der Umkehrfunktion ausdriicken:

P(U =u;) = P(U(X) = u;) = P(X =U"'(u))) = P(X = ).
Der Erwartungswert der transformierten Zufallsgréfie U ergibt sich zu

k k

B(U) =Y wP(U=u;)=> Ulz;)P(X = ).

J=1 J=1

Im Beispiel der Quadratfunktion u = 2?2 erhiilt man das zweite Moment
k
E(X?) =Y 2P(X = 1))
j=1

Auf diese Weise erhéilt man auch eine neue Interpretation der Varianz als Erwartungswert
der transformierten Grofe U = (X — u)?, wobei E(X) = p den Erwartungswert der
ursprunglichen Grofie bedeutet:

V(X) =E((X = p)?) =) (1; = n)*P(X = ).

Jj=1

Im kontinuierlicher Fall erfolgt die Berechnung der Verteilung von U = U(X) am besten
mit Hilfe der Verteilungsfunktionen:

U~ (u)

Fy(u)=P(U <u)=PUX)<u)=P(X <U (u) = / fx(z)dz = Fx (U '(u)).
Die Dichte Fy(u) erhdlt man durch Differenzieren:
d d _ d _ d
folu) = Fy(u) = aFX(U H(u)) - w? Hu) = fx (U 1(“))@(] H(u)
Mit Hilfe der Substitution
r=U"u), dr= di U tu)du, u=U(z)
u

lésst sich der Erwartungswert berechnen:

E(U):/OO ufy(u) du:/OO qu(U_l(u))%U_l(u)du:/Oo U(z)fx(x)de.

o0 —00 oo

Ahnlich wie im diskreten Fall erhdlt man die Varianz als Erwartungswert der transfor-
mierten Grofie U = (X — p)? mit p = E(X):

oo

V) = BW) = (X~ ) = [ (o= nPfxo) da.

—00
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Anwendung 4.23 (Zentrierung der Normalverteilung) Sei X nach N (u,0?) verteilt.
Dann ist
X —p

o
nach N (0, 1) verteilt. Zur Herleitung dieser wichtigen Tatsache betrachten wir die Vertei-
lungsfunktion

U:

X —p
g

1 prou _(e=w)? 1 v —u2/92
= _27“7/00 e 202 dx:—_QW/OOe v'/ dy,

wobei im letzten Schritt die Substitution y = *=* verwendet wurde. Das Ergebnis ist aber
gerade die Verteilungsfunktion von N(0,1).

PU<wu) = P( §u):P(X§,u+cru)

Die {ibliche Bezeichnungsweise fiir die Standardnormalverteilung ist

o) = e o) = [ ey
In Tabelle 4.1 findet man ihre Werte fiir 0 < u < 3.69.

Beispiel 4.24 (Zentrierung und Tabellenrechnung) Sei X nach N (p,0?) verteilt. Wir
wollen die Wahrscheinlichkeit berechnen, dass ein Wert in einfacher Streudistanz vom
Erwartungswert p auftritt, das ist die Wahrscheinlichkeit

Plp—o <X <pu+o).

Umformen zeigt, dass diese Wahrscheinlichkeit gleich

P(~o<X-p<o)=P(-1<2 <) =pP-1<U <)

ist, wobei die Groe U nach N(0,1) verteilt ist. In Tabelle 4.1 sind nur einseitige Wahr-
scheinlichkeiten angegeben. Wir machen uns die Symmetrie der Normalverteilung zunutze:

AN,

10 1

Abbildung 4.16: Symmetrischer einfacher Streubereich der Standardnormalverteilung.

Die Abbildung zeigt, dass gilt

P(-1<U<1) = P(—oo<U<1)—P(-o0o< U< -1)
= P(—oo<U<1)—P(U>1)
= PU<

= 2P(U<1) -

wobei die Zahlenwerte der Tabelle zu entnehmen sind. In dhnlicher Weise berechnet man
die Prozentanteile in zwei- und dreifacher Streudistanz (Abbildung 4.7).
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Als konkretes Beispiel nehmen wir die mittlere Tagestemperatur im Janner 2001 in Inns-
bruck. In Abschnitt 2.3 haben wir eine Normalverteilung mit Parametern p = 0.76,
0% =9.1085, 0 = 3.018 angepasst. Unter der Annahme, dass dies ein zutreffendes Modell
fiir die Jannertemperaturen ist, konnen wir die Wahrscheinlichkeit ausrechnen, dass die
mittlere Tagestemperatur grofler als 5° ist:

_ _ _ X—-0.7 4.24
P(X>5) = 1-P(X<5)=1-—P(X—0.76<4.24) =1 — P(£2I6 < 12

= 1-PU<32L) =1—P(U <1.4049) ~ 1 — $(1.405).
Wir entnehmen der Tabelle: ¢(1.40) = 0.9192, ®(1.41) = 0.9207 und mittels Interpolation
$(1.405) ~ 0.92. Insgesamt also

P(X >5)=1—®(1.405) = 0.08 ~ 8%,
wie vor Abbildung 2.11 behauptet.

Anwendung 4.25 (Die Lognormalverteilung) Diese wird haufig zur Beschreibung rechts-
schiefer unimodaler Verteilungen positiver Gréflen verwendet. Eine Zufallsgréfie U ist lo-
gnormalverteilt, wenn ihr (natiirlicher) Logarithmus normalverteilt ist. Man verwendet
dann auch die Parameter der assoziierten Normalverteilung zur Spezifikation:

U ~ LogN (i, 0?) — X =logU ~ N(u,0?).
Umgekehrt gilt natiirlich ebenso: ist X normalverteilt nach N (u,0?), so ist U = e*
lognormalverteilt nach LogN (i, 0?). Ist fx(x) die Dichtefunktion der Normalverteilung,
so erhélt man die Dichtefunktion der Lognormalverteilung zu

_ d 1
folw) = fx(U I(U))@U Hu) = fx(logu)—
_ \/%gu ef(logufu)2/20'2’ u > 07
0, u<0.
fU(u)A
>
u

Abbildung 4.17: Dichte der Standardlognormalverteilung.

Erwartungswert und Varianz der Lognormalverteilung berechnen sich zu

2/2 2

E(U) = e V(U) = e2F7 (7" — 1).



KAPITEL 4. EINDIMENSIONALE ZUFALLSGROSSEN 52

Anwendung 4.26 (Eine niitzliche Formel) Die Varianz einer Zufallsgrofie X ldsst sich
wie folgt berechnen:
2
V(X) = E(X?) — (B(X))".
Um das zu sehen, fassen wir die Varianz — wie oben dargelegt — als Funktion der Zufalls-
grofe X auf und kénnen weiter umrechnen, mit p = E(X):

V(X) = E((X —p)?) =E(X?—2uX + 1) )
E(X?) — 2uBE(X) + p? = B(X?) — p? = B(X?) — (E(X))".

Wir haben dabei verwendet, dass das Bilden des Erwartungswertes eine lineare Operation
ist, also mit Addition und Skalarmultiplikation vertauschbar ist, wie die Formeln am
Beginn des Abschnitts zeigen.

4.8 Anhang: Verteilungen und ihre Anwendungen

In diesem Anhang werden einige weitere Verteilungstypen vorgestellt und typische An-
wendungen der besprochenen Verteilungen zusammengestellt.

Diskrete Verteilungen

Diskrete Gleichverteilung: Zufallsgrofien, die endlich viele Werte mit gleicher Wahr-
scheinlichkeit annehmen. Modell des ungezinkten Wiirfels. Anwendung bei statistischen
Tests, zum Beispiel Test auf Trend einer Zeitreihe.

Alternativverteilung: X nimmt die Werte 1 (Erfolg) mit Wahrscheinlichkeit p und
0 (Misserfolg) mit Wahrscheinlichkeit 1 — p an. Anwendung: Ja-Nein-Entscheidungen,
Modellierung des Eintretens oder Nichteintretens eines gegebenen Ereignisses.

Binomialverteilung: Bernoulli-Experiment: n-malige unabhéngige Wiederholung eines
0-1-Versuches mit Erfolgswahrscheinlichkeit p. Eine binomialverteilte Grole X nimmt die
Werte 0,1,2,...,n an und beschreibt die Anzahl der Erfolge bei n 0-1-Versuchen.

Geometrische Verteilung: Beschreibt die Anzahl der Misserfolge bis zum ersten Erfolg
bei Wiederholung eines 0-1-Versuches.

Negative Binomialverteilung: Beschreibt die Anzahl der 0-1-Versuche, die erforderlich
sind, um r > 1 Erfolge zu erzielen. Fiir r = 1 reduziert sie sich auf die geometrische
Verteilung. Anwendung in der Versicherungsmathematik.

Hypergeometrische Verteilung: Anwendung in der Qualitatskontrolle. Gegeben: N
Werkstiicke, davon sind M defekt. Es wird eine Probe von K Stiick entnommen. Die
hypergeometrische Verteilung beschreibt die Anzahl der defekten Stiicke unter den K
entnommenen.

Poissonverteilung: Beschreibt die Anzahl von Ereignissen, die in einem gegebenen Zeit-
intervall eintreten. Die Wartezeit zwischen den Ereignissen ist exponentialverteilt. Anwen-
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dungen: Anzahl eintreffender Anrufe in einer Telefonzentrale, Anzahl eintreffender Jobs
auf einem EDV-Server, Anzahl von Sturmfluten oder Regenfronten in einem Jahr, Anzahl
von Unfillen eines Versicherungsnehmers im Jahr.

Kontinuierliche Verteilungen

Kontinuierliche Gleichverteilung: Grundverteilung bei der Erzeugung von Zufalls-
zahlen. Koninuierliche Verteilung mit geringstem Informationsgehalt (Verwendung in der
Bayes-Statistik als Priorverteilung).

Dreiecksverteilung: Wahrscheinlichkeitstheoretisches Modell einer Dreipunktschétzung
(minimaler, héufigster, maximaler Wert).

Betaverteilung: Vierparametrige Verteilung, die unimodale Zufallsgrofien mit Werten in
einem Intervall [a, b] modelliert. Die beiden anderen Parameter erlauben es, verschiedene
Glattheits- und Schiefegrade zu erreichen.

Normalverteilung: Eine weit anwendbare symmetrische Verteilung. Summen unabhén-
giger ZufallsgréfSen hinreichend hoher Summandenzahl sind n&herungsweise normalver-
teilt. Stichprobenmittel sind ndherungsweise normalverteilt. Summen und Vielfache nor-
malverteilter Gréflen sind normalverteilt.

Lognormalverteilung: Eine Zufallsgréfie ist lognormalverteilt, wenn ihr natiirlicher Lo-
garithmus normalverteilt ist. Modellierung nicht negativer, rechtsschiefer Verteilungen mit
fat tails, also langsamem Abfall im Unendlichen.

Exponentialverteilung: Kombinatorisches Modell fiir die Lebensdauer eines radioakti-
ven Partikels. Wird allgemein zur Modellierung von Lebensdauern (z. B. von Geriten)
und Wartezeiten verwendet. Modelliert die Wartezeit zwischen zwei aufeinanderfolgenden
Ereignissen eines Poissonprozesses.

Erlangverteilung: Eine Summe von exponentialverteilten Gréflen ist Erlang-verteilt.

Gammaverteilung: Allgemeine Verteilung, die als Spezialfille die Exponentialvertei-
lung, die Chi-Quadrat-Verteilung und die Erlangverteilung enthélt. Fiir ganzzahlige Po-
tenzen p modelliert sie die Wartezeit bis zum p-ten Ereignis in einem Poissonprozess.

Laplaceverteilung: Besteht aus zwei um Null gespiegelten, aneinandergefiigten Expo-
nentialverteilungen.

Gumbelverteilung: Verteilung der Extremwerte (Maxima und Minima) einer Grofe,
deren Verteilung exponentiell im Unendlichen abklingt. Anwendung: Hochwasserstatistik.

Weibullverteilung: Verallgemeinerung der Exponentialverteilung. Anwendungen in der
Extremwertstatistik und zur Beschreibung von Lebensdauern.

Paretoverteilung: Beschreibt nichtnegative Zufallsgrofien, deren kleinen Werte mit sehr
hoher und deren grofle Werte mit kleiner Wahrscheinlichkeit auftreten. Anwendungsbei-
spiel: Vermogensverteilung in einer Bevolkerung, Groéflenverteilung nach Einwohnerzahl
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von Stadten.

Cauchyverteilung: Verteilung einer Zufallsgrofie, deren extreme Werte eine sehr hohe
Wahrscheinlichkeit besitzen. Der Erwartungswert des Betrags | X | einer Cauchy-verteilten
Grole X ist co. Anwendung in der Simulation.

Maxwellverteilung: Eine Wahrscheinlichkeitsverteilung der Statistischen Physik. Be-
schreibt die Verteilung der Teilchengeschwindigkeiten in einem idealen Gas.

Chi-Quadrat-Verteilung: Wichtige Testverteilung. Die Summe der Quadrate von n
unabhingigen, standardnormalverteilten Gréfien ist x2-verteilt mit n Freiheitsgraden. Li-
neare Abhéngigkeiten unter den Groflen fithren zur Reduktion der Freiheitsgrade. Die
Stichprobenvarianz ist y2-verteilt mit n — 1 Freiheitsgraden.

t-Verteilung: Wichtige Testverteilung. Ist X standardnormalverteilt und unabhingig
von der mit n Freiheitsgraden y?-verteilten GroBe Y, so besitzt X/1/Y/n eine t-Verteilung
mit n Freiheitsgraden. Wird auch als Student-Verteilung bezeichnet.

F-Verteilung: Wichtige Testverteilung. Sind V,,, und V,, unabhéngig und x?-verteilt mit
m bzw. n Freiheitsgraden, so ist nV,,/mV,, F-verteilt mit (m,n) Freiheitsgraden. Wird
auch als Fisher-Verteilung bezeichnet.
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Tabelle der Standardnormalverteilung N (0, 1)

0.4
0.3
ENT
= Pu)
01
0 >
. u .
3 2 4 0 1 2 3
u .00 01 02 .03 04 .05 06 07 .08 09 o(u)
0.0 0.5000 0.5040 0.5080 0.5120 0.5160 0.5199 0.5239 0.5279 0.5319 0.5359 0.3989
0.1| 05398 0.5438 0.5478 0.5517 0.5557 0.5596 0.5636 0.5675 0.5714 05753 | 0.3970
0.2 0.5793 0.5832 0.5871 0.5910 0.5948 0.5987 0.6026 0.6064 0.6103 0.6141 0.3910
03| 06179 06217 0.6255 0.6293 0.6331 0.6368 0.6406 0.6443 0.6480 06517 | 0.3814
0.4 0.6554 0.6591 0.6628 0.6664 0.6700 0.6736 0.6772 0.6808 0.6844 0.6879 0.3683
05| 0.6915 0.6950 0.6985 0.7019 0.7054 0.7088 0.7123 0.7157 0.7190 0.7224 | 0.3521
0.6| 07257 0.7291 0.7324 0.7357 0.7389 0.7422 0.7454 0.7486 0.7517 0.7549 | 0.3332
0.7 0.7580 0.7611 0.7642 0.7673 0.7704 0.7734 0.7764 0.7794 0.7823 0.7852 0.3123
0.8 0.7881 0.7910 0.7939 0.7967 0.7995 0.8023 0.8051 0.8078 0.8106 0.8133 | 0.2897
09| 08159 0.8186 0.8212 0.8238 0.8264 0.8289 0.8315 0.8340 0.8365 0.8389 [ 0.2661
1.0| 08413 0.8438 0.8461 0.8485 0.8508 0.8531 0.8554 0.8577 0.8599 0.8621 | 0.2420
1.1| 0.8643 0.8665 0.8686 0.8708 0.8729 0.8749 0.8770 0.8790 0.8810 0.8830 | 0.2179
1.2 08849 0.8869 0.8888 0.8907 0.8925 0.8944 0.8962 0.8980 0.8997 09015 | 0.1942
1.3 0.9032 0.9049 0.9066 0.9082 0.9099 009115 09131 0.9147 09162 09177 0.1714
1.4 09192 09207 09222 09236 09251 09265 0.9279 0.9292 0.9306 09319 | 0.1497
15| 09332 09345 09357 09370 0.9382 0.9394 0.9406 0.9418 0.9429 09441 | 0.1295
1.6 0.9452 0.9463 0.9474 0.9484 0.9495 0.9505 0.9515 0.9525 0.9535 0.9545 0.1109
1.7 0.9554 0.9564 0.9573 0.9582 0.9591 0.9599 0.9608 0.9616 0.9625 0.9633 0.0940
1.8 09641 09649 0.9656 0.9664 0.9671 0.9678 0.9686 0.9693 0.9699 0.9706 | 0.0790
1.9 09713 0.9719 0.9726 0.9732 0.9738 09744 0.9750 0.9756 0.9761 0.9767 0.0656
2.0 0.9772 09778 0.9783 0.9788 0.9793 0.9798 0.9803 0.9808 0.9812 0.9817 0.0540
221 09821 0.9826 0.9830 0.9834 0.9838 0.9842 0.9846 0.9850 0.9854 0.9857 0.0440
29 0.9861 0.9864 0.9868 0.9871 0.9875 0.9878 0.9881 0.9884 0.9887 0.9890 0.0355
2.3 0.9893 0.9896 0.9898 0.9901 0.9904 0.9906 0.9909 0.9911 0.9913 0.9916 0.0283
2.4 0.9918 0.9920 0.9922 0.9925 0.9927 0.9929 0.9931 0.9932 0.9934 0.9936 0.0224
25| 09938 09940 0.9941 0.9943 0.9945 0.9946 0.9948 0.9949 0.9951 09952 | 0.0175
2.6 0.9953 0.9955 0.9956 0.9957 0.9959 0.9960 0.9961 0.9962 0.9963 0.9964 0.0136
27| 09965 09966 0.9967 0.9968 0.9969 0.9970 0.9971 0.9972 0.9973 09974 | 0.0104
2.8 0.9974 0.9975 0.9976 0.9977 0.9977 0.9978 0.9979 0.9979 0.9980 0.9981 0.0079
29| 09981 09982 0.9982 0.9983 0.9984 0.9984 0.9985 0.9985 0.9986 0.9986 [ 0.0060
3.0 0.9987 0.9987 0.9987 0.9988 0.9988 0.9989 0.9989 0.9989 0.9990 0.9990 0.0044
3.1 09990 09991 0.9991 0.9991 0.9992 0.9992 0.9992 0.9992 0.9993 0.9993 | 0.0033
32 0.9993 0.9993 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 0.9995 0.9995 0.9995 0.0024
3.3 0.9995 0.9995 0.9995 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9997 0.0017
34| 09997 09997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9998 | 0.0012
3.5 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.0009
3.6| 09998 0.9998 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 [ 0.0006

Tabelle 4.1: Werte der kumulativen

Standardnormalverteilung.
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Kapitel 5

Mehrdimensionale Zufallsgréflen

Eine zweidimensionale Zufallsgrofie besteht aus einem Paar (X, Y) von Zufallsgrofien. Ziel
dieses Abschnitts ist es zu zeigen, wie die gemeinsame Verteilung der Gréflen X und Y
modelliert werden kann. Allgemeiner kénnen auch mehrdimensionale Groien behandelt
werden, die durch einen Vektor (X7, ..., X,,) dargestellt werden.

Der diskrete Fall: Die beiden diskreten Zufalls groflen mogen die folgenden Werte an-
nehmen:

Werte fiir X: a1, 29, ..., x;
Werte fiir Y: y1,v2,..., 1.

Analog zu den gemeinsamen relativen Héufigkeiten der beschreibenden Statistik definieren
wir die gemeinsamen Wahrscheinlichkeiten

Pij = P(X in,Y:yj)-

Die Randwahrscheinlichkeiten sind gegeben durch
! !
pi = leij = le(szi,YZyj)ZP(XZ%‘)
J= J=

k k
pj = ;pij = ;P(X:%Y:yj)zp(yzyj)

Die gesamte Information kann in einer Wahrscheinlichkeitstabelle zusammengefasst wer-

den:
X\Y Yj

x; p;-j e (ZJ)
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Wir kénnen zunéchst wieder die Erwartungswerte und Varianzen der beiden Zufallsgrofien
einzeln berechnen:

k [
px =E(X) = El lecipij
i=1j=
k l
py =E(Y) = Zl Zl Y;Dij
i=1j=
l k
0% = V(X) =3 > (zi — px)’pi

N
I
—
<.
Il
—

Q
>~<

Il
=<
=

I
M~
M=

@
Il
—
<.
Il
—

(y; — by )?pij

Der wichtigste Parameter der gemeinsamen Verteilung ist die Kovarianz

oxy = COV(X,Y) = (zi — pux)(yj — py)pij-

1M
Mw

<.
Il
-

Die Bildung der Kovarianzmatriz

V(X)  COV(X, Y)} _ {a_%{ axy] |

CX.Y) = {COV(X, Y)  V(Y)

2
OxXy g Y
wird sich als niitzlich erweisen. Der Korrelationskoeffizient ist

(X Y)— Oxy . COV(X,Y)
T ey TNV

Wenn die Kovarianz — oder der Korrelationskoeffizient — zweier Groflen X, Y gleich Null
ist, so heiflen X, Y wunkorreliert.

Der kontinuierliche Fall: Die gemeinsame Verteilung wird durch eine gemeinsame Dich-
tefunktion f(x,y) beschrieben. Fiir eine Menge M C R? ist die Wahrscheinlichkeit, dass
das Ereignis (z,y) € M eintritt, gerade das Volumen unter der Fliche z = f(z,y), wie in
Abbildung 5.1 dargestellt.

Insbesondere gilt fiir das Gesamtvolumen:

/_Z/_Zf(x,y) dxdy = 1.

Die gemeinsame Verteilungsfunktion ist

F(ay)zP(Xs:v,YSy):/_x / F(€um) dnde.

Die Randverteilungen sind gegeben durch

Px) =P <a) = [ [~ e dna

Fo(y) = P(Y <y) = / /OO F(6,m) dédy
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P((X,Y)e M) = [[,, [(z,y) dzdy

[ Bk &)

> - y

Abbildung 5.1: Dichte einer zweidimensionalen Zufallsgrofie
mit Darstellung der Randdichten.

mit den Randdichten

fx(x) = / T i@y fely) = / " ey de.

Die Erwartungswerte der beiden Zufallsgrofien erhélt man durch

px =BE(X) = /Z /Z zf(z,y) dzdy,

py = E(Y) = /_Z /: yf(z,y) dzdy,

die Varianzen durch

=V = [ [ =) dady

ot =) = [ [Pt dody

und die Kovarianz durch
oxy = COV(X,Y) = / / (x — pa)(y — py) f(z,y) dzdy.

Die Kovarianzmatrix und der Korrelationskoeffizient sind wie im diskreten Fall definiert

durch

2
C(X,Y>=["X "XY}, o(X,Y) = XX

2 .
OXy Oy OxO0y
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Wir wollen nun die Inverse der Kovarianzmatrix berechnen. Dazu schreiben wir g, po,
o1, 09 und oyy statt px, py, ox, oy und oxy. Wir fassen das Paar (z,y) zu einem
Vektor x = [z y]T zusammen und ebenso die beiden Erwartungswerte: g = [p; po] . Aus
0 = 012/010 folgt 015 = p 0109 und wir erhalten

2
o o0
C=| 70 @772 qet(C) = 0202(1 - ¢?)
001029 05
und weiter
o3 —00102 % ——£
Cil _ 1 2 . 1 o1 o102
2 201 _ 2 12 4 1
0102(1 e ) —00102 0-% 1 0 " o109 Ug

Beispiel 5.1 (Die zweidimensionale Normalverteilung) Thre Dichte ldsst sich am einfach-
sten mit Hilfe der Kovarianzmatrix schreiben:

1 1 T—1
f(l‘ay):mexp(—g(x—ﬂ) C (X—H))-

Setzt man die eben hergeleiteten Formeln fiir die Inverse der Kovarianzmatrix ein, so
erhilt man fiir f(z,y) weiter

1 0
1 -1 a2 T o102 T — U
= ex xr— — . ! .
2mo1094/1 — 02 P <2(1 - 0?) [ gy ,uz} [_ Ulé;z ULS {y - /12} )

— 11_g2 exp(2( -1 <(I—££1) 2 (37_/11)(3/_#2)“‘@_52) ))

2mo102 1—0%) oy 0102 o2

Integration nach y bzw. x zeigt, dass die Randverteilungen eindimensionale Normalver-
teilungen sind:

_ 1 —(z—p1)?/20% _ 1 —(y—p2)?203
fX(m) \/ﬂale ) fY(y) \/%O’ge :

Im unkorrelierten Fall p = 0 ergibt sich

_ 1 _ (ff—,ul)2 . (y—,u2)2>

f.y) = 20109 eXP < 202 202
= b e@mm)er . L —(-m2)?/203
\/%01 \/%02 '
also
flx.y) = fx(@) fr(y). (5.1)

Zwei normalverteilte Zufallsgroflen X, Y sind genau dann unkorreliert, wenn die gemein-
same Dichte gleich dem Produkt der Randdichten ist.

Unabhingigkeit von Zufallsgréflen: In Anlehnung an den entsprechenden Begriff aus
der beschreibenden Statistik (Abschnitt 3.1) fithren wir nun den Begriff der Unabhéngig-
keit zweier Zufallsgréfien ein.
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Diskreter Fall: Die Groflen X, Y heiflen unabhdngig, wenn stets gilt:

Pij = Di.P-j

das heiflt, die gemeinsamen Wahrscheinlichkeiten ergeben sich als Produkt der Randwahr-
scheinlichkeiten:

Kontinuierlicher Fall: Die Groflen X, Y sind unabhéngig, wenn gilt:
[, y) = fx(@) fy(y).

Die gemeinsame Dichte ist also das Produkt der Randdichten.

Wir wollen nun die Beziehung zwischen Unabhéngigkeit und Unkorreliertheit kldaren. Wir
erinnern, dass zwei Zufallsgrofen (X,Y') unkorreliert sind, wenn COV(X,Y) = 0 ist.

Charakterisierung der Unkorreliertheit: Zwei ZufallsgroBen (X,Y") sind genau dann un-
korreliert, wenn gilt:

E(XY) =EX)E(Y).
Dies zeigt die folgende Rechnung:
COV(X,Y) = E((X —pux)(Y = py)) = E(XY) — uxE(Y) — py E(X) + pxpy
= E(XY) — pxpy = E(XY) — E(X)E(Y).
Somit ist COV(X,Y) = 0 gleichbedeutend mit E(XY) = E(X)E(Y).

Unabhiingige Zufallsgréfien sind auch unkorreliert. Dies folgt, jedentfalls im kontinuierli-
chen Fall, aus der Uberlegung

E(XY) = 77$yf(x,y)dxdy

—00 —00

—00 —00

= 77$yfx($)fy(y)dxdy

o0

- /(/yfy(y) dy) zfx(x) dz

—0o0 —00

o0

= / E(Y)zfx do = E(X)E(Y).

—0Q0

Eine dhnliche Rechnung ergibt dasselbe Ergebnis im diskreten Fall.

Das folgende Beispiel zeigt, dass unkorrelierte Grofien im Allgemeinen nicht unabhéngig
sind.

Beispiel 5.2 Die Wahrscheinlichkeitstabelle zweier Zufallsgroflen X mit Werten —1,0, 1
und Y mit Werten 0, 1 sei
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X\Y| o0 1
“1 |01 0203
0 |03 01|04
1 |01 0203
05 05

61

Die moglichen Werte fiir das Produkt XY sind dann —1, 0, 1 mit den Wahrscheinlichkeiten

XY

\—1

0

1

Wir erhalten daraus

E(XY) = (=1)-02+40-0.6+1-0.2
E(X) = (-1)-03+0-04+1-0.3

102 0.6 02

EY) = 0-05+1-05

Somit gilt E(XY) = 0 = E(X)E(Y), die GréBen sind also unkorreliert. Sie sind jedoch

nicht unabhéngig, da zum Beispiel p;; # p;. - p.q ist.

Im Falle normalverteilter Groflen ist die Lage allerdings einfacher:

Zwei normalverteilte Zufallsgroffen sind genau dann unabhdngig, wenn sie unkorreliert

sind.

Wir haben némlich in Gleichung (5.1) gesehen, dass normalverteilte Grofien genau dann
unkorreliert sind, wenn ihre gemeinsame Dichte das Produkt der Randdichten ist, und
dies bedeutet gerade die Unabhéngigkeit.



Kapitel 6

Stichprobentheorie

6.1 Summen von Zufallsgréfien
Gegeben seien zwei Zufallsgrofen X, Y mit gemeinsamer Verteilung Fiyy (x,y). Wir fragen
nach der Verteilung Fz(z) der Summe Z = X + Y.

Beispiel 6.1 Ein typisches Anwendungsbeispiel aus der Ablaufplanung ist die Dauer von
Vorgéngen. Werden zwei Vorginge mit Dauern X, Y hintereinander ausgefiihrt, so ist die
Gesamtdauer gerade Z = X + Y.

Satz 6.2 Fiir Erwartungswert und Varianz der Summe zweier Zufallsgrofien gilt:
E(X +Y)=EX)+E®Y),

VIX+Y)=V(X)+ V() +2COV(X,Y).
Sind X und Y unkorreliert, so gilt

V(X +Y)=V(X)+ V(Y).

Bei kontinuierlichen Zufallsgréfien erhélt man die Begriindung leicht aus der Additivitat des
Integrals:

BX+Y) = [[@+ ey dedy
— [ atxv @) dady+ [ [ uper @) dady = B+ E(Y)

und analog fiir diskrete Groflen mit Hilfe der Summendarstellung. Die Formel fiir die Varianz
erhilt man aus

E(X+Y —pux —py)?) = E((X —px)® +2(X — px)(Y = py) + (Y = py)?)

= BE((X —pux)?) +E((Y = py)?) + 2E((X — pux)(Y — py)).

62
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Merkregel: Der Erwartungswert der Summe ist die Summe der Erwartungswerte. Im Falle
unkorrelierter Zufallsgrifien ist die Varianz der Summe gleich der Summe der Varianzen.

Es ist moglich, eine allgemeine Formel fiir die Verteilungsfunktion der Summe zweier
ZufallsgroBlen anzugeben. Diese Formel kann man wie folgt herleiten.

Fae) = PZ <) = PX+Y <9 = [[ fev(og) dody

mit
M={(zx,y):z+y<z}={(z,9):yeR, z<z—y}.
Daher folgt weiter

00 z—y
Fz(2) = / / [xv(z,y) dedy.
Durch Ableiten erhalt man daraus die Dichte

foe) =Pz <) = [ ferle—uu)dy

Im Falle der Unabhéngigkeit gilt also

f0)= | T ez =) () dy = fx * fo(2).

Dieses Integral nennt man die Faltung der Dichten fx, fy. Im Allgemeinen ist dieses
Integral nicht so einfach explizit auszurechnen; man behilft sich dann oft mit einer nu-
merischen Auswertung durch Monte-Carlo-Simulation. Im Spezialfall zweier Gauf3’scher
Dichten kann man jedoch zeigen, dass die Faltung wieder eine Gaufl’sche Dichte ergibt.
Daher ist die Summe zweier Normalverteilungen ebenfalls eine Normalverteilung. Dasselbe
gilt fiir die Differenz.

Satz 6.3 Ist X nach N'(uy,0?) und Y nach N (ug, 03) verteilt und sind X, Y unabhéngig,
so ist X +Y nach N (u + po, 02 + 03) und X — Y nach N (1 — po, 03 + 03) verteilt.

6.2 Die mathematische Stichprobe

Gegeben sei eine ZufallsgroBe X mit Verteilung Fy(x). Wir wollen nun das mathemati-
sche Modell einer Stichprobe vom Umfang n mit den Realisierungen &, ..., &, entwerfen.
Wir erinnern daran, dass die Ergebnisse &1, ..., &, der Stichprobe durch n unabhéngige,
zufillige Versuchen unter identischen Bedingungen erhalten werden.

Wir fassen diese als Realisierungen von n unabhéngigen Zufallsgroflen auf:
X17X27 S 7X’na

die alle dieselbe Verteilung Fx(z) wie X haben.
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Das Ergebnis etwa des ersten Versuchs ist eben selbst eine Zufallsgrofie X;. Man kann
sich das so erkldren: macht man mehrere Stichproben vom Umfang n, dann wird die erste
Messung X jeweils unterschiedliche Werte haben. Deren Verteilung ist aber identisch mit
der Verteilung von X und auch mit der von X5, X3,..., X,,.

Ebenso ist das Stichprobenmittel
— 1
X = E(X1+X2+...+Xn)
eine Zufallsgréfie und wird bei verschiedenen Stichproben verschieden ausfallen.

Wir kénnen daher vom Erwartungswert und der Varianz des Stichprobenmittels sprechen
und erhalten:

E(X) = ZX B(X1) + B(Xy) +... + E(X,)) =

weil ja alle X; identisch wie X verteilt sind.
Die Eigenschaft
E(X) = E(X)

nennt man Erwartungstreuve. Fiir die Varianz folgt unter Zuhilfenahme der Unabhéngig-
keit:

V(X) =V (%ix) = %v (i XZ)

Es gilt daher die wichtige Formel
— 1

Insbesondere geht die Varianz des Stichprobenmittels mit wachsendem Stichprobenum-
fang gegen 0.

6.3 Die Gesetze der groflen Zahlen

Gegeben sei ZufallsgroBe X mit Erwartungswert E(X) = p und Varianz V(X) = 2. Fiir
eine mathematische Stichprobe Xj,..., X, mit dem Stichprobenmittel X = %Z?:1 X;
gilt, wie eben gezeigt:
E(X) = p.

Der Erwartungswert des Stichprobenmittels ist allerdings ein Begriff des mathematischen
Modells. In der realen Stichprobe wird das Stichprobenmittel = erhoben, nicht dessen Er-
wartungswert. Die Frage — und diese liegt der frequentistischen Interpretation der Wahr-
scheinlichkeitstheorie zu Grunde — ist, ob sich die Stichprobenmittel bei wachsendem
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Stichprobenumfang dem Erwartungswert p der gegebenen Zufallsgrofie anndhern. Die
Gesetze der groflen Zahlen besagen, dass dies jedenfalls auf die mathematische Stichprobe
zutrifft:

dm ZX (6.1

Die Frage bleibt, in welchem Sinne die Konvergenz in (6.1) zu verstehen ist.

Satz 6.4 (Starkes Gesetz der groen Zahlen) Die Konvergenzaussage (6.1) gilt fast sicher,

das heif3t,
(,}520 : ZX )

Der Nachweis dieses Gesetzes bedarf tieferer Methoden der Wahrscheinlichkeitstheorie.
Insbesondere muss gesagt werden, um was fiir eine Wahrscheinlichkeit P es sich handeln
soll.! Leichter zu zeigen (und zu interpretieren) ist:

Satz 6.5 (Schwaches Gesetz der grofien Zahlen) Die Konvergenz in (6.1) erfolgt in der
Wahrscheinlichkeit, das heift, es gilt fiir alle € > 0:

lim P <|:LZX1-—/L| >€> — 0.

i=1

Wir kénnen das schwache Gesetz der grofien Zahlen leicht beweisen, wenn wir annehmen, dass
X eine Verteilungsdichte f+(x) besitzt. Dann ist

P(IX —p|>a) = Zz < l:)a fx(z) dz + /u—a fx () dx) :

—00

Ist aber > p + a, so auch (z — p)? > o?. Fiir x < g — a ist £ — u < —a, also ebenfalls

(x — p)? > o®. Wir erhalten die Abschitzung

P(X -yl > o) §1</w( >ﬁa>dm+/wﬁx—m%x@wm)

ey —00

/ () dz = 5 V(X)

= T—>0 fir n — oo.
o

IN

Es sei nun A ein Ereignis. Wir definieren die Zufallsgréfie X als

X - 1, A tritt auf (Erfolg)
] 0, A tritt nicht auf.

IEs handelt sich um die so genannte Produktwahrscheinlichkeit auf dem unendlichen Produkt des der
Zufallsvariablen X zu Grunde liegenden Wahrscheinlichkeitsraums.
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Wir setzen P(X = 1) = p, P(X = 0) = 1—p und erhalten somit eine Alternativverteilung
fiir das Eintreten oder Nichteintreten des Ereignisses A. Frither haben wir schon gezeigt,
dass E(X) = p ist. In einer Stichprobe vom Umfang n ist

f(1—er) n
n - hg )

— 1
X=X+ Xot-+X,) =

gerade die relative Haufigkeit des Ereignisses A. Wenden wir darauf das schwache Gesetz
der groflen Zahlen an, so erhalten wir das Gesetz der grofien Zahlen von Bernoulli.

Satz 6.6 (Gesetz der groBen Zahlen von Bernoulli) Die relative Haufigkeit h§”> eines
Ereignisses konvergiert gegen dessen Wahrscheinlichkeit p in dem Sinne, dass fiir alle
e > 0 gilt:

lim P(|h§n) —p|>¢)=0.

n—oo

Dies ist also die mathematische Rechtfertigung unserer Ubersetzung
relative Haufigkeit ~ Wahrscheinlichkeit

Wohlgemerkt, dies gilt fiir die mathematische Stichprobe! Ob die reale Stichprobe dem
ndherungsweise entspricht, ist eine andere Frage. Trotzdem werden diese Sétze zur Recht-
fertigung der frequentistischen Interpretation der Wahrscheinlichkeitstheorie herangezo-
gen.

6.4 Der zentrale Grenzwertsatz

Der zentrale Grenzwertsatz besagt, dass Summen unabhéangiger Zufallsgrofien ndherungs-
weise normalverteilt sind, wenn die Anzahl der Summanden grof ist, und dass das Stich-
probenmittel bei grofem Stichprobenumfang ndherungsweise normalverteilt ist. Um die-
sen Sachverhalt zu prézisieren, nehmen wir unabhéngige Zufallsgréfien X, Xo, X3, ... mit

E(Xy) = i, V(Xy) = o3

Satz 6.7 (Zentraler Grenzwertsatz) Unter geeigneten Bedingungen an die Varianzen o3

gilt

n n n

DXk =D e Xk — EZXk
k=1 k=1 k 1 (071)7

n n—oo
> o} (V( Z Xi)
k=1

genauer, die Verteilungsfunktion der zentrierten Summe konvergiert fiir jedes x € R gegen
die Standardnormalverteilung ®(z):
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Bevor wir weitere Folgerungen ziehen, wollen wir den zentralen Grenzwertsatz etwas an-
schaulicher umformulieren. Wir schreiben

o = Z ks
k=1

Folgerung 6.8 Summen unabhéngiger Zufallsgréfien sind asymptotisch normalverteilt.
Es gilt

Z Xk - ﬂn
k=1

On

~ N(0,1)
beziehungsweise

ZX’“ ~ N(fin,52), n— oo.

k=1

Da viele reale Merkmale sich additiv aus anderen zufilligen Beitragen zusammensetzen,
erklart dies das haufige Auftreten der Normalverteilung in der Praxis.

Folgerung 6.9 Sind X, X3, X3, -+ unabhéngig und identisch verteilt mit E(X;) = g,
V(Xy) = 0%, dann ist EY_, Xi) = nu, V(O_i_, Xk) = no? und es gilt

> Xy —np
ICZITNN(O,l), n — 00.

Nach Kiirzen des Bruches durch n erhalten wir:

Folgerung 6.10 Das Stichprobenmittel ist fiir hinreichend grofie n ndherungsweise nor-
malverteilt:

LY X —p
k=1

N ~ N(0,1), n — oo,

das heif3t, o
X ~ N(u,0%/n), n — oco.

Folgerung 6.11 (Satz von Moivre-Laplace) Besitzen die GroBen X}, eine Alternativver-
teilung mit Erfolgswahrscheinlichkeit p, so gilt E(X) =p, V(X;) =1 — p und

> X —np
L~ N(0,1), n— 0.
np(l —p)
Insbesondere gilt fiir den Anteilswert h&”’ = L3 1 Xj der Erfolge bei n Versuchen:
hy” —p

~ N(0,1), n — oc.
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Die Gesetze der groflen Zahlen und der zentrale Grenzwertsatz bilden die Grundlage der
statistischen Schétz- und Testmethoden, die wir in den néchsten Kapiteln behandeln
werden.

6.5 Monte-Carlo-Simulation

Die Monte-Carlo-Simulation (MCS) ist ein Ndherungsverfahren zur numerischen Berech-
nung von Verteilungsfunktionen. Die MCS beruht auf dem Gesetz der groflien Zahlen
von Bernoulli, wonach die relative Haufigkeit eines Ereignisses in einer Stichprobe grofien
Umfangs eine Annédherung an dessen Wahrscheinlichkeit ist. Bei der MCS wird diese
Stichprobe kiinstlich mittels Zufallszahlen erzeugt.

Die numerischen Modelle des Ingenieurwesens sind in der Regel Input-Output-Modelle. Zu
gegebenen Eingangswerten (Stoffparameter, Dimensionen, Dauern, Kosten,. .. ) sind Aus-
gangswerte zu berechnen (Verschiebungen, Spannungen, Gesamtdauern, Gesamtkosten).
Sind die Eingangswerte deterministische Einzelwerte, so errechnet das Modell einen deter-
ministischen Ausgangswert. Schwanken die Eingangswerte, so werden auch die Ausgangs-
werte schwanken. Modelliert man nun die Eingangswerte als Zufallsgrofien, so ist auch
der Ausgangswert eine ZufallsgroBle, und man mochte dessen Verteilung oder zumindest
wichtige Parameter, wie Erwartungswert und Varianz kennen. Prinzipiell determinieren
die Eingangsverteilung und das Input-Output-System die Verteilung der Ausgangswerte.
Jedoch ist es schon bei einfachsten System praktisch undurchfiithrbar, die Ausgangsver-
teilung explizit zu berechnen. Sie muss daher numerisch angenédhert werden. Dazu kann
die Monte-Carlo-Simulation dienen.

Das Grundprinzip der Monte-Carlo-Simulation besteht darin, eine kiinstliche Stichprobe
der Eingangswerte herzustellen, etwa fiir jede Eingangsgrofie N Werte, welche den gegebe-
nen Eingangsverteilungen gehorchen. Anschliefflend wird das Input-Output-Modell N-mal
durchgerechnet. Die N Werte fiir die Ausgangsgrofle werden dann statistisch ausgewertet:
Das Histogramm ist eine Ndherung an die Ausgangsverteilung, das Stichprobenmittel eine
Schiitzung fiir den Erwartungswert der Ausgangsgrofie, usw.

Erzeugung von Zufallszahlen: Da heute jede mathematische Software Zufallszahlen-
generatoren fiir praktisch jede gebrauchliche Verteilung schon einprogrammiert hat, ist es
nicht mehr notwendig, selbst Zufallszahlen herzustellen. Daher nur ein paar Andeutun-
gen, wie dies im Prinzip funktioniert. Zufallsgeneratoren beruhen auf der Konstruktion
von gleichverteilten Folgen. Betrachten wir die Zahlenfolge

a, =na— |nal, n>1.

Dabei bedeutet |z]| die grofite ganze Zahl kleiner gleich z, sodass also a,, als Vielfaches
einer festen Zahl o entsteht, wobei aber nur die Nachkommastellen erhalten werden. Zum
Beispiel ist die Folge fiir o = 1/3

(3,2,1,5,2,1,5,2,1,...)
klarerweise periodisch, wie immer, wenn « eine rationale Zahl ist. Nimmt man allerdings
« irrational, dann ist die Folge a, fiir n — oo im Intervall [0, 1] gleichverteilt, das heifit,
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die relative Anzahl der Folgenglieder, die in ein Teilintervall von [0, 1] fallen, ist ndhe-
rungsweise gleich der Teilintervalllinge. In Abbildung 6.1 wurden die ersten n = 1000
Folgenglieder der Folge mit o = v/2 erzeugt. Man sieht, dass ganz gut eine Gleichver-
teilung entstanden ist. Mittelwert und Standardabweichung dieser 1000 Zahlenwerte sind
iibrigens gleich 0.4999 und 0.2887, was recht gut mit den theoretischen Werten einer
Gleichverteilung (0.5 und 1/+/12) iibereinstimmt.

1.2

1.0 — = — |

0.8

0.6

0.4

0.2

0

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Abbildung 6.1: Histogramm von 1000 Zufallszahlen aus einer Gleichverteilung.

Da mittels Computerarithmetik nur endliche Dezimalzahlen, also rationale Zahlen, erzeugt
werden konnen, ist die Folge der Zufallszahlen, soferne von einem Computer berechnet,
tatsiachlich periodisch — allerdings mit riesiger Periodenldnge. Man spricht daher oft von
Pseudozufallszahlen.

Es gibt zahlreiche Methoden, aus gleichverteilten Zufallszahlen solche mit anderen Ver-
teilungen zu berechnen. Die wichtigste ist wohl die Inversionsmethode. Sei F' eine Vertei-
lungsfunktion, geméf derer Zufallszahlen erzeugt werden sollen. Hat man N gleichverteilte
Zufallszahlen 1, ..., xx, so besagt die Inversionsmethode, dass die Zufallszahlen

F_I(ZL‘l), .. .,F_I(ZEN)

die durch F' definierte Verteilung besitzen.

F(x) F(x)
1 1 G—
P = = = =
$ —_— . _9 > X
x=F(y) x=F(y)

Abbildung 6.2: Hlustration der Inversionsmethode.

In der Tat, die Verteilungsfunktion einer gleichverteilten Grole X ist

rz, 0<x <1,
FX(x)_{O, x < 0 oder z > 1.
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Wir setzen Y = F~1(X). Dann ist
Fy(y)=P(Y <y) = P(F7Y(X) <y) = P(X < F(y)) = Fx(F(y)) = F(y).

Somit stimmt die Verteilungsfunktion von Y tatséchlich mit der gegebenen Verteilungs-
funktion F' {iberein.

In Abbildung 6.3 wurden standardnormalverteilte Zufallszahlen aus den obigen 1000 gleich-
verteilten Zufallszahlen mittels der Transformation Y = ®7!(X) erzeugt. Das Ergebnis
ist zufrieden stellend; auch Mittelwert und Standardabweichung stimmen mit —0.0012
und 0.9984 mit den theoretischen Werten 0 und 1 gut iiberein.

0.4 \ —

0.3f

0.2r

0.1}

04 -2 0 2 4

Abbildung 6.3: Histogramm von 1000 Zufallszahlen aus einer Normalverteilung.

Ein Simulationsbeispiel: Gegeben seien drei unabhéngige ZufallsgroBlen X, Y, Z, welche
eine Gleichverteilung im Intervall [0, 1] besitzen mogen. Gesucht ist die Verteilung der
GroBe V = XY + Z. Mittels Monte-Carlo-Simulation gehen wir folgendermaflen vor. Wir
erzeugen durch einen Zufallsgenerator je N = 10000 gleichverteilte Zufallszahlen x,y, 2.
Wir berechnen N-mal v = xy + 2; die empirische Verteilung der N Werte v ist eine
Néaherung an die Verteilung der Zufallsgrofie V. Die Abbildung 6.4 zeigt Histogramme
der 10000 Realisierungen der drei gleichverteilten Input-Gréfien X, Y, Z und der Output-
Grofle V.
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Abbildung 6.4: Histogramm von 1000 Zufallszahlen aus drei Gleichverteilungen sowie
deren Verkniipfung.

Abbildung 6.5 zeigt beispielhaft zwanzig (mit Excel erzeugte) Realisierungen der Zufalls-
groffen X, Y, Z und die zugehorigen Werte von V = XY + Z.

Nummer X Y Z X*Y+2
1 0,194525 0,328623 0,252541 0,316466
2 0,401898 0,990875 0,212134 0,610365
3 0,786340 0,241859 0,164678 0,354861
4 0,556688 0,312937 0,506485 0,680693
5 0,261147 0,324778 0,650594 0,735408
6 0,124577 0,843837 0,275552 0,380674
7 0,672597 0,523484 0,988769 1,340863
8 0,607105 0,005921 0,658742 0,662336
9 0,819849 0,475570 0,098575 0,488470
10 0,936827 0,366314 0,547624 0,890797
11 0,187567 0,436232 0,523881 0,605703
12 0,242042 0,198401 0,334086 0,382108
13 0,400525 0,817591 0,107547 0,435013
14 0,943693 0,828272 0,962127 1,743762
15 0,799005 0,269845 0,322336 0,537944
16 0,040498 0,946104 0,488113 0,526428
17 0,268868 0,656758 0,950407 1,126989
18 0,253792 0,622181 0,686758 0,844662
19 0,467971 0,247749 0,893124 1,009064
20 0,438032 0,555010 0,864193 1,107305

Abbildung 6.5: Illustration der numerischen Berechnung mittels Monte-Carlo-Simulation.



Kapitel 7

Schatzen von Parametern

In diesem Kapitel fithren wir die Methoden der beschreibenden Statistik und der wahr-
scheinlichkeitstheoretischen Modellbildung zusammen und gehen damit den entscheiden-
den Schritt, der die schlieflende Statistik moglich macht.

Ziel ist der Schluss von der Stichprobe auf die Grundgesamtheit (etwa in der Sozial- und
Wirtschaftsstatistik) oder auf die Verteilung der untersuchten GroBe (etwa bei Boden-
oder Materialparametern in den Ingenieurwissenschaften).

Gegenstand der Untersuchung ist eine Zufallsgrofle X mit bekanntem oder zunéchst po-
stulierten Verteilungstyp, z.B. eine Normalverteilung N (i, 0%), eine Alternativverteilung
mit Parameter p, eine Exponentialverteilung mit Parameter A. Die Parameter sind unbe-
kannt und sollen aus einer Stichprobe X7, ..., X,, geschétzt werden.

Beispiel 7.1 (Die Sonntagsfrage) Es soll erhoben werden, welcher Anteil p der wahlbe-
rechtigten Osterreicher (Grundgesamtheit) eine Partei XXX wéhlen wiirde. Es handelt
sich offenbar um eine Alternativverteilung mit Ausgéngen ja — 1 und nein — 0. Der Ver-
teilungstyp ist in diesem Beispiel bekannt. Der Wert p soll aus einer Stichprobe von n
wahlberechtigten Personen geschétzt werden.

Beispiel 7.2 (Mittelwert einer Grundgesamtheit) Zu Vergleichszwecken ist oft verlangt,
den Mittelwert als Kenngrofe einer Grundgesamtheit zu ermitteln, etwa das mittlere Brut-
toeinkommen unselbstdndig Beschéftigter oder das mittlere Korpergewicht von Schiilern.
Wir fassen diesen Mittelwert als Parameter p der Grundgesamtheit auf und wollen ihn
aus einer Stichprobe kleineren Umfangs schétzen. Fiir diese Schétzung spielt der Vertei-
lungstyp der Grundgesamtheit keine Rolle, wie wir sehen werden.

Beispiel 7.3 (Lebensdauer von Bauteilen) Aus theoretischen Uberlegungen kann herge-
leitet werden, dass Lebensdauern von technischen Geréten und Bauteilen ndherungsweise
exponentialverteilt sind. Die Geréteausfille, {iber einen ldngeren Zeitraum beobachtet,
konnen als Stichprobe herangezogen werden, um den Parameter A der Exponentialvertei-
lung zu schétzen.

Beispiel 7.4 (Hochwasserstatistik) Zur Bemessung von Démmen an einem FlieBgewésser
muss das 100- oder 1000-jahrige Hochwasser abgeschéitzt werden. Man nimmt oft eine

72
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Gumbelverteilung an, fiir die es eine gewisse plausible Herleitung gibt. Andere Extrem-
wertverteilungen sind ebenfalls in Gebrauch. Jedenfalls wird aus einer Reihe von gemes-
senen Jahresmaxima auf die Parameter der Extremwertverteilung geschlossen. Daraus
konnen die Jahrlichkeiten als Quantile abgelesen werden.

Beispiel 7.5 (Aus der Bodenmechanik) Zur Bemessung eines Fundaments nach den pro-
babilistischen Normen sind die statistischen Kennwerte der Bodenparameter zu erheben.
Die Quantile der Verteilung gehen direkt in die Bemessung nach Norm ein. In Tabelle 7.2
sind die Ergebnisse fiir den Reibungswinkel von n = 20 Rahmenscherversuchen angege-
ben. Fiir die Bemessung interessiert der Reibungskoeffizient v = tan . Um die Quanti-
le abschéitzen zu konnen, wird in der Regel angenommen, dass der Reibungskoeffizient
normalverteilt ist. Die Parameter u, 0% der Normalverteilung werden aus der Stichprobe
geschétzt.

In den letzten beiden Beispielen ist der Verteilungstyp ein plausibles Postulat. Es soll-
te iiberpriifbar sein, ob solche Postulate zutreffend sind. Die schliefende Statistik liefert
auch dazu Entscheidungskriterien: aus der Stichprobe kann abgeleitet werden, ob die po-
stulierte Verteilung akzeptabel ist: dies ist Teil der im néchsten Kapitel zu behandelnden
statistischen Testtheorie.

7.1 Punktschitzungen

Im Abschnitt 4.5 haben wir die Bedeutung der Parameter der wichtigsten Verteilungen
beschrieben. Wir verwenden nun die Entsprechungen Modell — Stichprobe mit

EX)=z,  V(X)=~s

der frequentistischen Sichtweise, um so genannte Schdtzer fiir die Verteilungsparameter zu
gewinnen. In statistischer Tradition werden die Schéitzer mit einem Hut gekennzeichnet,
um sie von den Modellparametern zu unterscheiden. Einige wichtige Beispiele sind:

(i) Parameter p = E(X)

Schiatzung i@ = T, das Stichprobenmittel;

(ii) Parameter 02 = V(X))
Schitzung 2 = s2, die Stichprobenvarianz;

(iii) Alternativverteilung, Parameter p = P(X = 1)
Schiatzung p = Anteil der 1-Ausgange;

(iv) Exponentialverteilung, Parameter A = 1/E(X) =1//V(X)
Schiitzung A = 1/F oder A = 1/s.
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Beispiel 7.6 (Begleitendes Beispiel) Wir verwenden in der Folge als Illustrationsbeispiel
eine Erhebung der Kérpergrofie von 44 ménnlichen Bauingenieurstudenten aus 1998 (Ta-
belle 7.1). Wir fassen diese Erhebung als Stichprobe vom Umfang n = 44 fiir das Merkmal
Kérpergrofie mannlicher dsterreichischer Studenten auf. Wir postulieren (und werden dies
im nichsten Kapitel iiberpriifen), dass diese Grosse X einer Normalverteilung N (1, 02)
unterliegt.

Gesucht ist der Erwartungswert p (der Mittelwert der Grundgesamtheit aller Gsterreichi-

schen Studenten) und die Varianz 0.

Die Stichprobe vom Umfang n = 44 ergab:

44
_ 7915
;x = 7915, T=— = 1799,

Swi-m)P =259,  $#=2T =572, s5=76
Somit ist die Punktschétzung
A=1799, G=T76.

Die geschitzte Verteilung ergibt sich somit als Normalverteilung N (179.9,57.2). In der
Abbildung 7.1 ist der ein- und zweifache Streubereich ablesbar.

=00 — — — — — — — — —
a2 A
' ! >

| 164.8 172.4 180 187.6 195.2

Abbildung 7.1: Verteilungsdichte der KorpergroBle von Studenten, Anpassung geméif3
Stichprobe.

Giitekriterien fiir Punktschitzungen: Es gibt meistens verschiedene Schétzer 0 fiir
denselben Parameter 6, zum Beispiel fiir den Parameter A einer Exponentialverteilung
(Punkt (iv) oben) oder fiir die Normalverteilung, bei der man auch den Median der
Stichprobe als Schétzer fiir den Zentralwert 1 nehmen kénnte. Somit stellt sich die Frage,
welcher Schétzer vorzuziehen ist. Dazu stellt die Schéitztheorie Giitekriterien auf. Finige
dieser Giitekriterien sind die Erwartungstreue, die Effizienz und die Plausibili&t:

(i) Erwartungstreue: E(@) = 0. Das heift, wird 8 aus vielen Stichproben wiederholt be-
stimmt, so sollte im Mittel € herauskommen.

Beispiel 7.7 Ist 1 = E(X), so ist i = X erwartungstreu, da nach Abschnitt 6.2 gilt:

>

E(X) = E(X).
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Beispiel 7.8 Ist 0% = V(X), so liefert die Stichprobenvarianz

1 —

~2 _ 2 _ Y2

o°=s —n_lz(Xl X)
=1

einen erwartungstreuen Schitzer. Aus diesem Grund erscheint der Faktor (n — 1) in der

Formel fiir die Stichprobenvarianz.

Zur Begriindung machen wir die folgende Rechnung:

B(o?) = SOB((X: - X)?) = nile((Xﬁuf(Yw)f)
=1 =1

- L (ZE((XZ- —w?) - 2Zn:E((Xi _ M)(iixj 1)) +Zn:E((Xu)2)) |

Als Realisierungen in der Stichprobe sind die X; unabhéngig und identisch wie X verteilt, daher
gilt
o . —d < o
E((X; —p)?) =0% E((Xi—p)(X;—p) =0firi#j, B(X-p?)=V(X)=—
und somit weiter
2

- 1 1
E(0?) = 1(n-02—2n-—02+n-0—):
n— n n

(naQ — 9202 + 02) = o2,
n—1

(ii) Effizienz: Die Schétzvarianz

sollte moglichst klein sein.

Beispiel 7.9 [i = X ist der effizienteste (lineare) Schitzer fiir u = E(X).

(iii) Plausibilitit (Maximum Likelihood): Der Schétzer 0 sollte jenen Parameterwert 6
treffen, fiir den die vorliegende Stichprobe die grofite Wahrscheinlichkeit hat.

Beispiel 7.10 Das Stichprobenmittel X ist Maximum-Likelihood-Schitzer fiir p. Fiir o2
ist jedoch £ 3" (X; — X)? der Maximum-Likelihood-Schétzer.

Parameterschiatzungen sind mit zwei Fehlerquellen behaftet.

1. Modellfehler: Annahme oder Vorgabe des Verteilungstyps. Dies liegt in der Verant-
wortung der Bearbeiter. Im néchsten Kapitel werden wir sehen, wie die Berechtigung
einer Verteilungsannahme iiberpriift werden kann.

2. Zufilliger Fehler der Stichprobenparameter: Zum Beispiel wird das Stichprobenmit-
tel X bei verschiedenen Stichproben verschieden sein. Dieser Fehler kann statistisch
abgeschétzt werden und fiithrt auf den Begriff der Konfidenzschdtzung.
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7.2 Konfidenzschitzungen

Die so genannten Konfidenzschiatzungen ergédnzen die Punktschétzungen durch Angabe
einer Schwankungsbreite, die den statistischen Fehler abgrenzt, der durch die zufillige
Wahl der Stichprobe entsteht.

Gegeben sei eine Zufallsgrofie mit Erwartungswert und Varianz
E(X)=p, V(X)=0o>

Aus einer Stichprobe vom Umfang n werde der Parameter p durch das Stichprobenmittel
— 1

geschétzt. Wie oben erwdhnt, wiirde das Ziehen einer anderen Stichprobe einen anderen
Wert fiir X' ergeben. Somit ergibt sich die Frage nach dem Fehler des Schitzers X — wie
weit ist X von p entfernt? Um eine Abschétzung des Fehlers herzuleiten, erinnern wir
daran, dass gilt:

E(X) =p, V(X)=—.
Nach dem zentralen Grenzwertsatz ist X fiir groBes n niherungsweise N (u, %)—Verteilt
(falls X nach N (p, 0?) verteilt ist, sogar exakt). Die zentrierte GroBe

>

—

V=oivm

ist demnach N(0, 1)-verteilt.

Frage: Gibt es eine Schranke 3, sodass mit 95%-Sicherheit (oder auch 90%, 99% ...)
der tatséchliche Wert p zwischen X — J und X + 3 liegt? So eine Schranke liefert das
95%- Konfidenzintervall [X — 5, X + f].

Das 95%-Konfidenzintervall gibt eine Bereichsschdtzung fir ;1 an mit der Zusatzaussa-
ge, dass es in ~ 95% aller Fille (aller Stichproben vom Umfang n) den tatséchlichen
Wert p enthélt. Mogliche Ergebnisse von solchen Intervallen fiir fiinf Stichproben sind in
Abbildung 7.2 dargestellt.

Berechnung von [ : Wir bestimmen zunéchst « so, dass gilt:
P(—a <U < a)=0.95.

Wegen der Symmetrie der Gauflkurve ist dies gleichbedeutend mit
P(—o0o < U < ) = 0.975,

man vergleiche dazu Abbildung 7.3. Aus der Tabelle erhélt man a = 1.96. Also gilt mit
~ 95% Sicherheit

—-1.96 < < 1.96.
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Abbildung 7.2: Verschiedene Stichprobenmittel derselben Zufallsgrofle und zugehorige
Konfidenzintervalle.

Weiteres Auflosen der Ungleichung fithrt auf

o — ag —

o —
-196— < X —pn < 1.96 .
H > Nk Jn

N

Damit ist die Schranke -
£5=196—

Vn
und das 95%-Konfidenzintervall [X — 1.96 0/y/n, X + 1.96 0/1/n] gefunden.

0.95 0.975
g

>

=X x x

Abbildung 7.3: Quantile der Standardnormalverteilung; Symmetrieeigenschaft.

Wie geht man nun vor, wenn man eine Stichprobe vom Umfang n genommen hat?
Zunéchst wird das Stichprobenmittel T berechnet. Ist die Streuung o bekannt, so kann
man [T — (3,7 + ] berechnen. Ist ¢ unbekannt, so kann man fiir groes n (n > 50)
stattdessen die Stichprobenvarianz nehmen, also o & s setzen (fiir kleines n siche unten).

Beispiel 7.11 Wir setzen das begleitende Beispiel fort (KorpergroBe X méannlicher Stu-
dierender) und berechnen das 95%-Konfidenzintervall fiir den Erwartungswert p. Aus den

Stichprobenparametern
T=1799, s=76, n=44
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erhalten wir 6
=196 — =~ 2.2.
g V44
Also gilt mit 95% Sicherheit (Irrtum nur bei 5% aller Stichproben) fiir den Erwartungs-
wert:

179.9 =22 < <1799 + 2.2, d.h. 1777 < p < 182.1.

Bemerkung: (a) Das Konfidenzintervall wird schméler, wenn n grofer wird. (b) Fiir erhohte
Sicherheit der Aussage, etwa 99%, wird es breiter. Fiir 99%ige Aussagesicherheit erhilt
man aus P(U < a) = 0.995 die Losung o = 2.575 und

7.6

— 2575 2 ~ 3.0,
4 7i

also das 99%-Konfidenzinterall

176.9 < pu < 182.9.

Modifikation fiir kleine Stichproben: Falls X nach A (u,0?) verteilt ist, so besitzt
die Grofle L

X —p

T =

s/\/n
eine so genannte t-Verteilung mit (n — 1) Freiheitsgraden. Fir Stichproben vom Umfang
n < 50 sollte man statt der Naherung durch die Normalverteilung die ¢-Verteilung verwen-
den und die Stichprobenvarianz einsetzen. Die Dichte der ¢-Verteilung ist glockenférmig,
aber flacher als die Normalverteilung. Die Quantile sind tabelliert (vgl. Tabelle 7.4). An-
sonsten verfahrt man genauso wie oben.

Beispiel 7.12 Wir machen die Rechnung aus Beispiel 7.11 mit Hilfe der ¢-Verteilung. Bei
n = 44 hat man 43 Freiheitsgrade. Man erhélt o = ty975 = 2.017. Somit ist genauer

S 7.6
— 2017 —— = 2017 —— ~ 2.3.
b NG NI

Unter Verwendung der ¢-Verteilung erhélt man also als 95%-Konfidenzintervall

1799 — 2.3 < <179.9 4 2.3, d.h. 1776 < p < 182.2.

7.3 Hochwasserstatistik

Die Hochwasserstatistik mit ihrer Prognose der Jahrlichkeiten beruht auf der so genann-
ten Extremwertstatistik, welche die Verteilung maximaler oder minimaler Messwerte be-
schreibt. Wir beginnen zunéchst mit einer theoretischen Einfiihrung.
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7.3.1 Extremwertverteilungen

Eine der grundlegenden Fragestellungen der Extremwertstatistik ist die Ermittlung der
Verteilung des Stichprobenmaximums, also des grofiten Werts einer Stichprobe beliebigen
Umfangs n. Das heifit, nimmt man N Stichproben vom Umfang n und ist X; der grofite
Wert der Stichprobe Nummer j, so ist die Verteilung dieser grofiten Werte Xy, ..., Xy
gesucht.

Die Gumbelverteilung ist eine der Standardverteilungen zur Beschreibung der Stichpro-
benmaxima. Sie trifft asymptotisch zu, wenn die zu Grunde liegende Grofie exponen-
tialverteilt ist, wird aber hédufig auch angewendet, wenn man annehmen kann, dass die
Verteilungsdichte der zu Grunde liegenden Grofie im Unendlichen exponentiell abfallt. Fiir
anderes Abklingverhalten werden andere Extremwertverteilungen herangezogen; bekannt
sind zum Beispiel die Weibullverteilung oder die Pearson-3-Verteilung.

Die Dichte der Gumbelverteilung wird durch zwei Parameter A und zy beschrieben:
fx(z) = AeAa—w0) g —(e 7 w0))

Dabei ist zy der Modalwert und A ein Skalierungsfaktor. Die Transformation y = A(z—x)
ergibt die Standardform
fr(y) = e e,

Die Verteilungsfunktion der Gumbelverteilung ist
F(a) = o=,

Ihr Erwartungswert und ihre Varianz sind gegeben durch (vgl. Abbildung 4.12 fiir g = 0,
A=1):

p=EX)=z0+7/)\, o>=V(X)=r%/(6)%); ~=~0577216...

Diese Formeln bilden die Grundlage der Parameterschitzung, mit deren Hilfe die Spezifi-
kation der an die Messdaten angepassten Gumbelverteilung vorgenommen wird. Es folgt

namlich aus den Formeln: .

v
A= ——, To=p— ~ 7.1
und g bzw. o lassen sich aus der Liste der Extremwerte als Mittelwert und Streuung
schétzen.

Herleitung der Gumbelverteilung: Sei T' exponentialverteilt mit Verteilungsfunktion

l—e M t>0
FT(t)_{o, t <0.

Die Verteilung des grofiten Werts X = Tiyax einer Stichprobe T3, 715, . .., T, vom Umfang n erhélt
man durch die Uberlegung, dass X genau dann kleiner gleich einem gegebenen z ist, wenn alle
11,15, ..., T, kleiner gleich x sind. Also:

Fx(z) = P(X<z) = P(Th<z,T5<z,...,T,, <x)
= Pl <2) - Py<z)-P(T,<z) = (1-e )"
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fiir x > 0, da sich die Wahrscheinlichkeiten wegen der Unabhéangigkeit der Groflen 11, 1o, ..., T},
multiplizieren. Wir beniitzen nun die Euler’sche Formel lim,, o (1 4+ y/n)™ = e¥ und erhalten

asymptotisch fiir n — oo
(1 o e—)\x)” ~ e—n(e*)‘z).

Schreibt man nun 7 in der Form n = e*®, so ergibt sich nach Umformung des Exponenten die
gesuchte Formel fiir die Gumbelverteilung

Fy(z) m e =770,

7.3.2 Hochwasserprognose

In der Hochwasserstatistik betrachtet man die Liste der Monatswerte fiir HQ (Monats-
maxima) eines Jahres als Stichprobe vom Umfang n = 12. Beobachtet man N Jahre,
so erhélt man fiir Jahr Nummer j das Jahresmaximum X;. Diese Jahresmaxima kénnen
durch eine Gumbelverteilung ndherungsweise beschrieben werden.

Thre Parameter erhdlt man, indem man den Erwartungswert aus einer mehrjahrigen Reihe
durch deren Mittelwert schétzt und analog die Varianz. Die Parameter der Gumbelvertei-
lung lassen sich dann aus Formel (7.1) berechnen. An der kumulativen Verteilungsfunktion
der Maxima lassen sich die Quantile ablesen. Dabei ist das p - 100%-Quantil @), einer Zu-
fallsgréfBe X mit Verteilung F'x definiert durch

Fx(Q,) =P(X<Q,)=p,  Q,=Fx'(p).

Im Falle der Gumbelverteilung erhélt man

Qp = To — %log(— logp). (7.2)

Das Ereignis, dass ein Messwert oberhalb des 99%—Quantﬂs liegt, hat die Wahrscheinlich-
keit von 0.01 = 1/100. Dies ist die so genannte Uberschreitungswahrscheinlichkeit, deren
Kehrwert die Jédhrlichkeit darstellt. Man spricht dann von einem 100-jéhrigen Ereignis.

Wir wollen nun den Zusammenhang zwischen Quantilen, Uberschreitungswahrscheinlich-
keit und Jahrlichkeit genauer ansehen.

Unterschreitungswahrscheinlichkeit: p;
Uberschreitungswahrscheinlichkeit: ps = 1 — p;
Jahrlichkeit: J = 1/py = 1/(1 — p);

J-jahriges Hochwasser: HQ; = @, .

Das 100-jdhrige Hochwasser erhélt man als das 99%-Quantil der kumulativen Verteilungs-
funktion, das 50-jahrige als das 98%-Quantil usw., tabellarisch:
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p | 05[ 09 [095] 098] 099 | 0.999
pa | 05 [ 01 | 005 ] 0.02] 0.01 | 0.001
J 2 [ 10 | 20 | 50 | 100 [ 1000
HQ | HQy | HQuo | HQy | HQs0 | HQi00 | HQu000
Qp QO.B QO.Q Q0.95 Q0.98 Q0.99 Q0.999

Beispiel 7.13 Als Beispiel nehmen wir die Jahresmaxima 1971 — 1980 des Inns am Pegel
Innsbruck nach Tabelle 7.3. Wir erhalten

~

T =675.5, s=171.234, X =0.0075, o= 598.4.

Die angepasste Gumbelverteilung sowie die Prognose auf 1000 Jahre ist den Abbildun-
gen 7.4 und 7.5 zu entnehmen.

Inn 1971 — 1980: Jahresmaxima — HQ [mzfsj Inn 1971 - 1980, Jahresmaxima und Gumbelverteilung kumulativ

0.00a} _ —— rel. Hadfigkeit 1
~— Gumbelverteilung 09

0.0025+ 0.8 — Daten

— Anpassung
0.7
0.002 — 08
0.5
0.0015}
04
0.001f — 0.3
0.2
0.0005F 0.1
0
200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600

Abbildung 7.4: Jahresmaxima: Histogramm und Dichte (links), empirische Summenkurve
und Verteilungsfunktion (rechts).

Inn: Jahresmaxima, Uberschreitenswahrscheinlichkeit Inn 1971 - 1980: Prognose mittels Gumbelverteilung
1 1800 s R Prognose |-
: R Lo + Daten :
0.9 : R o A
1600+ < k Telil Dl T SR
0.8
0.7 1400+
0.6
1200+
0.5
04 1000} >
0.3 : LT
800+ : i
0.2 . dEaEE
o
01 600+
0 . . P P sl P
400 . !
200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1 10 100 1000

Abbildung 7.5: Jahresmaxima: Verteilungsfunktion der Gumbelveteilung (links) und Pro-
gnose der Jahrlichkeit in halblogarithmischer Darstellung (rechts).



KAPITEL 7. SCHATZEN VON PARAMETERN 82

Die Quantile kénnen mittels Formel (7.2) berechnet oder aus Abbildung 7.5 (links) abge-
lesen werden, zum Beispiel

Qoo = HQ,p =899 m?/s, Qo5 = HQyy = 995m?/s, Qoo = HQ oy = 1213 m?/s.

Im Wasserbau ist die halblogarithmische Darstellung der Jéhrlichkeit in Abbildung 7.5
(rechts) gebrduchlich. Man erhélt sie, indem man J gegen HQ; auftrigt.

Bemerkung: Die Datenpunkte werden in Abbildung 7.5 (rechts) mit Hilfe einer modifizierten
empirischen Verteilungsfunktion eingefiigt. Dazu ordnet man zunéchst die N = 10 Daten fiir
HQ aus Tabelle 7.3 der Grofle nach. Dann weist man HQ, die Unterschreitenswahrscheinlichkeit
pi = (20—1)/2N und die Jéhrlichkeit J; = 1/(1—p;) zu, ¢ = 1,..., N. Diese Punkte werden dann
in halblogarithmischer Darstellung in der Abbildug geplottet. Der Grund fiir die Modifikation
liegt darin, dass die undefinierten Fille einer Jahrlichkeit von J = 1 oder J = oo, welche p =0
bzw. p = 1 entsprechen, vermieden werden miissen.

7.3.3 Konfidenzgrenzen fiir die Quantile

Es erscheint etwas gewagt, von einer 10-jahrigen Datenreihe auf 1000 Jahre zu schlieflen.
Daher muss die Prognose mit einer Fehlerabschédtzung versehen werden, die man aus den
Konfidenzintervallen fiir das Quantil (), gewinnt. Unter der Annahme einer Normalver-
teilung fiir das Quantil erhalt man fiir das 95%-Konfidenzintervall:

[Qp —1.9670¢,,Q, +1.9675¢,],
wobei 0, eine Schitzung fiir die Standardabweichung des Quantils darstellt.

Allgemein kann die Varianz des Quantils einer Zufallsgrofie X wie folgt abgeschatzt wer-
den. Die GroéBe X besitze den Erwartungswert u, die Varianz o2, den Schiefekoeffizienten
Cs und die Kurtosis K (siehe unten). Das standardisierte Quantil ist

:Qp_,u'

g

Ky
Wird das Quantil (), aus einer Stichprobe vom Umfang n durch Anpassung der Ver-
teilungsfunktion F'x(x) geschétzt, so kann fiir seine Varianz folgende Naherungsformel
angegeben werden; wir folgen hier Plate(1993):

2 o’ K,
06, = V(@) = — (1 + K,Cy + TP(K — 1)) :

Im Spezialfall der Gumbelverteilung gilt (unabhéngig von deren Parametern)
Cs = 1.1396, K=54.
Damit erhélt man folgende Schitzung der Varianz des Quantils (), einer Gumbelvertei-

lung:
2

~2 S 2
58, ~ = (1+ L1396 K, + L.1K2)
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mit 0 -
J— l’ A~
Q=0 —log(~logp)/X
Mit Hilfe dieser Formeln konnen wir ein Plot der 1000-jahrigen Prognose mit Konfidenz-
intervallen erzeugen (Abbildung 7.6).

K, =~

Inn 1971 - 1980: Prognose und Konfidenzintervalle

1800 — Prognose
— 95% Kl oben
— 95% Kl unten

1600

1400+

1200+

10 100 1000

Abbildung 7.6: Jahresmaxima: Prognose der Jahrlichkeit in halblogarithmischer Darstel-
lung mit 95%-Konfidenzgrenzen.

Die Streuung der Prognose des 1000-jéhrigen Hochwassers ist enorm. Dies liegt an der
Kiirze der gemessenen Datenreihe. Macht man dieselbe Rechnung mit den Jahresmaxima

des Inn von 1870 bis 2005, so erhélt man die wesentlich aussagekriftigeren Ergebnisse von
Abbildung 7.7 und 7.8.

Inn 1870 — 2005: Jahresmaxima — HQ [mafsJ Inn 1870 - 2005, Jahresmaxima und Gumbelverteilung kumulativ

0003k — rel. Haufigkeit 1
—— Gumbelverteilung 0.9

0.0025} 0.8

K 07 — Anpassung
0.002} 06
0.0015} 05
0.4
0.001f 0.3
0.2
0.0005} 0.1
%;r. 0
200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 200 4lI]D 600 860 1000 1250 1400 1600

Abbildung 7.7: Jahresmaxima aus Datenreihe 1870 — 2005: Histogramm und Dichte
(links), empirische Summenkurve und Verteilungsfunktion (rechts).

Erklirung von Schiefe und Kurtosis: Das k-te Moment einer Zufallsgrofle ist definiert
durch my = E(X*). Es gilt insbesondere mo = 1, m; = p. Das k-te zentrierte Moment



KAPITEL 7. SCHATZEN VON PARAMETERN 84

Inn: Jahresmaxima, Uberschreitenswahrscheinlichkeit Inn 1870 — 2005: Prognose und Konfidenzintervalle

1 18005 oL iiiiiio RS e
— Prognose :

L |— 95%Kloben | @ :
1600 —— 95% Kl unten

0.9
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: i : : : : 1400
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Abbildung 7.8: Jahresmaxima aus Datenreihe 1870 — 2005: Verteilungsfunktion der Gum-
belveteilung (links) und Prognose der Jahrlichkeit in halblogarithmischer Darstellung mit
95%-Konfidenzgrenzen (rechts).

einer Zufallsgrofe ist definiert durch my, = E((X — p)*). Es gilt insbesondere mq = 1,

me = 0, me = 2. Der Schiefekoeffizient einer Verteilung ist definiert durch Cy = m3/03,
die Kurtosis durch K = my/o?.
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Tabellen
Nr. cm
1 186
2 168
3 176
4 170
5 169
6 178
7 170
8 176
9 173
10 180
11 178
12 186
13 185
14 187
15 173

kg

73
60
74
57
55
78
60
68
69
70
66
80
95
82
63

Nr.

16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30

cm

178
187
176
176
178
169
167
167
180
176
175
185
193
182
183

kg

73
83
68
68
70
70
70
71
73
73
70
69
70
66
75

Nr.

31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44

cm

199
184
176
186
174
190
183
189
186
189
184
191
178
179

Tabelle 7.1: Korpergréfie und Gewicht von 44 Bauingenieurstudenten 1998.

25.6 255 240 26.0 24.1 240 285 253 234 26.5
23.2 25.0 220 24.0 249 30.0 27.0 244 243 295

85

kg

93
73
71
80
60
92
80
85
84
69
80
85
72
71

Tabelle 7.2: Reibungswinkel ¢[°] von n = 20 Rahmenscherversuchen an mittelplastischen
Schluff. Nach: E. Bésinger, Serienuntersuchungen zum Vergleich verschiedenener Rah-
menschergeréte, Institut fiir Bodenmechanik und Felsmechanik der Universitéit Karlsruhe

1996.

Jahr 1
HQ

971
550

1972
490

1973
590

1974
660

1975
1030

1976
445

1977
713

1978
797

1979
702

1980
778

Tabelle 7.3: Jahresmaxima [m®/s] von 1971 bis 1980 des Inn am Pegel Innsbruck (Quelle:

Hydrographischer Dienst Tirol).



KAPITEL 7. SCHATZEN VON PARAMETERN

Tabelle der t-Verteilung

FG Wahrscheinlichkeit

0,75 0,875 0,90 0,95 0,975 0,99 0,995 0,999
1 1,000 2414 3,078 6,314 12,706 31,821 63,657 318,309
2 0,817 1,604 1,886 2,920 4,303 6,965 9,025 22,327
3 0,765 1,423 1,638 2,353 3,182 4,541 5,841 10,215
4] 0,741 1,344 1,533 2,132 2,776 3,747 4,604 7,173
] 0,727 1,301 1,476 2,015 2,571 3,365 4,032 5,893
6 0,718 1,273 1,440 1,943 2,447 3.143 3,707 5,208
7 0,711 1,254 1,415 1,895 2,365 2,998 3,499 4,785
b 0,706 1,240 1,397 1,860 2,306 2,896 3,355 4,501
9 0,703 1,230 1,383 1,833 2,262 2,821 3,250 4,297
10] 0,700 1,221 1,372 1,812 2,228 2,764 3,169 4,144
11 0,697 1,214 1.363 1,796 2,201 2,718 3,106 4,025
12 0,695 1,209 1,356 1,782 2,179 2,681 3,055 3,930
13 0,694 1,204 1.350 1,771 2,160 2,650 3,012 3,852
14] 0,692 1,200 1,345 1,761 2,145 2,624 2,977 3,787
15 0,691 1,197 1.341 1,753 2,131 2,602 2,947 3,733
16 0,690 1,194 1,337 1,746 2,120 2,583 2,921 3,686
17 0,689 1,191 1,333 1,740 2,110 2,567 2,898 3,646
18 0,688 1,189 1,330 1,734 2,101 2,552 2,878 3,611
19 0,688 1,187 1,328 1,729 2,093 2,539 2,861 3,579
200 0,687 1,185 1,325 1,725 2,086 2,528 2,845 3,552
21 0,686 1,183 1,323 1,721 2,080 2,518 2,831 3,527
22 0,686 1,182 1,321 1,717 2,074 2,508 2,819 3,505
23 0,685 1,180 1.319 1,714 2,069 2,500 2,807 3,485
24| 0,685 1,179 1.318 1,711 2,064 2,492 2,797 3.467
25 0,684 1,178 1.316 1,708 2,060 2,485 2,787 3,450
26 0,684 1,177 1,315 1,706 2,056 2.479 2,779 3,435
27 0,684 1,176 1,314 1,703 2,052 2473 2,771 3,421
28 0,683 1,175 1.313 1,701 2,048 2.467 2,763 3,408
291 0,683 1,174 1.311 1.699 2.045 2.462 2.756 3.396
30 0,683 1,173 1,310 1,697 2,042 2,457 2,750 3,385
40| 0,681 1,167 1.303 1.684 2,021 2,423 2,704 3,307
501 0,679 1,164 1,299 1,676 2,009 2,403 2,678 3,261
60| 0,679 1,162 1.296 1,671 2,000 2,390 2,660 3,232
70| 0,678 1,160 1,204 1,667 1,994 2,381 2,648 3,211
20| 0,678 1,159 1.292 1,664 1,990 2,374 2,639 3,195
90| 0,677 1,158 1.291 1,662 1,987 2,368 2,632 3,183
100 0,677 1,157 1,290 1,660 1,984 2,364 2,626 3,174
2000 0,676 1,154 1,286 1,653 1,972 2,345 2,601 3,131
5000 0,675 1,152 1,283 1,648 1,965 2,334 2,586 3,107
00 0,674 1,150 1,282 1,645 1,960 2,326 2,576 3,090
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Tabelle 7.4: Quantile der t-Verteilung nach Freiheitsgraden und Wahrscheinlichkeiten.



Kapitel 8

Statistische Testverfahren

Bei statistischen Testverfahren soll eine Hypothese iiber einen Parameter einer Zufalls-
grofle auf ihre Berechtigung iiberpriift werden. Beispiele: Testen einer Zeitreihe auf Trend;
Test, ob der Sollwert (etwa einer Produktionsserie) im Mittel erreicht wird; Test, ob einer
der Koeffizienten einer Regressionsfunktion = 0 ist oder # 0 ist; Test, ob eine Verteilungs-
funktion auf eine Stichprobe passt, genauer, ob der angenommene Verteilungstyp mit der
Stichprobe vertraglich ist. Es handelt sich hier weniger um eine mathematische Frage,
als um eine Frage der Entscheidungstheorie. Entsprechend gibt ein Test keine Sicherheit,
sondern nur einen plausiblen Indikator.

8.1 Test fiir den Mittelwert u einer Zufallsgrofie

Es soll iiberpriift werden, ob der Erwartungswert y einer N (i, o%)-verteilten ZufallsgroBe
X (mit bekanntem o) einen gegebenen Wert 119 hat oder nicht. Man formuliert statistische
Tests in der Regel in Form von Hypothesen:

Nullhypothese Hy : 1 = po
Alternativhypothese Hq : p # po

Die Idee ist nun, dass — wenn die Nullhypothese zutrifft — die Zufallsgrofle X eben nach
N (o, 0%) verteilt ist. Man gibt nun ein Signifikanzniveau vor, etwa 95%, und macht eine
Stichprobe vom Umfang n. Das 95%-Konfidenzintervall ist laut Abschnittt 7.2 gleich

KI=[7 196, T+ 196 %}.

In 95% aller Fille liegt der tatsédchliche Wert p in diesem Intervall. Wir entscheiden iiber
die Hypothese H, :

(a) Ist po auBerhalb von KI, so wird die Nullhypothese verworfen. Wir kénnen dann
,mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit* von 5% sagen, dass u nicht gleich g ist.

87
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(b) Ist pp in KI enthalten, so wird die Nullhypothese nicht verworfen, sie ist mit der
Stichprobe , vertréaglich®.

Im Falle (a) sagt man, dass T signifikant (substantiell, nicht nur zuféllig) von g abweicht.

Beispiel 8.1 Wir setzen das begleitende Beispiel aus dem vorigen Abschnitt fort und
wollen es nutzen, um zu testen, ob die mittlere Grofle ménnlicher Studierender von je-
ner der ménnlichen Osterreicher insgesamt abweicht. Der Mikrozensus des Statistischen
Zentralamts im Jahr 1991 ergab, dass die durchschnittliche Grole aller méannlichen 6ster-
reichischen Erwachsenen (Alter > 20 Jahre) gleich pg = 175.5 ¢m ist. Dagegen bezeichne
w die mittlere Grofle ménnlicher Studierender. Wir setzen den Test, ob p signifikant von
1o verschieden ist, wie folgt an:

Ho: p=1755

Hy: #1755

Die Stichprobe vom Umfang n = 44 aus dem vorigen Abschnitt ergab als Punktschitzung
fiir die mittlere Grofie ménnlicher Studierender den Wert T = 179.9. Das 95%-Konfidenz-
intervall war

7.6 7.6
KI=[179.9 - 1.96 =, 179.9+ 1.96 =] = [177.7, 182.1]

Der Wert o = 175.5 liegt auflerhalb von KI. Wir verwerfen daher die Nullhypotheses H,.
Anders gesagt: Der gemessene Wert ¥ = 179.9 weist einen signifikanten Unterschied zum
allgemeinen Durchschnittswert 175.5 auf.

Man kann natiirlich an der Stelle von 95% auch andere Signifikanzniveaus wéihlen. Dem
Signifikanzniveau von (1 — p) - 100% entspricht die Irrtumswahrscheinlichkeit p - 100%.

99%: Die Irrtumswahrscheinlichkeit ist 1%, p = 0.01. Das Konfidenzintervall ist breiter
und damit wird Hy eher angenommen.

90%: Die Irrtumswahrscheinlichkeit 10%, p = 0.10. Das Konfidenzintervall ist schméler
und damit wird H, eher abgelehnt.

Uber die Wahl von p kann mit Hilfe der Kosten von Ablehnung/Annahme von H, ent-
schieden werden. Zum Beispiel kann bei der Qualitédtspriifung einer Warenlieferung in
Betracht gezogen werden, ob die Riicksendung fehlerhafter Waren oder die Akzeptanz
eines Ausschusses teurer ist.

Die Bedeutung des Signifikanzniveaus kann mittels folgender Tabelle dargestellt werden.

Ho angenommen abgelehnt
wahr Y Fehler 1. Art,
& Wabhrscheinlichkeit p (gewéhlt)
Fehler 2. Art,
falsch Wahrscheinlichkeit ¢ (unbekannt) v
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Bei Zutreffen von #Hy liegen nur p - 100% der Fille auBerhalb von KI. Daher ist die
Wahrscheinlichkeit des Fehlers 1. Art (#, wird filschlicherweise verworfen) gleich p. Der
Fehler 2. Art kann nur schwer abgeschitzt werden, da dies davon abhéngt, wie weit die
falsche Nullhypothese von der Wirklichkeit abweicht. Im Rahmen der Testtheorie kann
dessen Wahrscheinlichkeit ¢ minimiert werden ( Trennschdirfe, Giitefunktion von Tests).

Das allgemeine Format des Tests kann wie folgt beschrieben werden. Zu gegebener Irr-
tumswahrscheinlichkeit von p - 100% wihle man zuerst das Quantil « der Standardnor-
malverteilung, so dass fiir eine N'(0, 1)-verteilte Grofie U gilt:

P(—a<U<a)=1—-p bzw. PU < —aoderU > a)=np.

Der Zusammenhang zwischen p und « ergibt sich aus der Symmetrie der Normalverteilung
zu

d(a)=1-— g p=2(1—(a)).

(Fiir die Irrtumswahrscheinlichkeit von 5%, p = 0.05, ist & = 1.96.)

Das (1 — p) - 100%-Konfidenzintervall fiir X ist dann KI = [X — a\/iﬁ,y + az]. Das
Entscheidungskriterium ist
e L liegt auBerhalb von [Z — =T+ a\/iﬁ] ... Ho wird verworfen;

o piliegt in [T —af=T+a%] ... Ho wird akzepiert.
Dabei ist T der aus der vorliegenden Stichprobe berechnete Mittelwert; bei hinreichend
groflem n kann o durch die Stichprobenstreuung s geschétzt werden.

Varianten des Tests: (a) Umkehrung der Betrachtungsweise: man schlage das Ent-
scheidungsintervall um g ab, ermittle also das Intervall [py — a\/iﬁ, Lo + a\/iﬁ]. Falls die

Nullhypothese H, zutrifft, so ist X nach N (uo, %) verteilt und daher
P(Mo—a\% <X< ,u0+a\/iﬁ) =1-p bzw. P(X < ,uo—a\/iﬁ oder X > ,u0+oz\/iﬁ) =p.

Das Entscheidungskriterium ist

e T liegt auBlerhalb von [y — a\/iﬁ, o + a\/iﬁ] ... Hp wird verworfen;
e T liegt in [pg — =, o + a\/Lﬁ] ... Ho wird akzepiert.

Dabei ist T der aus der vorliegenden Stichprobe berechnete Mittelwert. Diese Form des
Hypothesentests ist numerisch dquivalent zur eingangs beschriebenen Vorgangsweise.

Im obigen Beispiel ist pg = 175.5, a\/iﬁ = 1.96\%%4 = 2.2 und das von pg aus abgeschlagene
Entscheidungsintervall gleich [175.5 — 2.2, 175.5 + 2.2] = [173.3,177.7]. Das Stichproben-
mittel T = 179.9 liegt auBlerhalb, also wird die Nullhypothese Hy verworfen. Abbildung 8.1
zeigt das Konzept am Beispiel der Kérpergrofen ménnlicher Osterreicher.
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2.5% 2.5% aller Fille

1733 1755 1777 1799

Abbildung 8.1: Variante des Hypothesentests mit iy als Zentrum des Entscheidungsinter-
valls.

(b) Zentrieren des TestgroBe: Falls die Nullhypothese H, zutrifft, dann ist die zentrierte
GroBle

_ X — 1o

o/v/n
standardnormalverteilt. Es gilt daher wie oben P(—a < U < a) = 1 — p beziehungsweise
P(U < —a oder U > «) = p. Es sei

U

UIT—MO
o/\/n

die Realisierung der Testgrofle U in der gegebenen Stichprobe. Das Entscheidungskriteri-
um ist

e u liegt auBerhalb von [—a,a] ... Hy wird verworfen;

e u liegt in [—a,a] ... Hg wird akzepiert.

Dies ist allgemein gebrauchliche Form von Hypothesentests.

Im obigen Beispiel ist u = % = 3.84 und liegt weit auflerhalb des Intervalls
[—a, a] =[—1.96,1.96]. Die Nullhypothese wird verworfen.

(c) Der P-Wert oder die Signifikanz von X. In den modernen Statistikprogrammen wird
meistens der P-Wert ausgegeben. Dieser ist definiert als jene Irrtumswahrscheinlichkeit
p*, bei der Hoy mit vorliegendem T gerade noch akzeptiert wiirde.

Um den P-Wert herzuleiten, gehen wir von der Form (b) des Tests aus. Ho wird akzeptiert,
wenn u = 275% im Intervall [—«, o] liegt. Wir fragen nach dem grofitmoglichen a*, sodass

die gegebene Realisierung u der Testgrofie U noch in [—a*, o*] liegt. Offenbar ist das der
Fall, wenn u auf einer der beiden Intervallgrenzen liegt, also u = +a* ist. Das bedeutet
aber o = |u|. Den P-Wert p* ermittelt man aus den Beziehungen

d(a*)=1-— % P =2(1— d(ah)).

Je kleiner der P-Wert, umso eher ist die Nullhypothese abzulehnen bzw. umso hoéher ist
die Signifikanz des Unterschieds von p und pyg.
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Im obigen Beispiel haben wir © = 3.84 berechnet. Somit ist a* = 3.84 und
p* = 2(1—®(3.84)) = 0.000123... ~ 0.01%.

Wir schlielen, dass die Nullhypothese H, schon bei einem Signifikanzniveau von 99.99%
verworfen wiirde, also mit Irrtumswahrscheinlichkeit 0.01%. Abbildung 8.2 erldutert die

Situation des Beispiels.

Abbildung 8.2: Quantile der zentrierten Grofle U. Der P-Wert im Beispiel entspricht der
Fléche unter der Normalverteilungskurve iiber (—oo, —3.84) und (3.84, c0).

| |
-3.84 3.84 >

Teststatistiken: Fiir zahlreiche Situationen wurden geeignete Testgrofien entwickelt (mit
entsprechenden Verteilungen). Hier ist auf die Literatur zu verweisen. Einige Beispiele
werden wir in den folgenden beiden Abschnitten sehen.

8.2 Der x?-Anpassungstest

Die Fragestellung ist, ob die Annahme eines gewissen Verteilungstyps gerechtfertigt ist.
Dies soll an Hand einer vorliegenden Stichprobe entschieden werden. Der Verteilungstyp
wird durch eine Verteilungsfunktion Fy(z) beschrieben. Der Aufbau folgt dem Schema des
Hypothesentests:

Ho: F(z) = Fy(x)

Hy: F(x) # Fo(x)

Zur Einfiihrung beginnen wir mit dem diskreten Fall.

Diskreter Fall: Die Zufallsgrofie X habe Auspridgungen x1, ...,z mit Wahrscheinlichkei-
ten P(X = z;) = p;. Der Test dient zur Feststellung, ob dies zutrifft. Eine Stichprobe
vom Umfang n habe die Haufigkeiten H;, i« = 1,...,k bzw. die relativen Héaufigkeiten
h; = H;/n ergeben.
Nach dem zentralen Grenzwertsatz ist die Grofle

N hi —pi  Hi—np;

hi — p;
[ pi(1—pi) \/% \/ D

niherungsweise nach N(0, 1) verteilt. Die Quadratsumme

Q=

: (Hi - npi)2
— npi

=1



KAPITEL 8. STATISTISCHE TESTVERFAHREN 92

ist daher niherungsweise (fiir n — oo) y%-verteilt mit (k — 1) Freiheitsgraden, falls die
angenommenen Wahrscheinlichkeiten, also Hy, zutreffen. Die x2-Verteilung werden wir in
Abschnitt 8.3 unten besprechen. Wir testen, ob () innerhalb etwa des 95%-Bereichs der
x2-Verteilung liegt oder nicht.

Beispiel 8.2 Wiirfel, k =6, p; = %. Eine Wiirfelserie n = 100 habe ergeben
Hl = 18, H2 == 12, H3 - 16, H4 = 6, H5 - 18, H6 = 30
Um zu iiberpriifen, ob der Wiirfel ungezinkt ist oder nicht, berechnen wir

_ (18—100/6)2 (12—100/6)2 (16—100/6)2
Q = 100/6 + 100/6 + 100/6

(6—100/6)2 |, (18—100/6)2 , (30—100/6)% ~
+ 100/6 + 100/6 + 100/6 = 19.

Das 95%-Quantil von X%E)) ist 11.07, laut Tabelle 8.8 am Ende dieses Kapitels. Der Wert
19 liegt auBerhalb. Daher wird H, verworfen; wir entscheiden uns fiir die Ansicht, dass
der Wiirfel gezinkt ist.

Kontinuierlicher Fall: Wir legen eine Verteilungsdichte f(x, A1,..., A.) mit r Parametern
zu Grunde. Zum Beispiel ist im Falle einer Normalverteilung N (i, 0?) die Anzahl der
Parameter » = 2 und etwa \; = u, \s = 0.

Die Ausgénge der Stichprobe werden in £ Klassen K; unterteilt, i = 1,... k. Theoretisch

ist dann die Wahrscheinlichkeit der Klasse K; gleich p; = ff’ f(z) dz, K; = [a;, b;], siehe
Abbildung 8.3. Die Parameter \,..., A\, werden aus der Stichprobe geschétzt. Ferner sei

L5

i >

Abbildung 8.3: Theoretische Wahrscheinlichkeit der Klasse K;.

H; die Haufigkeit der Klasse K; in der Stichprobe. Die Grofie

(H; — np;)?
np;

Q=

k

=1

ist nitherungsweise y?-verteilt mit (k — 7 — 1) Freiheitsgraden (Reduktion der Freiheits-
grade, da die r Parameter von der Stichprobe abhéngen), falls der Verteilungstyp f(x)
zutrifft.

Fiir die Wahl der Klasseneinteilung zieht man im Allgemeinen die Faustregel: np; > 4
heran. Die Klassenbreiten sollten also grofl genug gewéhlt werden.



KAPITEL 8. STATISTISCHE TESTVERFAHREN 93

Beispiel 8.3 Wir setzen das begleitende Beispiel der Korpergréfie X ménnlicher Stu-
dierender fort. Mit Hilfe der Stichprobe vom Umfang n = 44 soll getestet werden, ob
eine Normalverteilung vorliegt. Die geschétzten Parameter sind dann i = 179.9, 6 = 7.6.
Die zentrierte Grofe U = X129 ist dann nach MN(0,1)-verteilt, und wir kénnen die
Intervallwahrscheinlichkeiten aus der Normalverteilungstabelle entnehmen.

K; H; U; D; np; (Hi=npi)*

np;
<170 | 5 < —1.3026 0.0964 | 4.2394 | 0.1365
[170,175) | 5 | [~1.3026, —0.6447) | 0.1632 | 7.1807 | 0.6623
[175,180) | 13 | [—0.6447,0.0132) |0.2457 | 10.8108 | 0.4433
[180,185) | 7 | [0.0132,0.6711) |0.2437 | 10.7209 | 1.2914
[185,190) | 10 | [0.6711,1.3289) |0.1592 | 7.0031 | 1.2825
>190 | 4 > 1.3289 0.0919 | 4.0450 | 0.0005

~.

Ol W N~

Tabelle 8.1: Rechentabelle zur Ermittlung des Wertes () im Beispiel.

Damit ergibt sich
6

Q= Z —mi)® 3so

Es liegt niherungweise eine y2-Verteilung mit 6 — 2 — 1 = 3 Freiheitsgraden vor. Laut
Tabelle 8.8 is deren 95%-Quantil gleich 7.81. Da 3.82 < 7.81 ist, liegt das Ergebnis im
95%-Bereich. Wir nehmen daher H, an. Das heifit, die Hypothese einer Normalverteilung
fiir die Korpergrofe ist mit der Stichprobe vertréglich.

Wir kénnen unsere Einschéitzung auch visuell iiberpriifen, indem wir das Histogramm
und die empirische Verteilungsfunktion mit der angepassten Normalverteilung iiberlagern,
siehe Abbildung 8.4:

Z 0.06 — = 1
£, 0.05 / g, 08
5 =
g 004 < 06
2003 g
o E o4
2 0.02 @
" I} 02
2 o0 £
2 LA 2,
150 160 170 180 190 200 210 150 160 170 180 190 200 210
KérpergroBe [cm] qquad Kérpergréfe [cm]

Abbildung 8.4: Histogramm /relative Summenhéufigkeit mit angepasster Dich-
te/Verteilungsfunktion.

Eine weitere rasche empirische Uberpriiffungsmoglichkeit liefert das QQ-Plot, bei dem
die Stichprobenquantile gegen die Quantile der Standardnormalverteilung aufgetragen
werden, sieche Abbildung 8.5. Falls die der vorliegenden Stichprobe zu Grunde liegende
ZufallsgroBle normalverteilt ist, so miissten die Quantile ndherungsweise auf einer Geraden
liegen.
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Die Abbildungen 8.4 und 8.5 deuten an, dass im Falle der Koérpergrofle ménnlicher Studen-
ten eine Normalverteilung mehr schlecht als recht passt; der y2-Test schliet es jedenfalls
nicht aus.

200 *
1951 -
"
o s
o 190F /‘SH*
= %
c
o 185
o
c
2 1801 ol
o
Q L
.fJ_:,_’ 175 #q;*
@ 170} R
s 2

1651

1 ) \ ,

693 _2 2 3

-1 0 1
Quantile der Standardnormalverteilung

Abbildung 8.5: QQ-Plot zur Uberpriifung der Normalverteilungshypothese fiir die Korper-
grofe.

8.3 Die drei wichtigsten Testverteilungen

Die x2-Verteilung: Seien X, X»,..., X,, unabhingige, N (0, 1)-verteilte ZufallsgroBen.
Dann ist
=X+ X5+ + X,

x2-verteilt mit n Freiheitsgraden. Die Dichte ist

Cn xn/Qflefx/2’ x>0

fx%(x):{ 0, <0

Die Normierungskonstante ist
1

~ 2 (3)

mit der Gammafunktion I'(a) = [;*e " t*"! dt. Es gilt: E(x}) = n, V(x2) = 2n; der
Verlauf der Dichtefunktion fiir verschiedene Werte von n ist Abbildung 8.6 zu entnehmen.

Ch

Anwendung auf die Stichprobenvarianz: Wir betrachten eine Stichprobe vom Umfang n.
Die Werte X1, ..., X, sind unabhingig; wir nehmen an, dass sie nach AN (u,c?) verteilt
sind. Das Stichprobenmittel und die Stichprobenvarianz sind

n

— 1 1 —
X:EZXi, 52:n_1Z(XZ-—X)2.

i=1 =1
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fe @

I T

Abbildung 8.6: Dichtefunktionen der y2-Verteilung mit Freiheitsgraden n = 3 und n = 4.

Dann ist die Grofie

(n—1s> 1 —n = (X = X)?
=D DIC P D i
i=1 i=1

g

x2-verteilt mit (n — 1)-Freiheitsgraden.

Begriindung: Z?Zl(%)z ist y2-verteilt mit n Freiheitsgraden. Wird X; — u durch X; — X
ersetzt, so sind die Grofien Xi;y jedoch nicht unabhéngig. Intuitiv kann man sich vorstellen, dass
ein Freiheitsgrad von X absorbiert wurde — es verbleiben nur mehr (n — 1) Freiheitsgrade. Einen
rigorosen Beweis erhélt man durch eine geschickte Transformation, nach der man > , (@)2
in der Form Z?;ll 7?2 schreiben kann mit unabhéngigen und nach N(0,1) verteilten Grofien Z;,

1=1...n—1.

Die t-Verteilung (Student-Verteilung von W. Gosset): Die GroBe X sei nach N(0,1)
verteilt, die Grofie Y nach y2-verteilt; X und Y seien unabhiingig. Dann besitzt

X

ty = —e
Y/n

eine t-Verteilung mit n Freiheitsgraden. Die Dichte ist

fu(t) = F(;?l()%)(l . ﬁ)—

Es gilt: E(t,) = 0, V(t,) = -"5. Der Verlauf der Dichtefunktion ist &hnlich der Standard-
normalverteilung, jedoch etwas flacher und breiter (Abildung 8.7).

Anwendung auf das zentrierte Stichprobenmittel: Wir haben im Abschnitt 7.2 erwéhnt,
dass das mittels Stichprobenvarianz zentrierte Stichprobenmittel

X —
A
s/\/n
einer t-Verteilung geniigt. Dies kénnen wir nun herleiten. Sei X, ..., X,, eine Stichprobe

von N (u, o?)-verteilten Grofien. Dann ist X = j(T\_/% nach NV(0, 1) verteilt (Abschnitt 6.2)
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—_— tj-"u"erteilung
= = Mormalverteilung

1 >

Abbildung 8.7: Dichte der ¢-Verteilung mit 3 Freiheitsgraden; Vergleich mit Standardnor-
malverteilung.

und Y = u nach x2_,-verteilt (sieche oben). Daher ist

X—p_ G _ X
s/ \/ DS J(p — 1) Y/(n—1)

T =

t-verteilt mit (n — 1)-Freiheitsgraden. Wie in Abschnitt 7.2 gezeigt, kann dies zur Er-
mittlung von Konfidenzintervallen fiir den Erwartungswert einer Zufallsgrofie bei kleinem
Stichprobenumfang verwendet werden.

Die F-Verteilung (nach R.A. Fisher): Seien V,,, V,, unabhéngige Zufallsgrofien, verteilt
nach x?, bzw. nach x2. Dann ist

Vin/m

Vo/n

F-verteilt mit (m, n)-Freiheitsgraden. Die F-Verteilung findet Anwendung zum Beispiel
in der linearen Regression und im Test auf Trend einer Messreihe.

Fm,n:
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Tabelle der Y?-Verteilung
Freiheitsgrade Wahrscheinlichkeit p

0,005 | 0,01 | 0,025 | 0,05 | 0,1 0.5 0,9 | 0,95 [0975]| 0,99 | 0,995

1 0,00 000 000| 000| 002| 045 271 | 384 | 502| 6,63| 7.88
2 001 002] 005 0,10] 021| 1,39 461 599 738 | 9.21 10,60
3 007 011} 022] 035] 058 | 237| 6,25| 781 | 935[11.34 | 12,84
4 021 030 048] 071 ] 1,06 | 336| 7,78 949 | 11,14 | 13.28 | 14,86
b 041 055| 083 1,15 1,61 | 435| 924 |11,07 | 12,83 | 15,09 | 16,75
6 0,68 087] 1,24 | 1.64| 2,20 535 |10,64 | 12,59 | 14,45 | 16,81 | 18,55
7 0,99 124 1,69 2,17 283 | 6,35[12,02 14,07 | 16,01 | 1848 | 20,28
8 1,34 1,65] 2,18 | 273 | 349 | 73413361551 [ 17,53 | 20,09 | 21,95
9 1,73 209 2,70 | 333| 4,17 | 834 |14,68 | 16,92 | 19,02 | 21,67 | 23,59
10 2,16 | 2,56 | 3,25 394 487 93415991831 | 2048 | 23,21 | 25,19
11 260 305 3,82 457 55810341728 19,68 21,92 |24.73 | 26,76
12 307 357 440 523 6,30 11,34) 18,55 21,03 | 23,34 | 26,22 | 28,30
13 357 411 ] 501 ] 589 7.04 1234|1981 2236|2474 | 27.69 | 29,82
14 4,07 466 | 563 | 657 7,79 1334 | 21,06 | 23,68 | 26,12 | 29,14 | 31,32
15 460] 523| 626 | 7.26| 8,55|14,34 22,31 (25002749 30,58 | 32,80
16 514 581 691 | 7.96| 9311534 23,54 | 26,30 | 28,85 | 32,00 | 34,27
17 570 | 641 ] 7,56 | 8,67 10,09 16,34 |24,77 | 27,59 | 30,19 | 33,41 | 35,72
18 6,26 | 7,01 823 | 939 10,86 |17.34| 2599 | 28,87 | 31,53 | 34,81 | 37.16
19 6,84 | 7,63 891 | 10,12 | 11,65 18,34 27,20 | 30,14 | 32,85 | 36,19 | 38,58
20 743 | 826 | 959 | 10,85 12,44 |19.34 | 2841 | 31,41 | 34,17 | 37.57 | 40,00
21 8,03 | 890 | 10,28 | 11,59 | 13,24 | 20,34 | 29,62 | 32,67 | 35,48 | 38,93 | 41.40
22 8,64 | 9541098 | 12,34 | 1404 | 21.34 | 30,81 | 33,92 | 36,78 | 40,29 | 42.80
23 926 | 10,20 | 11,69 | 13,09 | 14,85 | 22.34 | 3201 | 35,17 | 38,08 | 41.64 | 44,18
24 989 | 10,86 | 12,40 | 13,85 | 15,66 | 23.34 | 33,20 | 36,42 | 39,36 | 4298 | 45,56
25 10,52 [ 11,52 [ 13,12 | 14,61 | 16,47 | 24,34 | 34,38 | 37,65 | 40,65 | 44,31 | 46,93
26 11,16 | 12,20 | 13,84 | 15,38 | 17,29 | 25,34 | 35,56 | 38,89 | 41,92 | 45,64 | 48,29
27 11,81 [ 12,88 | 14,57 | 16,15 | 18,11 | 26,34 | 36,74 | 40,11 | 43,19 | 46,96 | 49,65
28 12,46 | 13,56 | 1531 | 16,93 | 18,94 | 27,34 | 37,92 | 41,34 | 44,46 | 48,28 | 50,99
29 13,12 | 14,26 | 16,05 | 17,71 | 19,77 | 28,34 | 39,09 | 42,56 | 45,72 | 49,59 | 52,34
30 13,79 | 1495 | 16,79 | 18,49 | 20,60 | 29,34 | 40,26 | 43,77 | 46,98 | 50,89 | 53.67
3l 14,46 | 15,66 | 17,54 | 19.28 | 21,43 | 30,34 | 41,42 | 4499 | 48,23 | 52,19 | 55,00
32 15,13 | 16,36 | 18,29 | 20,07 | 22,27 | 31,34 | 42,59 | 46,19 | 49.48 | 53,49 | 56,33
33 15,82 | 17,07 | 19,05 | 20,87 | 23,11 | 32,34 | 43,75 | 47,40 | 50,73 | 54,78 | 57.65
34 16,50 | 17,79 | 19,81 | 21,66 | 23,95 [ 33,34 | 4490 | 48,60 | 51,97 | 56,06 | 58.96
35 17,19 | 18,51 | 20,57 | 22.47 | 24,80 | 34,34 | 46,06 | 49,80 | 53,20 | 57.34 | 60,28
36 17,89 | 19,23 | 21,34 | 23,27 | 25,64 [ 35,34 | 47,21 | 51,00 | 54.44 | 58,62 | 61,58
37 18,59 | 1996 | 22,11 | 24.08 | 26,49 | 36,34 | 48,36 | 52,19 | 55,67 | 59.89 | 62,88
38 19,29 | 20,69 | 22,88 | 24.88 | 27.34 [ 37.34 | 49,51 | 53,38 | 56,90 | 61,16 | 64,18
39 20,00 [ 21,43 | 23,65 | 25,70 | 28,20 | 38,34 | 50,66 | 54,57 | 58,12 | 62,43 | 65,48
40 20,71 [ 22,16 | 24,43 | 26,51 | 29,05 | 39,34 | 51,80 | 55,76 | 59,34 | 63,69 | 66,77

Abbildung 8.8: Quantile der Chi-Quadrat-Verteilung nach Wahrscheinlichkeiten p und

Freiheitsgraden.



Kapitel 9

Stochastische Bemessung

Die Grundlagen der Bemessung im Bauwesen nach wahrscheinlichkeitstheoretischen Me-
thoden wurden in den Fiinfzigerjahren des 20. Jahrhunderts durch A. M. Freudenthal,
V. V. Bolotin und andere gelegt. Die Auffassung, dass die Einflussparameter auf die
Tragfahigkeit eines Bauwerks als Zufallsgrofien zu betrachten sind, fiithrt zum probabili-
stischen Sicherheitskonzept. Ab den Achtzigerjahren diente dieser Ansatz als Grundlage
und Verhandlungsrahmen fiir die neuen Normen. Die Eckpfeiler der neuen Normen sind:

e die Grenzzustandsfunktion fiir die Tragfahigkeit und fiir die Gebrauchstauglichkeit;
e die Teilsicherheitsbeiwerte;

e die Versagenswahrscheinlichkeit.

Diese Begriffe sollten die fritheren Sicherheitsbeiwerte ersetzen, klarere Argumentations-
grundlagen schaffen und eine europiische Vereinheitlichung erméoglichen. In Osterreich
wurden die Grundsitze zuerst in der ONORM B4040 festgeschrieben. Etwas linger dau-
erte die européische Normung in den Eurocodes. Die Grundlagen der Tragwerksplanung
sind in der Norm EN 1990:2002 formuliert, welche 2005 die ONORM B4040 ersetzte. Da
in den Normen das probabilistische Modell nur als Ansatz eingeht, die Teilsicherheitsbei-
werte jedoch auf Verhandlungsergebnissen in den Normungsausschiissen beruhen, spricht
man auch vom semiprobabilistischen Sicherheitskonzept. In diesem Abschnitt sollen die
Grundkonzepte erlautert werden.

Ein Bauwerk ist Belastungen ausgesetzt, wie zum Beispiel Eigengewicht, Verkehrslast,
Wind usw. Wir fassen die Belastungen mit dem Buchstaben

S

(von englisch stress) zusammen. Die Norm EN 1990:2002 spricht allgemeiner von Finwir-
kungen. Demgegeniiber steht die Belastbarkeit

R

98
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(von englisch resistance). Sicherheit liegt vor, falls stets R > S ist. Versagen tritt bei
R < S bzw. bei R/S < 1 auf. Bereits im deterministischen Sicherheitsansatz bezeichnete
man

R
Z=R-S bzw. v=—
ZW 1% S

als Sicherheitsabstand bzw. Sicherheitsfaktor. Dementsprechend ist Versagen beim kriti-
scher Zustand Z < 0 oder v < 1 zu erwarten.

Genauer ist ein Bauwerk ein System, das vielfaltigen Belastungen Si, ..., .S, ausgesetzt
ist und dessen Belastbarkeit durch verschiedene Widerstandsparameter Ry, ..., R; bedingt
ist. Der Versagensfall wird durch die Grenzzustandsfunktion beschrieben:

g(Rh...,Rl,Sl,...,Sk)<O.

Im Spezialfall oben ist g(R,S) = R — S; die Normen unterscheiden nach Verlust der
Tragfihigkeit und nach Verlust der Gebrauchstauglichkeit. Zusétzlich kommt die Zeitab-
hdngigkeit ins Spiel, da sich die Belastungs- und Widerstandsparameter im Laufe der Zeit
andern:

R=R(t), t>0

S=5(t), t>0.
Die Lebensdauer eines Bauwerks ist jene Zeitspanne 7', nach der erstmals der Fall R(T") —
S(T) < 0 eintritt (vgl. Abbildung 9.1).

F

>

) T t

Abbildung 9.1: Zur Zuverlissigkeit und Lebensdauer eines Bauwerks.

Als Zuwerldssigkeit bezeichnet man das Nichtversagen wihrend der SOLL-Lebensdauer.
Die Norm EN 1990:2002 definiert dazu Nutzungsdauerklassen (siehe Tabelle 9.2). Die
Klassifizierung ist fiir die Wahl des so genannten Zuverldssigkeitsindex relevant, den wir
weiter unten besprechen werden. In der Planung eines Projekts sind bei der Auslegung
der Nutzungsdauer die Schadenskosten und die Sicherheitskosten zu beriicksichtigen und
ein Qualitdtsmanagement vorzusehen.

Belastungen und Widerstinde als Zufallsgroflen. Die Belastbarkeit R und die Be-
lastungen S sind nicht konstant, sondern zufélligen Schwankungen unterworfen. Dies wird
beriicksichtigt, indem R und S als Zufallsgrofien aufgefasst werden. Der Zustand der Si-
cherheit R > S kann in der Realitdt nicht zu 100% erreicht werden. Vielmehr ist die
Versagenswahrscheinlichkeit

py=P(R <5)
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Klasse der | Planungsgrife der
Nutzungs- Nutzungsdauer Beispiele
Dauer (in Jahren)
1 10 Tragwerke mit befristeter Standzeit®
2 10-25 Austauschbare Tragwerksteile, z. B Kranbahntrager, Lager
3 15-30 Landwirtschaftlich genutzte und ahnliche Tragwerke
4 50 Gebaude und andere gewdhnliche Tragwerke
5 100 Monumentale Gebaude, Brucken und andere Ingenieurbauwerke
3 ANMERKUNG Tragwerke oder Teile eines Tragwerks, die mit der Absicht der Wiederverwendung demontient werden kinnen, soliten
nicht als Tragwerke mit befrisieter Standzeit betrachtet werden

Abbildung 9.2: Klassifizierung der Nutzungsdauer nach EN 1990:2002.

(von englisch probability of failure) moglichst gering zu halten. Das semiprobabilistische
Sicherheitskonzept geht von der Versagenswahrscheinlichkeit aus und versucht daraus die
Sicherheitsbeiwerte fiir die Bemessung herzuleiten,

Beispiel 9.1 (Grenzzustandsfunktion eines Balkens unter Gleichlast) Wir betrachten
einen Balken der Linge ¢ [m], auf den eine Streckenlast konstanter GroBe L [N/m] ein-
wirkt (Abbildung 9.3). Die Bemessung soll nach dem maximalen Biegemoment erfolgen.

bl

FEEAEEALEF e

0 ¢

\j
By

Abbildung 9.3: Balken unter Gleichlast.

Unter den gegebenen Auflagerbedingungen gilt fiir das Biegemoment
M"(z) = —L, MO)=M¥)=0

und damit

L
M(z) = =5 a* + Leg.

Das maximale Biegemoment tritt in der Balkenmitte auf und hat den Wert
Le?
¢ :
Minax = M (5) = =
die Belastung ist somit S = L¢?/8. Um die Belastbarkeit herzuleiten, betrachten wir den
Querschnitt mit der neutralen Faser (Abbildung 9.4). Mit dem Flidchentrégheitsmoment
I = [ z* dA und der Normalspannung o besagt das Elastizitétsgesetz (vgl. Abbildung 9.5)
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Abbildung 9.4: Querschnitt und neutrale Faser.

» T

o(2) }mm

Abbildung 9.5: Zur Normalspannung.

Fiithren wir noch das Widerstandsmoment

I
W =

2| max
ein, so ergibt sich die maximale Normalspannung im Querschnitt zu

| My
Umax - W .

Ist der Grenzzustand durch eine zuléssige Spannung o, definiert, etwa die FlieBspannung
oder die Dehngrenze, so ist demnach

Omax S Ozul bzw. Mmax S I/I/O-Zul

zu fordern. Damit wird die Belastbarkeit durch R = Wo,, beschrieben. Sicherheit des
Tragwerks

S <R

entspricht dann
2

Mpox < Wo,y oder = < Wo,u.

Die Grenzzustandsfunktion des Balkens ist demnach

L2
g(R, S) = WUzul — ?
Widerstandsmomente fiir Rechtecks- und Kreisquerschnitt sind Abbildung 9.6 zu entneh-

men. Betrachtet man die Léange ¢ und das Widerstandsmoment W als fest, so ist die
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Abbildung 9.6: Widerstandsmomente fiir Rechtecks- und Kreisquerschnitt.

Grenzzustandsfunktion mit R = Wo,, und S = L¢?/8 von der simplen linearen Form
g(R,S)=R-S.

Eine kompliziertere nichtlineare Form kann leicht eintreten, wenn noch weitere Parameter
als Zufallsgroffen behandelt werden, zum Beispiel der Radius bei einem Kreisquerschnitt
(man denke an einen Baumstamm). Dann ergeben sich zwei Widerstandsgroien Ry = o,
und Ry, = r; die Grenzzustandsfunktion erhélt die nichtlineare Form

RB
g(S, Rl,Rg) = %Rl — S

Die Form der Grenzzustandsfunktion g ergibt sich aus den zur Bemessung herangezoge-
nen Zufallsgrofien.

Stochastische Beschreibung in der Modellsituation. Wir wollen die Begriffe des
probabilistischen Sicherheitskonzepts in der modellhaften Standardsituation erldutern,
namlich unter der Annahme, dass R und S normalverteilt und unabhéngig sind und die
Grenzzustandsfunktion linear ist: Z = R — S.

Genauer nehmen wir an, dass R nach N (ug,0%) und S nach N (ug,0%) verteilt ist. Die
Graphen der Verteilungsdichten sind Abbildung 9.7 zu entnehmen. Die Verteilung von Z

' Y

v

Abbildung 9.7: Verteilungsdichten fiir Belastung und Widerstand.

ist dann ebenfalls eine Normalverteilung, ndmlich N (uz,0%) mit

KHz = KR — HS

2 _ 2 2
oy, = O0p+O0g.
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Im Allgemeinen erhilt man die Verteilungsdichte der Zufallsgréfie Z durch die Faltung
F22) = [ fnlw) sty = 2) dy

im Spezialfall der Normalverteilung ist diese ebenfalls eine Gaufi’sche Glockenkurve (Ab-
bildung 9.8).

Versagensbereich

Z <0 \

Abbildung 9.8: Dichte der Grenzzustandsfunktion Z; Versagensbereich.

Die Versagenswahrscheinlichkeit ist

pp = P(Z < 0) :/_0 o) dz

und kann als Fliche unter der Dichtefunktion fz(z) im Bereich 2z < 0 abgelesen werden.!

Der Sicherheitsindex, in der Norm EN 1990:2002 auch als Zuverldssigkeitsindex bezeichnet,
ist definiert als
= Hz MR — Hs

0z \Joh+0%
Der Sicherheitsindex steht in direktem Zusammenhang mit der Versagenswahrscheinlich-
keit. Anschaulich ist klar (Abbildung 9.9), dass ein kleiner Sicherheitsabstand Z mit klei-
ner Streuung zur selben Versagenswahrscheinlichkeit fiihrt wie ein grofler Sicherheitsab-
stand Z, der weit streut.

%G’g o
37— :
| [ [
| | L
Hz ez >
g e
TE Tz

Abbildung 9.9: Zwei Félle mit demselben Sicherheitsindex § = 3.

I Achtung: Die Versagenswahrscheinlichkeit ist nicht die Fliche des Durchschnitts unter den Graphen
von fr und fg in Abbildung 9.7!
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Die Umrechnung von p; nach 3 erfolgt durch

pr=P(Z<0)=P (Z_“Z < Jﬂ) = 3(—B).
0z 0z
Dabei ist ® die kumulative Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung; man be-
achte, dass die zentrierte Grofle Z;—;‘Z nach N(0,1) verteilt ist. Zum Beispiel entspricht
einem Sicherheitsindex von § = 3 eine Versagenswahrscheinlichkeit von py = ®(—3) =
0.0013. Tabelle 9.1 listet weitere Entsprechungen auf.

B Dy
1.282 1 0.1
2.326 | 0.01
3.090 | 0.001
3.719 1 0.0001
4.265 | 0.00001
4.753 | 0.000001

Tabelle 9.1: Sicherheitsindex und Versagenswahrscheinlichkeit.

Die Norm EN 1990:2002 empfiehlt die Verwendung verschiedener Werte von S je nach
Bezugszeitraum und Zuverléssigkeitsklasse, welche wiederum durch die Schwere der Scha-
densfolgen charakterisiert wird, vgl. Tabelle 9.10. Die Bemessung eines Tragwerks kann

Lo Mindestwert fiir 7
Zuverldssigkeits-Klasse -
Bezugszeitraum 1 Jahr Bezugszeitraum 50 Jahre
RC 3 52 43
RC 2 4.7 38
RC 1 42 33

ANMERKUNG  Die Bemessung nach EN 1990 mit den Teilsicherheitsbeiwerten nach Anhang A sowie nach EN 1981 bis
EN 1999 flbrt in der Regel zu einem Tragwerk mit einer Mindestzuverlassigkeit §= 3.8 fir einen Bezugszeitraum von
50 Jahren. Gralere Zuverlassigkeitsklassen als RC 3 werden in diesem Anhang nicht weiter betrachtet, da fiir die betroffenen
Bauteile Sonderuntersuchungen angestellt werden miissen

Abbildung 9.10: Empfehlungen fiir die Mindestwerte des Zuverléssigkeitsindex g nach EN
1990:2002.

theoretisch auf dieser Stufe erfolgen: bei Kenntnis der statistischen Verteilung der Bela-
stung S ist so zu dimensionieren, dass mit der resultierenden Belastbarkeit R eine gefor-
derte Versagenswahrscheinlichkeit eingehalten wird, dass also P (g(R, S) < O) < py ist.
Dabei ist zum Beispiel laut Norm EN 1990:2002 in der Zuverlissigkeitsklasse RC-2 der
Zuverlissigkeitsindex 8 = 4.7 bzw. die Versagenswahrscheinlichkeit p; = 107% anzuwen-
den.

Die Eurocodes verlangen vom Statiker /von der Statikerin allerdings nicht, eine vollstindig
probabilistische Rechnung durchzufithren. Vielmehr werden Bemessungswerte, kritische
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Werte und Teilsicherheitsbeiwerte eingefiihrt, sodass am Ende der Nachweis der Trag-
sicherheit durch Einsetzen in Formeln gefithrt werden kann. Wir wenden uns nun der
Herleitung dieser Gréflen zu.

Der Bemessungspunkt. Die gemeinsame Verteilung der — als unabhiingig angenomme-
nen — Basisvariablen (R, S) hat die Dichte

1 exp <_ (r—pr)®  (s— Ms)z) .

2mTO RO

fr(r)fs(s)

2 2
20% 20%

Der Bemessungspunkt (R*, S*) ist jener Punkt auf der Grenzzustandsfunktion g(r, s) = 0,
der die grofite Wahrscheinlichkeit besitzt (Abbildung 9.11).2

Bemessungspunlkdt
r=s
“Versagenshereich
5 e 5

Abbildung 9.11: Definition des Bemessungspunkts.

Im Modellfall g(r,s) = r — s liegt der Bemessungspunkt auf der Grenzgeraden r = s,
erfiillt also S* = R*, und kann durch Nullsetzen der Ableitung der Dichtefunktion ldngs
der Grenzgeraden berechnet werden:

. % ) o) 1 (_(r _QMR> (r —QMS)) exp <_(7“ —pr)*  (r— NS)Q) _

- 2 2
2TOROS oS og 203 20%

Es muss also gelten

T—MR_I_T—MSZ

2 2
OR Og

0.
Die Losung r = R* dieser Gleichung ist:
2 2
R = BBUR T ORMS _ ge
op + 0y
Mit Einfithrung der Wichtungsfaktoren

OR gs
2 2’ Qs = 2 2
\VOg+ 05 \VOr+ 035

’Die Rolle des Bemessungspunkts ist im Anhang C.7 der Norm EN 1990:2002 beschrieben: Die Be-
messungswerte sollten so bestimmt werden, dass sie den Werten der Basisvariablen im Bemessungspunkt
nach der Zuverlissigkeitsmethode 1. Ordung entsprechen.

aRp =
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lasst sich dies schreiben als
R* = pup — arBor, S* = s+ asfos.

Die Wichtungsfaktoren apg, ag beschreiben also den Abstand des Bemessungspunkts zu
den Mittelwerten (g, 1) in Bezug auf Sog bzw. fog, vergleiche Abbildung 9.12. Durch
die iibliche Zentrierung der Normalverteilungen erhélt man aulerdem die Beziehungen

P(R< R*) = ®(—arB), P(S>S*)=d(—agh).

Niveaulinien von ffg

fs

Abbildung 9.12: Lage des Bemessungspunkts.

Die charakteristischen Werte. Die so genannten charakteristischen Werte Ry, Sy wer-
den als Quantilwerte eingefiihrt, wobei die Norm dann sagt, welcher %-Wert zu nehmen
ist, je nach Sicherheitsklasse und Variationskoeffizient der Basisvariablen.

Abbildung 9.13 erinnert an die Definition des Quantils (), der Standardnormalverteilung.
Es gilt zum Beispiel Q.95 = 1.645, Qg.97 = 1.88.

(1 — p)% dameber

p% darunter

Wp

Abbildung 9.13: Zur Definition des p - 100%-Quantils @), der Standardnormalverteilung.

Fiir die Widerstidnde wird Ry, so festgelegt, dass p - 100% der Werte dariiber liegen. Fiir
die Belastungen sollen ¢ - 100% unter Sy liegen. Wie iiblich erhilt man diese Quantile aus
der Zentrierung der Normalverteilung zu

Ry, = pp — Quor, Sk = s + Qq0s,
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p% darueber q% darunter

v
v

T
Ry 1R s Sy

Abbildung 9.14: Zur Definition der charakteristischen Werte.

vergleiche Abbildung 9.14. Die Lage der charakteristischen Werte in Bezug auf die Ver-
teilungsdichten von Belastung und Widerstand ist aus Abbildung 9.15 ersichtlich. Das
Verhiltnis Ry /Sy ist ein Maf fiir die Sicherheit.

Hs g e I MR

Abbildung 9.15: Lage der charakteristischen Werte und Mittelwerte.

Die Teilsicherheitsbeiwerte und Bemessungswerte. In den &dlteren Normen erfolgte
der Sicherheitsnachweis mit Hilfe eines gemeinsamen Nennsicherheitsbeiwerts v; fiir die
Bemessung war zu verlangen, dass R; > vSy erfiillt war. In den neuen Normen wird der
Nennsicherheitsbeiwert in einen Last- und Widerstandsanteil zerlegt: v = yrys mit so
genannten Teulsicherheitsbeiwerten vz und vg. Schliellich werden noch die Bemessungs-
werte

R
Ry= =%, Sa = Y55k
TR
eingefiithrt. Der Sicherheitsnachweis erhélt damit das Format
Ry,
Rd > Sd bzw. — > 'YSSk:- (91)
TR

In der Modellsituation normalverteilter, unabhéngiger Basisvariablen R, .S ist es moglich,
die Teilsicherheitsbeiwerte exakt so zu bestimmen, dass eine vorgegebene Versagenswahr-
scheinlichkeit p} = ®(—f*) eingehalten wird. Dazu setzen wir

1+ f*agvg 1—Q,v
1+ Qqus 1 — B*agug
wobei vg = og/pug und vg = 05/ugs die Variationskoeffizienten sind.

Satz 9.2 Werden g und 75 nach Formel (9.2) berechnet, so ist der Sicherheitsnachweis
Ry > Sy dquivalent zur Einhaltung der Versagenswahrscheinlichkeit py = ®(—3%).

Der Beweis dieser Tatsache erfolgt durch Einsetzen. Die Beziehung R; > Sy bedeutet ja Ry /vr >
755k Nach Definition war Ry, = pp — Qpor und S, = pug + Q40s. Einsetzen von (9.2) fithrt auf
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die dquivalente Beziehung

pr(l = B*agvr) > ps(1+ B asvs)
beziehungsweise

pr — ps > B*(praRVR + psasvs) = B\ 0% + 0%,
das heifit _
8= _HRrR —HS > B,

/2 2
O'R—l-US

was aber gleichbedeutend mit py = ®(—3) < ®(-5") = p} ist.

Sicherheitsnachweis nach der Norm EN 1990:2002. Das Format des Sicherheits-
nachweises ist durch (9.1) definiert. Im Unterschied zur Modellsituation werden allerdings
die Teilsicherheitsbeiwerte vg, vs nicht berechnet, sondern stehen als Zahlenwerte in den
Normen.

Zunichst wird nach standigen Finwirkungen (G), wie Eigengewicht, verdnderlichen Ein-
wirkungen (Q), wie Nutzlasten, und auflergewéhnlichen Einwirkungen (A), wie Explosio-
nen, unterschieden (Abschnitt 4.1 in EN 1990:2002).

Beispiele fiir den Teilsicherheitsbeiwert fiir die Einwirkungen aus der Norm:

v = 135 ... ungiinstige standige Einwirkung
= 10 ... glinstige standige Einwirkung
= 1.5 ... unglnstige veranderliche Einwirkung
=0 e glinstige veranderliche Einwirkung

Die Werte fiir v stehen in den einzelnen Fachnormen. Auch fiir die Wichtungsfaktoren
ag, ag werden im Anhang C.7 der Norm EN 1990:2002 Werte vorgeschlagen, zum Beispiel

ap = 0.8, g = 0.7,

anzuwenden unter der Bedingung, dass 0.16 < og/ogr < 7.6 eingehalten wird, mit ent-
sprechend anderen Werten in den anderen Féllen.

Kurz zusammengefasst erfolgt der Sicherheitsnachweis nach der Norm in drei Schritten:

1. Ermittle ugr,or und pg, os und daraus Ry, Sk.
2. Entnehme nach Klassifikation die Werte g, vs aus der Norm.

3. Weise nach, dass Ry/vr > v5Sk ist, bzw. dimensioniere entsprechend.

Tatséchlich verlangt die Norm eine wesentlich abgestuftere Vorgangsweise. Zum Beispiel
sind fiir die Kombination von Einwirkungen Kombinationswerte (1) heranzuziehen sowie
weitere situationsabhéngige Beiwerte. Schlieflich sieht auch die Norm vor, verschiedene
Verteilungstypen anzuwenden mit entsprechend angepassten Formeln fiir den Sicherheits-
nachweis. Zum Beispiel werden folgende Verteilungstypen empfohlen (Zitat aus Anhang

C.6):

3In der Modellsituation gilt sogar Ry = R* und S; = S*.
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— lognormale Verteilung oder Weibull-Verteilung fiir Baustoffeigenschaften, Bauteilwider-
stdnde und Modellunsicherheiten;

— Normalverteilung fiir Eigengewicht;

— fiir verénderliche Einwirkungen, ausgenommen fiir Ermiidungseinwirkungen, einfachheits-
halber, die Normalverteilung, die Extremwertverteilung wére angemessener.

Zur Interpretation der Versagenswahrscheinlichkeit: Der Festlegung, etwa fiir die Zu-
verléssigkeitsklasse RC-2, liegt der Zuverldssigkeitsindex § = 4.7 bzw. die Versagens-
wahrscheinlichkeit py = 107% zu Grunde. Da aber die Teilsicherheitsbeiwerte auf Verhand-
lungsergebnissen in den Normenausschiissen beruhen, darf der Wert 107% nicht als relative
Héufigkeit fiir das Versagen interpretiert werden. Man spricht von operativer Wahrschein-
lichkeit, die eben nur eine Gewichtung in einem genormten Prozedere liefert. Auf diese
Tatsache wird sogar im Anhang C.4 der Norm hingewiesen:

ANMERKUNG  Die  Versagenswahrscheinlichkeit® und der zugehérige Zuverlissigkeitsindex (siche C.5) sind lediglich
operative Werte. die nicht die wirklichen Versagensraten ausdriicken, sondern nur fir die Kalibrierung der Normen und fir
Vergleiche der Zuverlassigkeitsniveaus verschiedener Tragwerke verwendet werden.

Vergleicht man verschiedene probabilistische Modellrechnungen, wobei die Dimensionie-
rung nach der Norm vorgenommen wird, so stellt man Schwankungsbreiten der berech-
neten Versagenswahrscheinlichkeiten um mehrere Zehnerpotenzen fest, siehe etwa den
Sammelband Fellin et al. (2005). Mit welcher Wahrscheinlichkeit das fertiggestellte Bau-
werk versagen wird, kann in der Regel nicht iiberpriift werden, da Bauwerke Unikate sind
(anders allerdings bei Serienanfertigungen von Bauteilen).

Als weiterfithrende Literatur zum Thema stochastische Bemessung verweisen wir auf Bu-
cher(2009), Klingmiiller et al. (1992), Schuéller(1981).



Kapitel 10

Bayes’sche Konzepte

10.1 Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Der Begriff der bedingten Wahrscheinlichkeit ist zentral in der Bayes-Statistik, aber auch
bei Ereignisbdumen und Bayes’schen Netzwerken. Die bedingte Wahrscheinlichkeit eines
Ereignisses A unter der Bedingung, dass Ergeignis B eingetreten ist, ist

P(ANB)

P(AIB) = ~ 5y

Dabei ist P(B) # 0 vorauszusetzen. (Wir erinnern an die Notationen P(ANB), P(AUB)
fiir die Und-Verkniipfung bzw. Oder-Verkniipung der beiden Ereignisse A und B sowie
die Notation A€ fiir das Komplementérereignis aus Abschnitt 4.2.)

Es ergibt sich die Multiplikationsformel
P(ANB)= P(A|B) - P(B).

Beispiel 10.1 Die Wahrscheinlichkeit eines Geréteschadens (Ereignis A) durch Hoch-
wasseriiberflutung einer Baugrube soll ermittelt werden. Die Baugrubensicherung sei auf
ein fiinfzigjahriges Hochwasser bemessen (Ereignis B, P(B) = 2%). Geriteschaden tritt
auf, wenn aufgrund fehlender Vorwarnung die Gerite nicht rechtzeitig aus der Baugrube
entfernt werden konnen. Aus Erfahrung sei bekannt, dass der meteorologische Dienst in
60% der Hochwasserereignisse eine rechtzeitige Vorwarnung liefert. Somit ist die Wahr-
scheinlichkeit eines Geréateschadens, falls Hochwasser auftritt, gleich

P(A|B) =0.4.
Wir erhalten fiir die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses ,, Hochwasser mit Geréteschaden®

somit

P(ANB)=P(A|B)- P(B) =0.4-0.02 = 0.008 ~ 0.8%.
Der Bayes’schen Parameterschéitzung liegt der einfache, aber wichtige Satz von Bayes zu

110



KAPITEL 10. BAYES'SCHE KONZEPTE 111

Grunde. Den Satz erhélt man durch Kombination der beiden Beziehungen

P(ANB) P(AN B)

PO =" pay P(B)

P(A|B) =

Satz 10.2 (Satz von Bayes) Fiir Ereignisse A, B mit P(A) # 0 gilt:

P(B|A) = %

Aus den Rechenregeln fiir die Ereignisalgebra folgt

P(A)=P(AN(BUB%)) =P((ANB)U(ANB)) = P(ANB) + P(AN B°).
Einsetzen der Multiplikationsformel oben ergibt:
Satz 10.3 (Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit) Es gilt:

P(A) = P(A|B)P(B) + P(A|B)P(B").

Schlielich kann die Multiplikationsformel auf mehrere Ereignisse ausgeweitet werden:

P(A) = P(A|B)P(B)
— P(A|B)P(B|C)P(C)
P(A|B)P(B|C)P(C|D)P(D) usw.

10.2 Bayes’sche Parameterschitzung

Der Bayes’sche Ansatz hat zum Ziel, vorhandene Vorinformationen (Expertenwissen)
mit aktuellen Messdaten zu kombinieren, um eine verbesserte Schitzung fiir die Para-
meter einer Wahrscheinlichkeitsverteilung zu erzielen. Alle Wahrscheinlichkeiten werden
subjektivistisch, also als Vertrauensgrade, aufgefasst.

Gegeben sei eine Zufallsgroffe X mit einer Verteilungsfunktion, die von einem oder meh-
reren Parametern abhéingt, etwa mit 6 bezeichnet. Grundsatz des Bayesansatzes ist, dass
alles als Zufallsgrofie aufgefasst wird, somit auch der Parameter 6. Dieser besitzt also
seinerseits eine Wahrscheinlichkeitsverteilung, die wir kurz mit p(f) bezeichnen. (Eine
préazisere Formulierung, unterschieden nach diskretem und kontinuierlichem Fall, folgt
unten.) Die Verteilung p(0) wird als A-priori- Verteilung bezeichnet und dazu verwendet,
um die Vorinformationen zu beschreiben.

In einer Messung sei eine Realisierung & der Zufallsgrofle X festgestellt worden. Wir wollen
dieses Ergebnis mit der Vorinformation kombinieren, und erhalten damit die A-posteriori-
Verteilung p(0|£). Das Bayes’sche Theorem besagt:

p(€l0) p(9)

p(0l§) = (6
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wobei sich p(§) nachtriglich durch die Forderung, dass [ p(f]€)df = 1 sein muss, berech-
nen lasst. Man schreibt oft der Einfachheit halber

p(0[§) oc p(&l0) p(0),

das heifit, die linke Seite ist proportional zur rechten Seite.

Die bedingte Wahrscheinlichkeit p(£|6) ist die Wahrscheinlichkeit, dass X den Wert &
annimmt, wenn der Verteilungsparameter © gleich 8 ist. Sie wird als Likelihoodfunktion
oder Plausibilitdtsfunktion bezeichnet. Falls nicht nur ein Messwert sondern eine Stich-
probe & = (&, ...,&,) vorliegt, so sind die einzelnen Werte unabhéngig und daher die
Likelihoodfunktion das Produkt der einzelenen Wahrscheinlichkeiten:

P(€16) = p(&1lO)p(&16) ... p(Eald) = pr

Wir prézisieren die Vorgangsweise im diskreten und kontlnulerhchen Fall.

Fall 1: Die ZufallsgréBen X und © sind beide diskret. Dann handelt es sich in der
Bayes’schen Formel um gewohnliche Punktwahrscheinlichkeiten:

PO=0|X =¢) x P(X=¢©=0)P© =0)

bzw. im Falle des Vorliegens einer Stichprobe
PO =10¢) < [[P(X =¢l0=0)P© =0).
j=1

Fall 2: X ist diskret und © kontinuierlich. Dann sind die P(X = &|© = 6) Punktwahr-
scheinlichkeiten, aber p(6| X = &) ist eine (so genannte bedingte) Wahrscheinlichkeitsdich-
te; auch die A-priori-Verteilung ist durch eine Dichte gegeben:

p(O]X =€) o P(X =¢[0 = 0)p(0)

bzw. im Falle des Vorliegens einer Stichprobe
p(01€) HP (X =¢10=0)p(0).

Beispiel 10.4 Der Fall einer Alternatlvvertellung. Es sei zum Beispiel die Wahrschein-
lichkeit des Ergebnisses ,, Kopf“ bei einem Miinzwurf zu beurteilen. Die Zufallsgrofie X hat
demnach die Werte X = 1 mit Wahrscheinlichkeit § und X = 0 mit Wahrscheinlichkeit
1 — 0. Der Parameter # kann jedenfalls Werte zwischen 0 und 1 annehmen und ist daher
eine kontinuierliche Zufallsgrofle.

Bei einem einzelnen Miinzwurf (£ = 0 oder £ = 1) erhalten wir folgende Likelihoodfunk-
tionen:

P(X=1©=0)=60 bzw. P(X=00=60)=1-0.
Bei einer Stichprobe aus mehreren Wiirfen ist die Likelihoodfunktion das Produkt der
einzelnen Trefferwahrscheinlichkeiten. Ist zum Beispiel & = (1,0,1,1,0) (mit n = 5), so

ergibt sich
5

PEle=0) =] P(x =¢lo=0)=6°(1-06)"

J=1
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Fall 3: Sowohl X als auch O sind kontinuierlich. Dann sind die Wahrscheinlichkeiten in der
Bayes-Formel als Dichten zu interpretieren. Die Groflen X und © besitzen eine gemeinsa-
me Dichte p(z,0) und Randdichten px(z) = [*_p(z,0) db, pe(0) = [*°_p(z,0) dz. Die
bedingten Dichten sind definiert als

p(x,0)
pe(0)’

Die Bayes’sche Formel ist dann zu interpretieren als Aussage iiber die bedingten Dichten:

p(x,0)

p(el6 =6) = px(z)

pOIX = 2) =

p(O1X =) o p(x|© =0)p(#) baw. p(0|€) Hp §1© = 0)p(0).

Der Bayes-schitzer fir den Parameter ©: Der Bayes-schéitzer fiir © ist der Erwartungs-
wert der A-posteriori-Verteilung:

§ = E(O|¢) = Zep —=0,¢), ... ©c{bh,....0,} diskret
= / Op(0|€) d6, ... O € R kontinuierlich

Beispiel 10.5 Wir setzen Beispiel 10.4 fort und wollen die A-posteriori-Verteilung in
verschiedenen Féllen ermitteln. Zunéchst zur Wahl der A-priori-Verteilung. Erahrungen
mit Miinzwiirfen legen nahe, dass der Parameter 6, etwa bei Centmiinzen, zwischen 0.4
und 0.6 liegt. Nehmen wir aber an, dass wir keine Vorinformation haben, so modellieren
wir dies durch eine Gleichverteilung fiir den Parameter 6 im Intervall [0, 1] (andere Werte
kommen nicht in Frage), also

{1l 0s0s<L
)= 0, 0 <0oderf>1.

Nehmen wir nun an, wir machen einen Miinzwurf mit dem Ausgang & = 1. Nach dem
Bayes’schen Theorem ergibt sich fiir die A-posteriori-Verteilung

p(OIX =1) o< p(X =1|0)p(0) = Op(0),

das heif3t,
ch, 0<0<1,
p(9|X—1)—{07 0 <0 oder 6 > 1.

Die Konstante ¢ erhélt man aus der Bedingung

00 1
1:/ p(9|X:1)d0:/09d6:§
—00 0

zu ¢ = 2. Die A-posteriori-Verteilung fiir den Parameter 6 ist somit eine Dreiecksvertei-
lung.

Der Bayes-Schitzer fiir 6 ist der Erwartungswert von © geméaf der A-posteriori-Verteilung,
also

R 00 1 2)
9:/ 0p(9|)<:1)c10:/2<92@10:g
- 0

[e.e]
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Fiir den a-priori nicht vorinformierten Bayesianer ergibt sich also nach einem Miinzwurf
mit Ergebnis ,, Kopf“, dass die Miinze als gezinkt zu betrachten ist mit Wahrscheinlichkeit
von 2/3 fiir einen Kopfwurf.

Die Formulierung ist etwas iiberspitzt, um das Grundprinzip herauszuarbeiten. Selbst-
verstéindlich wird auch ein Bayesianer die Miinze mehrmals werfen, also seine A-posteriori-
Verteilung aktualisieren (,,updating“). Ist die Miinze ungezinkt und die Priorverteilung
nicht einengend, so konvergieren die weiteren A-posteriori-Verteilungen zum frequentisti-
schen Schétzer 8 = 1/2. Der Vorteil der Bayes-Methode ist allerdings, dass sie im Ge-
gensatz zur frequentistischen Methode schon bei kleinen Stichproben plausible Aussagen
machen kann.

Beispiel, fortgesetzt: Nehmen wir an, die Miinze wurde fiinfmal geworfen mit Ergebnis
£€=1(1,0,1,1,0). Die A-posteriori-Dichte ist

p(0]€) = (1,0,1,1,0)) = ¢6*(1 - 0)* fir 0<6<1.

Die Konstante ¢ erhélt man zu ¢ = 60 aus

1
1= c/o 0°(1 — 0)*do = &
Die Posteriorverteilung ist somit eine Betaverteilung mit Dichte
p(01€) = (1,0,1,1,0)) =606°(1 —6)>, 0<6<1.
Der Bayes-Schétzer fiir 6 ist nunmehr

~ 1 4
6= 60/ 0*(1 —0)2do = —.
0 7

Um den Effekt der A-priori-Verteilung vorzufithren, nehmen wir (sinnvollerweise) eine
Verteilung, die mehr in der Ndhe von # = 1/2 konzentriert ist, ist zum Beispiel eine
Betaverteilung p(f) o< (1 — #). Mit dem Stichprobenergebnis € = (1,0, 1,1,0) gilt dann

p(0l€) o p(€]© =0)-p(0) o 6°(1—0)-0(1—0) =06"(1—0)".

Die A-posteriori-Verteilung ist demnach ebenfalls eine Betaverteilung mit Parametern
r—1 =4, s —1 = 3. Deren Erwartungswert ist nach einer allgemeinen Formel fiir

Betaverteilungen gleich
r 5
E(B6|&) = =-.
(©16) r+s 8

Der damit gewonnene Schétzer h="5 /8 liegt naher bei 1/2 als jener mit einer A-priori-
Gleichverteilung.

Diese kurze Einfiithrung in die mittlerweile hoch entwickelte Bayes-Statistik moge gentigen.
Fiir weitere Informationen siche Viertl(2003).
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10.3 Subjektive Wahrscheinlichkeiten

Im Zuge der Projektplanung, aber auch bei der Beurteilung von Eingansgrofien in der Be-
messung, sind die Eintrittswahrscheinlichkeiten oder die Verteilungen von Zufallsgréfien
héufig durch personliche Beurteilung durch die Bearbeiter oder Experten festzulegen.
Dies trifft insbesondere auf die Wahl der A-priori-Verteilung bei der Bayes’schen Parame-
terschiatzung zu.

In der Anfangsphase eines Projekts fehlen einerseits oft statistische Daten, etwa in Form
von Bodenproben oder Laborversuchen, andererseits geht es in der Projektplanung um
einen zukiinftigen Zustand oder ein Risiko, das erst unter zukiinftigen Bedingungen zum
Tragen kommt. In solchen Féllen muss die Zuweisung von Wahrscheinlichkeitswerten —
nach bestem Wissensstand — durch Abwégung und Diskussion erfolgen. Die Wahrschein-
lichkeitstheorie spricht von subjektiven Wahrscheinlichkeiten und es sind eine Reihe Vor-
gangsweisen zu ihrer Interpretation und zu ihrer Ermittlung entwickelt worden.

In der subjekivistischen Interpretation wird die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses A als
Vertrauensgrad in sein Auftreten gedeutet. Hier wird bewusst in Kauf genommen, dass
dieser Vertrauensgrad eine subjektive Einschétzung bedeutet und daher von verschiede-
nen Experten verschiedene Werte zugewiesen bekommen kann. Selbstverstédndlich muss
die Bewertung rational und unter Zuhilfenahme aller verfiigharen Information erfolgen.
Um eine operative Methode zu erhalten, den subjektiven Vertrauensgrad zu quantifizie-
ren, wurde von Savage(1954) vorgeschlagen, diesen als Indifferenzpreis fiir ein gedachtes
Wettspiel anzusetzen. Das Spiel ergebe einen Gewinn von 1, falls A auftritt, und von 0,
falls A nicht auftritt. Dann ist

P(A) = Indifferenzpreis fiir das Spiel =
P(A) = maximaler Kaufpreis =
P(A) = minmaler Verkaufspreis.

Soll zum Beispiel die Erfolgswahrscheinlichkeit einer Alternativverteilung beurteilt wer-
den, also etwa bei einem Miinzwurf die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis A = ,, Kopf*,
so wiirde das Wettspiel in einem Miinzwurf bestehen mit der Gewinnausschiittung von
1.00 Euro, falls ,Kopf*“ auftritt. Sie waren vermutlich interessiert, diese Wette um einen
Einsatz von 0.00, 0.10, 0.20 Euro zu kaufen; bei einem Kaufpreis von 1.00, 0.90, 0.80 Euro
wiren Sie wahrscheinlich nicht interessiert, einzusteigen. Schwieriger wird es schon bei ei-
nem Kaufpreis von 0.45 oder 0.55 Euro. Wenn Sie die Miinze fiir ungezinkt halten, werden
Sie das Kaufinteresse voraussichtlich genau bei 0.50 Euro verlieren, das heif3t, es wird fiir
Sie egal sein, ob Sie mitwetten oder nicht. Dies ist also Ihr Indifferenzpreis, und damit ist
Ihre subjektive Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten von ,, Kopf“ gerade P(A) = 0.5.

Diese Vorgangsweise wird Introspektion genannt. Wichtiger fiir die Risikoanalyse ist al-
lerdings die Expertenbefragung, auch Mediation, Delphi-Methode oder auf Englisch eli-
citation genannt. Dabei werden Einzelwahrscheinlichkeiten und Verteilungsfunktionen in
einem Diskussionsprozess festgelegt. Es konnen dabei unter anderem
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e statistische Daten,
e Erfahrungswerte, Normwerte,
e Bewertungstabellen,

e Ereignisbdume

herangezogen werden.

Ein Beispiel einer der Bewertungstabellen ist etwa die Sherman-Kent-Skala, mit deren
Hilfe qualitativen Wahrscheinlichkeiten quantitative Wertebereiche zugeordnet werden
konnen; Abbildung 10.3, aus Meyer et al. (2001):

Sherman Kent rating scale

Order Of Chances | Percent
Likelihood Synonyms In10 (%)
Virtually (almost) 9%
. We are convinced
Nearly Certain Highly probable 9
Highly likely
8 80 V]
Likely
We believe
Probable We estimate 7
Chances are good
It is probable ¢ 60%

Chances are slightly better than

Even Chance Chances are about even 5
Chances are slightly less than

4 40%___
Probably not 3
Improbable Unlikely
: ‘We believe not
2 20 Y
Almost impossible
Nearly . Only a slight chance 1 10%
Impossible Highly doubtful

Abbildung 10.1: Die Bewertungsskala von Sherman und Kent.

Beispiel: Bestimmung einer kontinuierlichen Wahrscheinlichkeitsverteilung. Die folgen-
de Vorgangsweise wurde von O’Hagan(1998) vorgeschlagen. Es soll die Verteilung einer
Zufallsgrofle, etwa einer Schadenssumme S, eruiert werden. Dazu miissen die Experten
zunéchst eine untere Grenze U und eine obere Grenze O sowie den Modalwert (haufigsten
Wert) M festlegen. Anschlielend werden sie angehalten, die Wahrscheinlichkeiten fiir die
folgenden Intervalle anzugeben:

(a) [U, M],
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(b) [U, (U + M)/2],
() [((M+0)/2,0],
(d) [U, (U +3M)/4],
() [(3M +0)/4,0L.

Es wurden zum Beispiel die folgenden Grenzen angegeben:
U =165, M =190, O = 250.

Die von O’Hagan vorgeschlagenen Intervalle wurden mit den folgenden Wahrscheinlich-
keiten versehen:

(a) [165,190] : P = 0.500,
(b) [165,177.5] : P = 0.175,

d

)
)
(c) [220,250] : P = 0.050,
(d) [165,183.75] : P = 0.330,
)

(e) [205,250] : P = 0.250.

Daraus errechnen sich die Wahrscheinlichkeiten der nicht iiberlappenden Teilintervalle
laut Tabelle unten:

Intervall Klassenmitte z; | Wahrscheinlichkeit p; | Histogrammhohe
[165,177.5] 171.250 0.175 0.0140
[177.5,183.75] 180.625 0.155 0.0248
[183.75, 190] 186.875 0.170 0.0272
[190, 205] 197.500 0.250 0.0167
[205, 220] 212.500 0.200 0.0133
[220, 250] 235.000 0.050 0.0017

Im néchsten Schritt wird nun eine Verteilungsfunktion angepasst. Wir nehmen in diesem
Fall eine Lognormalverteilung LogN (i, 0%). Wir berechnen dazu Mittelwert und Varianz
des Logarithmus der Klassenmitten als Schitzung, also

pr Y logzipy & 5.2609.

J

Ebenso ergibt sich die Varianz zu

o~ (logz — p)*p;; o~ 0.0853.
J



KAPITEL 10. BAYES'SCHE KONZEPTE 118

0.031 0.031
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. . . :l._ . .

9 0 '
100 120 140 160 180 200 220 240 260 280 300 150 200 250 300

Abbildung 10.2: Angepasste zweiparametrige (links) und dreiparametrige (rechts) Lognor-
malverteilung.

Das Histogramm mit der angepassten Lognormalverteilung ist in Abbildung 10.3 (links)
abgebildet. Da die angepasste Verteilung die Schiefe des Histogramms nicht gut wieder-
gibt, machen wir noch einen Durchgang (,,stepping back“) und versuchen, eine verscho-
bene Lognormalverteilung anzupassen. Das Histogramm legt nahe, um 150 nach links zu
verschieben. Wir passen daher eine Lognormalverteilung an die verschobenen Klassenmit-
ten z; — 150 an; die Berechnung erfolgt wie oben und gibt nunmehr ein befriedigendes
Modell der Verteilung der Schadenssumme — vgl. Abbildung 10.3 (rechts).

10.4 Ereignisbdume

Ereignisbdume ermoglichen die Beriicksichtigung von Abhéngigkeiten von Ereignissen un-
tereinander, zum Beispiel kausaler Zusammenhénge oder zeitlicher Abfolgen. Der Baum
besteht aus Knoten (den Ereignissen) und Kanten, die die Zusammenhénge darstellen.
Die Kanten kénnen mit Bewertungen versehen werden (zum Beispiel Schadenskosten),
die Verzweigungen an den Knoten konnen mit Wahrscheinlichkeiten versehen werden.
Ist der Baum aufgebaut, so konnen die Gesamtbewertungen an den Knospen (Enden)
additiv, die dazugehorigen Eintrittswahrscheinlichkeiten multiplikativ berechnet werden
(statistische Unabhingigkeit der Aste vorausgesetzt).

Beispiel 10.6 Es soll das Schadensrisiko durch Hochwasser wihrend des Baus eines Erd-
damms in einem Hochgebirgstal abgeschitzt werden, und zwar in seinen Auswirkungen
auf die Baukosten und auf die Bauzeit. Das vorliegende Beispiel befasst sich mit der
Baustelle Moosbach /Kartell und wurde 2004 bearbeitet!.

Fiir die Schiittphase des Damms wurde eine Bauwasserumleitung auf HQ50 dimensioniert.
Betrachtete Risiken waren:

!'Mathematische Methoden im Baubetrieb und Risikoanalyse, Universitit Innsbruck, Bearbeitung
durch M. Nitsch und A. Strolz.
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e Verklausung des Umleitungsstollens;
e Bauzustand des Damms (Kerngraben offen/nicht offen);
e Beschiadigung der Dammkrone.

Die kausalen Zusammenhénge wurden mit Hilfe eines Ereignisbaums dargestellt (gesamter
Baum in Abbildung 10.6, Ausschnitt in Abbildung 10.6).
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- |Bauzeitver-

Kemgraben offen 1

69%

33 Kemgraben nicht Hochwasser steigt Uber

derzeitige Dammkrone

67%

Hochwasser steigt nicht aber
derzeitige Dammkrone

keine Verklausung

Verklausung
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69%
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Abbildung 10.3: Vollstdndiger Ereignisbaum fiir Hochwasserrisiko/Erddamm.

Die Wahrscheinlichkeiten der einzelnen Verzweigungen an den jeweiligen Knoten miissen
nun Schritt fiir Schritt festgelegt werden. Beispielhaft seien drei Knoten herausgegriffen.
Im Knoten 1 tritt eine Verzweigung fiir das Eintreten von HQ50 auf; die Eintretens-
wahrscheinlichkeit davon ist selbstverstindlich gleich 2%. Im Falle des Nichteintretens ei-
nes HQ50 wurde eine weitere Unterscheidung vorgenommen, mit subjektiv abgeschétzten
Wahrscheinlichkeitswerten (siehe Abbildung 10.6). Die Summe der Wahrscheinlichkeiten
am Knoten muss gleich 1 sein bzw. 100% entsprechen.
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Eintretens-
wahrscheinlichkeit

entstehende Kosten

= |Asthummer:

Y
a
3

LY
N
4
o
=3
=

Kerngraben offen

™ [langerungen [Wo]

- |Bauzeitver-

Kerngraben nicht Hochwasser steigt iber
offen derzeitige D:

2| 0,37% | € 54.000| 32
keine Verklausung 67%
Hochwasser steigt nicht uber
derzeitige Dammkrone
Verkiausung a| 0,18% | € 13.ooo| 07
|4| 0,14% | € 33_000| 18
Kerngraben offen
69%
Kerngraben nicht Hochwasser steigt iber
offen derzeitige D:
5| 0,04% | € 106.000| 64
67%
31%
Hochwasser steigt nicht ber
derzeitige Dammkrone
s| 0,02% | € 13.oou| 0,7

33%

Abbildung 10.4: Ausschnitt aus dem Ereignisbaum.

Knotennummer: 1
HQ50= 6 m3/s

Hochwasser

Abbildung 10.5: Ermittlung des Hochwasserrisikos am Knoten 1.
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Am Knoten 2.2 wurden die Verklausungswahrscheinlichkeiten mit Hilfe von Réngen ermit-
telt, die die Wichtigkeit der moglichen Ursachen bewertet (Abbildung 10.6). Die Bewer-
tung des Bauzustands offener /verbauter Kerngraben wurde anhand der Bauzeitverteilung

im Jahresablauf ermittelt (Abbildung 10.6).

Als Beispiel der Ermittlung der Auswirkung auf Kosten und Bauzeit sei beispielhaft der
Knoten 3.1 herangezogen. Hier sind entsprechend baubetriebliche Grundsétze anzuwen-

den; dies wurde in der Tabelle in Abbildung 10.6 durchgefiihrt.
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Knotennummer: 2.2

/

Verklausung

Schalmaterial
Bewertung

Summe: 10,0%

Abbildung 10.6: Ermittlung des Verklausungsrisikos am Knoten 2.2.

Knotennummer: 3.1;3.2;3.3
Wabhrscheinlichkeit

Abbildung 10.7: Wahrscheinlichkeit fiir offenen Kerngraben bei Hochwassereintritt.

Knoten: 31 Kerngraben offen <HQ50
nicht gesamte Lange des Kontrollganges in Massenberechnung enthalten (Bauablauf)

Abgetragenes Volumen: 1200,00 m®
Beschadigtes Dammvolumen: 300,00 m*
Zu entfernendes und neu zu schittendes Volumen: 1500,00 m?®

EHP Masse Pos.Preis
Ausbaggern+Transg 3.16 1500,00 4740,00
Wiedereinbau 0,95 1500,00 1425,00
Vorhaltekosten 41914,99 0,30 12574,50
Regieanteile: 4000,00 héher, da handische Aushubarbeiten tw. notwendig

[ Schadenssumme: € 22.739,50 |

Bauzeitverldngerung: 6,0 Tage
1,2 Wochen

Abbildung 10.8: Ermittlung der Auswirkung des Risikos offener Kerngraben am Knoten
3.1.

Die Gesamtbewertung des Risikos erhélt man durch statistische Auswertung der Ko-
sten/Bauzeitverlingerung mit zugehorigen Wahrscheinlichkeiten. Erste Indikatoren sind
der Erwartungswert der Schadenssumme/Bauzeitverlingerung und die Varianz. Ein deut-
licheres Bild der Risikoverteilung liefert ein Histogramm.

Genauer: Die Verzweigungswahrscheinlichkeiten am Startknoten sind gewohnliche Wahr-
scheinlichkeiten. An den spéteren Knoten handelt es sich um bedingte Wahrscheinlichkei-
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ten (jeweils unter der Bedingung, dass der entsprechende Knoten erreicht wurde). Verfolgt
man einen Zweig ¢ vom Startknoten bis zum Endknoten, so ergibt sich die Wahrschein-
lichkeit p;, den Endknoten zu erreichen, nach der Multiplikationsformel (Abschnitt 10.1)
als Produkt der Wahrscheinlichkeiten ldngs des Zweigs. Die Bewertung z; erhalt man als
Summe der Kantenbewertungen lings des Zweigs. Alle m Endknoten gemeinsam stellen
eine diskrete Zufallsgrofle X mit Auspréagungen zi,...,z,, und zugehorigen Wahrschein-
lichkeiten pq, ..., p, dar. Deren Erwartungswert ist

1=1



Kapitel 11

Lineare Regression

Dieses Kapitel ist ein paar kurzen einfithrenden Bemerkungen zur linearen Regression
gewidmet. Das umfangreiche Gebiet geht iiber den Rahmen der Vorlesung weit hinaus.
Eine umfassende Darstellung findet man in Montgomery et al. (2012). Weitere Beispiele
und Unterrichtsmaterial findet man in Kreyszig(1970) und Oberguggenberger et al. (2009).

11.1 Univariate lineare Regression

Gegeben seien Paare von Messdaten (z;,v;), i = 1,...,n, geometrisch eine Punktwolke
in der Ebene. Dabei kénnen die x; und y; durchaus mehrfach auftreten, also auch zu
gegebenem x; mehrere Messwerte y;1, . . ., y;p vorliegen. Die Standardaufgabe der linearen
Regression ist es, ein lineares Modell

y = 0o+ bz
an die Messdaten anzupassen, also eine beste Gerade durch die Punktwolke zu legen.

Beispiel 11.1 Eine Stichprobe von n = 44 Studenten im Jahr 1998. Hier ist x die Kérper-
grofe [em| und y das Korpergewicht [kg], vergleiche die Datentabelle 7.1. Abbildung 11.1
stellt diese Werte im Streudiagramm dar. Die beste Gerade postuliert und beschreibt
einen linearen Zusammenhang zwischen Gréfle und Gewicht.

Wir beginnen mit der Modellbildung des Regressionsansatzes. Das postulierte Modell fiir
den Zusammenhang zwischen x und y ist das lineare Modell

y=Bo+ fix

mit unbekannten Koeffizienten By und ;. Die vorliegenden Daten liegen jedoch nicht
exakt auf der entsprechenden Gerade, sondern zeigen Abweichungen ¢;,¢=1,...,n:

yi = Bo + Bix; + €.

123
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100
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Abbildung 11.1: Streudiagramm Korpergrofie/Korpergewicht mit Regressionsgerade.

Wir wollen aus den vorliegenden Daten Schétzwerte Bo, Bl fiir By, f1 gewinnen. Dies erfolgt
durch Minimierung der Summe der Fehlerquadrate

50,51 Z & = Z — Bo — 51%) )

=1

sodass also BO, 31 Losung des folgenden Minimierungsproblems ist:

L(fo, /1) = min ( (Bos 1) : Bo €R, By € R)

YA

y=B,+B,x

€
1

Y.

pd

|

|

|
*

|

|

|

|

|

|

X
I

xV

Abbildung 11.2: Lineares Modell und Fehler.
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Wir erhalten ﬁo und 31, indem wir die partiellen Ableitungen von L nach Sy und nach (;
Null setzen:

oL
9o
oL
o

(B(J,Bl) = —Qi (yi — Bo — 31331) =0
=1

(B(),Bl) = _22": 2i(yi — Bo — ra;)= 0
=1

Dies fiihrt auf das lineare Gleichungssystem fiir BO, Bl (die Normalgleichungen):
n Bo + (Z%)Bl = Zyi

(Z%)Bﬂ + (29512)31 = Z%‘%

mit der Losung
A 1 1 A

Bo = (ﬁ Z%) - (EZ}TJ&
5 DTy — %Z%Z%
X ()

Das Ergebnis der Regression ist die geschitzte Regressionsgerade
y = Po+ prz.

Die durch das Modell prognostizierten Werte sind dann

Ui = Po+ Prri, t=1,...,n.
Deren Abweichungen von den Messwerten y; bezeichnet man als Residuen

€ = Yi— Vi = yi_50—31$i,i =1,...,n.

Ya

Abbildung 11.3: Modell, Schatzung, Fehler, Residuum.
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Damit ist das deterministische Regressionsmodell spezifiziert. Im statistischen Regressi-
onsmodell werden die Fehler ¢; als Zufallsgréffen mit Erwartungswert Null interpretiert.
Unter weiteren Zusatzannahmen (Unabhéngigkeit, konstante Varianz, Normalverteilung)
wird das Modell dann statistischen Test- und Diagnoseverfahren zugénglich gemacht.

Umformulierung der Normalgleichungen zur besseren numerischen Handhabbarkeit. Wir
fithren die folgenden Vektoren und Matrizen ein:

(0 Iz £1
Y2 1 x €2
Bo
= ’X_: s fr— 76_
y o {61
| Yn | | 1z, | | &n |

Die Relation Daten-Modell
Yi = Po+ Bxi+ei, i=1,...,n,

schreibt sich dann in Matrixform einfacher zu

y =XB+e,
[ 1| (1 @ ] [ ey ]
Y2 1 @ €9
. . ﬁ()
= . +
o
| Yn | | 1 2, | | En ]
Weiters ist
1 oa ]
1 T2
1 1...1 : n o
T _ o 7
XX = |:$1 $2In:| _{le fo}
| 1z, |
T
Y2
1 1...1 . > v
T _ _ 7
Xy = [Q;l $2$n:| _{inyi}’
L Yn |
sodass die Normalgleichungen sich als
X™X3 =Xy

darstellen. Die Losung ist somit

B=X"X)" X"y,
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die Prognosewerte und Residuen sind
y = XIB ,y €=Y — y

Beispiel 11.2 Fortsetzung von Beispiel 11.1. Die Koeffizienten im Beispiel GréBe/Gewicht
ergeben sich zu By = —85.0209, [; = 0.8787 mit der in der Abbildung dargestellten Re-
gressionsgerade.

11.2 Rudimente der ANOVA

Die Abkiirzung ANOVA steht fiir ANalysis Of VAriance. Ein erstes Indiz fiir die Anpas-

sungsqualitdt des linearen Modells liefert die Varianzanalyse. Das arithmetische Mittel

der y-Werte ist
AR
y= n ; Yi-

Die Abweichung des Messwertes y; vom Mittelwert g ist y; — y. Die totale quadratische
Abweichung oder Gesamtvariabilitdt der Daten ist

Syy = Z (i —9)°
i=1
Diese wird in zwei Teilkomponenten zerlegt, und zwar in

n n n

D=0 =3 =) 3 (=)

=1 =1

Dies wird folgendermaflen interpretiert: i; — 7 ist die Abweichung des Prognosewertes vom
Mittelwert, und

SSp=) (i~ 7
i=1
die durch die Regression beschriebene Datenvariabilitit (Sum of Squares - Regression).
Andererseits sind e; = y; — y; gerade die Residuen, und

SSp =Y (4 —9.)°
i=1
die Quadratsumme der Residuen, welche als Restvariabilitdt interpretiert wird, die durch
das lineare Modell unerklért verbleibt (Sum of Squares-Error). Wir haben also die Vari-
anzzerlegung

S,y =SSk + SSp

erhalten. Die Grofle
_ SSR

Syy

wird als Bestimmtheitsmafl bezeichnet und misst den Anteil der durch die Regression
erklarten Variabilitit an der Gesamtvariabilitdt. Im Grenzfall einer exakten Anpassung,

R2
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wenn die Regressionsgerade genau durch alle Datenpunkte geht, ist SSg = 0 und damit
R? = 1. Ein kleines R? ist ein Indiz dafiir, dass das lineare Modell weniger gut an die
Daten passt. R = v/ R? ist der empirische Korrelationskoeffizient von x und y.

Bemerkung: ITm Falle der Regression mittels einer Geraden durch den Ursprung, also fiir
das konstantenfreie Modell y = 1z, ist die Varianzzerlegung ungiiltig.

Beispiel 11.3 Fortsetzung von Beispiel 11.1. Es ergibt sich
Syy = 3535.9, SSE = 1637.7, SSr = 1898.2

und
R? =0.5368, R = 0.7327,

also eine eher schlechte Anpassung (bzw. ein Indiz dafiir, dass Korpergrofie und Gewicht
eher keinen linearen Zusammenhang haben).

11.3 Multivariate lineare Regression

In der multivariaten linearen Regression hiangt die Variable y nicht nur von einer Regres-
sorvariable x ab, sondern von mehreren Variablen, etwa x1,xs,...,x;. Man beachte den
Notationswechsel: x; bezieht sich auf die i-te Regressorvariable. Die Messwerte der i-ten
Regressorvariablen werden nun mit zwei Indizes versehen, nédmlich x;1, z;, . . ., Z;,, sodass
nunmehr £ x n Messwerte vorliegen. Gesucht ist wieder ein lineares Modell

y = Bo+ Prxr + Baza + ... + Brag

mit noch unbekannten Koeffizienten Gy, 51, ..., G-

Das allgemeine multiple lineare Modell y = By + f121+. . .+ Brxr beinhaltet als Spezialfall
die einfache lineare Regression mit mehreren nichtlinearen Formfunktionen, also

y = Po+ frpr(x) + Bopa(x) + ... + Brpr(),

wobei 1 = @1(x), 22 = @a(x),..., 2 = pr(x) als Regressorvariablen betrachtet werden.
Insbesondere kann man polynomiale Ansétze

y =B+ piz+ Box® + ... + Bpa”

zulassen.

Die Messdaten (je n Stiick) fiir die einzelnen Variablen stellen sich schematisch wie folgt
dar:

Variable Yy Ty Xo ... Tp
Messung Nr. 1 Y1 T T ... Tpy

Messung Nr. 2 Yo  Tiz Tog ... Tia

Messung Nr. n Yn  Tin Top ... Tpp
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Jeder Wert y; ist zu approximieren durch
Yi = Po + bixri + Pawai + .o+ e &, i=1,...,n

mit den Abweichungen ¢;. Die geschétzten Koeffizienten Bo, Bl, e ,Bk werden wieder als
Losung der Minimierungsaufgabe

L(BOaﬂlv' .- 75]@) = Zé’f? — min
=1

gewonnen. Unter Verwendung der Vektor- und Matrixnotation

U1 1 211 210 ... 71 50 €1

Y2 1 @z @22 ... T2 B €9
y = : ! X = : : : : ’ B - : » €=

Yn 1 Tin To2n ... Tkn 6k €n

lautet das lineare Modell an die Daten in Kurzform wieder
y=XB+e.
Die bestangepassten Koeffizienten erhélt man wieder nach der Formel
B=(X"X)"'XTy

mit den Prognosewerten und Residuen

Die Varianzzerlegung

S,y =SSk + SSk

ist weiterhin giiltig; das multiple Bestimmtheitsmafs
R? = SSr/S,,
ist ein Indikator der Anpassungsgiite des Modells.

Das adjustierte R* und der residuelle mittlere quadratische Fehler: Mit zunehmender Va-
riablenzahl k& wichst das Bestimmtheitsma8 R?, bis der Wert 1 bei k = n erreicht wird.
Um diesen Effekt auszugleichen, kann man einen Strafterm einfiihren, der verhindert, dass
eine zu grofe Zahl an Regressorvariablen in das Modell aufgenommen wird. Man erreicht
dies durch Einfiihren des residuellen mittleren quadratische Fehlers

SSE
n—k—1
Da SSE mit wachsendem £ fillt, hat die Funktion M Sg in Abhéngigkeit von k ein Mini-
mum bei moderatem k. Das kénnte als Stoppkriterium dienen: keine Aufnahme weiterer
Variablen ins Modell. Das adjustierte Bestimmtheitsmaf§ kann aus MSg berechnet wer-
den, hat aber an der Stelle ein Maximum, wo M SE minimal ist:
_ SSp/(n—k—-1) n—1

2. =1 =1—-— (1 - R?%.
Haay Syy/(n—1) n—k—l( )

MSg =
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Kategorielle Variable in der linearen Regression: Kategorielle Variable, also solche, die
endlich viele Werte annehmen, kénnen in einem linearen Regressionsmodell mit Hilfe so
genannter Dummy- Variablen beriicksichtigt werden.

Beispiel: Gehen wir von einem Regressionsmodell y = B+ f1x1 aus mit einer zusétzlichen
kategoriellen Variable x5, die die Werte 0 oder 1 annehmen kann (z. B. Szenarion 0,
Szenario 1). Dann setzt man das Regressionsmodell

y = Bo + frx1 + Poxo + Psxi0

an und macht eine gewohnliche multivariate Regression mit diesem Modell. Dies entspricht
den beiden Modellen

Yy = 60 + 511‘1 bzw. Yy = (50 + 62) + (B1 + 53).%1

je nachdem, ob x5 = 0 oder x5 = 1 ist, ldsst also fiir die beiden Szenarien unterschiedliche
Achsenabschnitte und Anstiege zu. Im Falle dreier Kategorien braucht man zwei Dummies,
ete.

11.4 Statistik der Regression

Stufe 1 — nichtparametrische Annahmen: Es wird angenommen, dass die Fehler ¢;, ¢ =
1,...,n, unabhéngig und identisch verteilt sind, mit Mittelwert Null:

E(é?l) = 0, V(&) = 0'2.

Mit einigen kurzen Rechnungen erhélt man daraus fiir den Erwartungswert und die Ko-
varianzmatrix R R
E@B) =8, CB)=cXX)"
Insbesondere ist B ein erwartungstreuer Schétzer fiir 8. Fiir die einzelnen Varianzen erhélt
man R L
V(B;) =0°T;;,  COV(B;,B;) = 0Ty

mit [' = (XTX) 1. Weiters kann gezeigt werden, dass E(SSg) = (n —k —1)o? gilt. Daher
ist

02 = ;SS o

n—k—1

ist erwartungstreuer Schiitzer fiir 0.

Stufe 2 — Normalverteilungshypothese: Es wird angenommen, dass die Fehler ¢; (un-
abhingig und) normalverteilt sind nach A(0,0?). Bei festem Datenpunkt (z1,...,z)
ist der zugehorige Funktionswert

Yi = Po+ Brza + -+ Bprar + &
ebenfalls normalverteilt, mit Mittelwert p; = 8y + S12s1 + -+ - + Bray und Varianz o?.

Weiter sind alle Schiatzwerte sowie alle Residuen

-~ _ . -~ _ 1 N
B=X"X)"'X"y, y=XB F=-> y e=y-§
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Linearkombinationen normalverteilter Grofien, also selbst normalverteilt.

Wir werden verschiedene statistische Tests zusammenbauen; dazu miissen die Verteilungen

von Sy, SSg and SSgk ermittelt werden. Es gilt:

Syy/0? hat eine y2-Verteilung mit (n — 1) Freiheitsgraden.
SSg/o? hat eine x*-Verteilung mit (n — k — 1) Freiheitsgraden.
Wegen S,, = SSg + SSg hat SSi gerade k Freiheitsgrade.
Test auf Signifikanz der Regression: Die Regression wird als signifikant erachtet, falls

wenigstens einer der Koeffizienten [, ..., 5, verschieden von Null ist. Wir formulieren
das Gegenteil als Nullhypothese H:

Ho: pr=pe=--=0=0
Hy : B; # 0 fiir mindestens ein j € {1,...,k}
Wir wissen aus Stufe 1 und 2, dass
E(B) =8, E(¥)=EXB)=XB=E(y)
gilt. Falls die Nullhypothese zutrifft, dann ist

Bo Bo
0

B=1|.|. XB= ﬁ,
0 Bo

somit E(7;) = E(y;) = E(7) und schlieBlich E(g; —y) = 0 fiir alle i. Es folgt, dass SSg/o?
eine y2-Verteilung mit k Freiheitsgraden besitzt.

Andererseits wissen wir bereits, dass SSg/o? eine y?-Verteilung mit (n — k — 1) Freiheits-
graden hat.

Daher hat
SSr/k

T SSp/(n—k—1)
eine F-Verteilung mit (k,n — k — 1) Freiheitsgraden. Der zugehorige P-Wert

Fy

Py = P(F > F)

ist die Wahrscheinlichkeit, dass das Ergebnis der F-Statistik grofer oder gleich dem be-
rechneten Wert Fj ist, falls die Nullhypothese zutrifft. Ublichwerweise verwirft man die
Nullhypothese und erachtet die Regression als signifikant, falls Py < 0.05 ist.

Test auf Signifikanz einzelner Koeffizienten: Der Test sucht zu iiberpriifen, ob ein gege-
benes §; verschieden von Null ist, j = 0,1,..., k. Wieder wird das Gegenteil als Nullhy-
pothese formuliert:
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7‘[01 ﬁjzo
Hy: B #0

Wir wissen bereits, dass EJ eine Normalverteilung mit Varianz V(g’]) = o°T;; besitzt.
Falls die Nullhypothese zutrifft, dann muss E(5;) = §; = 0 sein. Dann hat die Grofie
B;/+/0°T;; eine Standardnormalverteilung A (0, 1).

Andererseits wissen wir, dass SSg/0? = 6%(n—k—1)/0? eine x*-Verteilung mit (n—k—1)
Freiheitsgraden besitzt. Es folgt, dass

7= B Bi/ /oLy
VoL \/—32(”;2’“‘1)/(71 —k—1)
eine t-Verteilung mit (n — k — 1) Freiheitsgraden hat. Man macht iiblichwerweise einen

zweiseitigen Test, daher ist der P-Wert gleich Py = P(|T'| > |T|). Die Nullhypothese wird
verworfen, falls Py < 0.025 ist, und ; wird als signifikant verschieden von Null erachtet.

Im Fall Py > 0.025 ist die Annahme §; = 0 mit den Daten vertréglich und die Variable
x; kann nicht aus dem Modell entfernt werden.

Ein weiterer wichtiger Schritt bei der Erstellung eines Regressionsmodells ist die Uber-
priifung der Modellannahmen. Wir gehen hier nur kurz auf die Frage des Verteilungstyps
ein.

Annahme der Gauf$verteilung: Falls die Normalverteilungshypothese zutrifft, sind die Feh-
ler €; sowie die Residuen e; = y; — y; normalverteilt. Dies kann leicht mit Hilfe eines QQ-
Plots iiberpriift werden. Falls die e; sich als nicht normalverteilt herausstellen, ist eine
mogliche Abhilfe eine Transformation der unabhéngigen Variable y.

Sehr hiufig wird dabei die Box-Cox-Transformation y — y» verwendet. Diese hingt vom
Parameter \ wie folgt ab:

A_

mit Y = YO
Yiogy, A=0

Der Parameter A wird so bestimmt, dass im entstehenden Regressionsmodell .Sk minimal
wird.
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